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INTEGRAL HENSTOCK KURZWEIL STIELTJES

Arncllis dan Yusmet Rizal

Jurusan Matematika FMIPA UNP Padang
ABSTRACT

This article we construct the dcﬁ-n.ilion of l]hc Henstock K"rmc"
Sticltjes integral using 8-finc Pcrron I')ar'll'lil%lt]ic}:.{gssi :ﬂl"'sfl;dy alsq e
simple propertics o the ansiock Kl.{lr{.\t‘;c‘.ld it j : I'Céi;d - especially g
far propertics of Henstock integral can be ¢‘~Cr01'70 in ' Cnstock-Kury,g
Sticltjes. Cauchy Criterion and Henstock Lemma arc proved in the Henstock

Kurweil sticljcs.

Key Words : Henstock-Kurzweil Sticljcs integral, &-finc Perron Partifigy
Cauchy Critcrion, Henstock Lemma

PENDAHULUAN

Penyusunan teori integral telah dikenal dalam dua bentuk definisi.
vaitu definisi dalam bentuk deskriptif, dan definisi bentuk konstruktif. Teori
integral yang disusun Denjoy dan Perron (Lee Peng Yee, 1989) merupakan
hasil pengitlakan integral Lebesque dalam bentuk deskriptif tetapi dalam arah
vang berbeda. Denjoy menyusun integralnya dengan pengembangan kontinu
mutlak menjadi kontinu mutlak teritlak. sementara Perron dengan pengertian
fungsi mayor dan fungsi minor. Kemudian Henstock dan Kurzweil vang
bckerja sccara terpisah (Henstock, 1988) dan (Lee Peng Yee ,1989)
mengitlakan integral Ricmann yang disusun dalam bentuk konstruktif
Henstock dan Kurzweil telah melakukan pengembangan kostanta positif 8
dan menjadi fungsi positif,

_PaQa !ulisan ini disajikan pengertian dasar intcgral Henstock
E3;11¥'c{:-StSIEIl{ps dengan pengembangannya, yaitu integral chslockl»

Zwell- Stieljes yang masih teta i jan intcgra
Mol g p ckivalen dengan pengertian Intcg
fiie Integral yang dibahas oleh Henstock menggunakan pengertian
3 adgam 8(x) > 0 untuk sctiap x dalam suatu selang tertutup yang bergantuné
. nﬂal:le"ga’_“!"la“ bilangan € > 0.terlebih dahulu (Lee Peng Yee, 1989). da0

paBT;l:ang ﬂlgumn adalah jumlah Riemann (Gordon, 1994).
PP r Sark:fn fungsi positif 5, partisi yang digunakan, partisi Perron
ine, dan dengan jumlah Sticl : : : | yang
di : ah Stieltjes akan dikonstruksikan suatu integral Y
isebut nantinya dengan i T = 5)
Untuk hal ini dier| gan integral Henstock Kurzweil-Stieltjes (HK ~ :
dijadikan dasar perlukan beberapa definisi, lemma dan teorema yang dap

]ﬂlcgralln;-;uk menyusun teori integral Henstock Kurzweil - S“""J‘?;

cnstock Kurzweil- Sticltjes didasarkan atas adanya partt

pada daerah pengi St .
dan teorema blieﬁ;ﬁlll:tcgm]a""ya- Partisi terscbut dapat dilihat pada defins
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Definisi
(a) Kolcksi pasangan selang titik
D= {Ulu"l ), (I3, x5),...U . Xp)x; € I,}
dengan[nL=¢.i#j

n

Dan [a.b] = Uf,- dikatakan partisi Perron pada |a, b]

=n
Untuk menyingkat penyajian di atas partisi D biasa ditulis
scbagai {[u.v].E}

(b) Diberikan fungsi positif d : [ab] - R

Kemudian untuk sctiap xe [a,b] menentukan sclang terbuka
Ux) = (X-8x), X+ 8x))
Jika D= {(1,£)} partisi Perron pada [a.b] Dan I; c (§; - 8(%). &, +
(%)) untuk setiap I; maka D = {(I, £) } dinamakan partisi Pcrron

o- fine pada [a,b] (Pfeffer. 1993)
Teorema
(a). Untuk setiap fungsi positif 8 : [a,b] =R terdapat suatu partisi -3
finc pada [a.b].

(b). Misalkan &,, &, 6 masing-masing mcrupakan fungsi bernilai real
positif pada [a.b] dengan & ( £)=min {5,(£).0-(%) } &€ [a.b]
Jika D partisi Perron 8- finc pada [a,b] maka D juga merupakan
partisi Perron &,-finc dan &,-fine pada [a.b] (Gordon, 1994)

Definisi
Diketahui h fungsi naik monoton pada [a,b]

n
D = {(L &)} partisi pada [ab] Maka S ({D.h) = DY f(%) h(l)

i=1

discbut jumlah h- Sticltjes fungsi f terhadap partisi D. (Pfcffer, 1993)

METODE PENELITIAN

Penclitian ini dimulai dengan studi pustaka dengan mempclajari
beberapa karya ilmiah yang disajikan dalam bentuk jurnal, bulletin ataupun
buku. Hasilnya disajikan dalam bentuk karya tulis berupa fteori integral
Henstock Kurzweil Sticlties. Teori terscbut disajikan dalam bentuk definisi-

definisi serta tcorema-teorema yang dilengkapi bukii.

HASIL DAN PEMBAHASAN

Dengan menggunakan partisi -8 seperti didefinisikan di atas dan
jumlah Sticltjes. didefinisikan integral Henstock Kurzweil Sticltjes scbagai

berikut :

Integral Henstock Kurzweil Stieftjes ... (Arneffis dan Yusmet Rizal) 13
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Definisi (Integral Henstock Kurzweil- Sticltjes)

a. Diketahui h fungsi naﬂc monoton pada [a,b]
b. Fungsi f : [ab] — % dikatakan terintegral Heng

¢k Kuryy,.
Sticltjes, ditulis singkat dengan feHKS(h) [a,b] TZwei|.

b
Jika ada bilangan real (= (HKS)I fdh pada [a,b) schingp, unty,
a
sctiap bilangan € > 0 terdapat fungsi positif § pada [a.b] schip
jika D= {[u.v] ; £} Partisi Perron 3- fin¢ pada [a.b] berlaky m
| £ -DZ1E W) -hw)| <e
{ discbut nilai integral HK- S(h) fungsi f pada [a.b]

Bilangan real { yang dimaksud dalam definisi di atas tunggal, ketunggaly,
terscbut disajikan dalam Teorema berikut
Teorema 1

Bukti

Jika f € HKS (h) [a.b] maka nilai integralnya tunggal

Andaikan ada dua bilangan real ¢ dan m yang berbeda memenyhi

defenisi integral HKS (h) maka dapat diambil untuk sctiap bilangan
€>0

1. Terdapat fungsi positif & ¢ Pada [a,b] schingga jika D, = {[uv]:2)
partisi Perron &, - finc pada [a.b] berlaku

) 1€ =Dy @) (hv) - hew) < /2
11.Tcrq;|‘pal fungsi positif &y pada [a.b] schingga jika D> = {[uv].3)
partisi Perron §,, —fine pada [a,b] berlaku
Im-D,¥ f (&) (h(v) - h(u)| < € /2
Didefinisikan fungsi positif § - [a.b] &> N
dengan § (£) = min {8,5).8.(5):Ee [a.b]}
Menurut teoremg sebelumnya, JikaD = {[uyv]; £)} Partisi Pcror 3-fin¢

Pada [a.b] maka D jugy merupakan Partisi Perron 8, —finc pada [a.b]

da iy 2
n Partisi Pcron 5 fine pada [a,b), schingga dipcrolch

[¢-D¥ f(%) (h(v)-h(u))| < € /2 dan
|m-D¥ TEM)-hauy)| < g /2

maka
l e ;
I IZ: (JI g "ZDZ r(‘;)(h(‘-'}‘h([,l}) +D Z r(l':_,)(h(\’)-]l(ll)) -m I
T D 2L AE)(h(v)-] S il
<efn+ 852(:(:;) ) [+ 1D X fE)h(v)-hiu)) ~!

Karena bilan
Dengan Katy [, terbukyi . id k)l 6

s p [lilili
niegralnya tungga) ahwa jika [ € HKS (h) [a.b], makd

4 EKAKIA (Borgay 17 .
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Seperti halnya H[a.b]. HKS[ab] juga mecrupakan ruang linicr. Hal ini
ditunjukkan dengan (corcma-tcorema berikut :
Teorema 2

HKS(h) [a.b] mcrupakan ruang linier. yaitu jika l.g € HKS(h)[a.b]
dan « scbarang bilangan rcal maka

b b
i. o [ e HKS(h) |a.b| dan (HKS) j o fdl1=r1(HKS}I fdh
ul ! u

1.1+ g € HKS(h) [a.b] dan

h b b
(HKS) j (f+ g)dh = (HKS) J' fdh + (HKS) J' gdh
o ul a

Bukti : Diberikan bilangan € > 0 scbarang.
Diketahui f, g eHKS(h)[a.b] dan o bilangan real.

h b
Misalkan bilangan rcal ¢ = (HKS) J fdh dan m = (HKS) I g dh.
[ a
i. Jika oo =0 maka jelas o f terintcgral Henstock Kurzweil Sticltjes
ke 0
Jikao#0

Pilih fungsi positil &, pada [a.b] schingga untuk seliap partisi
&-fine, Dy = {[u,v].E} pada [a,b] berlaku

(D) Z £ E)(h(v)-hu) - £] < |—j7|
jika D = {[u,v] : &} scbarang partisi - §; fine pada [a.b] maka
e £ =D of S)(h(v)-h(w)| = |o] | € -DENE)N(V)-h(u)|

£
<|a|—=¢

o

Berarti o f eHKS (h) [a,b] sehingga diperoleh

b
(HKS) j afdh =D T of (£)(h(v)-h(u))

=o . D Z 1 (©)(h(v)-h(u))
b b
(HKS) j ofdh = a(HKS) [ fdh
a a
ii. Ambil sembarang f,ge HKS(h) [a,b], maka terdapat fungsi positif
8, pada [a,b] sehingga untuk sctiap partisi -8, D2 = {[u,v] ; &}

partisi Perron §, — fine pada [a,b] berlaku
| € =D, Z f(E)(h(v)-h(u)| < €/2

Integral Henstock Kurzweil Sticlijes ... (Amellis dan Yusmet Riral) 15

Dipindai dengan CamScanner


https://v3.camscanner.com/user/download

3734
o terdapal fungsi posilifv?:,u pacl.a‘ [a.b) Schiny,
d:lr.l il E;misi - 85 D3 = {luv] : &} partisi Perrop 8, hl;*l gy
sctiap P Nie Pag,

|a.b] bcria:]klli DT g B(M()-h)] < €2

Diambil 5(2) = min {5:2(%). 81(3)} lll}lllk sCliap = e lab
Bc}d15.1rka|r tcorcma scbelumnya, jika D = (uy, &

pada [a.b] maka D juga merupakan partisi 5, dap p;r'u[s’?gisi 25
i : tiap Partisi Perr . 3 Pad.
[a.b]. Karcna itu untuk sctiap on 8 - fine P |;|_?:I

berlaku .
" [ ({+m)-DZ(C+ g)E)(h(v)-h(u)) |

=| (+m-D Z@E)(h(v)-h(u)) - D Zg(é)f"(\')-h(u)) |
=| £ -DZ f(¢)(h(v)-h(u)) + m -D zg(i}(h(\')-h(u)) |
<| £-DZAMW)-h) [ +]m -D Zg(i)(h(v)—h(u)) |
<gf2+E/2=¢§€

Ini berarti  + g eHKS(h)[a,b] dan

b
(HKS) I (f+g) dh = D Z (f +g)(5)(h(v)-h(u))
d

=D Z f(€)(h(v)-h(u)) + g(3)(h(v)-h(u))

=D X (f(E)(h(v)-h(u)) + 8(S)(h(v)-h(u)))

=D X [(E)(h(v)-h(u)) + DY B(E)(h(v)-h(u))
h b

h i .
(HKS) [ (F+g) dh = (HKS) | tdn + (HKS) J'gdh
a a

a
Menurut i dan ij terbukij HKS(h) [a.b] ruang linier.

Seperti halnya integral Henstock. tcorema berikut Juga berlaku untuk integral
Henstock Kurzwei] Stieltjes.

Teorema 3,
Jika fe HKS(h,) pada [a.b] dan fe HKS (ho)[a,b] maka

1. feHKS(ah) [a,b] dengan (HKS) j fd ahy=a(HKS) f ia,
a

ii.feHKSihﬁh;) [a,b] dengan

b b
(HKS) Ifd(h]"’hg) = (H‘KS) J‘ fdl\1+ ([{KS]J' fdh:
g

B ] . - ' ® . ‘
ukti ; Diberikan bilangap ¢ 0 scbarang l
b

j fdhy

d

Lfe
HKS(h,) la,b] berar; terdapat bilangan real ¢= (HKS)

dan telﬂapﬂt ﬁlﬂ

, i

Dy=( 81 positif §, pada [ab] schings? ’
1= U,V]; i .

’ &} Partjsj Perron 5(, fine pada [a,b] berlaku :

3
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1.4

lal

Jika D scbarang partisi 8,-fine pada [a.b] maka
| ol + DEEN a(hi(v) - hy(u)) |
- |a| [ £-DERE) (y(v) - Iy(u)) |

| £- Dy ZRE)hi(v) - ly(w)) | <

Jadi fe(HKS)(ahy) [a.b] dan sclanjutnya
b
(HKS) J' f d(ochy) = DERE) oy (v) - @ hy(u))
a

= aDZAE) (hy(v) -hy(u))

b h
(HKS) J‘ [d(ohy) = a(HKS) j fdh,
a d

ii.feHKS(y) [a,b] <> lerdapat bilangan rcal ( , dan terdapat fungsi
positif &, pada [a.b] schingga jika P,={[u.v]:Z} partisi Pcrron &,-
finc pada [a.b] berlaku
| € -DyZRE) (V) -hy(u) | < €12
feHKS(h,) [a,b] < terdapat bilangan rcal m. dan terdapat fungsi
positif &, pada [a.b] schingga jika D-={|u.v]:%Z} partisi Perron d--
finc pada |a.b] berlaku
| m - D2ZA(E)(ha(v) -ha(u)) [ < €72
Ambil 3(Z) = min {5)(Z). 82(%)}. untuk sctiap £ [a.b]
Menurut teorcma scbelumnya. maka untuk sctiap partisi Perron 6-
fine pada [a.b] berlaku.
| € +m-DIfE)(+ha(v) - (hi+hy(u))) |
=] (- DZAE)(y(v) - (hy(w)) +m -DEAE)(ha(v) - ha(u)) |
< 1=-DZIE) N (V) = (hy(u)) | + m -DEZLE)(ha(v) - ha(u)) |
<gflR+El2=¢
Jadi terbukti fe HKS(h, +h.) [a.b]
Sclanjutnya

b
(HKS)J' fd(hy+hs) = DEE)(hy +ha)(u.y)

= DZA(Z)hy (n.v)+ DEf(Z)h>(u.y)

b h h
(HKS)J‘ fd(h,+hs) = (HKS) j’ fdh,+(HKS) J' fdh,
1] o a
Integral Henstock Kur=weil Stiefijes ... (Amellis dan Yusmet Rizal) 17
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Teorema 4 _ a.b] dan [eHKS(h) [b.c] mak,
Jika feHKS() | : :

(1K) [ 1= (HKS) [ fan+ 1K) [
a b

. orikan bilangan €>0 scbarang misalkan ¢
.l;).’tg;lqkl :lKS ﬁlllggi f terhadap h pada [a.b] dan :Ezﬂi.‘""'“‘an
integral HKS fungsi [ terhadap h pada [b.c] maka (¢ d"Pﬂ-lal’!ua,fa"
itif: 5
P ﬁlﬂpadi’ [a.b] schingga untuk sctiap partisi Di={uyps
perron & -finc pada [a.b] berlaku > Partg

| ¢ =D ZRE)MV) - (h(u) | < /2
i, 8, pada [b.c] schingga untuk sctiap partisi D, ={luy] - »,
b

fe
CHKS(IU l4
({J

dan

Bukti :

partisi
Perron 8. — finc pada [a.b] berlaku
| k - D221(5) (h(v)-h(u)) | < €/2

Fungsi positif 8 pada [a.c] didcfenisikan dengan aturan schagyi
berikul

min {&,(E). b-£} . & €la.b]
&8 (5= < min {8:(£).5 b} . 5 €lbc]

min {&;(b). 5-(b)}.E=Db
Sclanjutnva pilih partisi Perron &-fine D = {[uv].3} pada
|a.c]. titik b sclalu merupakan titik didalam partisi D. Karem
DEAE)(h(v)-h(w)) = Dy ZAE)(h(v) = h(u))+D2Z(Z)(h(v)-h(u)
maka berlaku
| €+k-DZME)N(v) - h(u) |
= | { +k - D, Z €)(h(v)-h(u) — D-ZAE)(h(v)-I(u)
<] -DiZRE)(M(V) - h(w)| + [k-D2ZAE)((v)-h(w) |
<gR+ENRN=E¢

Jadi terbukti f € HKS (h) [a.c|
Selanjutnya

(HKS) J' fdh =DXf(=)(h(a.c))
= DZA(E)(h(a.b)+h(b.c))
= DZZ)(h(a.b)+DZ () (h(b.c)

c h c
(HKS) [ fdh = (HKS) [ fdh +(HKS) [ fdh
h

| e
an kriterid Cauelt

" At ] (7]
l?f,n kl:it ini dikemukakan tcorcma yang menunjukk
Juga dipenuhi untuk integral HKS [a.b]
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Teorema S (Kriteria Cauchy untuk integral)

I'e HKS (h) [ab] > untuk sctiap bilangan € > O terdapat fungsi
positif & pada [a.b] schingga jika D, dan D partisi peron & - fine
pada [a.b] berlaku Dy ZA(E)(h(v)-h(u)) - D-ZIE)(h(v)-h(u))< €
Bukti:  Diberikan bilangan € > 0 scbarang
(svarat perlu)
Karcna f eHKS (h) [a.b] maka terdapat bilangan rcal ¢ pada
[a.b] schingga untuk sctiap bilangan € >0 yang diberikan terdapat
fungsi positil & pada [a.b]. dan untuk sctiap partisi Perron &-fine
D= {[u.v]: £} pada [a.b] berlaku|  -DZAE)(h(v)-h(u)) |<€ /2
Jika Dy = {[uyv]: &} dan Dy {[u,v]: £} masing-masing partisi
Perron Z-finc pada [a.b] maka berlaku
| € =Dy ZRE)(h(v)-h(u))| < €/2 dan | ¢ — D-Zf(E)(h(v)-h(u))| < €/2
Schingga diperolch
Dy ZRE) (W(v)-h(u)-D> Zf(E) (h(v)-h(u))|
= £ -1 + D\ ZE)(h(v)-h(u)) - D-ZAE)(h(v)-h(u))|
<} € - D> ZU(Z)(h(v)-h(u))[HD, Zf(Z)(h(v)-h(u))- ¢|<€/2+E/2=€
Jadi terbukti bahwa
D, ZHE)(h(v)-h(u))-DZIE)(h(v)-h(u))I< €
(Syarat cukup)
Pilih fungsi positif &, (n=1,2.3,...) pada [a.b] schingga

1
hipotesisnya dipenuhi untuk &=—
n

Jika D,, dan P, partisi Perron 8,-fine pada [a,b] berlaku
1
[DLZHE)(h(v)-h(u))-PoZf(E) (h(v)-h(u)))]| < E

Dipilih 8 = min {5, &, ... 8,} dengan 8,(£)>5(%) > ........ untuk
setiap € € [a,b]
Jika Dy, partisi Perron 8, —fine pada [a,b] dengan m > r maka

1
berlaku [D,Zf(E)(h(v)-h(u)-DnZHE)(h(v)-h(w)| <E

Ini berarti bahwa{D,Zf(£))h(v)-h(u))} merupakan barisan .Cauchy
di R yang lengkap, dan karcnanya konvergen. Jadi ada bilangan

¢ e Rsehingga ¢ = lim D,ZE)(h(v)-h(u))

A==

Pilih bilangan € >0, maka terdapat suatu bilangan asli k sechingga

2 1 ¢
k>— > —<—

-k 2 |
dengan Dy adalah partisi Perron & —fine pada [a,b]. Ambil & =5

Jika D partisi Perron 8-fine pada [a,b] maka berlaku
| £ -DZAE)(h(v)-h(w))l
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<D SREME)-h(w) -DEAEN(-D(u))

| € Dy SAENM)-h(w))

3 g€ €
l .+,£'_<.'-—-|'—:E

k 2 2 2
Jadi terbukti I eHKS (h) [a.b]
a 6 (Lemma Henstock untuk intcgral HKS (h))
Jika [ € HKS (h) [a.b], yaitu terdapat fungsi primiif F-Hk
fungsi f pada [a.b] schingga untuk sctiap bilangan ¢ () tcrc? W
fungsi posilif & pada [a.b] schingga jika D={[yy|. =, ™
Perron 8-fince pada [a.b] berlaku > b
| D Z{RE)(v)-h(u) - Fluv]} [ < €
Jika D, I scbarang jumlah bagian dari DY maka
D& {Fluv] - [()(h(v)-h(u)| < 2&
Bukti Diberikan bilangan g >0 sebarang
Misalkan D={[u,v]. &} partisi Perron 8-fine pada [a.b] yang
terkait dengan bilangan € >0 vang diberikan. )
Namakan sclang tertutup yang terkait dengan D, adalah ],
Jo.....J,. Selang tertutup yang terkait dengan DY selain J, terschut
din,a_lqakan I I, ... Iy jadi p+q = n banyaknya selang tertutup pada
partisi D
Karena f € HKS (h) (1) untuk k = 1. 2 ... q maka terdapat fungsi
positif & pada I, schingga jika D, partisi perron &, _fine da |,
berlaku | D Z{f(€)(h)v)-h(u)) — F[u,v]} | < & /2
_Dalam hal ini pilih §(£)<8.(2) untuk £el,. Oleh karcna itu D:
Juga merupakan partisi Perron S-fine pada I, maka berlaku
IDZLREMV)-h(w)) - Fluv]} | < € /2
selanjutnya dibentuk
P=JU JQU.......UJPUPIUPEU”__“qu
:lt;las P merupakan partisi Perron 8-finc pada [a.b] schingg?
1peroleh: '
IDyZEF(v)-fE)(h(v)-hqu)) |

&
Teorem

lisi

= DZ{F(U,V)-f(’C;)(h(v)_h(u)) I 'l i Pq Z{F(u.v)—f?(ff.)(h{")'h(u)]l
k=1

<|D,x¢ F(uv)-f(&)(h(v)-hu) [+ Py i {F(u,v)_f(g)(h(v)-h(”“

k=1
<€+ i £/
k:]

q
<
bt Z E.Qk'CZE

k=]
Jadi te :
"bukti Lemmg Henstock untuk integral HKS ()
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KESIMPULAN

Dari uraian di atas dapat ditarik kesimpulan sebagai berikut :
1. HKS (h) [a.b] merupakan ruang linear

c b
(HKS) [ fih = (HKS) _[ fdh + (HKS) j fdh
a a b

L

Integral HKS (h) [a,b] memenuhi Kriteria Cauchy
Integral HKS (h) [a,b] memenuhi Lemma Henstock

-
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