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Suatu Interpretasi Geometris dari Determinan Matriks Persegi Panjang
Berukuran 2xn

Mesy Tiara Utama

ABSTRAK

Salah satu kajian matematika yang sangat penting dalam operasi matriks
adalah determinan. Determinan merupakan suatu konsep dalam bidang aljabar linier.
Konsep determinan matriks umumnya berlaku untuk matriks persegi tetapi kini telah
dikembangkan untuk determinan matriks persegi panjang. Determinan mempunyai
banyak aplikasi dalam analitik geometri. Analitik geometri membahas geometri
menggunakan prinsip aljabar menggunakan bilangan rill. Tujuan penelitian ini adalah
untuk mengetahui interpretasi geometris dari determinan matriks persegi panjang
berukuran 2xn.

Jenis penelitian ini adalah penelitian teoritis yaitu dengan menganalisa teori-
teori yang berkaitan dengan interpretasi geometri dari determinan matriks persegi
panjang berukuran 2xn. Metode yang digunakan dalam penelitian ini menggunakan
metode Radic. Metode Radic merupakan metode yang dikembangkan oleh Radic
untuk mencari determinan matriks persegi panjang.

Berdasarkan penelitian ini diperoleh luas suatu poligon yang merupakan
interpretasi geometris dari determinan matriks persegi panjang berukuran 2xn. Luas
suatu poligon dapat ditentukan dengan menggunakan determinan Radic dimana titik-

titik sudutnya diketahui dan dinotasikan dengan A; = [;ﬂAz = [;Z]An =

X . :
[y"]. Untuk menentukan luas poligon dapat menggunakan bantuan luas trapesium.
n

Hasil operasi pada luas trapesium yang diperoleh adalah hasil kali diagonal utama
yang merupakan determinan pada suatu matriks.

Kata Kunci: Matriks, Determinan Matriks 2xn , Interpretasi Geometri, Metode
Radic



A Geometric Interpretation of the Determinant of Rectangular Martrix 2xn

Mesy Tiara Utama

ABSTRACT

One of the most important mathematical studies in matrix operations is
determinant. Determinants are a concept in the field of linear algebra. The concept of
matrix determinant generally applies to square matrices but has now been developed
for determinants of rectangular matrices. The determinant has many application in
analytic geometry. Analytic geometri discusses about geometry using algebraic
principles using real number. The purpose of this study was to know geometric
interpretation of the determinant of rectangular matrix 2xn.

This type of research is a theoretical study by analyzing theories relating to
the geometric interpretation of the determinant of rectangular matrix 2xn. The
method used in the research is the Radic method. The Radic method is a method
developed by Radic to find the determinants of a rectangular matrix.

Base on the research, it is obtained the area of a polygon with a geometric
interpretation of the determinant of the 2xn rectangular matrix. The area of polygon
can be determined using a determinant where the points are known and denoted by

_[*1 _ [*= _[*n .
A = [y1]’A2 = [yz], Ay = [}’n]' To determine the area of a polygon can use

help the area of the trapezoid. The result of operation on the area of the trapezoid
obtained is the product of the main diagonal which is the determinant of matrix.

Keyword: Matrix, Determinant 2xn Matrix , Geometric Interpretation, Radic
Method.
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PENDAHULUAN

A. Latar Belakang

Salah satu cabang matematika yang berkembang cukup pesat dalam beberapa
dekade terakhir ini adalah bidang aljabar linier terutama konsep matriks (Mursaid,
2018). Matriks juga diperlukan dalam bidang ekonomi, statistika, pemodelan dan
lainnya. Menurut (Anton & Rorres , 2004 : 25) Matriks adalah jajaran empat persegi
panjang dari bilangan-bilangan. Bilangan-bilangan dalam jajaran tersebut disebut
entri dari matriks. Menurut (Ayres, 2011:1) matriks adalah himpunan persegi panjang
dari bilangan yang diapit oleh sepasang tanda kurung. Ukuran matriks disebut dengan
ordo. Suatu matriks A dengan jumlah baris n dan jumlah kolom n disebut matriks
persegi ordo n ( Anton & Rorres,2004 : 28 ). Ukuran suatu matriks dinyatakan dalam
bentuk perkalian banyaknya jumlah baris dan jumlah kolom yang dimilikinya.
Matriks persegi adalah matriks yang pada umumnya sering dipelajari dan digunakan
untuk menyelesaikan permasalahan dalam sistem persamaan linier.

Operasi pada matriks merupakan pembahasan yang penting dalam kajian ilmu
matematika. Operasi dalam matriks diantaranya perkalian matriks, penjumlahan
matriks, determinan, dan sebagainya. Determinan merupakan suatu konsep dalam
bidang aljabar linier. Konsep determinan yang sering dikenal adalah determinan
matriks persegi atau determinan matriks nxn (Yola,2019). Menurut (Anita, 2007: 18)

Determinan adalah sebuah fungsi yang memetakan matriks persegi dengan suatu



bilangan real dimana domain dari determinan adalah matriks persegi dan kodomain
dari determinan adalah bilangan real. Jenis fungsi pada determinan adalah
penjumlahan hasil kali elementer. Determinan juga dapat digunakan untuk mencari
invers suatu matriks persegi, sistem persamaaan linier, menentukan nilai eigen dan
lainnya.

Konsep determinan matriks yang dikenal hanya berlaku untuk matriks persegi
kini telah dikembangkan determinan pada matriks persegi panjang (Andi, 2014).
Secara umum determinan diartikan sebagai jumlah semua dari hasilkali elementer
pada matriks persegi, sehingga diagonal diagonal yang selama ini dijadikan dasar
dalam menentukan determinan matriks tidak akan dijumpai pada matriks persegi
panjang (Mursaid,2018). Determinan matriks persegi panjang dapat ditentukan nilai
determinannya khususnya yang memiliki ordo 2xn dengan menggunakan Metode
Radic (Radic, 2005). Determinan mempunyai banyak aplikasi dalam analitik
geometri. Geometri adalah ilmu ukur yang membahas bentuk, ukuran, ruang dan
lainnya. Oleh karena itu, geometri melibatkan koordinat pada suatu bangun ( Nanda,
2018:1). Analitik geometri adalah suatu cabang ilmu matematika yang
mengkombinasikan antara aljabar dan geometri. Determinan matriks persegi panjang
berukuran 2xn dibahas dalam bentuk geometris interpretasinya untuk menentukan
luas dari suatu bidang . Dalam geometris, determinan matriks persegi panjang dapat
dikembangkan untuk ordo 3xn yang merupakan volume pada bangun ruang.

Berdasarkan latar belakang masalah tersebut, penulis tertarik untuk dilakukan kajian



tentang " Suatu Intreprestasi Geometris Dari Determinan Matriks Persegi

Panjang Berukuran 2 x n

B. Rumusan Masalah
Berdasarkan uraian latar belakang masalah, maka rumusan masalah pada
penelitian ini adalah ” Apa Interpretasi Geometri dari Determinan Matriks Persegi

Panjang berukuran 2 xn”

C. Pendekatan Penelitian

Penelitian ini merupakan penelitian dasar. Pendekatan pada penelitian ini
adalah penyelesaian masalah secara aljabar dan diinterpretasikan secara Geometri.
Untuk menjawab pemasalahan yang diteliti tentang interpretasi Geometri dilakukan

melalui studi kepustakaan, yaitu berpedoman pada buku dan jurnal yang relevan.

D. Tujuan Penelitian
Tujuan penelitian ini adalah untuk mengetahui Interpretasi Geometris dari

Determinan Matriks Persegi Panjang berukuran 2xn.

E. Manfaat Penelitian
Berdasarkan hasil penelitian yang diperoleh diharapkan dapat memberikan

manfaat sebagai berikut:



Untuk menambah wawasan dan ilmu pengetahuan peneliti dan pembaca serta
peneliti dapat menerapkan ilmu yang diperoleh selama dalam proses perkuliahan.
Mendapatkan konsep baru yang dapat digunakan untuk menentukan Determinan
Matriks Persegi Panjang berukuran 2xn dan geometri interprestasinya.

Sebagai bahan referensi untuk peneliti selanjutnya dalam pengembangan ilmu.

Metode Penelitian

Langkah langkah untuk mendapatkan jawaban dari permasalahan adalah

sebagai berikut.

1.

Mempelajari studi literatur yang mengkaji tentang matriks, determinan matriks,
interprestasi geometri dari determinan matriks

Membahas konsep tentang menghitung determinan matriks persegi panjang
berordo 2xn dan sifat-sifatnya.

Membahas konsep tentang interpretasi geometri dari determinan matriks persegi
panjang berordo 2xn

Menarik kesimpulan dari pembahasan tersebut.
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KERANGKA TEORITIS

Pada kajian teori ini akan dibahas teori-teori pendukung yang dapat
menyelesaikan permasalahan penelitian. Teori-teori tersebut diantaranya matriks,
determinan matriks, metode perhitungan matriks, sifat-sifat determinan matriks bujur
sangkar, determinan radic, interpretasi geometri dari determinan, dan menghitung
determinan matriks 2xn.

A. Matriks

Matriks adalah jajaran empat persegi panjang dari bilangan-bilangan (Anton &
Rorres, 2004:26). Bilangan-bilangan dalam jajaran tersebut disebut entri dari matriks.
Notasi dalam matriks pada umumnya menggunakan huruf besar dan elemen-elemen
matriks menggunakan huruf kecil. Ukuran suatu matriks ditentukan oleh perkalian
banyak baris dan banyak kolom. Penentuan nama suatu matriks menggunakan huruf
besar misalnya A,B,C,D,X,Y,Z, dan lainnya.

Secara umum bentuk matiks sebagai berikut.

A11 Q12 0 Qg

az1 Qzz -+ Qyj
A= .. S

iy Azt Qg

Matriks yang mempunyai i baris dan j kolom, sehingga dapat ditulis dengan

A = [a; ;], artinya suatu matriks A yang elemen-elemennya a;; dimana i menyatakan

baris ke- i dan j menyatakan kolom ke- j.



B. Determinan Matriks

Misal A adalah suatu matriks persegi. Fungsi determinan yang dinotasikan
dengan det adalah jumlah dari semua hasilkali elementer bertanda dari A. Angka det
(A) disebut determinan dari A (Anton & Rorres, 2004 : 94).
Definisi 2.1:

Misalkan 4 = [a; ;] adalah sebuah matriks persegi, maka

detA = Z taqj,azj,  Anj,
j1,j2,---,j3

Tanda X, j,..j, £1j,Gzj, - anj, menunjukkan bahwa suku-suku harus
dijumlahkan untuk semua permutasi j,j,, ..., j3 dan terdapat tanda + yaitu tanda -
atau + yang dipilih untuk setiap suku tergantung permutasinya genap atau ganjil
(Anton & Rorres, 2004 : 94). Ada beberapa metode untuk menentukan determinan
dari matriks persegi, antara lain metode Sarrus, metode Ekspansi Kofaktor, dan
metode Reduksi Baris.

1. Metode Sarrus

Metode Sarrus merupakan salah satu metode yang sering digunakan untuk
menghitung determinan matriks  berukuran 3x3. Cara menghitung
determinannya dengan menambahkan elemen-elemen yang terdapat pada dua
kolom pertama pada matriks ke sebelah kanan notasi determinan. Penambahan
dua kolom pertama pada matriks hanya berlaku untuk matriks berukuran 3x3.

Diberikan matriks sebagai berikut.

A =01 Gz Qz3

az; dzz ds3

a1 ago a13‘



Maka
a1 Q12 413|411 Aq2
det(A) = |G21 Q22 Q23|21 Ay
a3y dzz dAszzldz; dz3
= (a11022033 + A12023031 + A13021023) — (12021033 +
11023032 + Q130322031
Contoh:

Diberikan matriks persegi berordo 3x3,

1 2 3
A=10 1 4
1 2 1
Maka :
aj; Q12 g3
det(A) = |G21 Q22 Qg3
az; dzz Aa4szz

=[M-DO-DO+@)-BO-W+B)--(@2)]-
[(D-D-G)+@-@- -1+ 1D)-(0)- (2]
=(1+8+0)—B3+8+0)=-2
Jadi, det(4) = —2
2. Ekspansi Kofaktor
Menurut Anton & Rorres (2004: 115), jika A adalah suatu matriks
persegi, maka minor dari entri a;; dinyatakan sebagai M;; dan didefinisikan
sebagai determinan dari sub matriks yang tersisa setelah baris ke-i dan kolom
ke-j dihilangkan. Bilangan (—1)*/M;; dinyatakan sebagai C;; dan disebut

kofaktor dari entri a;;. Minor merupakan determinan dari suatu matriks baru



(sub matriks) yang diperoleh dengan cara menghilangkan baris dan kolom

dimana elemen yang diambil minornya berada. Kofaktor merupakan minor

yang telah diperhitungkan dan diberi tanda +/— nya, cara untuk mengetahuinya

yaitu menjumlahkan indeks entri yang ingin ditentukan, yaitu jika jumlah

indeks nya genap maka diberi tanda + dan jika indeks ganjil maka diberi tanda

+

Cj = (D" My =

| ——— |
a4
S

S+ +

N

Berikut ini diberikan contoh menentukan minor dan kofaktor pada matriks.

Contoh :

Diberikan matriks persegi berukuran 2x2

1 4
A= [2 3]
Minor dari entri a,, adalah
My, = 3] =3

Kofaktor dari dari a,; adalah C;; = (—1)**M,; =3

Contoh :

Diberikan matriks persegi berukuran 3x3

6 2 8
A=1[4 10 6
1 8 8

Minor dari entri a,, adalah

My = [ 2] =32



Kofaktor dari a,; adalah C;; = (—1)*1M,, = 32
Demikian juga dengan elemen yanng lainnya.
Kofaktor dan minor dari suatu elemen a;;hanya berbeda dalam tandanya,

sehingga dapat ditulis

co = M;;, jikai+ j genap
by {—Ml-j, jika i+ j ganjil

Menurut (Anton & Rorres (2004:102), determinan dari matriks A berordo
n x n dapat dihitung dengan mengalikan entri-entri pada sebarang baris (atau
kolom) dengan kofaktor-kofaktornya dan menjumlahkan hasilkali-hasilkali
yangn diperoleh dimana untuk setiap 1 < i <ndan1 <j <n.
i. Ekspansi kofaktor sepanjang kolom ke-j
det(4) = aj1Cj1 + aj3Cj2 + -+ + ay Gy
ii. Ekspansi kofaktor sepanjang kolom ke-i
det(A) = a;1Ci1 + a;2Cip + -+ a;nCin
Dengan metode ekspansi kofaktor, menghitung determinan dapat
dilakukan melalui baris atau kolom yang mana saja, dan nilai determinannya
akan tetap sama. Berikut ini contoh dalam menentukan minor dan kofaktor
pada suatu matriks.
Contoh :

Diberikan matriks persegi
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Hitunglah determinan dari matiks tersebut.

Penyelesaian:

3.

Menggunakan ekspansi kofaktor sepanjang kolom pertama
det(B) = by11C11 — b12Ci5 + by3Cy3

_ 516 21 _ 42 2 2 6

_2|2 ()| 3|4 0|+4|4 2|

=2(0—4)—-3(0—8)+4(4—24) =64
Menggunakan ekspansi kofaktor sepanjang kolom pertama
Det(B) = by1C1q — bp1Ca1 + b31Csy

_516 2] _,|3 4 3 4

=2[; ol-2f; ol+4f; 3

=2(0—4)—2(0—-8)+4(6 —24) = —64

Reduksi Baris

Menurut (Anton & Rorres, 2004 : 97) menentukan determinan dapat

dilakukan dengan menggunakan metode reduksi baris yaitu dilakukan dengan

mereduksi suatu matriks menjadi bentuk segitiga atas dengan cara melakukan

Operasi Baris Elementer (OBE) pada matriks. Hubungan hasil determinan yang

dilakukan dengan matriks OBE dan dengan matriks aslinya adalah.

Jika matriks P diperoleh dari matriks A dengan OBE jenis b; + kb; yaitu
dimana baris ke-i ditambah dengan scalar k yang dikalikan baris ke-j
sehingga

det (P) = det(4)

Bukti :
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Misalkan A matriks persegi berukuran nxn, dimana matriks P merupakan hasil
perkalian antara baris i dengan skalar k dan ditambahkan pada baris j. Maka
det P = X7 (=) P;Mpy,,
= X (=D (kay; + ai) My
= Y7 (=DM kayMy; + X7, (1D aMy;
Misalkan diberi matriks bantu yaitu matriks Q, dimana matriks Q merupakan
matriks yang dimana baris ke-i pada matriks A dimisalkan dengan baris ke-s
sehingga diperoleh
=k Z?:l(—l)HjCIst[Q]ij + X0 (=D a; My
=k Z?=1(—1)t+stjM[Q]i,- + X0 (=D a; My
= kdetQ + det4
Karena matriks Q memiliki 2 kolom yang identik, maka detQ = 0
detP =k-0+detA
detP = detA
Contoh :

Diberikan matriks berukuran 3x3 sebagai berikut .

a1 +kay; ap+kay, a3+ kays
Misalkan detP = a1 ayy az3

asq as; ass

a;1 + ka1 i +kaz, aiz+kags
detP = a1 (05Y) a3

asy as; ass

= ((ay1 + kayq)azazs + (ag; + kazz)azzas; + (a3 + kaszs)aziasy)) —

((a13 + kazz)azzaz, + (a1 + kazy)azass + (agq + kazg)azsasy)
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= (a11022033 + k31022033 + 12023031 + kaz,a53a31 + a13a51a3; +
kaz3a;1a3;) — (A13a52a31 + kaz3a22031 + 412021033 + kaza;31a33 +
a110,303; + kaz;a;303,)

= ((a11a32a33 + A12a,3a31 + A13A51a37) + k(A21022033 + kaz,az3asq +
kay3a;1a37)) — ((A13022031 + A12a21a33 + a11a33a3;) +
k(az3022031 + 22021033 + A21023032))

= ((a11a322a33 + A12a;53a31 + A13021a3;7) — (A13A52a31 + A12a51a33 +
a11023032)) +0

=detA+0

= detA

Sehingga diperoleh det P = det A
ii. Jika matriks P diperoleh dari maatriks A dengan OBE jenis kb; yaitu baris

ke-i dikali dengan skalar k , sehingga

detP = kdetA

Bukti:
Misalkan A matriks persegi berukuran nxn dan matriks P merupakan matriks
yang didapat dengan mengalikan baris i dengan skalar k dari matriks A,
sehingga minor matriks P pada baris ke-i dan kolom ke-j sama dengan minor
matriks A dengan baris ke-i dan kolom ke-j untuk setiap 1 < i < n, lakukan
ekspansi kofaktor sepanjang baris i pada matriks P
detP = Y7, (=1)"*p;; M;;

=Y (=D kay;M;;
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= kXj (=D a;M;;

= kdetA
Sehingga terbukti det P = k det A
Contoh :
Diberikan matriks berukuran 3x3 sebagai berikut .
ka1 kaip kaqs

az1 az, azs
asy as; ass

Misalkan det P =

kay; kay, kaqs
detP= a21 a22 a23

asy as; ass

= (kay10a,2033 + kaj,a53031 + kay3a;1a3,) — (kagzazas, +
ka,,a;1a35 + kai1a;3a35)

= k((a11a22a33 + 41203031 + A13021a37) — (A1302,031 +
A12021033 + A11023037))

=kdet4

iii. Jika matriks P diperoleh dari matriks A dengan OBE jenis pertukaran
baris, sehingga
det(P) = —det(4)
Bukti.
Misalkan A dan P merupakan matriks persegi berukuran nxn, matriks P

merupakan matriks hasil pertukaran baris i dengan i+ 1 untuk 1 <i<n —1.
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Sehingga P(;41); = a;; dan M(;,qy4; = M;j, untuk 1 < i < n, lakukan ekspansi
kofaktor ternadap matriks P sepanjang barisi + 1
detP = Y7 (-1 HV¥p, )M
= Xl (DY M
= X (=D (=D a;M;;
= (D' XD aMy;
= —1detA
= —detd
Sehingga terbukti det P = —det A

Contoh :

Diberikan matriks berukuran 3x3 sebagai berikut.

detP = |Az1 Qzz QA3

a1 Qaq2 alB‘
431 dszz; dsz

a1 412 Qg3
az1 Gz Q3
az; dzz dsz

detP =

= (a11A22033 *+ A12023031 + A130210a37) — (A13022031 + A12021a33 +
a11023032)

= —((a11022a33 + Q12023031 + A13021037) — (A13A22031 + A12021a33 +
a11023037)

= —(a11022a33 + Q12023031 + A13021032) + (A13a22031 + A12021a33 +
a11073037)

= —detd4
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Sehingga detP = —detA

C. Sifat-Sifat Determinan Matriks Persegi
Beberapa sifat-sifat Determinan Matriks Persegi. Menurut (Anton & Rorres,
2004 : 97) misal (A) adalah matriks persegi.
a. Jika A memiliki satu baris atau kolom bilangan nol, maka det (4) = 0
Bukti :
Karena setiap hasil kali elementer bertanda dari A memiliki satu faktor dari tiap
baris dan satu faktor dari tiap kolom, maka setiap hasilkali elementer bertanda
akan memiliki satu faktor dari satu baris nol atau satu faktor dari satu kolom
nol. Pada kasus seperti ini, setiap hasilkali elementer bertanda adalah nol, dan
det A yangn merupakan jumlah dari semua hasilkali elementer bertanda adalah

nol (Anton & Rorres, 2004:98)

b. det(4) = det(A7).

Bukti :
I. untukn =2
_ [211 212]
21 22
= (a11) - (az2) — (a12) - (@21)
Dan

AT = [a11 az1]
A2 Ay

= (a11) - (az2) — (az1) - (a12)



ii. asumsikan det A = det A untukn = p

.tunjukkan bahwa det At =

det AL

pxp = detA

bxp

detAuntukn=p+1

16

[ Q11 Qi A1p  A1(p+1) 1
| az: az; Azp  A2(p+1) |
Apri=mypri=m) =| = : : I
[ ap1 pp  Ap(p+1) J
Ap+1)1 a(p+1)1 Ap+1p  Ap+1)(p+1)
a;; Qg2 Ain
a1 Qpp aoyn
Apn =1 .0,
Ap1  An2 Ain
Dan
a1 Qg2 anq
a a a
r _ %21 22 n2
Ann)" = .0 L .
A1n arn Ann

Menentukan Determinan matriks A dengan menggunakan ekspansi kofaktor
sepanjang baris pertama.

detA = ay; det My; — ayq det Myp + -+ + (—1)*™ ay,,, det My
M;; merupakan matriks yang diperoleh dengan menghilangkan baris ke-i dan
kolom ke-j dari A. Untuk matriks AT determinan dihitung dengan
menggunakan kofaktor sepanjang kolom pertama, sehingga

detA = ay; det My; — ay; detMyp + -+ + (—1)*™ ay,, det My
Berdasarkan asumsi (ii), diperoleh
detA;; = det(4,,)¢, dan seterusnya

detAt = a11 detM11 - a11 detM12 + -+ (_1)1(11) a1m detMl(m)



17

det A® = detA
Jadi, suatu hasil kali elementer memiliki satu faktor dari tiap baris dan
tiap kolom, maka diperoleh bahwa A dan AT memiliki himpunan hasilkali
elementer yang tepat sama. ( Anton & Rorres, 2004 : 98)
Sehingga terbukti bahwa det(4) = det(4T).
c. Jika A dan B adalah matriks-matriks bujur sangkar dengan ukuran yang
sama. Maka det (AB) = det (A) det (B)
Bukti :
Diasumsikan sebagai berikut :
a. Jika matriks A atau B tidak dapat dibalik, maka matriks AB tidak dapat
juga dibalik.
sehingga akan diperoleh det(A4) = 0 atau det(B) dan det(AB) = 0
b. Jika matriks A dapat dibalik, maka matriks A merupakan hasil kali dari
matriks elementernya. Misalkan
A= EE,E,
Sehingga diperoleh
AB = E,E, - E,.B
Misalkan E merupakan hasil kali suatu baris dari I,, dengan k, maka
det E = k, dan misalkan juga matriks B adalah suatu matriks n x n, maka
akan diperoleh
det(EB) = k det(B)

det(EB) = det(E) det(B)



18

Sehingga didapatkan
det(AB) = det( E1E, -+ E,-B)
det(AB) = detE, detE, ---det E, det B
= det(E,E, - E,) det B
det(AB) = detA detB

Terbukti bahwa det(AB) = det(A) det(B)

D. Determinan Radic
Menurut Radic (2005), determinan dari matrks A berukuran m x n dengan kolom

Ay, A, .., A, dan m < n adalah sebagai berikut.
Yi1si<lnccjmen "D 41472 Ajm|

Dengan r=1+2+4+--4+m dan s=j;+j, +-+ jn,
Berikut diberikan contoh dari teorema determinan Radic.
Contoh :

1. Misalkan sebuah matriks berordo 1x3 sebagai berikut.

[a1 a; a3]
Maka dengan menggunakan rumus dari Radic diperoleh :
a1 az; az| = (-Da; + (—1)*2%a, + (—1)1*3a; = aja,a;
2. Misalkan sebuah matriks berordo 2x 3 sebagai berikut :

b 5 b

Maka dengan menggunakan rumus dari Radic diperoleh :



a a

a3| _ a+2)+a+2) |9 R _a+2)+a+3) [ 93
b b, b= CD b bl D b bl

(—1)(A+2)(2+3) | ZZ 23 |
2 b3

_ |4 4z a, as a; as
= b, b2|_ |b1 b3|+ b, b3|
Menggunakan aturan kofaktor pada baris 1, maka diperoleh sebagai berikut.:

a a a
b b, b§|:(‘1)1”al|bz bs| + (=1)'*2a,|b, bs| +

(=D 3as|b,  bs]
= ayb, — azby — (a1b3 — azby) + a;b;— asb,
Sehingga dapat diperoleh persamaan dari rumus Radic sebagai berikut :

al a2 soe an

PN EE e CY) 4 g
b, b, - b, 1=js<n

b; b

3. Diketahui matriks persegi panjang dengan ukuran 2x3 sebagai berikut.

315

A:[z 3 4

Maka det (A) dengan menggunakan persamaan Radic diperoleh
det(4) = (_1)(1+2)+(1+2) B §| + (_1)(1+2)+(1+3) |§ i| +
(—1)A+D@+3) |; Z
=, al=b A+l 2l =-e
4. Diketahui matriks persegi panjang dengan ukuran 2x5 sebagai berikut.

3 521 3

A:[86472

Maka dengan menggunakan persamaan Radic diperoleh:



E.

det(4) =

_1\(1+2)+(1+2) 3 5 _1\(1+2)+(1+3) 3 2
(-1) |8 6| +(=D |8 4| +
_a+2)a+a |31 _\a+2)+a+5) |3 3
=1 g o+ D s 3l

5 2 5
(—1)A+2)+(2+43) |6 4| + (—1)A+D@+4) |6

N -

|+
(_1)(1+2)+(2+5) |2 §| + (_1)(1+2)+(3+4) |i %| n
(_1)(1+2)(3+5) |i §| + (_1)(1+z)(4+5) |; §|

= (-22)—4+(13)-18+(8)-(29)+(-8)+(10)~(-8)+(-19)

=-17

Interpretasi Geometris dari Determinan Suatu Matriks

20

Menurut Mursaid (2018: 13), banyak sekali definisi determinan yang

diperkenalkan pada buku teks melalui pendekatan aljabar. Menurut ( Larson, 2009

:164 ) Determinan Matriks mempunyai beberapa aplikasi dalam analitik geometric

salah satu aplikasinya adalah menentukan luas segitiga yang berada dalam bidang xy.

Vektor yang dapat dinyatakan secara geometrik sebagai ruas garis terarah atau

anak panah pada ruang berdimensi 2 atau ruang berdimensi 3 merupakan vektor

geometrik ( Anton & Rorres, 2014: 134). Hasil perkalian dua vektor dapat dinyatakan

sebagai suatu luas jajarangenjang. Perkalian pada vektor merupakan perkalian vektor

dikali vektor, tetapi hasil dari perkalian vektor dikali vektor tidak selalu dalam bentuk

besaran vektor.
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Perkalian vektor terbagi atas 2 yaitu perkalian silang dan perkalian titik.
Perkalian silang adalah perkalian vektor dengan vektor yang hasil perkaliannya dalam
bentuk besaran vektor sedangkan perkalian titik adalah perkalian vektor dengan
vektor yang hasil perkaliannya dalam bilangan real. Berikut akan diberikan contoh
perkalian vektor dengan hasilkali titik dan hasil kali silang.

a. Perkalian vektor dengan hasilkali titik
Diberikan vektor-vektor u = (0,0,1) dan v = ( 0,2,2) dengan sudut diantara

vektor adalah 45°,

0.2,2;

(0,0, 1'!5, .
u 6=45

¥

Sehingga

1
w-v = lullllullcos 6 = (V02 + 02 + 12) (V02 + 22 + 22) (E) =2

b. Perkalian vektor dengan hasil kali skalar

u Xv
A

n
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Pada gambar akan dibuktikan untuk menentukan arah vektor dapat menggunakan
kaidah tangan kanan yaitu misalkan 8 merupakan sudut antara vektor u dan v,
misalkan vektor u dirotasikan melewati sudut 6 hingga berhimpit dengan vektor v.
Jika jari tangan kanan dikatupkan sehingga jari-jari tersebut menunjuk kearah
rotasi, maka ibu jari menunjukkan arah dari vektor uxv (ibu jari menghadap ke
atas).

Contoh :

Diberikan vektor-vektor u = (1,2,—2) dan v = (3,0,1)

wo =g -5 Pl o

=(2,-7,-6)

Melalui interprestasi geometris definisi determinan dapat lebih mudah dipahami
(Riska,dkk, 2015). Dengan konsep matriks yang memiliki ordo 3x3, dapat dikenali
sebagai balok atau parallelepiped dan matriks yang memiliki ordo 2x2 sebagai
jajargenjang. Hasil perkalian dua vektor dapat dinyatakan sebagai suatu luas

jajarangenjang.
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Berikut teorema yang berkaitan dengan Luas jajarangenjang:
Teorema 2.1:
Jika u dan v adalah vektor- vektor pada R3, maka norma dari vektor uxv
memiliki interpretasi geometri yang penting ( Anton & Rorres, 2004 : 158 )
Teorema 2.1 adalah interpretasi geometrik dari hasil kali silang vektor u dan v .
Menurut Identitas Lagrange bahwa :
luxvll? = lull?lvi*- (u -v)? (21)
Panjang sebuah vektor u disebut dengan norm u dan disimbolkan dengan ||u]|.

Berdasarkan teorema phytagoras dapat dilihat bahwa sebuah vektor u = (uy,u;)

akan mempunyai panjang yaitu u = (y/u;2 + u,2) (Santoso, 2008 : 65)
Bukti.

Perhatikan gambar berikut.

Jika & menyatakan sudut antara vektor u dan vektor v, maka diperoleh

u v = |ullllvl]lcos@ (2.2)

Sehingga didapat persamaan berikut
luxv > = llull*llvl* = llull*llv]|*cos*6

= [[ull?llv]I*(1 — cos?6)
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= [lull?llvl|*sin*6 (2.3)
Jika 0 <60 < m maka sinf < 0, sehingga akan diperoleh persamaan sebagai
berikut.
lux vl = |lullllv]lsing (2.4)
Tinggi jajarangenjang yang dibentuk oleh vektor u dan v adalah ||v|| sin 6. Dari
persamaan (2.3) sehingga dapat diperoleh luas jajarangenjang adalah :
Luas jajarangenjang = alas x tinggi
= [lullllvllsin®
= lluxvl|
Teorema 2.2 :
Jika diberikan sebuah vektor u = (uq,u,) dan v = (v4,v,) maka luas
jajarangenjang berada di R?, yang dibentuk oleh vektor u dan v adalah nilai

mutlak dari suatu determinan.

(2.5)

det [u1 uz]

U1 Vp
Bukti.

Perhatikan gambar berikut.
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v

X
Perhatikan vektor u dan vektor v pada bidang xy dari suatu koordinat xyz,
sehingga vektor-vektor u = (uq, u,, 0)dan v = (v, v5,0), maka
i j k
u u, 0
v, v, O

U Uz Uq uz]
uxv = _|v1 v2|k_det[v1 vy k

Berdasarkan persamaan (2.5) .Bahwa ||k|| = 1, maka luas jajarangenjang yang

bentuk dari vektor u dan v adalah sebagai berikut.

Luas jajarangenjang = |lu x v || = ||det [5; Z;]k” = |det [:2 :2” k]|

= |det[,} 7| = Idetfw )

Karena bilangan luas belum diketahui dan luas tidak mungkin negatif maka diberi
tanda mutlak, Sehingga terbukti bahwa determinan matriks berukuran nxn,
dimana n = 2 merupakan satuan luas dari sebuah jajarangenjang yang terbentuk

dari dua buah vektor tidak nol dan tidak sejajar.
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F.  Menghitung Determinan Matriks Persegi Panjang Berukuran 2xn
Determinan matriks persegi panjang berukuran 2xn dapat dijelaskan sebagai

berikut :

Determinan matriks matriks 2xn dengan n > 2 sebagai berikut (Radic, 2005).

a a; a;
det|,* * i ” (2.6)

AT PR SRS R
Dari persamaan diatas A; merupakan matriks kolom dan A;; merupakan matriks
kolom ke-i dan baris ke-j. Determinan matriks persegi panjang dapat digunakan
untuk beberapa masalah dalam bidang poligon. Dalam hal ini disebut dengan
determinan umum atau g-determinant.

Contoh :

Diberikan matriks persegi panjang berukuran 2xn , dimanan = 3.

1 2 3

A=[2 5 6

Sehingga akan diperoleh :
— (—1\@+2)+(1+2) 1 2 —1Y(1+2)+(14+3) 1 3 —11(1+2)(2+43) 2 3
detd = (—1) , &+eD 2 o+ |
_11 2 11 3 2 3
=I5 sl- o+l &
=(5-4)—-(6-6)+ (12 —-15)
= -2

Contoh :

Diberikan matriks persegi panjang berukuran 2xn , dimanan = 4,
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Maka diperoleh :
= (—pa+ar |l 3| L yasrasn |1 2
detd = (-1) EECE e

(_1)(1+2)(1+4)|41L 2|(_1)(1+2)+(2+3)|§ §| +

(—1)A+D+@+0) |3 2| + (=1)A+DG+) |§ 2|

gV Bl R R PR B E e e e
=-5-(-6)+(-14) - (-8)+(-17) -2

= —24

Menurut (Radic, 2005 ) Adapun notasi yang akan digunakan untuk
membuktikan sifat determinan umum atau g-determinant pada persamaan (2.6)
adalah sebagai berikut :

Misalkan 4, -+ 4,, poligon di R? dengan titiknya 4;(x;,v;), dimanai = 1, ..., n.
Maka diperoleh :

xl xz x3 cee xn
Yi Y2 Y3 7 Yn

Sehingga dapat dibentuk seperti berikut :
det(A;4,45..4,) = |Ay, Ay, As, ..., Ay
Contoh :
Diberikan matriks persegi panjang berukuran 2xn, dimanan = 5 sebagai berikut :

X1 Xy X3 Xa Xs _

Yi Y2 Y3 Ya Vs |41, Az, Az, Ay, As|
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Dimana

A = (x1,y1) Az = (x2,¥2), A3 = (X3,¥3), Ay = (X4, Y4), As = (X5, Y5)

Berdasarkan persamaan (2.6), maka akan diperoleh :
|A14,A43A44A5| = |A1, Azl — [Aq, Asl + Ay, Aul — |Ay, As| + |43, As| —
|4z, Agl + |4z, As| — |As, Aul + |A3, As| — | A4, As]
Dari contoh persamaan (2.6) dapat diuraikan determinan matriks menjadi beberapa

persamaan, dan akan diperoleh persamaan sebagai berikut :

|Ay, Azl — |A1, As| + Ay, Ayl — |41, As| = |Ay, Ay — As + Ay—As| (2.7)
|A2,A3| - |A2,A4| + |A2,A5| = |A2,A3 - A4_ + Asl (28)
—|A3, Ayl + |43, 45| = — |43, A4 + Asl (2.9)

Sehingga dari contoh diperoleh 3 persamaan, dan dapat dijelaskan sebagai berikut.
Untuk persamaan (2.7)

|A1, Azl — A1, A3l + |Aq, Ayl — A4, As]

a1 a a, as a; Qg a, as

= |b, b2| - |b1 b3| * b, b4| - |b1 b5|

= a;b, — azb, — (a;b3 — agby) + a;by — ayb; — (aybs — asby)
= a1b2 - a2b1 - a1b3 + a3b1 + a1b4 - a4b1 - a1b5 + a5b1
=a,b, —a,b3 +a;by — a,bs — a,b; + azb; — ayb; + asb;
=a,(b; — b3 + by — bs) — by(a; —az + a, — as)

a1 az_a3+a4_a5
bl bz_b3+b4_b5
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=|41,A; — Az + Ay — As,

Sehingga diperoleh persamaan sebagai berikut:

|A1, Aol = [Ay, Azl + |Ay, Ayl — [Ay, As| = Ay, A — Az + Ay — A5

Untuk persamaan (2.8)

|4y, As| — |4y, Ayl + 1Ay, As|

a, a3| a, a4| a, a5|
b, b3l " 1b, byl by bs

= ayb; — asb, — (a,by — aub,) + a,bs — agh,
= a,bz — azb, — ayby + a,b, + a,bs — asb,
= a,b; —a,b, + ay,bs — azb, + a,b, — asb,
= ay(b3 — by + bs) — by(as — a4 + as)

a, az—a,+as
b, bz — by + bs

= |4, A3 — A4 + As]
Sehingga diperoleh persamaan sebagai berikut:

|4y, As| — |4y, Asl + |45, As| = |4y, Az — Ay + As|.

Untuk persamaan (2.9)
I as as
14, 41l = 145, 45 = |7 0| = [0 ]

= azb, — ayb; — (agbs — asbs)

= a3b4 - a4b3 - a3b5 + a5b3
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= a3b4 - a3b5 - a4b3 + a5b3

= az(by — bs) — bz(a, — as)

az a4 —ds
“lbs by —bs

= |A3;A4—A5|
Dari persamaan tersebut maka didapat persamaan sebagai berikut :

|As, Ayl — |A3, As| = |A3, Ay — As

Berikut teorema yang akan membahas sifat sifat determinan matriks persegi
panjang berukuran 2xn.
Teorema 2.3
Misalkan [A4,...,A,] matriks persegi panjang 2xn dengan n > 2 adalah
sebagai berikut ( Radic, 2005 )
|A1, Ay, o Ay = A, Ay, —As + Ay — A + - + (—1D)"A,| + |4y, A5 —
Ay +As+ -+ (D", + -+ |4-1, 44l (2.10)
Bukti.
Untuk persamaan (2.10) dengan menggunakan persamaan (2.6).
Sehingga dapat dibuktikan sebagai berikut :
|Aq, Ay, As, ..., Ayl

3 Cl1 az a3 e an
- b1 b2 b3 b bn

a; az a; as
:(_1)(1+2)+(1+2)|b1 b2|+(_1)(1+2)+(1+3)|b1 b3|

a, a a, a
_1\(A+2)+(1+4) |1 4 _1\A+2)+(+n) |1 n
+(=1 |b1 b4|+ + (D |b1 b,
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a, a a, a
_1\(142)+(2+3) |2 3 _(14+2)+(2+4) | 2 4
+(=1) |b2 b3|+( D) |b2 b4|

a a a
_1\(1+2)+(2+n) | 2 1+2)+(n-1+n) | 11 n
Fot (=1) |b2 |+ + (=1 |n1 b

= oefy el Rl el b

sl el el b

el fleerer i

"B EIR S e S -
s comfi el

Berdasarkan persamaan (2.6) maka diperoleh :
|Ay, Ay, Asg, Ay, .., Ayl
= |Ay, Azl = Ay, Asl + |Ag, Ag| + -+ (1)"MAg Apl + |4, A5l —
|Az, Agl + -+ (=)™ Ay, Al
= |Ay, Ay — Ag+A, — Ag + -+ (m1)"Au| + |4y, A3 — Ay+As + -+ +

(_1)n_1An| + ot |An—1'An|

Contoh :
Diberikan matriks persegi panjang 2xn, dimana n = 4 sebagai berikut :

A=1325]

4 7 2 6

Dengan menggunakan (2.10) maka akan diperoleh
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1 3 2 5§
4 7 2 6 =|A1,A2,A3,A4|
= |A1, Ay — As+Ay| + |4y, A3 — Ayl + |43, A4l
11 3—-2+45 2 2-5 2 5
_|4 1—3+5|+|1 2—6|+|2 6
11 6 2 -3 2 5
_|4 3|+|1 —4|+2 6
=-21+(-5)+2
= —24
Teorema 2.4

Misalkan |A4,...,A,| matriks persegi panjang 2xn dengan n =3
(Radic,2005).
|A1,Ag, o Ap_1, Anl = |A1, A, o Ap_q | + (DAL — Ay + -+ +
(—1)"Ap-1, An| (2.11)
Bukti
Untuk n > 3, misalkann = 3
Maka diperoleh :
|A1, Az, As| = |Aq, Ay| — |Aq, A3l + |4y, Al
= |A1’A2| - |A1 - Az’A3|
Untukn =p
Maka diperoleh :
|41, Az, o Ay, Ap| =
|41, Agy s Ap_a| + (FDMA — Ay + -+ (m1PA,_4, Ay

Akan ditunjukkan untuk n = p + 1 berdasarkan persamaan (2.11) , maka
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|41, 42, .., Ap_q, Ap, Ap 4|
= Ay, Azl — |Ay, As| + Ay, Ayl + -+ + (_1)p|A1;Ap| + (_1)p+1|A1,Ap+1 +
|45, Al = Az, Ayl + -+ + (1P A, Ay | + (=1P|Ap, Apia| + - +

|Ap, Ap 1]

Dimana :
|41, Az, ), Ap| = 1AL, Agl — 1Ay, Asl + 1Ay, Agl + -+ (m1P|AL, A, | +
|Az, Al — |Ag, Ayl + -+ |(=1)P 1Ay, Ay | + -+ + |Ap-1, 4)
Sehingga
= |Ay, Agy o) Ap| + (VPP AL Ap i | + (0P |Ag Apia | + -+ |4y, Apsa|

= |41, Agy s, Ap| + (F1DPFHA; — Ay + - + (m1)PHA, Ay |

Contoh :

Diberikan matriks persegi panjang berukuran 2xn , dimanan = 4.

Berdasarkanpersamaan (2.11).

Maka diperoleh :
= |A11A2,A3,A4|

= |44, A3, A3l + (—1)*|A; — A, + A3, Ay

= |Ay, Az| + (—1)3|A; — Ay, Asl + (—1)*|A; — Ay + A3, A4



ol I B O B K
=7-12—(—4—(—6)) + 18 —35
=-5—-(2)-17

= —24

Dari Teorema 2.3 dan Teorema 2.4 di peroleh hasil yang sama dan sesuai.
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BAB IV

PENUTUP

A. Kesimpulan

Berdasarkan pembahasan pada bab sebelumnya, maka diperoleh kesimpulan
pada penelitian ini adalah luas dari poligon (sisi banyak) merupakan interpretasi
geometris dari determinan matriks persegi panjang berukuran 2xn. Hubungan
trapesium dengan determinan terdapat pada bukti ke (i) persamaan 3.1. Luas
trapesium digunakan untuk menentukan luas poligon segitiga dari hasil penjumlahan
dua buah luas trapesium dikurangi dengan satu buah luas trapesium. Sehingga
persamaan yang diperoleh dari operasi luas trapesium adalah hasil kali diagonal
utama yang merupakan determinan dari suatu matriks. Luas suatu poligon dapat

ditentukan dengan menggunakan determinan Radic dimana titik-titik sudutnya
. . . . . _ " _[*2 _ [*n

diketahui sehingga dinotasikan dengan A; = [Jﬁ] VA, = [yz] e Ay = [yn].
Persamaan yang digunakan untuk menentukan luas suatu poligon adalah sebagai

berikut.

Misalkan diketahui titik-titik sudut A,, ..., 4, poligon di R?, maka

. 1
Luas  poligon Ay .. Ay = o+ ((ayz +x2y3 +  + Xno1¥n + Xny1) — (¥1 +

X3y + ot XpYp1 t x13’n))

44
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B. Saran

Dalam tugas akhir ini, penulis menggunakan Metode Radic untuk
menyelesaikan interpretasi geometri dari determinan matriks persegi panjang
berukuran 2xn. Untuk pembaca yang berminat untuk melanjutkan penelitian ini
diharapkan untuk membahas tentang matriks persegi panjang berukuran 3xn dan

aplikasi geometri nya
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