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ABSTRAK
Ismi Damayanti : Aproksimasi Nilai Eigen Dominan

Nilai eigen dapat diartikan sebagai nilai eigen sebenarnya atau nilai
karakteristik. Ada beberapa metode yang digunakan untuk menemukan nilai
eigen. Metode numerik merupakan salah suatu alternatif yang digunakan untuk
menemukan nilai eigen, khususnya nilai eigen dominan. Pada penelitian ini
metode yang digunakan untuk menemukan nilai eigen dominan tersebut adalah
metode pangkat dan metode deflasi. Adapun rumusan masalah dalam penelitian
ini adalah bagaimana cara mengaproksimasi nilai eigen dominan dengan
menggunakan metode pangkat dan metode deflasi.

Sebagai metodologi pada penelitian ini adalah meninjau konsep-konsep
dasar yang melandasi aproksimasi nilai eigen dominan dengan menggunakan
metode pangkat, meninjau konsep-konsep dasar yang melandasi aproksimasi nilai
eigen dominan yang lain dengan menggunakan metode deflasi dan metode
pangkat, serta mengaplikasikan metode pangkat untuk menentukan nilai eigen
dominan dan metode deflasi untuk mennetukan nilai eigen dominan yang lain.
Jenis penelitian yang digunakan pada penelitian ini berdasarkan pada kajian
kepustakaan.

Metode pangkat didasarkan pada perkalian berulang dari sebuah vektor
eigen x, oleh matriks A dengan penskalaan vektor hasil y, sehingga faktor
penskalaan mencapai nilai eigen terbesar A dan skala vektor y menjadi vektor
eigen dari nilai eigen yang bersesuaian dengan x. Sehingga diperoleh persamaan

untuk metode pangkat adalah x; = %3’1- Untuk mendapatkan aproksimasi yang
1

lebih baik dari suatu matriks A yang simetris dapat digunakan rumus nila
Rayleigh yaitu 4, = % Pada metode deflasi didasarkan pada nilai mutlak
1-V1

eigen kedua yang didapat dari nilai mutlak eigen pertama, dengan
menormalisasikan vektor eigen dari nilai mutlak eigen pertama yang mempunyai
norma satu. Maka diperoleh nilai mutlak eigen kedua dengan persamaan B =
(A — 2, uquqt) . Dari matriks B tersebut dicari nilai eigen kedua dengan
menggunakan metode pangkat.
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BAB I
PENDAHULUAN

A. Latar Belakang

Kata eigen berasal dari bahasa Jerman yang diartikan sebagai sebenarnya
atau karakteristik. Oleh karena itu, nilai eigen dapat diartikan sebagai nilai
sebenarnya atau nilai karakteristik. Dalam aljabar linier, jika persamaan Ax = Ax
dengan A adalah suatu matriks dan persamaan tersebut mempunyai penyelesaian
taknol x, maka A disebut sebagai nilai eigen dari A dan x adalah vektor eigen
yang berpadanan dengan A.

Nilai eigen banyak digunakan pada berbagai bidang. Pada biologi, seperti
menaksir jumlah suatu populasi. Pada fisika, seperti masalah vibrasi dan
matematika seperti menentukan matriks A¥ (dengan k adalah bilangan asli dan A
adalah matriks persegi tanpa harus mengerjakan perkalian matriks berkali-kali ),
menentukan bentuk kanonik suatu kerucut serta pada persamaan diferensial dan
bentuk kuadrat. Menurut Howard Anton (1991:303-315) kegunaan nilai eigen
pada persamaan diferensial adalah untuk mencari pemecahan persamaan
diferensial dengan solusi yang ada yang memenuhi kondisi awal yang diberikan.
Sedangkan pada bentuk kuadrat, nilai eigen digunakan untuk mencari nilai
maksimum dan nilai minimum.

Dalam kehidupan sehari-hari, banyak permasalahan dari fenomena riil
yang dapat dijelaskan melalui pembentukan model matematika. Pada umumnya

perumusan model matematika ini berupa fungsi. Dalam banyak kasus, tidak



semua model matematika tersebut dapat diselesaikan secara mudah mudah
dengan menggunakan metode analitik, sehingga digunakan metode numerik untuk
mencari penyelesaiannya. Metode numerik adalah teknik yang digunakan untuk
memformulasikan persoalan matematika sehingga dapat dipecahkan dengan
operasi perhitungan atau aritmatik biasa (tambah, kali, bagi dan kurang) (Munir,
2003:5). Hasil perhitungan dengan metode numerik cukup dapat memberikan
solusi pada persoalan yang dihadapi. Salah satu penerapan metode numerik yaitu
dalam masalah nilai eigen dan vektor eigen. Metode numerik memberikan suatu
metode iteratif untuk menemukan nilai eigen dan vektor eigen dari suatu matriks.

Menurut Steven J. Leon (1998:389-393) metode numerik yang dapat
digunakan untuk menentukan nilai eigen dan vektor eigen yaitu metode pangkat,
metode deflasi, dan algoritma QR. Metode pangkat merupakan salah satu metode
numerik yang digunakan untuk menyelesaikan masalah penentuan nilai eigen
dominan dari suatu matriks A, jika nilai mutlaknya lebih besar dari nilai eigen
mutlak yang lainnya. Metode deflasi digunakan untuk menentukan nilai eigen
yang lain dari suatu matriks A jika nilai mutlaknya terbesar kedua, ketiga, dan
seterusnya. Sedangkan pada algoritma QR tidak dapat ditentukan nilai eigen
dominan.

Pada metode pangkat untuk menentukan nilai eigen dominan, matriks
dapat dikalikan secara langsung dengan suatu vektor taknol. Nilai eigen yang
berupa bilangan real dan vektor eigennya dapat ditentukan secara bersamaan
menggunakan proses yang sama pula sehingga jika nilai eigen dari suatu matriks

ditemukan, maka secara otomatis vektor eigen dari matriks yang bersangkutan



akan diperoleh. Dalam menentukan nilai eigen dan vektor eigen menggunakan
metode pangkat, akan memerlukan proses iterasi yang sangat panjang untuk
menemukan hasil yang mendekati nilai yang sebenarnya. Semakin banyak iterasi
yang digunakan, maka semakin baik hasil yang diperoleh.

Steven J. Leon (1998: 390) mengatakan metode pangkat bisa digunakan
untuk mengaproksimasi nilai eigen dominan yang nilai mutlaknya lebih besar dari
nilai eigen mutlak lainnya dari suatu matriks, namun sulit untuk mengaproksimasi
nilai eigen secara keseluruhan dari matriks tersebut. Oleh karena itu, diperlukan
metode deflasi untuk menemukannya. Metode deflasi digunakan untuk
mengaproksimasi nilai eigen yang lain dari nilai mutlak terbesar kedua, ketiga,
keempat, dan seterusnya.

B. Batasan Masalah

Permasalahan yag dibahas dalam tugas akhir ini dibatasi yaitu pada
“Metode yang digunakan hanya pada matriks yang semua nilai eigennya berbeda
dan berupa bilangan real”.
C. Rumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang diatas, maka permasalahan dalam penelitian

ini adalah :

1. Bagaimana cara mengaproksimasi nilai eigen dominan dengan
menggunakan metode pangkat?
2. Bagaimana cara mengaproksimasi nilai eigen dominan yang lain

dengan menggunakan metode deflasi?.



D. Tujuan Penelitian

Adapun tujuan penelitian ini adalah :

1. Untuk mengetahui bagaimana cara mengaproksimasi nilai eigen dominan
dengan menggunakan metode pangkat.
2. Untuk mengetahui bagaimana cara mengaproksmasi nilai eigen dominan

yang lain dengan menggunakan metode deflasi.

E. Metodologi Penelitian
Penelitian ini adalah penelitian dasar. Adapun metode yang digunakan adalah
analisis teori-teori yang relevan dengan permasalahan yang dibahas dengan
berlandaskan pada kajian kepustakaan. Langkah kerja yang peneliti lakukan
adalah meninjau permasalahan yang dihadapi, kemudian mencari teori-teori yang
dapat dijadikan penunjang untuk menjawab permasalahan tersebut.
Adapun langkah-langkah untuk mendapatkan jawaban dari permasalahan
adalah sebagai berikut:
1. Meninjau konsep-konsep dasar yang melandasi aprokmisasi nilai eigen
dominan dengan menggunakan metode pangkat.
2. Meninjau konsep-konsep dasar yang melandasi aproksmasi nilai eigen
dominan yang lain dengan menggunakan metode deflasi.
3. Mengaplikasikan metode pangkat untuk menentukan nilai eigen dominan

dan metode deflasi untuk menentukan nilai eigen dominan yang lain.



BAB II
KAJIAN TEORI

Beberapa teori yang berhubungan dengan aproksimasi nilai eigen
dominan, sebagai berikut:
A. Matriks

Definisi 1 : (Matriks)

Matriks adalah jajaran empat persegi panjang dari bilangan-bilangan.
Bilangan-bilangan dalam jajaran tersebut dinamakan entri dalam matriks.

Apabila suatu matriks A terdiri dari m baris dan n kolom, maka matriks A

ditulis
a, a,, a,,
d, Ay, ... 8y,
Am><n = = [aij ]
aml am2 amn
Dimana

Matriks dinotasikan dengan huruf besar. Sedangkan huruf-huruf di
dalamnya dinotasikan dengan huruf kecil. Jika A adalah sebuah matrik, maka a;;

menyatakan elemen yang terdapat dalam baris i dan kolom j dari A. Sechingga
A= [ai ]]

Anton-Rorres (2004:26)



Definisi 2 : (Matriks Persegi)
Matriks m x n dengan m = n disebut matriks persegi berordo n atau sebuah
matriks persegi n.
Dalam suatu matriks persegi, elemen-elemen a;q,ays,...,Qy, disebut
elemen diagonal karena berada pada diagonal utama matriks.
Anton (1997:23)
Definisi 3 : (Matriks Transpos)
Jika A adalah sebarang matriks m x n, maka transpos A dinyatakan oleh A
dan didefinisikan dengan matriks n x m yang kolom pertamanya adalah baris
pertama dari A, kolom keduanya adalah baris kedua dari A, demikian juga
dengan kolom ketiga adalah baris ketiga dari A, dan seterusnya.
Anton (1997:27)
Definisi 4 : (Matriks Simetri)
Suatu matriks persegi A dinamakan simetri jika memenuhi A* = A . Jadi, suatu
matriks kuadrat A = [ajk] adalah simetri asalkan a;, = a;;, untuk semua |
dan k.
Steven J. Leon (1998:47)
Definisi 5 : (Operasi Matriks)
Jika A = [ajj] dan B = [bjj] dua matriks m % n, maka jumlah (selisih)-nya,
A * B, didefinisikan sebagai matriks C = [Cj], m % n, dengan tiap elemen C
adalah jumlah (selisih) elemen A dan B yang seletak. Jadi,
C = A+B = [aj £ by).

Hadley (1992:66)



B. Vektor

Suatu matriks yang mempunyai baris atau kolom tunggal adalah sama
dengan vektor, dinotasikan dengan huruf kecil yang dicetak tebal.
Definisi 6 :

Matriks yang terdiri dari satu kolom adalah matriks m % 1 , disebut sebuah

vektor kolom dan ditulis :

Weber(1999:168)
Notasi u; berupa bilangan nyata, merupakan komponen vektor. u; adalah
komponen ke-j dari vektor u. Vektor kolom A yang mempunyai m baris dikatakan
sebuah vektor berkomponen m atau vektor berdimensi m.
Definisi 7 :
Sebuah matriks yang berisi satu baris adalah suatu matriks 1 % n, disebut

sebuah vektor baris dan ditulis:

Weber(1999:169)
Notasi vy berupa bilangan nyata, merupakan komponen vektor. v, adalah
komponen ke-k dari vektor v. Vektor baris A yang mempunyai n kolom dikatakan

sebuah vektor berkomponen n atau vektor berdimensi n.



Definisi 8:
Jika u =[uy, U, ..., U], dan v =[vy, Vo, . . ., Vy] adalah sebarang vektor
pada R", maka hasil kali dalam Euclidis (Euclidean inner product) u . v
didefinisikan dengan U . v = UV + UpVo + . . . + UgVy

Anton (1997:133)
norma Euclidis ( atau panjang Euclidis) vektor u = [uy, Uy, . . ., Un]

pada R" didefinisikan menurut :

lull = @ w)/? = Yus? + up? + - + uy?

Anton (1997:134)

Jika v adalah vekor taknol pada ruang kali dalam Euclidis, maka vektor

1 e
i v memiliki norma 1, karena

1
vl|l=—|lvll=1
oll = o IIvll

1 v || |1
vl vl

Proses mengalikan sebuah vektor taknol v dengan nilai kebalikan dari
panjangnya untuk memperoleh sebuah ektor dengan norma 1 disebut

menormalisasikan v.

Anton-Rorres(2004:336)



C. Karakterisasi Matriks

Definisi 9 : (Nilai eigen dan vektor eigen)

Jika A matrik n X n, maka sebuah vektor tak nol X pada R™ disebut vektor
eigen dari A jika Ax adalah sebuah kelipatan skalar dari X, yakni Ax = Ax

untuk suatu skalar A.

Skalar 4 dinamakan nilai eigen dari A dan X dikatakan vektor eigen yang

bersesuaian dengan A.

Anton (1997:277)

Untuk mencari nilai eigen suatu matrik A yang berukuran n X n maka :

Ax = Ax
Ax = Ax
AM-Ax=0 (D)

Untuk memperoleh A, maka harus ada pemecahan taknol dari persamaan

ini. Sehingga persamaan (1) mempunyai det (A — A) = 0.

Anton (1997:278)

D. Basis
Definisi 10: (Basis)
Jika V adalah suatu ruang vektor sebarang dan S = {v;,v,, ..., v}

himpunan vektor-vektor pada V, maka S dinamakan basis untuk V jika:
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(). S bebas linear
(i1). S merentang V.
Teorema 1:
Jika S = {vy,v,, ..., 1, } adalah sebuah himpunan n vektor bebas linear pada
sebuah ruang V yang berdimensi n, maka S adalah sebuah basis untuk V.
Anton (1997:157)
(Bukti pada lampiran 2).
E. Diagonalisasi
Matriks persegi A dinamakan dapat didiagonalkan (diagonalizeable) jika
terdapat matriks P yang dapat dibalik sehingga P'AP diagonal. Matriks P
dikatakan mendiagonalisasi A.
Teorema 2 :
Jika A adalah matriks n X n, maka pernyataan berikut ekivalen satu sama
lain.
a. A dapat didiagonalisasi
b. A mempunyai n vektor eigen bebas linear.
Anton (1997:285)
(Bukti pada lampiran 1).
Langkah-langkah untuk mendiagonalkan matriks A yang berukuran n X n
dapat didiagonalisasi:
1. Carilah n vektor eigen bebas linear A, p1, py, ---, Pn
2. Bentuklah matriks P yang mempunyai p4, p,, ..., P, sebagai vektor-vektor

kolomnya.



11

3. Matriks P'AP akan diagonal dengan A;,A,,..,A, sebagai entri-entri
diagonalnya yang berurutan, dimana A; adalah nilai eigen y yang
bersesuaian denganp; i = 1,2,...,n.

Diagonalisasi bertujuan untuk mencari matriks P sehingga P"'AP menjadi
matriks diagonal. Misalkan D, dimana A akan similar dengan D sehingga dapat
dinyatakan bahwa sejumlah sifat yang melekat pada D juga ada di A. Dalam
matriks diagonal dengan mudah mendapatkan nilai eigen, vektor eigen dan

menghitung determinan. Anton (1997:286)
F. Metode Numerik

Metode numerik yang digunakan dalam menentukan nilai eigen dan vek

tor eigen yaitu:

1. Algoritma QR

Algoritma QR merupakan salah satu metode numerik digunakan untuk
menyelesaikan masalah penentuan nilai eigen atau nilai karakteristik suatu
matriks persegi. Secara garis besar teknik yang digunakan dalam algoritma QR
adalah terlebih dahulu mereduksi suatu matriks, dalam hal ini matriks yang
mempunyai sifat simetri, ke dalam bentuk matriks tridiagonal dengan
menggunakan transformasi householder, yaitu suatu metode yang efisien untuk
mereduksi suatu matriks simetri ke dalam bentuk matriks tridiagonal. Matriks
simetri yang sudah di tranformasi Householder, dikatakan matriks A;, akan
didekomposisikan ke dalam bentuk perkalian matriks ortogonal Q dengan matriks

segitiga atas R, dengan serangkaian matriks rotasi bidang. Kemudian perkalian
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tersebut dibalik untuk mendapatkan matriks selanjutnya yaitu matriks A, yang
similiar dengan matriks A;. Proses ini dilakukan berulang-ulang hingga diperoleh
matriks A,, yang berbentuk matriks segitiga atas, dengan tujuan menentukan nilai
eigen dari matriks tersebut.

2. Metode pangkat

Metode pangkat merupakan salah satu metode numerik yang digunakan
untuk menentukan nilai eigen dominan dengan mutlak terbesar dan vektor eigen
yang bersesuaian dari suatu matriks.

Definisi 12 :

Sebuah nilai eigen dari sebuah matriks A dinamakan nilai eigen dominan

(dominant eigenvalue) A jika nilai mutlaknya lebih besar dari nilai-nilai

mutlak dari nilai-nilai eigen yang selebihnya. Sedangkan vektor eigen

yang bersesuaian dengan nilai eigen dominan dinamakan vektor eigen

dominan (dominant eigen vector) A.

Anton (1997:371)

Metode pangkat sering menghasilkan vektor-vektor yang mempunyai
komponen-komponen yang besar. Untuk aproksimasi vektor eigen tersebut
digunakan langkah-langkah dalam metode pangkat dengan penskalaan.

Tidak ada kaidah yang rumit dan cepat untuk menentukan berapa langkah-
langkah yang digunakan dalam metode pangkat tersebut. Dalam metode pangkat,
salah satu cara yang digunakan adalah untuk menentukan nilai eigen yang
sesungguhnya terlebih dahulu ditentukan galat E. Apabila galat relatifnya lebih

kecil dari E, maka kita dapat menghentikan perhitungan jika
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2@-T@-1
o<
2 (i) menyatakan aproksimasi terhadap nilai eigen dominan pada langkah
ke-i. Dalam hal ini ditetapkan galat relatif lebih kecil dari 0.5% (E=0.5%).
3. Metode deflasi
Metode deflasi merupakan salah satu metode numerik yang digunakan

untuk menentukan nilai eigen dominan yang lain setelah nilai eigen mutlak

terbesar pertama diperoleh dengan metode pangkat.

Teknik untuk mengaproksimasi nilai eigen dominan yang lain dinamakan
metode deflasi. Pada metode deflasi nilai eigen yang digunakan adalah nilai
mutlak terbesar kedua. Nilai mutlak terbesar kedua ini didapat dari nilai eigen
mutlak terbesar pertama yang telah diperoleh dengan metode pangkat. Dengan
menormalisasikan vektor eigen dominan dari nilai mutlak terbesar pertama, maka
diperoleh vektor eigen dominan V; yang mempunyai norma satu. Maka
terbentuklah matriks baru yang dinamakan dengan matriks B, yang mana matriks
B ini terbentuk dari hasil pengurangan matriks A dengan perkalian dari nilai eigen

mutlak terbesar pertama dengan vektor eigen dominan vy dan vy'.



BAB IV
PENUTUP
A. Kesimpulan
Berdasarkan uraian diatas dapat disimpulkan bahwa :
1. Langkah-langkah menggunakan metode pangkat
a. Jika matriks A berukuran n Xn , maka tentukanlah sebuah
vector kolom x;, yang berukuran n X 1 dan bukan matriks nol.
b. Carilah y; yang memenuhi y; = Ax,
c. Bagi vektor kolom y; dengan elemen dari vektor tersebut yang

harga mutlaknya terbesar yaitu A, sehingga didapatkan

1
X1 = A_1y1

d. Ulangi langkah b dan ¢ dengan x;, = xj,, dengan k = 0,1,2,3, ...
Sampai suatu iterasi ke-k yang menunjukkan bahwa nilai eigen
yang diperoleh mendekati hampiran yang lebih kecil antar iterasi,
jika galat yang diperoleh sudah lebih kecil dari 0.5%.

e. Untuk mengaproksimasi nilai eigen dominan dari suatu matriks A

yang berukuran n X n khususnya matriks simetri, maka dapat

digunakan rumus nilai Rayleigh yaitu 4, = Av”l ;’1
1-V1

2. Semua nilai eigen dan vektor eigen dari suatu matriks dapat
diaproksimasikan dengan menggunakan metode pangkat dan metode

deflasi dengan langkah-langkah berikut :
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Carilah nilai eigen mutlak terbesar ( Ay = Ajgrgest) dan

aproksimasi vektor eigen v; yang bersesuaian dari suatu matriks

A dengan metode pangkat.

. Normalisasikan v; ,llv; I=1

Hitung elemen-elemen matriks B dengan menggunakan

1

persamaan B = A — AL,uju;* . dimana u; = ——
norm |vy)

vy .

Carilah nilai eigen mutlak terbesar (4,) dan aproksimasi vektor

eigen (v,) yang bersesuaian dari matriks B dengan menggunakan

metode pangkat.

Kembali ke langkah b dengan aproksimasi vektor eigen v, =
vue1 dengann=1,2, 3,..., v, adalah vektor eigen untuk nilai

eigen mutlak terbesar ke-n.

Iterasi berhenti jika banyak nilai eigen dari suatu matriks A yang

telah ditemukan sama dengan banyak baris atau kolom dari

matriks A tersebut.

Penggunaan metode pangkat masih terbatas pada matriks yang seluruh

nilai eigennya adalah bilangan real. Oleh sebab itu, penulis mengharapkan

ada penelitian tentang metode pangkat untuk mencari nilai eigen kompleks
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