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ABSTRAK 
 

 
Ayu Putri Ningsih : Pemodelan Gelombang Soliter Internal di Atmosfer 

Menggunakan Persamaan Korteweg De Vries Melalui 
Pendekatan Finite Difference Metode Laasonen  

 
Gelombang soliter internal adalah gelombang yang terjadi di dalam suatu 

fluida. Gelombang ini muncul karena adanya perubahan rapat massa pada lapisan di 
dalam fluida. Salah satu gelombang soliter internal yang ditemui adalah gelombang 
soliter internal di atmosfer seperti yang terjadi pada fenomena ‘Morning glory’ di 
Australia. Gelombang soliter internal di Atmosfer ini  memiliki karakteristik 
gelombang dengan penjalaran gelombang yang stabil dan  merambat tanpa perubahan 
bentuk. Karakteristik ini merupakan sifat dari soliton sebagai gelombang nonlinier. 
Penelitian ini bertujuan mengindentifikasi dan memodelkan gelombang Soliter 
internal atmosfer dengan memperlihatkan pengaruh amplitudo, rapat massa lapisan 
dan ketinggian lapisan. 

Penelitian yang dilakukan termasuk jenis penelitian dasar menggunakan 
pendekatan numerik. Pendekatan numerik yang digunakan adalah Finitte Difference  
metode Laasonen yaitu suatu metode untuk mendekati harga turunan suatu fungsi 
setiap titik pada domain solusi. Selanjutnya dengan metode ini dirancang program 
menggunakan software Matlab R.7 melaui  persamaan Korteweg de Vries dan solusi 
soliton. 

Berdasarkan solusi soliton yang dihasilkan, dapat dianalisis sifat gelombang 
soliter internal atmosfer yang menunjukkan bahwa besar kecepatan  gelombang 
soliter internal atmosfer dipengaruhi oleh amplitudo gelombang. Hasil dari 
pemograman yaitu berupa tampilan output dalam bentuk grafik dan pemodelan. Hasil 
ini dapat memperlihatkan pengaruh variasi amplitudo, rapat massa dan ketinggian 
terhadap kecepatan gelombang. Amplitudo gelombang sebanding dengan kuadrat 
kecepatan gelombang. 
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BAB I 
PENDAHULUAN 

 

A. Latar Belakang Masalah 

Pengamatan tentang gejala-gejala di atmosfer merupakan fenomena 

menarik untuk dipelajari. Salah satunya adalah gelombang pada atmosfer. 

Gelombang yang terjadi di atmosfer dan menarik untuk diketahui adalah 

gelombang soliter internal. Gelombang soliter internal banyak ditemui pada 

lapisan atmosfer. Gelombang soliter internal muncul karena adanya perbedaan 

rapat massa dari setiap lapisan fluida di atmosfer. Perubahan rapat massa pada 

setiap lapisan atmosfer disebabkan oleh perubahan temperatur udara akibat 

adanya pemanasan oleh matahari. Gelombang soliter internal tidak dapat dilihat 

langsung oleh mata, tetapi gelombang ini dapat divisualisasikan oleh keadaan 

awan. 

Banyak peneliti yang telah melakukan penelitian mengenai gelombang 

soliter internal di atmosfer. Salah satu diantaranya yang dilakukan oleh Reeder 

dan beberapa peneliti lainnya. Mereka melakukan penelitian mengenai fenomena 

“Morning Glory” di Laut Australia (Reeder et.al.,1995). Morning Glory adalah 

nama  yang diberikan untuk suatu susunan awan rendah yang diamati dari 

Selatan hingga Utara Queensland. Susunan awan tersebut sejajar dengan yang 

lain dan sering kali memanjang secara horizontal hingga ratusan kilometer. 

Susunan awan-awan ini merambat tanpa mengalami perubahan bentuk dan 
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kecepatan dalam beberapa jam. Kecepatan rambat susunan awan-awan ini lebih 

besar dari kecepatan angin pada arah yang sama akibat perubahan tekanan 

hingga beberapa milibar. 

Keuntungan yang diperoleh dengan mengetahui keberadaan gelombang 

soliter internal atmosfer dalam bidang penerbangan adalah memberikan 

informasi kepada pilot pesawat terbang . Diketahuinya keberadaan gelombang 

ini dapat memperkirakan sejauh mana pesawat dapat terbang dengan aman di 

atas permukaan bumi.  

Perambatan gelombang soliter internal pada lapisan di atmosfer terjadi 

akibat adanya perbedaan rapat massa antara lapisan atmosfer. Gelombang soliter 

internal atmosfer ini terjadi di lapisan troposfer. Lapisan atmosfer yang ditinjau 

diasumsikan terdiri dari tiga lapisan, yaitu lapisan bawah, lapisan permukaan dan 

lapisan atas. Pada lapisan bawah, kecepatan angin relatif  tetap sedangkan rapat 

massanya  berubah secara lambat. Pada lapisan permukaan (pada ketinggian 

tertentu), kecepatan angin dan rapat massanya berubah secara cepat. Pada lapisan  

atas, kecepatan dan rapat massanya relatif tetap (konstan). Gelombang soliter 

internal muncul pada lapisan bawah dan lapisan permukaan, karena pada lapisan-

lapisan ini rapat massanya tak konstan.  

Gelombang soliter internal sebagai gelombang atmosfer yang bergerak 

secara horizontal dan memiliki periode waktu. Bila dilihat dari sifat 

gelombangnya, gelombang soliter internal atmosfer merambat tanpa adanya 

perubahan bentuk serta tetap stabil melawan tumbukan. Sifat ini merupakan 



3 
 

 
 

karakteristik dari soliter. Soliter adalah sebuah gelombang nonlinear yang 

bersifat terlokalisasi dan merambat tanpa perubahan serta stabil melawan 

tumbukan dan mempertahankan identitasnya (Ridwan, 2007). Jadi menurut 

sifatnya gelombang soliter internal atmosfer ini dapat dikatakan sebagai soliton 

Namun secara keberadaan dan karakteristiknya belum dilakukan penelitian dan 

pengkajian lebih lanjut khususnya di lapisan troposfer bawah daerah Indonesia.  

Penggunaan faktor-faktor yang menyebabkan terjadinya gelombang 

soliter internal atmosfer sebagai sebuah soliter dalam sebuah persamaan yang 

dapat memperlihatkan bagaimanakah keadaan gelombang ini. Keadaan 

gelombang ini dianalisis menggunakan metode numerik yang menghasilkan 

sebuah solusi yang nantinya akan digunakan untuk memodelkan gelombang 

soliter internal atmosfer ini. 

Berdasarkan penelitian yang telah dilakukan oleh beberapa peneliti, 

mereka hanya meneliti tentang persamaan dan solusi dari gelombang soliter 

internal. Ada juga yang meneliti berdasarkan data satelit yang didapatkan tentang 

keberadaan gelombang soliter internal atmosfer ini. Oleh karena itu, penulis 

tertarik untuk melakukan penelitian mengetahui perilaku gelombang internal 

dengan menggunakan solusi soliter berupa persamaan Korteweg-de Vries (KdV). 

Persamaan KdV merupakan persamaan pendekatan untuk aplikasi air dangkal. 

Gelombang air dangkal disini maksudnya gelombang yang memiliki amplitudo 

lebih kecil dari panjang gelombang. Persamaan KdV ini nantinya akan 

menghasilkan solusi persamaan nonlinier. Untuk mengetahui perilaku 
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gelombang ini maka persamaan yang dihasilkan akan diselesaikan menggunakan 

pendekatan  metode Finite Difference. Metode Finite Difference merupakan 

salah satu metode yang digunakan untuk mendekati harga turunan suatu fungsi 

pada setiap titik domain solusi dari persamaan differensial. Untuk mengehatui 

perilaku dari gelombang tersebut maka akan dibuat sebuah model dari 

gelombang ini. 

Berdasarkan latar belakang tersebut, penulis tertarik melakukan penelitian 

tentang “Pemodelan Perilaku Gelombang Soliter Internal di Atmosfer 

Menggunakan Persamaan Korteweg de Vries Melalui Pendekatan Finite 

Difference Metode Laasonen.” 

B. Perumusan Masalah 

Berdasarkan latar belakang masalah yang telah dikemukakan di atas, dapat 

dirumuskan permasalahan penelitian yaitu bagaimana model gelombang soliter 

internal atmosfer yang dipengaruhi oleh rapat massa dan ketinggian lapisan 

atmosfer melalui pendekatan metode Finite Difference?    

C. Pembatasan Masalah 

Berdasarkan perumusan masalah dan mengingat luasnya cakupan 

penelitian ini dibatasi: 

1. Indentifikasi perilaku gelombang soliter internal atmosfer secara numerik. 

2. Pemodelan gelombang soliter internal atmosfer dengan memperlihatkan 

pengaruh rapat massa dan ketinggian lapisan atomosfer. 
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D. Pertanyaan Penelitian 

Berdasarkan rumusan penelitian dapat ditentukan  masalah yang akan 

dikaji dalam penelitian ini, yaitu : bagaimana bentuk perilaku gelombang Soliter 

internal di atmosfer bila menggunakan persamaan KdV?  

E. Tujuan Penelitian 

Dari perumusan masalah dalam penelitian ini, dapat dijelaskan bahwa 

penelitian ini bertujuan untuk : 

1. Mengkaji dan menganalisis perilaku gelombang soliter internal atmosfer 

menggunakan solusi persamaan Korteweg de Vries. 

2. Memperlihatkan model perilaku  gelombang soliter internal atmosfer dengan 

program Matlab 7.0. 

3. Menghitung kecepatan gelombang. 

F. Kontribusi Penelitian 

Adapun penelitian ini diharapkan dapat memberikan manfaat dan 

kontribusi yaitu : 

1. Peneliti, untuk mengaplikasikan ilmu yang didalami di perkuliahan dan 

merealisasikannya dalam bentuk informasi bagi masyarakat. 

2. Peneliti lainnya, sebagai referensi dan acuan bagi penelitian lanjutan. 
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BAB II 
TINJAUAN PUSTAKA 

 

A. Gelombang 

Gelombang merupakan suatu gejala gangguan yang merambat dalam 

selang waktu tertentu ke ruang sekitarnya. Gelombang dapat terjadi apabila suatu 

sistem diganggu dari posisi kesetimbangannya dan gangguan itu merambat dari 

suatu daerah sistem ke daerah lainnya. Gerak gelombang dapat dilihat sebagai 

perpindahan berupa pulsa energi dan momentum dari suatu tempat ke tempat lain 

(Giancolli, 1998).  

Gelombang dapat dibedakan atas beberapa  aspek. Berdasarkan medium 

perambatan suatu gelombang, gelombang dapat dibedakan menjadi (Giancolli, 

1998):  

a. Gelombang mekanik 

Gelombang mekanik adalah gelombang yang dalam perambatannya 

memerlukan medium. Contohnya gelombang bunyi, gelombang tali, 

gelombang permukaan air dan lain sebagainya. 

b. Gelombang elektromagnetik 

Gelombang elektromagnetik adalah gelombang yang dalam perambatannya 

tidak memerlukan medium. Contohnya gelombang cahaya, gelombang radio, 

radiasi inframerah dan ultraviolet, sinar X, sinar gamma, dan lain sebagainya. 

6 
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Berdasarkan pembagian gelombang di atas maka gelombang soliter 

internal atmosfer termasuk gelombang mekanik. Medium perantara gelombang ini 

adalah udara. 

Berdasarkan bentuk mediumnya, gelombang juga dapat dibedakan menjadi : 

a. Gelombang Air 

Gelombang air merupakan gelombang yang dibangkitkan dipermukaan air 

yang disebabkan oleh faktor pembangkitnya. Gelombang tersebut contohnya 

gelombang laut yang dibangkitkan oleh tiupan angin di permukaan laut, 

gelombang pasang surut yang dibangkitkan oleh gaya tarik benda-benda 

langit terutama matahari dan bulan terhadap bumi, gelombang tsunami yang 

disebabkan adanya letusan gunung berapi atau gempa di laut dan sebagainya.  

b. Gelombang Udara 

Gelombang udara merupakan gelombang yang merambat di udara. 

Gelombang ini mencakup gelombang elektromagnetik dan gelombang 

atmosfer yang ada di lapisan udara. Contoh gelombang ini adalah gelombang 

cahaya dan gelombang radio yang tidak membutuhkan medium dalam 

perambatannya, gelombang Kelvin dan gelombang Rossby yang disebabkan 

adanya transfer vertikal momentum di lapisan atmosfer bumi . 

Bentuk gelombang secara umum dapat dilihat pada gejala rambatan 

gelombang air yang diperlihatkan oleh seperti Gambar 1 . 
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Gambar 1. Gelombang air dengan Amplitudo Tetap 
(Wikipedia) 

Berdasarkan Gambar 1 dapat dianalisa, jika gelombang bergerak dengan 

kecepatan v dan merambat ke kanan searah sumbu-x, maka fungsi gelombangnya 

adalah ݕ = ݔ)݂ −  dan jika gelombangnya merambat ke kiri sumbu x maka  (ݐݒ

fungsi  gelombangnya adalah ݕ = ݔ)݂ +  Secara umum persamaan .(ݐݒ

gelombang yang merambat pada sumbu x dapat dituliskan sebagai berikut : 

ݕ = ݔ)݂ ±   (1)                                    (ݐݒ

Selanjutnya dengan mendifferensial persamaan (1) secara parsial 

terhadap x dan t diperoleh : 

 డ
మ௬

డ௫మ
− ଵ

௩మ 
 డ

మ௬ 
డ௧మ

= 0                             (2)   

Keterangan :     y adalah simpangan gelombang 

  t adalah waktu perambatan gelombang 

 x adalah posisi gelombang 

 v adalah cepat rambat gelombang 
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Persamaan (2) disebut persamaan umum gelombang linier. Secara 

matematis persamaan ini merupakan persamaan differensial linier orde dua, 

dengan besaran y adalah besaran yang bergantung pada x dan t. Salah satu solusi 

dari persamaan (2) berbentuk : 

,ݔ)ݕ     (ݐ = ܽ sin(݇(ݔ −  (3)                                                                ((ݐݒ

Variabel y merupakan simpangan dari gelombang, a adalah amplitudo, k 

adalah bilangan gelombang, v adalah cepat rambat gelombang, dan t adalah 

waktu perambatan gelombang (Giancolli, 1998). Berdasarkan persamaan (3) 

dapat dilihat bahwa cepat rambat gelombang tidak dipengaruhi oleh amplitudo. 

Gelombang yang cepat rambatnya tidak dipengaruhi oleh amplitude disebut 

gelombang linier. Dan sebaliknya gelombang yang cepat rambatnya dipengaruhi 

oleh besar amplitudo disebut dengan gelombang nonlinier. 

B. Gelombang Non Linear 

Gejala mengenai gelombang nonlinier merupakan salah satu bentuk 

permasalahan fisika yang umum terjadi di alam, artinya semua fenomena alam 

semesta yang memiliki sifat nonlinier. Salah satu contohnya adalah soliter. Soliter 

disebut juga dengan gelombang soliter dalam medium nonlinier.  

Kajian mengenai gelombang nonlinier ini bermula pada tahun 1834. 

Seorang fisikawan Skotlandia bernama John Scott Russell mengamati suatu gerak 

gelombang tunggal yang bergerak sepanjang kanal tanpa mengalami perubahan 

bentuk maupun pengurangan laju lambat gelombang. Berdasarkan hasil 
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pengamatan tersebut Russel mampu menghasilkan gelombang serupa dalam satu 

eksperimen dan mendapatkan bahwa laju gelombang tersebut sebanding dengan 

amplitudonya. Gelombang tunggal tersebut dikenal dengan gelombang Russel. 

Fenomena ini membuat  peneliti lain melakukan penyelidikan terhadap 

gejala gelombang Russel ini. Peneliti tersebut meneliti bagaimana gelombang 

tersebut bisa terjadi. Boussinesq (1872) dan Rayleigh (1876) berhasil memperoleh 

profil sech2 pada gelombang Russel. Korteweg dan de Vries (1985) dapat 

mendeskripsikan penjalaran gelombang satu arah pada gelombang Russel yang 

dikenal dengan persamaan Korteweg de Vries atau persamaan KdV. Korteweg 

dan de Vries mencari solusi analitik persamaan KdV dan dapat membuktikan 

persamaan bahwa kecepatan yang didapatkan oleh Russel ternyata benar. Model 

KdV kembali diselidiki oleh Zabusky dan Kruskal (1965) yang menggunakan 

nama soliter pada gelombang menyendiri yang pertama kali diamati oleh Russel. 

Persamaan cepat rambat gelombang bergantung pada amplitudo, sesuai 

dengan pengamatan yang dilakukan Russel adalah sebagai berikut (Drazin, 1989) 

                      ܿଶ = ݃(ℎ + ܽ)                                                                                      (4) 

Keterangan : c adalah cepat rambat gelombang 
  g adalah percepatan gravitasi 
  h adalah kedalaman air tanpa gangguan 
  a adalah amplitudo   
 

Berdasarkan persamaan (4) dikatakan bahwa untuk h konstan semakin 

besar a maka c juga semakin besar, sehingga gelombang ini tidak bisa 

dikategorikan sebagai gelombang linier, melainkan gelombang nonlinier. Jadi 



11 
 

 
 

gelombang nonlinier dapat juga dikatakan sebagai gelombang yang cepat 

rambatnya tergantung pada amplitudo. 

Gelombang nonlinier akan menghasilkan persamaan nonlinier yang 

dapat dianalisis untuk dimanfaatkankan dalam kajian tertentu. Berikut beberapa 

jenis persamaan nonlinier dan kajian terapannya (Miftahul, 2005): 

a. Persamaan Burger untuk aplikasi di bidang akustik nonlinear dan turbulensi. 

b. Persamaan Kadomtshev-Petviashvilli dan persamaan Korteweg-de Vries 

untuk aplikasi di bidang gelombang laut dangkal, gelombang Rossby 

atmosfer, jaringan transmisi listrik. 

ݑ߲
ݐ߲ + ܽ଴ݑ

ݑ߲
ݔ߲ + ܽଵ

߲ଷݑ
ଷݔ߲ = 0 

c. Persamaan Schrodinger nonlinear untuk aplikasi di bidang komunikasi serat 

optik tanpa repeater. 

݅
ܧ߲
ݖ߲ + ߚ

߲ଶE
ଶݐ߲ + ܧଶ|ܧ|ߪ = 0 

d. Persamaan medan Affine-Toda dan persamaan Sine-Gordon untuk aplikasi di 

bidang switching superkonduktor, pulsa optik ultra pendek. 

߲ଶΦ
ଶݐ߲ − ܿଶ

߲ଶΦ
ଶݔ߲ + ߱ଶ sinΦ = 0 

e. Persamaan Ernst untuk aplikasi di bidang kosmologi, black holes dan 

monopol.  
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Berdasarkan jenis  persamaan nonlinear dan kajian terapannya yang telah 

dijelaskan maka persamaan yang digunakan untuk gelombang soliter internal 

atmosfer adalah persamaan Korteweg de Vries (KdV). Penggunaan persamaan 

KdV ini dikarenakan kajian terapan gelombang soliter internal atmosfer ini sama 

dengan gelombang laut dangkal. 

C. Gelombang Soliter Internal Atmosfer 

Gelombang  internal adalah suatu gelombang yang terjadi di dalam suatu 

fluida. Gelombang ini muncul karena adanya perubahan rapat massa di setiap 

lapisan di dalam fluida. Gelombang soliter internal atmosfer ini terjadi di lapisan 

troposfer.  

Pada lapisan tropsfer suhu rata-rata atmosfer berkurang menurut 

ketinggian. Hal ini menyebabakan kerapatan udara pada setiap lapisannya juga 

akan berkurang.  Lapisan troposfer ini merupakan tempat atau daerah terjadinya 

cuaca sehingga banyak ahli meteorologi yang memperhatikan daerah ini. Ahli 

yang pernah meneliti gelombang ini adalah Victor C. Tsai, Hiroo Kanamori, and 

Juliette Artru. Mereka mengatakan bahwa jenis cuaca yang  terjadi di lapisan ini 

adalah perubahan suhu yang mendadak, angin, tekanan dan kelembaban udara 

yang dirasakan sehari- hari. Mereka mengamati keadaan ini menggunakan data 

yang diperoleh dari Trinet Seismograph dan Barograph Network di Sounthern 

California. 

Pengamatan gelombang soliter internal atmosfer dapat dibagi menjadi 

dua kelas yaitu gelombang soliter internal atmosfer yang terjadi di bagian bawah 
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troposfer ( beberapa ratus meter dari permukaan tanah) dan di bagian atas 

toposfer. Pengamatan kelas pertama, gelombang soliter internal atmosfer 

memiliki skala horizontal 100 m sampai beberapa kilometer dengan kecepatan 

fase gelombangnya 10 m/s terisolasi gelombang elevasi. Pengamatan kelas kedua, 

gelombang ini memiliki skala horizontal sekitar 100 km dan kecepatan fasenya 

berkisar dari 25 m/s sampai 100 m/s terisolasi gelombang depresi. (James W. 

Rottman, 1992) 

Salah satu gelombang soliter internal yang ditemui di lapisan atmosfir 

adalah gelombang soliter internal atmosfer, seperti yang terjadi pada fenomena 

"Morning Glory" di Australia. Fenomena Morning Glory ini dapat dilihat dengan 

mengamati kondisi awan. Awan yang terbetuk saat fenomena ini adalah seperti 

gulungan ( roll cloud) yang membentang dari ratusan meter sampai puluhan 

kilometer di udara. Morning Glory yang terjadi di Australia, gulungan awan 

merambat dari arah barat daya dari Cape York Peninsula di utara Quensland 

Australia  di bagian atas Teluk Carpentaria menuju ke Teluk Negara utara 

Queensland. Gulungan awan ini memeliki lebar sekitar 4 km dan tinggi lebih dari 

2 km dari ketinggian  beberapa ratus meter diatas permukaan tanah. Pada 

fenomena Morning glory terjadi penurunan tekanan hingga beberapa milibar.  
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Gambar 2.  Kondisi Sinoptik Pembentukan Morning Glory di Teluk     

Carpentaria Selatan (James W. Rottman). 

Gelombang soliter internal atmosfer juga pernah ditemukan di 

California. Gelombang yang ditemukan memiliki amplitudo besar pada tekanan 

yang nilainya anntara 0,8 – 1,3 mbar, perioda 700 – 1400 s dan kecepatan 

propagasi 5 – 25 m/s sehingga disimpulkan bahwa gelombang ini adalah 

gelombang gravitasi internal yang terjebak dalam lapisan yang stabil dikarenakan 

adanya inverse suhu. Beberapa dari gelombang yang memiliki amplitudo yang 

besar dan berkembang menjadi gelombang soliter ( nonlinear gelombang gravitasi 

interval)  mirip dengan “Morning Glory” yaitu gelombang yang sama ketika 

diamati di Australia yang disebut juga gelombang Morning Glory LA. 

Gelombang ini dapat menyebabkan badai, angin Santa Ana atau peristiwa 

teleseismik besar. Amplitudo gelombang yang sangat besar mengganggu 

keselamatan penerbangan. 

Penentuan perilaku gelombang soliter internal atmosfer ini 

membutuhkan analisa dari suatu persamaan gerak gelombang. Persamaan ini 
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mengambarkan keadaan dari gelombang soliter internal atmosfer. Penurunan 

persamaan gerak gelombang internal di atmosfer berdasarkan asumsi bahwa 

atmosfir sebagai fluida incompresible. Hal ini menyatakan bahwa rapat massa 

fluida tidak bergantung kepada tekanan. Solusi persamaan gerak gelombang 

internal ditentukan berdasarkan asumsi gelombang berjalan. Hubungan antara 

frekuensi sudut ω dan bilangan gelombang k dapat dijelaskan dengan persamaan 

u = e୧(ன୲ି୩୶)                              (5) 

Konstanta x adalah koordinat sebenarnya . Pada kasusnya  dinyatakan 

bahwa kecepatan fase c = ω/k mempunyai nilai maksimum c଴ saat k menuju 0 

untuk gelombang dengan panjang gelombang yang cukup besar. Hal ini berarti 

untuk nilai k yang cukup kecil nilai frekuensi sudut dinyatakan dengan persamaan 

( Benjamin, 1966) 

  ߱ = ݇ܿ଴(1−  ଶ)        (6)݇ߚ

Konstanta  β = ୌమ

଺
, H merupakan ketinggian dari fluida. β merupakan 

konstanta positif, tergantung kepada fluida yang diamati. Sebagai contoh dalam 

relasi dispersi pengamatan gelombang permukaan air dengan ketinggian H.  

β = ଵ
଺

Hଶ.          (7) 

Penggunaan teorema Fourier pada persamaan (7) menghasilakan bentuk 

umum persamaan gelombang dengan panjang gelombang yang sangat kecil yang  

merambat pada x positif dinyatakan dengan persamaan (Benjamin, 1966) 
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         ப୳
 ப୲

+ c଴
ப୳
ப୶

+ c଴β
பయ୳
ப୶య

= 0                            (8) 

Persamaan (8) dapat digunakan jika variabel k pada persamaan (5)  

bernilai sanggat kecil. Pemahaman kasus secara umum jika efek dispersi 

frekuansi diabaikan, efek non linear pada amplitude terbatas dapat dianalisis tanpa 

pendekatan lebih lanjut  dengan menggunakan teori ‘air dangkal’ untuk 

gelombang permukaan. Untuk gelombang yang berkembang maju ke arah daerah 

pada saat u = 0, terlihat bahwa variable u tetap  dengan pendekatan               

         ப୶
ப୲

= c଴ + Cu        (9) 

dimana C adalah sebuah konstanta. Persamaan (9) dikalikan dengan ப୳
ୢ୶

 sehingga 

persamaan menjadi  

               ப୳
ப୲

ப୳
ப୶

= (c଴ + Cu) ப୳
ப୶

                          (10) 

Penyelesaian persamaan (10) menghasilkan persamaan sebagai berikut 

          ப୳
ப୲
− (c଴ + Cu) ப୳

ப୶
= 0                           (11) 

 Persamaan (11) dijadikan persamaan yang bertanda positif karena c଴ 

dan Cu disesuaikan dengan nilai yang mempengaruhinya, sehingga persamaan 

(11) akan menjadi 

            ப୳
ப୲

+ c଴
ப୳
ப୶

+ Cu ப୳
ப୶

= 0                  (12) 

Penggunaan persamaan dilakukan untuk menurunkan perkiraan 

kestabilan terhadap efek dispersi dan amlitudo terbatas. Penyempurnaan 

persamaan yang menghubungkan antara efek dispersi dengan efek non liner 
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adalah dengan dengan menambahkan persamaan terakhir dari persamaan (8) yang 

mewakili efek dispersi ke dalam persamaan (12) yang menyatakan efek nonlinear. 

Sehingga persamaan menjadi         

ப୳
ப୲

+ c଴
ப୳
ப୶

+ Cu ப୳
ப୶

+ c଴β
பయ୳
ப୶య

= 0                                           (13) 

Persamaan (13) merupakan persamaan KdV gelombang soliter internal 

atmosfer. 

D. Persamaan Korteweg & de Vries Gelombang Soliter Internal Atmosfer 

 Persamaan Korteweg de Vries untuk gelombang soliter internal atmosfer 

ini sesuai dengan persamaan (13). Solusi berjalan persamaan (13) dari              

u = (x − ct) dengan menggunakan solusi periodik fungsi elliptik Jacobian yang 

ditentukan oleh  Korteweg & de Vries. Solusi persamaan gelombang soliter 

internalnya adalah 

ݑ                = ℎଶටܿ݁ݏ ܽ ௔஼
ଵଶ௖బఉ

ݔ) −  (14)                (ݐܿ

dengan , ܽ = 3 (௖ି௖బ)
஼

 

Hubungan antara kecepatan gelombang c dengan kecepatan maksimum 

c଴ dari gelombang yang sangat kecil adalah sebanding dengan amplitudo a dan 

panjang gelombang  

λ = ටଵଶ ୡబஒ
ୟେ

.                  (15) 

ଵଶୡబஒ
େ

= O(1), dimana aλଶ = O(1) sehingga , 
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 aλଶ = ଵଶୡబஒ
େ

                  (16) 

Untuk kasus sesuai dengan persamaan (16), frekuensi sudut untuk 

panjang gelombang yang sangat kecil dapat ditentukan menggunakan persamaan 

  ω = kc଴(1 − γ)|k|                (17) 

Pembahsan mengenai fluida dua lapisan berhubungan dengan kondisi 

rapat masaa dan ketinggian pada kedua lapisan tersebut. Rapat massa pada lapisan 

bawah dan lapisan atas disebut dengan ρଶ dan ρଵ dan ketinggian fluida adalah 

hଶdan hଵ. Ilustrasi dari gelombang soliter internal atmosfer dapat dilihat pada 

gambar 3. 

 
 

Gambar 3. Sketsa Gelombang Soliter Internal Atmosfer 

(Ailin Ruiz De Zarate,2007) 

 

Selanjutnya fluida bersifat tak termampatkan dan tak kental, dan partikel 

fluida bergerak secara irritational persamaan dasar dari sistem fluida  tersebut 

dapat dinyatakan sebagai fungsi potensial ϕଵ dan ϕଶ yang memenuhi persamaan  

u(x,t) 
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  ߶ଵ(ݔ, ℎଵ, (ݐ = 0  (18) 

 ߶ଶ(ݔ,ℎଶ, (ݐ = 0  (19) 

Persamaan (18) dan persamaan (19) memiliki arti yang sama sehingga 

diubah menjadi 

 ߶ଵ(ݔ, ℎଵ, (ݐ = ߶ଶ(ݔ, ℎଶ, (ݐ = 0   (20) 

Kondisi gelombang soliter internal ini dapat ditulis dengan persamaan 

௧ݑ  + ߶ଵ௫ݑ௫ = ߶ଵ௭  (21) 

௧ݑ  + ߶ଶ௫ݑ௫ = ߶ଶ௭   (22) 

Karena  ∇ଶϕଵ,ଶ = 0, dengan menggunakan persamaan (20), (21) dan 

(22) maka akan menghasilkan persamaan 

ଵߩ            ቀ߶ଵ௧ + ଵ
ଶ

|∇߶ଵ|ଶ + ቁݑ݃ = ଶߩ ቀ߶ଶ௧ + ଵ
ଶ

|∇߶ଶ|ଶ +  ቁ    (23)ݑ݃

Persamaan (23) merupakan persamaan Bernaouli yang berlaku pada 

lapisan fluida yang memili perbedaan rapat massa. Disini digunakan notasi 

dengan indek 1 menyatakan fluida yang berada di lapisan atas dan indek 2 untuk 

fluida lapisan bawah. 

Kecepatan fase dari gelombang ini  dapat ditentukan dengan 

menggunkan persamaan (T. Brooke Benjamin,1966): 

 ܿଶ = ௚(ఘమିఘభ)
௞(ఘమ ୡ୭୲୦ ௞௛మାఘభ ୡ୭୲୦௞௛భ)

  (24) 

Kecepatan fase gelombang ini bernilai maksimum saat harga  saat k 

memuju 0, sehingga persamaan (24) menjadi 
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 ܿ௠௔௞
ଶ = ௚(ఘమିఘభ)

(ఘమ / ௛మାఘభ /௛భ)
  (25) 

Nilai ܿ௠௔௞
ଶ =  ܿ଴ଶ, sehingga persamaan (25) menjadi 

 ܿ଴ଶ = ௚(ఘమିఘభ)
(ఘమ /௛మାఘభ /௛భ)

  (26) 

Persamaan (26) diakarkan agar dihasilkan persamaan untuk menentukan 

nilai  c଴ yang dibutuhkan dalam penyelesaiaan persamaan KdV gelombang soliter 

internal atmosfer pada persamaan (14). persamaan (26) akan menjadi  

 ܿ଴ = ට ௚(ఘమିఘభ)
(ఘమ /௛మାఘభ /௛భ)

    (27) 

Subsitusi persamaan (7) dan (27) ke Persamaan KdV gelombang soliter 

internal atmosfer sehingga menghasilkan persamaan 

  డ௨
డ௧

+ ට ௚(ఘమିఘభ)
(ఘమ /௛మାఘభ /௛భ)

 డ௨
డ௫

+ ݑܥ డ௨
డ௫

+ ଵ
଺ට

௚(ఘమିఘభ)
(ఘమ /௛మାఘభ / ௛భ)

ଶܪ   డ
య௨

డ௫య
= 0   (28) 

Dimana nilai ܥ didapat menggunakan persamaan (Wiranto, 2006) 

ܥ = ଷ௖బ(ఘమ௛భమିఘభ௛మమ)
ଶ௛భ௛మ(ఘభ௛మାఘమ௛భ)

   (29) 

Persamaan (28) ini akan digunakan untuk mengetahui solusi numerik 

persamaan gelombang soliter internal atmosfer. Solusi dari persamaan ini akan 

digunakan dalam pemodelan gelombang soliter internal atmosfer. 
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Gambar 4. Contoh bentuk gelombang soliter internal 

(L.H Wiryanto) 

 

E. Metoda Finite Difference 

Perancangan suatu program aplikasi untuk memodelkan suatu persamaan 

gelombang memerlukan perhitungan numerik yang korelatif. Gejala gelombang 

soliter internal memiliki hasil akhir dalam bentuk persamaan differensial, 

sehingga metoda yang dapat menyelesaikan persamaan tersebut adalah metoda 

Finite Difference. Metoda Finite Difference merupakan suatu operasi differensial 

yang mengubah persamaan menjadi selisih nilai fungsi dengan tingkat pendekatan 

yang dikehendaki. 

Metode Finite Difference melakukan pendekatan numerik terhadap 

persamaan diiferensial dengan mengambil nilai batas yang dapat ditentukan. 

Penggunaan metode ini dalam pencarian solusi persamaan  diferensial 

memanfaatkan polynomial Taylor untuk mengevaluasi fungsi, sehingga relatif 

lebih mudah untuk diselesaikan.  

Turunan dari fungsi secara matematis didefenisikan sesuai dengan 

persamaan: 
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݂ᇱ = డ௙(௫)
డ௫

= lim௛→଴
[௙(௫ା௛)ି௙(௫)]

௛
          (30) 

Turunan tersebut merupakan limit dari hasil bagi selisih, yaitu 

pengurangan dua buah nilai yang besar (f(x+h)-f(x)) dan membaginya dengan 

bilangan yang kecil (h). Pada persamaan (30) dilakukan pendekatan sehingga 

menjadi : 

 ௛݂
ᇱ(ݔ) = డ௙(௫)

డ௫
= ௙(௫ା௛)ି௙(௫)

௛
                                                                (31) 

Persamaan (31) dapat juga dihitung dengan menggunakan deret Taylor 

untuk fungsi f(x+h), yaitu : 

ݔ)݂         + ℎ) = (ݔ)݂ + ℎ݂ᇱ(ݔ)− ௛మ

ଶ!
݂ᇱᇱ(ݔ)+..                                       (32) 

Persamaan (32) dapat ditulis f’(x) sebagai berikut : 

        ݂ᇱ(ݔ) = ଵ
௛

ݔ)݂] + ℎ)− −(ݔ)݂ ௛మ

ଶ!
݂ᇱᇱ                (33) 

Persamaan (33) ini adalah deret untuk f’(x) aproksimasi. Bila dilakukan 

aproksimasi sampai dua suku pertama dengan menggunakan metode Forward 

Difference akan diperoleh : 

    ݂ᇱ(ݔ) = ௙(௫ା௛)ି௙(௫)
௛

+  ܱ(ℎ)                                                                  (34) 

Turunan kedua untuk fungsi f(x) adalah ; 

      ݂ᇱᇱ(ݔ) = ௙(௫ାଶ௛)ିଶ௙(௫ା௛)ି௙(௫)
௛మ

+  ܱ(ℎ)                                   (35) 

Selain menggunakan metoda Forward Difference, juga dapat dihitung 

menggunakan central difference. Metode ini  memanfaatkan polynomial Taylor 

untuk mengevaluasi f” dan f’ pada f(x+h) dan f(x-h) seperti berikut ini: 
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ݔ)݂ + ℎ) = (ݔ)݂ + ℎ݂ᇱ(ݔ) + ௛మ

ଶ!
݂ᇱᇱ(ݔ)                         (36) 

dan 

ݔ)݂ − ℎ) = −(ݔ)݂ ℎ݂ᇱ(ݔ) + ௛మ

ଶ!
݂ᇱᇱ(ݔ)              (37) 

Jika persamaan (36) dan (37) ini dijumlahkan kemudian mengeliminasi 

turunan kedua f ᇱ(x). Dari sini f ᇱ(x)dapat ditentukan persamaan sebagai berikut : 

f ᇱ(x) = ୤(୶ା୦)ିଶ୤(୶ି୦)
ଶ୦

+ O(hଶ)               (38) 

Dengan cara yang sama ݂”(ݔ) dapat dicari sebagai berikut : 

݂ᇱᇱ(௫) = ௙(௫ା௛)ିଶ௙(௫)ି௙(௫ି௛)
ଶ௛మ

+ ܱ(ℎଶ)                                                       (39) 

Persamaan KdV secara komputasi dapat diselesaikan dengan 

menggunakan metode Finite Difference dengan menghasilkan solusi persamaan 

differensial untuk masing-masing konstanta.  Metode Finite Difference  terbagi 

dua yaitu Explicit Method dan Implicit Method.  Explicit Method terdiri dari The 

Forward Time  Central Space (FTCS), The Richardson method dan The DuFort-

Frankel method. Implicit Method terdiri dari The Laasonen Method, The Crank-

Nicolson Method dan Beta Formulation Method (Hoffman, 2000). 

Penelitian ini menggunakan Implicit Method yaitu the Laasonen method. 

Ciri khas dari metode ini adalah penggunaan diferensial beda depan pada waktu 

(time) dan beda tengah pada ruang (space). Metode ini tidak memiliki syarat 

kestabilan atau stabil tidak bersyarat ( unconditional stabil). Selain kestabilan, 

syarat lain yang harus dimiliki oleh persamaan adalah konsisten dan konvergensi. 
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Pembuktian konsistensi persamaan yang telah didiskritisasi adalah menggunakan 

deret Taylor. Sedangkan konvergensi dilihat dengan cara membandingkan solusi 

persamaan yang didapat secara analitik dan pendekatan numerik menggunakan 

metode tertentu.  

Pemodelan gelombang soliter internal atmosfer ini membutuhkan 

boundary condition (kondisi awal) dalam pembuatan programnya. Adapun 

boundary condition yang digunakan adalah 

ݑ = ݐ saat (ݔ)݂ = 0 dengan  −∞ < > ݔ  ∞, 

Diman ݂(ݔ) akan berfungsi saat nilai ݔ  mendekati  ∞,  dalam hal ini ݔ bernilai 

positif ( gelombang berjalan di sumbu positif) dengan 

,ݔ)ݑ (ݐ = 2 ∑ ௡|ேߣ|
௡ୀଵ ℎଶܿ݁ݏ  ቈට௔|ఒ೙|

଺௔
ݔ) − ଶ

ଷ
ݐ|௡ߣ|ܾ +  ௡ hanyaߣ ௡቉,  nilaiܥ

digunakan untuk persamaan Schrodinger. Persamaan ݔ)ݑ,  untuk gelombang (ݐ

soliter internal atmosfer menjadi ݔ)ݑ, (ݐ = ℎଶܿ݁ݏ  2 ൤ට ௔
଺௔
ݔ − ଶ

ଷ
ݐܾ + ܿ௡൨, dengan 

nilai ݊ = 1 dan ܿ௡ = 0.  

Secara fisis syarat batas ( boundary condition) saat ݐ = 0 dengan  

−∞ < > ݔ  ∞ dimana ݔ)ݑ, (ݐ = 2 ∑ ௡|ேߣ|
௡ୀଵ ℎଶܿ݁ݏ  ቈට௔|ఒ೙|

଺௔
ݔ) − ଶ

ଷ
ݐ|௡ߣ|ܾ +  ௡቉ܥ

menyatakan bahwa gelombang soliter internal dapat menjalar sepangjang  jarak 

yang tak terbatas di atmosfer tergantung seberapa lama gelombang tersebut 
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muncul di atmosfer sehingga bentuk gelombang tersebut seperti gelombang 

 .ℎଶܿ݁ݏ

Persamaan KdV (persamaan 13) untuk gelombang soliter internal 

atmosfer yang telah didapatkan dapat diselesaikan dengan metode Finite 

Difference. Persamaan (13) yaitu 

ப୳
ப୲

+ c଴
ப୳
ப୶

+ Cu ப୳
ப୶

+ c଴β
பయ୳
ப୶య

= 0                          (40) 

Persamaan (40) diubah bentuknya menjadi 

డ௨
డ௧

= −ܿ଴
డ௨
డ௫
− ݑܥ డ௨

డ௫
− ܿ଴ߚ

డయ௨
డ௫య

   (41) 

Untuk memudahkan pembuatan pola Finite Difference persamaan di atas 

maka dikelompokan berdasarkan variable yang sama, sehingga persamaan 

menjadi 

ப୳
ப୲

= (−c଴ − Cu) ப୳
ப୶

+ (−c଴β) ப
య୳
ப୶య

               (42) 

Pendiskritisasian persamaan dapat dilakukan dengan pendekatan sebagai berikut 

ப୳
ப୲

=  ୳౟
౤శభି ୳౟

౤

(∆୲)
                                         (43) 

ப୳
ப୶

= ୳౟శభ
౤శభ ି ୳౟షభ

౤శభ

ଶ(∆୶)
                                                                                     (44) 

பయ୳
ப୶య

= ୳౟శమ
౤శభି ଶ୳౟శభ

౤శభି ଶ୳౟షభ
౤శభି ୳౟షమ

౤శభ

ଶ(∆୶)య
                                                             (45) 

dimana ∆t dan ∆x merupakan lebar selang diskritasi waktu dan space. Sedangkan 

untuk variable yang ada pada persamaan di atas dinyatakan sebagai = ݔ  , ݊ = ݅ 

dan, ݔ)ݑ, (ݐ ,௜௡ untuk iݑ = n berupa bilangan bulat. 
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Persamaan (42) diubah bentuknya dengan pemisalan bahwa (−c଴ −

Cu) = a dan (−c଴β) = b agar memudahakan dalam perhitungan. Sehingga 

persamaannya menjadi 

        ப୳
ப୲

= a ப୳
ப୶

+ b பయ୳
ப୶య

                  (46) 

Persamaan (43), (44) dan (45) disubsitusikan ke dalam persamaan (46) 

untuk menggantikan suku-suku pada persamaan (46) agar didapatkan persamaan 

Finite difference. 

 ୳౟
౤శభି ୳౟

౤

(∆୲)
= a ቀ୳౟శభ

౤శభ ି ୳౟షభ
౤శభ

ଶ(∆୶)
ቁ +  b ቀ୳౟శమ

౤శభିଶ୳౟శభ
౤శభା ଶ୳౟షభ

౤శభି ୳౟షమ
౤శభ

ଶ(∆୶)య
ቁ            (47) 

Persamaan (47) akan dilakukan pengujian konsistensi peramaan 

menggunakan deret Taylor sebagai berikut : 

a. ଵ
ଶ(∆௧)

௜௡ାଵݑ) −  (௜௡ݑ 

௜௡ାଵݑ = ௜௡ݑ + డ௨
డ௧

(ݐ∆) + డమ௨
డ௧మ

(∆௧)
ଶ!

ଶ
+  ଷ  (48)(ݐ∆)ܱ

b. ௔
ଶ(∆௫)

௜ାଵ௡ାଵݑ)  −  (௜ିଵ௡ାଵݑ 

௜ାଵ௡ାଵݑ = ௜௡ݑ + డ௨
డ௧

(ݐ∆) + డ௨
డ௫

(ݔ∆) + డమ௨
డ௫డ௧

(ݐ∆ݔ∆) + డమ௨
డ௧మ

(∆௧)
ଶ!

ଶ
+ డమ௨

డ௫మ
(∆௫)
ଶ!

ଶ
+

 (50)  (ଷݔ∆,ଷݐ∆)ܱ

௜ିଵ௡ାଵݑ = ௜௡ݑ + డ௨
డ௧

−(ݐ∆) డ௨
డ௫

−(ݔ∆) డమ௨
డ௫డ௧

(ݐ∆ݔ∆) + డమ௨
డ௧మ

(∆௧)
ଶ!

ଶ
+ డమ௨

డ௫మ
(∆௫)
ଶ!

ଶ
−

 (51)   (ଷݔ∆,ଷݐ∆)ܱ

c. ௕
ଶ(∆௫)య

௜ାଶ௡ାଵݑ) − ௜ାଵ௡ାଵݑ2 + ௜ିଵ௡ାଵݑ2 −   (௜ିଶ௡ାଵݑ 
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௜ାଶ௡ାଵݑ = ௜௡ݑ + డ௨
డ௧

(ݐ∆) + డ௨
డ௫

(ݔ∆2) + డమ௨
డ௧డ௫

(ݔ∆2ݐ∆) + డమ௨
డ௧మ

(∆௧)
ଶ!

ଶ
+ డమ௨

డ௫మ
(ଶ∆௫)
ଶ!

ଶ
+

               డ
య௨
డ௧య

(∆௧)
ଷ!

ଷ
+ ଷ

ଷ!
డమ௨
డ௧మ

డ௨
డ௫

(ݔ∆2)ଶ(ݐ∆) + ଷ
ଷ!

ଶ(ݔ∆2)(ݐ∆) డ௨
డ௧

డమ௨
డ௫మ

+డ
య௨

డ௫య
(ଶ∆௫)
ଷ!

ଷ
+

                డ
ర௨
డ௧ర

(∆௧)
ସ!

ସ
+ ସ

ସ!
డయ௨
డ௧య

డ௨
డ௫

(ݔ∆2)ଷ(ݐ∆) + ଺
ସ!
డమ௨
డ௧మ

డమ௨
డ௫మ

ଶ(ݔ∆2)ଶ(ݐ∆) +

               ସ
ସ!
డ௨
డ௧

డయ௨
డ௫య

ଷ(ݔ∆2)(ݐ∆) + డర௨
డ௫ర

ସ(ݔ∆2) +  ହ                          (52)(ݔ∆2ݐ∆)ܱ 

௜ିଶ௡ାଵݑ = ௜௡ݑ + డ௨
డ௧

−(ݐ∆) డ௨
డ௫

−(ݔ∆2) డమ௨
డ௧డ௫

(ݔ∆2ݐ∆) + డమ௨
డ௧మ

(∆௧)
ଶ!

ଶ
+ డమ௨

డ௫మ
(ଶ∆௫)
ଶ!

ଶ
+

               డ
య௨
డ௧య

(∆௧)
ଷ!

ଷ
− ଷ

ଷ!
డమ௨
డ௧మ

డ௨
డ௫

−(ݔ∆2)ଶ(ݐ∆) ଷ
ଷ!

ଶ(ݔ∆2)(ݐ∆) డ௨
డ௧

డమ௨
డ௫మ

−

                (ଶ∆௫)
ଷ!

ଷ
+  డ

ర௨
డ௧ర

(∆௧)
ସ!

ସ
+ ସ

ସ!
డయ௨
డ௧య

డ௨
డ௫

(ݔ∆2)ଷ(ݐ∆) + ଺
ସ!
డమ௨
డ௧మ

డమ௨
డ௫మ

ଶ(ݔ∆2)ଶ(ݐ∆) +

              ସ
ସ!
డ௨
డ௧

డయ௨
డ௫య

ଷ(ݔ∆2)(ݐ∆) + డర௨
డ௫ర

ସ(ݔ∆2) −  ହ      (53)(ݔ∆2ݐ∆)ܱ 

௜ାଵ௡ାଵݑ = ௜௡ݑ + డ௨
డ௫

(ݐ∆) + డ௨
డ௫

(ݔ∆) + డమ௨
డ௧డ௫

൫∆(ݔ∆)ݐ൯+ డమ௨
డ௧మ

(∆௧)
ଶ!

ଶ
+ డమ௨

డ௫మ
(∆௫)
ଶ!

ଶ
+

 ଷ       (54)(ݔ∆)ܱ+             

௜ିଵ௡ାଵݑ = ௜௡ݑ + డ௨
డ௫

−(ݐ∆) డ௨
డ௫

−(ݔ∆) డమ௨
డ௧డ௫

൫∆(ݔ∆)ݐ൯+ డమ௨
డ௧మ

(∆௧)
ଶ!

ଶ
+ డమ௨

డ௫మ
(∆௫)
ଶ!

ଶ
−

 ଷ     (55)(ݔ∆)ܱ              

Persamaan (55) diubah bentuknya menjadi 

ଵ
(∆௧)

௜௡ାଵݑ) − (௜௡ݑ  = ௔
ଶ(∆௫)

௜ାଵ௡ାଵݑ)  − (௜ିଵ௡ାଵݑ  +  ௕
ଶ(∆௫)య

௜ାଶ௡ାଵݑ) − ௜ାଵ௡ାଵݑ2  +

௜ିଵ௡ାଵݑ2  − (௜ିଶݑ 
௡ାଵ                          (56) 

Subsitusi persamaan (48), (50), (51), (52), (53), (54) dan (55) ke dalam 

persamaan (56) sehingga dihasilkan persamaan  
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ଵ
(∆୲)

ቀப୳
ப୲

 ∆t + பమ୳
ப୲మ

∆୲)మ

ଶ
+ ப୳

ப୶
(∆t)ଶ + O(∆t)ଷቁ = ୟ

ଶ(∆୶)
ቀ2 ப୳

ப୶
 ∆x + 2 ப

మ୳
ப୲ ப୶

∆t∆x +

O(∆tଷ∆xଷቁ +  (ସୠ
ଷ
பయ୳
ப୶య

+ ୠ
∆୶మ

∆tଶ ப
మ୳
ப୲మ

ப୳
ப୶

+ ଶୠ
∆୶
∆t ப୳

ப୲
பమ୳
ப୶మ

− 4b(∆tହ) + b. O(∆tହ∆xଶ)   

(57) 

Persaman (57) disederhanakan bentuknya dengan cara membagi 

konstanta yang sama pada ruas kiri dan ruas kanan sehingga menjadi 

డ௨
డ௧

+ ቀడ
మ௨
డ௧మ

∆௧
ଶ

+ ଶቁ(ݐ∆)ܱ = ܽ డ௨
డ௫

+ ቀܽ డమ௨
డ௧డ௫

ݐ∆ + ቁ(ଶݔ∆ଷݐ∆)ܱ.ܽ +  ܾ డయ௨
డ௫య

+

(௕
ଷ
డయ௨
డ௫య

+ ௕
∆௫మ

ଶݐ∆ డ
మ௨
డ௧మ

డ௨
డ௫

+  ଶ௕
∆௫
ݐ∆ డ௨

డ௧
డమ௨
డ௫మ

− (ହݐ∆)4ܾ +  (58)   ((ଶݔ∆ହݐ∆)ܱ.ܾ

Persamaan (58) sama dengan persamaan (46) dengan menjadikan suku 

kedua masing- masing persamaan sebagai error persamaan tersebut. Hal ini 

membuktikan bahwa persamaan tersebut  konsisten. 

Persamaan (47) diubah bentuknya dengan mengali silang konstanta 

(2∆t) ke ruas kanan sehingga dihasilkan persamaan  

(u୧୬ାଵ −  u୧୬) = ୟ (∆୲)
ଶ(∆୶)

(u୧ାଵ୬ାଵ  −  u୧ିଵ୬ାଵ) +  ୠ (∆୲)
ଶ(∆୶)య

(u୧ାଶ୬ାଵ −  2u୧ାଵ୬ାଵ +

 2u୧ିଵ୬ାଵ −  u୧ିଶ)
୬ାଵ                           (59) 

Dengan memisalkan ୟ (∆୲)
ଶ(∆୶)

= c dan ୠ (∆୲)
ଶ(∆୶)య

= d maka persamaan (59) akan 

menjadi 

(u୧୬ାଵ −  u୧୬) = c (u୧ାଵ୬ାଵ  −  u୧ିଵ୬ାଵ) +  d(u୧ାଶ୬ାଵ −  2u୧ାଵ୬ାଵ + 2u୧ିଵ୬ାଵ −  u୧ିଶ୬ାଵ)     (60) 

 Persamaan (60) diubah bentuknya sesuai dengan persamaan yang akan 

digunakan dalam program pemodelan yaitu 
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u୧୬ = d (u୧ିଶ୬ାଵ)− (c − 2d)(u୧ିଵ୬ାଵ) + u୧୬ାଵ − (2d − c)(u୧ାଵ୬ାଵ) + d(u୧ାଶ୬ାଵ)        (61) 

Pembuatan program menggunakan persamaan (61) membutuhkan 

penyelesaian menggunakan matrik pentadiagonal. Persamaan 61 sama bentuknya 

dengan persamaan yang solusinya diselesaikan menggunakan matrik 

pendiagonal yaitu (Graham de Vahl Davis,1986): 

௜݂ = ܽ௜x୧ିଶ + ௜ܾݔ௜ିଵ + ܿ௜ݔ௜ + ݀௜ݔ௜ାଵ + ݁௜ݔ௜ାଶ         
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BAB V 
PENUTUP 

 

A. KESIMPULAN  

Berdasarkan hasil analisa numerik dan pembahasan yang telah 

dilakukan pada bab sebelumnya menghasilkan kesimpulan sebagai berikut: 

1. Bentuk pemodelan gelombang soliter internal di atmosfer 

menggunakan pendekatan Finite Difference metode Laasonen adalah 

berupa grafik yang menunjukan hubungan antara ampitudo dengan 

kecepatan. 

2. Kecepatan gelombang (ܿ) berbanding lurus dengan amplitudo 

gelombang (ܽ). 

3. Kecepatan gelombang berkurang seiring mengecilnya nilai rapat massa 

 (ܽ) dan ketinggian gelombang (ℎ) saat amplitudo gelombang (ߩ)

tetap.  

B. SARAN 

Dari kesimpulan yang penulis dapatkan, penulis menyarankan untuk lebih 

lanjut : 

1. Menggunakan pendekatan Finite Difference dengan metode lain yang 

cocok untuk membandingkan hasil dan meggunakan orde yang lebih 

tinggi untuk memperoleh kesalahan yang lebih kecil dan mengurangi 

gangguan pada bentuk gelombang. 

2. Memodelkan persamaan soliter internal atmosfer dengan menggunakan 

data yang lebih akurat sesuai dengan alat ukur di lapangan.  
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