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ABSTRAK

Hanifah Rahmayani: Perhitungan Tingkat Energi pada Potensial
Sumur Keadaan Terikat Melalui Persamaan
schrodinger Menggunakan Metode Beda Hingga

Perkembangan teknologi pada ilmu fisika mengantarkan kita dari pemikiran
mekanika klasik ke mekanika kuantum. Mekanika kuantum mempunyai
persamaan pokok yaitu Persamaan Schrodinger banyak digunakan dalam
menyelesaikan berbagai permasalahan, salah satunya partikel dalam kotak.
Keadaan partikel dalam kotak adalah keadaan yang diskrit, sehingga perlu dikaji
apakah partikel tersebut terdegenerasi atau tidak. Melalui analisis persamaan
Schrodinger akan dilihat bentuk pemodelan tingkat energi dan fungsi gelombang
dari partikel dalam kotak.

Penelitian yang dilakukan adalah jenis penelitian deskriptif menggunakan
pendekatan numerik. Pendekatan numerik yang digunakan adalah metode beda
hingga yaitu suatu metode numerik yang digunakan untuk mendapatkan harga
turunan suatu fungsi setiap titik pada domain solusi. Selanjutnya dengan metode
ini dirancang program dengan menggunakan Software MATLAB R2010 melalui
persamaaan Schrodinger partikel dalam kotak.

Berdasarkan solusi yang dihasilkan dapat dianalisis tingkat energi dan
fungsi gelombang pada partikel dalam kotak khususnya potensial sumur
berhingga. Hasil perhitungan numerik diperoleh nilai k, dari solusi persamaan
positif diperoleh nilai k; dan ki, sedangkan dari solusi persamaan negatif
diperoleh nilai k, dan k4. Penyelesaian nilai k digunakan untuk menentukan
tingkatan energi pada potensial sumur. Tingkat energi menunjukkan pemodelan
fungsi gelombang. Pada model Potensial Sumur Berhingga, jika diberikan variasi
energi potensial Vj besar, maka diperoleh tingkat energi dan fungsi gelombang
kecil, begitu juga sebaliknya jika diberikan variasi energi potensial V, kecil maka
diperoleh tingkat energi dan fungsi gelombang besar. Jika diberikan variasi lebar
sumur kecil diperoleh tingkat energi dan fungsi gelombang kecil dan jika lebar
sumur besar tidak terlihat tingkat energi dan fungsi gelombangnya. Bentuk
pemodelan tingkat energi dan fungsi gelombang dari partikel dalam kotak
diperoleh hasil yang sama sesuai dengan teori.
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BAB I
PENDAHULUAN

A. Latar Belakang Masalah

Fisika merupakan salah satu ilmu sains yang memberikan kontribusi
besar terhadap kemajuan ilmu pengetahuan dan teknologi. Berbagai
fenomena alam menarik dapat dijelaskan dengan ilmu Fisika. Begitu pula
berbagai hasil teknologi dari yang sederhana hingga modern, sebagian besar
merupakan aplikasi dari ilmu Fisika. Ilmu Fisika terbagi atas beberapa
kelompok disiplin ilmu, salah satunya Fisika Teori dan Komputasi yang
membahas mengenai bentuk kajian teoritis numerik dan pemodelan suatu
persamaan.

Pemodelan suatu persamaan differensial dapat dilakukan salah satunya
dengan menggunakan metode numerik. Metode numerik adalah teknik untuk
menyelesaikan permasalahan-permasalahan yang diformulasikan secara
matematis dengan cara hitungan. Berbagai permasalahan dalam bidang ilmu
pengetahuan khususnya Fisika dapat digambarkan dalam bentuk
permasalahan matematika. Apabila persamaan tersebut mempunyai bentuk
yang sederhana maka dapat diselesaikan secara analisis. Namun ada beberapa
persoalan Fisika yang cukup rumit dan menghabiskan waktu yang banyak
untuk menyelesaikannya. Misalnya masalah Fisika yang melibatkan banyak
variabel dan parameter serta hubungannya saling ketergantungan antara

variabel satu dengan yang lainnya sehingga metode analisis akan memakan
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waktu yang lama dalam penerapannya. Untuk itu perlu disederhanakan
penyelesaiannya dengan menggunakan metode numerik.

Metode numerik mempunyai banyak aplikasi dalam penyelesaian
masalah Fisika, misalnya dalam mekanika. Mekanika terdiri dari dua cabang
utama yaitu mekanika klasik dan mekanika kuantum, perbedaan pokok antara
mekanika  klasik dan mekanika kuantum terletak pada cara
menggambarkannya. Mekanika klasik, cara menggambarkan keadaan partikel
telah ditentukan oleh kedudukan awal, momentum awal serta gaya-gaya yang
bereaksi pada partikel tersebut. Apabila keadaan awal diketahui maka
keadaan akhir pada waktu tertentu dapat diketahui dengan pasti. Persamaan
pokok dalam mekanika klasik adalah Hukum Newton. Sedangkan mekanika
kuantum, keadaan suatu partikel tidak dapat ditentukan dengan pasti.
Persamaan pokok dalam mekanika kuantum yaitu Persamaan Schrodinger.
Persamaan Schrodinger dapat menggambarkan keadaan partikel yang tidak
bisa dijelaskan pada mekanika klasik.

Persamaan Schrodinger dapat menyelesaikan berbagai permasalahan
mikro, salah satunya adalah prilaku partikel dalam kotak. Partikel dalam
kotak merupakan sebuah partikel yang bergerak tanpa dipengaruhi oleh
energi potensial luar dan dibatasi oleh dinding penghalang yang terpisah
sejauh L. Energi potensial pada dinding adalah berhingga sehingga partikel
yang datang ke kotak dapat dihitung fungsi gelombangnya. Fungsi
gelombang pada partikel dalam kotak ditentukan oleh besarnya energi

partikel yang datang dan besar energi potensial kotak. Perhitungan fungsi



gelombang dan tingkat energi partikel dalam kotak sulit diperoleh secara
analitik melalui perhitungan matematika yang panjang dan analisis grafik.
Untuk itu perlu dibuat pemodelan fungsi gelombang dalam kotak dengan
melihat fungsi gelombangnya dan tingkat energi.

Solusi persamaan Schrodinger untuk partikel dalam kotak ini dapat
diselesaikan menggunakan metode numerik. Salah satu metode numerik yang
dapat digunakan adalah metode beda hingga. Metode beda hingga lebih
mudah digunakan dari segi pemograman dengan komputer dan konsep
pemograman dengan metode beda hingga juga tidak sulit dipahami.
Perancangan program simulasi yang sesuai dengan kerangka teorinya akan
lebih dimengerti gejala apa saja yang terdapat pada partikel dalam kotak.
Berdasarkan masalah ini, diterapkan metode beda hingga untuk
menyelesaikan Persamaan Schrodinger Bebas Waktu (PSBW) yaitu pada
partikel dalam kotak.

Berdasarkan latar belakang ini, penulis tertarik untuk melakukan
penelitian dengan judul® Perhitungan Tingkat Energi pada Potensial
Sumur Keadaan Terikat Melalui Persamaan Schrodinger Menggunakan

Metode Beda Hingga”.

. Perumusan Masalah

Perumusan masalah dalam penelitian ini berdasarkan latar belakang yang
telah diuraikan adalah: “Apakah program yang dibuat telah sesuai dengan
teori dalam perhitungan tingkat energi dan fungsi gelombang pada potensial

sumur?”.



C. Batasan Masalah

Batasan masalah yang diuraikan berdasarkan perumusan masalah yang

telah dikemukakan adalah:

a. Fungsi gelombang pada partikel dalam kotak pada potensial sumur yang
dilihat berdasarkan Persamaan Schrodinger Bebas Waktu.

b. Tingkat energi pada potensial sumur berdasarkan Persamaan Schrodinger
Bebas Waktu.

c. Analisis tingkat energi dan fungsi gelombang ketika energi potensial dan

lebar sumur divariasikan menggunakan metode beda hingga.

D. Pertanyaan Penelitian

Pertanyaan penelitian yang dibahas dalam permasalahan penelitian yaitu:
“Apakah program yang dibuat memberikan hasil yang sama dengan teori

untuk potensial sumur menggunakan metode beda hingga?”.
E. Tujuan Penelitian

Sesuai dengan perumusan masalah dalam penelitian ini, dapat dijelaskan

bahwa penelitian ini bertujuan untuk:

a. Memperlihatkan bentuk pemodelan tingkat energi dan fungsi gelombang
dalam kotak pada potensial sumur dengan metode beda hingga.

b. Menganalisis pengaruh variasi energi potensial (Vo) dan lebar sumur (L)
dalam sumur potensial keadaan terikat untuk tingkat energi dan fungsi

gelombang.



F. Manfaat Penelitian

Penelitian ini diharapkan dapat memberi manfaat sebagai berikut:

a. Peneliti sendiri, untuk mengaplikasikan ilmu yang didalami di
perkuliahan dan merealisasikannya dalam bentuk informasi bagi
masyarakat.

b. Peneliti lainnya, sebagai referensi dan acuan bagi penelitian lanjutan.



BAB II
KAJIAN TEORI

A. Gelombang Materi

Keseluruhan entitas fisis di alam semesta ini dapat dikelompokkan
kedalam dua golongan besar, yaitu partikel dan gelombang. Kedua entitas itu
dapat dikenali secara mudah berdasarkan kehadirannya, yaitu partikel besifat
terlokasir sedangkan gelombang bersifat menyebar. Sebelum efek fotolistrik
berhasil dirumuskan, orang berkeyakinan suatu entitas dikenal sebagai
gelombang, selamanya dikenal sebagai gelombang. Sebaliknya, sekali entitas
dikenal sebagai partikel, selamanya dikenal sebagai partikel.

Sifat gelombang sebagai partikel ditunjukkan oleh suatu radiasi yang
dikemukakan oleh Max Planck. Max Planck mencoba menerangkan radiasi
karakteristik yang dipancarkan oleh benda mampat. Radiasi yang dipancarkan
oleh setiap benda terjadi secara tidak kontinu dipancarkan dalam satuan kecil
yang disebut kuanta (energi kuantum). Planck berpendapat bahwa kuanta
yang berbanding lurus dengan frekuensi tertentu dari cahaya yang berbanding

lurus dengan energi, maka:
—hv=h¥
E=hv=nh S (1)
dan

= hk )



E adalah energi kuantum, h adalah tetapan Planck, v adalah frekuensi dengan

h= % Planck menganggap bahwa energi elektromagnetik yang

diradiasikan oelh benda timbul secara terputus-putus meskipun penjalarannya
melalui ruang merupakan gelombang elektromagnetik yang kontinu. Gagasan
Plank kemudian berkembang menjadi teori baru yang disebut teori kuantum.
(Krane,1992)

Einsten mengusulkan bukan cahaya yang dipancarkan tetapi juga
menjalar menurut kuanta individual. Hipotesis ini menerangkan efek
fotolistrik, yaitu partikel yang terpancar bila frekuensi cahaya cukup tinggi
terjadi dalam daerah cahaya tampak dan ultraungu. Hipotesis dari Max Planck
dan Einstein menghasilkan rumus empiris tentang efek fotolistrik yaitu:

hv = Kpas + 1V (3)

hv adalah isi energi dari masing-masing kuantum cahaya datang, Kpas
merupakan energi fotoelektron maksimum dan hl{ adalah energi yang
diperlukan untuk melepaskan sebuah partikel dari permukaaan logam yang
disinari. Pemancaran partikel dari permukaan logam karena logam tersebut
disinari cahaya disebut dengan teori efek fotolistrik. Dalam kondisi tertentu
cahaya menunjukkan sifat sebagai gelombang dan dalam kondisi lain
menunjukkan sifat sebagai partikel sehingga disebut dualisme cahaya.
(Beiser,1999)

Tahun 1924, Louis dr Broglie, seorang fillsof Perancis, mengajukan
hipotesis bahwa “watak ganda yang dimiliki cahaya (gelombang

elektromagnetik) juga dimiliki oleh partikel material”. Artinya, partikel



material juga dapat menunjukkan watak gelombang sebagaimana ditunjukkan
oleh foton. Menurut de Broglie, terhadap setiap partikel yang bernilai E dan
bergerak dengan momentum linier p terdapat gelombang yang diasosiasikan
dengannya. Gelombang yang diasosiasikan dengan gerak partikel tersebut
disebut gelombang materi atau gelombang de Broglie.

Cabang fisika yang menelaah cara mendapatkan fungsi gelombang untuk
partikel material dikenal dengan mekanika gelombang atau mekanika
kuantum. Edwin Schrodinger (1962) dan Werner Heisberg (1925) secara
terpisah berhasil merumuskan cara mendapatkan fungsi gelombang tersebut
yang selanjutnya dikenal dengan pelopor mekanika kuantum.

Partikel bebas adalah partikel yang tidak dipengaruhi oleh gaya apapun,
sehingga momentum linier dan energinya konstan, tidak bergantung waktu
dan tempat. Sehingga, gelombang de Broglie harus memiliki frekuensi dan
vektor gelombang konstan dimana-mana. (Sutopo,2003)

Hipotesis de Broglie mengatakan, gelombang materi semestinya
berbentuk gelombang monokromatis dengan panjang gelombang A= h/p
dan dan frekuensi v = E/h. Dapat disimpulkan bahwa gelombang materi
tidak mungkin berupa gelombang monokromatis karena gelombang
monokromatis menyebar ke seluruh ruangan sedangkan gelombang materi
harus dapat mendeskripsikan partikel. Sehingga gelombang materi tersebut

harus berupa grup gelombang. (Beiser,1999)



B. Fungsi Gelombang
Fungsi gelombang partikel yang tidak bergantung waktu disimbolkan
dengan @(X). |Q(X) |2 merupakan rapat peluang partikel berada di x. p adalah
fungsi gelombang dengan pengertian bahwa:

p'odxdydz=PdV 4)

P adalah probabilitas keberadaan partikel dalam volume dx dy dz disekitar
titik (x,y,z); @ adalah konjugat dari ¢p. Probabilitas suatu gelombang
memberikan arti bahwa partikel akan ditemukan di sekitar posisi tertentu.
Kita juga tidak dapat mengatakan secara pasti bagaimana partikel bergerak
sebagai fungsi waktu karena posisi dan momentum partikel dibatasi oleh
prinsip ketakpastian Heisenberg. (Beiser,1999)

Fungsi gelombang bagi gelombang materi tidak memiliki arti fisis secara
langsung. Artinya, tidak ada besaran fisis yang mengikuti cara fungsi
gelombang itu. Oleh karena itu perlu cara tertentu untuk menafsirkan fungsi
gelombang secara fisik. Berdasarkan fungsi gelombang tersebut kita dapat
mengetahui keberadaan (posisi) partikel dan besarnya momentum yang

dimilikinya secara probabilistik.

C. Probabilitas dan Normalisasi

Fungsi gelombang ¢(X) menyatakan suatu gelombang yang memiliki
panjang gelombang dan bergerak dengan kecepatan fase yang jelas. Ketika
menafsirkan amplitudonya muncul masalah, nilai mutlaknya menghasilkan

probabilitas untuk menemukan partikelnya pada suatu titik tertentu. Dimana
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|go(x)|2dx memberikan probabilitas untuk menemukan partikel dalam selang
dx di x. Rapat probabilitas P(x) terhadap ¢p(x) dinyatakan oleh persamaan
sebagai berikut:
Peoydx = peo)? dx (6)
Tafsiran |q:)(x)|2 ini membantu memahami persyaratan kontinu ¢(X),
walaupun amplitudonya berubah secara tidak jelas dan kontinu. Probabilitas
untuk menemukan partikel antara x; dan x, adalah jumlah semua probabilitas

P(x) dx dalam selang antara x; dan x, adalah sebagai berikut:

2 2
[ Peodx = [ e 2dx 7)
Total probabilitas untuk menemukan partikel di titik sepanjang sumbu x

adalah: (Sutopo,1999)

400

[ IO 7 dx =1 ®)

Setiap pemecahan persamaan Schrodinger yang menghasilkan |q9(x)|2
bernilai tak hingga tidak digunakan. Hal ini dikarenakan tidak pernah terdapat
probabilitas tak hingga untuk menemukan partikel pada titik manapun.
Sehingga pemecahannya dengan mengembalikan faktor pengalinya sama
dengan nol. Sebagai contoh, jika pemecahan matematika bagi persamaan
differensial menghasilkan @(x) = Aek* + Be "X bagi seluruh daerah x > 0,
maka syaratnya A = 0 agar pemecahannya mempunyai makna fisika. Jika tidak
@(x) akan menjadi tak hingga untuk x menuju tak hingga (tetapi jika
pemecahannya dibatasi dalam selang 0 < x < L, maka A tidak boleh sama
dengan nol). Tetapi jika pemecahannya berlaku pada seluruh daerah negatif

sumbu x <0, maka B =0.
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Kedudukan suatu partikel tidak dapat dipastikan, dalam hal ini tidak dapat
menjamin kepastian hasil satu kali pengukuran suatu besaran fisika yang
bergantung pada kedudukannya. Namun jika menghitung probabilitas yang
berkaitan dengan setiap koordinat, maka ditemukan hasil yang mungkin dari
pengukuran satu kali atau rata-rata hasil dari sejumlah besar pengukuran
berkali-kali. (Eisberg,1970)

. Persamaan Schrodinger

Persamaan Schrodinger diperlukan untuk menemukan fungsi gelombang
bagi suatu sistem mikroskopis. Bentuk paling umum suatu persamaan yang
penyelesaiannya berupa suatu fungsi adalah persamaan differensial.
Berdasarkan azas tentang pendeskripsian keadaan sistem, yaitu keadaan sistem
dideskripsikan sebagai fungsi gelombang W(x,t), kita dapatkan petunjuk
bahwa fungsi gelombang W (x, €) yang dihasilkan oleh persamaan Schrodinger
harus dapat kita gunakan untuk mengetahui nilai berbagai besaran fisik yang
dimiliki sistem. (Sutopo,2003)

Besaran fisik dapat diketahui dengan cara melakukan pengukuran.
Menurut azas tentang pengukuran, mengukur adalah mendeskripsikan keadaan
sistem saat pengukuran dengan menjalankan operator (yang mewakili besaran
fisik yang diukur) pada fungsi gelombang. Penerapannya seperti pengukuran
energi total pada sistem konservatif.

Untuk sistem konservatif, berlaku hukum kekekalan energi, yaitu jumlah
energi potensial dan energi kinetik bersifat konstan sehingga tidak bergantung

pada waktu maupun posisi. Hukum kekekalan energi sebelumnya dijelaskan
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oleh fisika klasik. Persamaan Schrodinger sebagai teori baru harus konsisten
dengan hukum kekekalan energi. Hukum kekekalan energi dapat ditentukan

melalui rumusan:
2+ Vo =E @1)
m
Suku pertama ruas kiri menyatakan energi kinetik, suku kedua menyatakan
energi potensial, dan ruas kanan menyatakan suatu tetapan yang disebut
dengan energi total.
Persamaan (21) diubah menjadi persamaan operator untuk mendapatkan

rumusan kuantum bagi hukum kekekalan energi, sehingga diperoleh:

PV =E

Zm

_ 126t
2m  ox2

+ Voo®et) =P t) (22)

Kita harus menemukan cara kerja operator E karena cara kerja operator E
terhadap fungsi W(x, £) belum diketahui, untuk itu digunakan asas pengukuran
khususnya yang berhubungan dengan dampak pengukuran dengan keadaan
sistem. Menurut asas pengukuran, jika fungsi gelombang merupakan fungsi
eigen untuk besaran yang diukur maka fungsi gelombang tidak berubah
terhadap pengukuran.

Tinjau fungsi gelombang berbentuk W(x,t) = elkx-wb yang memiliki
frekuensi sudut sebesar w. Berdasarkan kaitan Planck-Einstein E = Aw, maka

fungsi gelombang tersebut harus memenuhi persamaan nilai eigen:

o - 6Wxt) _ - 0 ikx—
E¥ @ty = ih>> = = ih . (etkawD)

= ha(etk=®D) = hwVY(x,t) (23)
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Setelah mendapatkan cara kerja operatorﬁ . maka persamaan (22) menjadi:

12 &2¥(xt)
T om x|

c¥( xt)

+ VoYt =ih (24)

Persamaan (24) merupakan persamaan differensial parsial yang
menghasilkan fungsi gelombang W(x, £). Persamaan ini memiliki keterbatasan
bahwa persamaan tersebut hanya berlaku untuk sistem yang energi
potensialnya secara eksplisit tidak bergantung pada waktu t. Keterbatasan ini
dapat dihilangkan dengan mempostulatkan bahwa persamaan tersebut juga
berlaku untuk sistem yang energi potensialnya secara eksplisit bergantung pada
waktu. Sehingga perubahan yang dilakukan cukup mengubah V(x) menjadi
V(x,t), sehingga persamaannya menjadi:

h a ‘th)

Sl
- 2B Ve Wty = i

(25)

Persamaan (25) disebut dengan persamaan Schrodinger yang merupakan
persamaan Schrodinger 1 dimensi. Sedangkan bentuk persamaan Schrodinger 3
dimensinya menjadi:

a¥( ‘rt)

——vztp(r t)+ V¥t =ih—— (26)

VZ merupakan bentuk operator Laplacean yang dalam sistem koordinat

cartesian berbentuk - + a? + == (Sutopo 2003)

. Persamaan Schrodinger Bebas Waktu (PSBW)
Persamaan Schrodinger merupakan persamaan differensial parsial.
Persamaan differensial parsial dapat diubah menjadi sistem persamaan

differensial biasa dengan cara teknik pemisahan variabel. Fungsi gelombang
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W(x, ) dinyatakan dengan perkalian fungsi posisi, misalnya ¢p(x) dengan
fungsi waktu, misalnya F(t). Jadi:

Yx, t) = F ). (27)

Sehingga persamaan Schrodinger menjadi:

n2 % dFt
~ 5 FO 22+ Ve oF 00 = ihe() 152 (28)
Kedua ruas dibagi dengan @(x)F(t) diperoleh:
2 1 @ Lp(x) -, 1 dF(t)
Zmex) ox2 V(x t) "eo Ft) dt (29)

Persamaan (29) pada ruas kanan merupakan fungsi t, sedangkan ruas kiri
merupakan fungsi x dan t. Satu-satunya suku yang memuat x dan t adalah
W(x, ). Ini berarti bahwa pemisahan variabel hanya akan berhasil jika V hanya
bergantung pada x saja, atau hanya bergantung pada t saja.

Jika V hanya bergantung pada x, maka persamaan (29) dapat dinyatakan
sebagai berikut:

_ho 1 62<p(x)
Zmex) ox2

1 dF®)

+ V) =thgg=a

(30)

Ruas kiri persamaan (30) merupakan fungsi x saja, sedangkan ruas
kanannya merupakan fungsi t saja. Jadi persamaan tersebut menyatakan
persamaan antara suatu fungsi yang bergantung pada x dengan fungsi lain yang
hanya bergantung pada t. Kesamaan semacam itu hanya akan terpenuhi untuk
semua x dan t jika masing-masing ruas berupa suatu tetapan, yaitu suatu
bilangan yang tidak bergantung pada x maupun t.

Arti fisik dari tetapan tersebut dapat diartikan sebagai berikut. Suku kedua

di ruas kiri adalah energi potensial dan suku-suku lainnya baik yang ada di ruas
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kiri ataupun di ruas kanan harus berdimensikan energi. Karena ruas kiri
persamaan tersebut menyatakan jumlah energi kinetik ditambah energi
potensial, maka tetapan yang digunakan nanti memiliki arti fisik energi total
yang dilambangkan dengan E.

Persamaan (30) dapat dinyatakan sebagai differensial biasa dengan
menggunakan tetapan E untuk masing-masing ruas, dimana untuk ruas kiri

dapat ditulis:

_h 1 e _
mow oz T VO =E (1)

dan ruas kanan:

. 1 dF®) _
Fib dt =k (32)

Persamaan (32) dapat diselesaikan sebagai:
F(t) — e—iEt/h (33)
Berdasarkan persamaan (33) solusi persamaan Schrodinger persamaan (27)
berbentuk:
Y(x, t) = @x)e"Eh (34)
Sehingga persamaan (31) dapat diubah menjadi:

~ 224 Ve = B 35)
Persamaan tersebut identik dengan persamaan Schrodinger, perbedaanya
adalah persamaan tersebut tidak bergantung pada t. Sehingga persamaan ini
sering disebut persamaan Schrodinger Bebas Waktu (PSBW). PSBW hanya

dapat digunakan jika potensial sistem secara eksplisit tidak bergantung pada

waktu. Persamaan ini diperlukan untuk mendapatkan bagian ruang bagi fungsi
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gelombang lengkap pada keadaan stasioner. PSBW disebut juga persamaan
nilai eigen bagi Hamilton suatu sistem, yang dapat ditulis dalam bentuk:

Ao = Ep(x) (36)

2 d

dengan H=- 2%1 2 + V(x). Dalam hal ini ¢9(x) disebut fungsi eigen dan E

disebut nilai eigen.

F. PSBW pada Partikel dalam Kotak
Partikel yang datang pada sebuah kotak potensial yang memiliki dimensi
dengan panjangnya L. Potensial ini dapat dinyatakan:
Vooy= -V -—-a/2<sx<a/2
Vixy=0 di x lainnya

V(x)
A

—-ay/2 a/?

v

I II III

Vo,

Gambar 1. Sumur Potensial yang Bersesuain dengan Sebuah Kotak
yang Dindingnya Keras Berhingga. (Erkoc,2006)

Potensial pada Gambar 1. bernilai nol untuk daerah X < —a/2 dan

X > a/2, dan bernilai —V, untuk daerah -a/2 < x < a/2. Berarti ada 2 kali
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perubahan potensial yang dinamakan sumur potensial. Pada sumur potensial
partikel yang datang dari sebelah kiri yaitu X < —a/2 (daerah I) menuju
-a/2 <x<a/2 (daerah II) dan keluar ke kanan X > a/2 (daerah III).
Berdasarkan Gambar 1. keadaan terikat terjadi jika energi total partikel
memenuhi ketaksamaan 0 > E > —1f,. Jika energi partikel lebih dari nol,
maka partikel dapat bergerak dari —oo sampai+oo. Energi potensial V dari
partikel berhingga di kedua sisi kotak, sedangkan V berubah di dalam kotak.
Karena partikel memilki energi berhingga, partikel mungkin ditemukan di luar
kotak.

PSBW partikel dalam kotak dapat ditulis sebagai berikut:

_ 12
2m é2x

+ V)oe® =Ee(x) (37
PSBW pada daerah I dan daerah III dapat dinyatakan sebagai berikut:

G2px)

20— a%p(x) = 0 dengan 2 = £ia (38)

h2

dan PSBW untuk daerah II menjadi:

-2
&5;{2@ + K%)= 0 dengan k? = %(E +10) (39)
sehingga:
_e2_ v
F = L Vo (40)

Penyelesaian umum persamaan (38) dan persamaan (39) yang memenuhi
syarat sesuai PSBW adalah:
E100) = e, X =-a/2 41
— ikx ~ikx a
Cri(x) = B.e¥* + B,e s T <x<a/2 (42)

¢rnx) = Ge™*, xX=a/2 (43)
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Selanjutnya dari syarat kontinuitas di X = —a/2 didapatkan hubungan :
Ale—aa/z - Ble—iha/z + Bzeika/z (44.2)

Ale—aa/z — %‘(Ble—ika/z _ Bzeika/Z) (44.b)
dan syarat kontinuitas di X = a/2 didapatkan hubungan:
Bietk@?2  Byemtka/2 = (=2 (45.2)
_%‘(Bleika/z + Bye ka2 = C,e-aar2 (45.b)
Melalui persamaan (44.a) dan persamaan (44.b) didapatkan hubungan:

(1 _%f) Bie~ika2 4 (1 _|_%f) B,eik@2 = o (46)

Persamaan (45.a) dan persamaan (45.b) didapatkan hubungan:

(1+%)Bieik@2 + (1 -%) Bye~ik@2 = 0 (47)
Selanjutnya eliminasi persamaan (46) dan persamaan (47) sehingga diperoleh

hubungan:

e2ika — [L“‘(

2
a+ik)

(48)
Persamaan (48) menunjukkan bahwa agar penyelesaian persamaan
Schrodinger memenuhi syarat sebagai fungsi eigen (bernilai berhingga dan
kontinu dimana-mana) maka tetapan & dan k harus memenuhi persamaan (48).
Karena nilai kedua tetapan tersebut bergantung pada E maka persamaan (48)
juga menunjukkan bahwa energi total partikel tidak boleh sembarangan.

Persamaan (48) memiliki dua penyelesaian (akar) yaitu:

ika — a-ik _pika _ a-ik
€ atik dan € atik (49)
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Persamaan (49) dapat diubah lagi dengan menggunakan identitas trigonometri,

sehingga diperoleh bentuk:
k ko
2= lcos(S )| (50)
K _ i ke
= Isin(Z )] (51)
Persamaan (50) dan persamaan (51) tidak dapat diselesaikan secara
analitik. Persamaan ini dapat diselesaikan secara grafik atau dengan program

numerik berbantuan komputer. Melalui metoda grafik nilai k didapatkan

berdasarkan plot grafik persamaan (50) dan persamaan (51) seperti Gambar 2.

= {al, N LGl e Wke
tan (Lar2 )< '

i
X

\

J 4
AN Fl) - ecpqtaray

ff’

’ ]
o k1 =fa Txia by 322 ania ks Ko Sana

0 a2 K apn In/a

(b)

Gambar 2.Penyelesaian Secara Grafik untuk Mendapatkan Nilai k.
(Sutopo.2003)
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Berdasarkan Gambar 2. dapat dilihat bahwa melalui metode grafik dapat
diketahui beberapa nilai k. Pada Gambar 2.(a) diperoleh nilai k;, ks dan ks.
Sedangkan pada Gambar 2.(b) diperoleh nilai k, dan k4. Setelah dapat nilai k
dapat ditentukan bentuk fungsi gelombang di dalam kotak dan juga nilai
energinya. Dapat dilukiskan berbagai tingkat energi, fungsi gelombang dan
rapat probabilitas |g£:a|2 yang mungkin untuk beberapa keadaan. Keadaan energi
terendah yaitu pada n=1, keadaan ini dikenal sebagai keadaan dasar. Keadaan
dengan energi yang lebih tinggi (n>1) dikenal dengan keadaan eksitasi.

Fungsi gelombang dan tingkat energi pada potensial sumur keadaan
terikat dapat diselesaikan dengan menggunakan metode numerik. Seperti
yang telah dilakukan Ian Coper(2013:8) “The m-script was used to find
the total energies and its corresponding wavefunctions for a potential
well of depth -400 eV and width 0.1 nm. The range for the x-coordinates
was from -0.1 nm to +0.1 nm. The value of E was manually adjusted to
find the physically acceptable solutions as shown in figure 3. For this
potential well, there are four bound states. The total energy for the
ground state, n=1 is E; = -373.84 eV. Thus, the binding energy of the
electron or its ionization energy (energy need to free the electron from its
bound state) is Eg=-373.84 eV

N

groundstate n=1,£, =-373 84¢cV 1stexcited state » -_ —-2G8 63 eV
2 excitedstate n — 3, E;— -173.5 eV 37 gxcited state n =4, £, =-21¢cV

‘ ol Wt (Vg

The four state an electron confined by a potential well of depth -400
eV and width 0.10 nm with X,,;,=-0.10 nm , Xpe="10.10 nm.
(Ian Coper.2013)
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Hasil dari tampilan lan Coper tersebut merupakan tampilan fungsi
gelombang pada sumur potensial keadaan terikat dengan energi potensial (V)
-400 eV dan lebar sumur L=0.1 nm dengan Xpj;=-0.1 nm dan Xp,,=+0.1 nm.
Pada gambar telihat bahwa terdapat 4 fungsi gelombang dimana saat n=I
diperoleh energi -373,84 eV memperlihatkan setengah gelombang, n=2
energinya — 296,63 eV terdapat satu gelombang, saat n=3 energinya -173,5 eV
terdapat 1.5 gelombang dan saat n=4 diperoleh energi totalnya -21 eV
memperlihatkan dua gelombang. Sehingga dapat disimpulkan setiap kenaikan
n diperoleh kenaikan setengah gelombang.

Aplikasi dari potensial sumur keadaan terikat salah satunya pada sistim
atom hidrogen. Teori mekanika kuantum untuk atom dikembangkan setelah
perumusan mekanika kuntum yang merupakan sumbangan terpenting pada
abad ini. Disamping suatu pembaharuan pendekatan mengenai gejala atomik,
teori ini telah memungkinkan untuk mengerti bahwa berbagai hal yang dekat
hubungannya seperti bagaimana atom berinteraksi untuk membentuk molekul
mantap, asal tabel periodik (tabel berkala) unsur-unsur, dan mengapa zat padat
memiliki karakterisasi listrik, magnet, optis dan mekanis. Salah satu yang
menjadi pusat perhatian adalah teori kuantum atom hidrogen. (Beiser,1999)

Teori kuantum atom hidrogen memiliki persamaan umum yang sama
dengan potensial sumur keadaan terikat, karena memiliki energi potensial (V)

negatif yaitu:

B 4necr (52)
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PSBW untuk partikel dalam tiga dimensi yang dipakai dalam persoalan

atom hidrogen adalah:

V2p(r.6,9) + 2V o(r.0,9) = E@(r.6,0) (53)

Persamaan (52) disubstitusikan ke persamaan (53) dan dengan metode
matematis yang agak rumit diperoleh fungsi gelombang dan tingkat energi

untuk atom hidrogen. Tingkat energi atom E dinyatakan oleh rumus:

me? 1
En = © 37n2ec2h2 ;"*) (54)

Berdasarkan persamaan (54) terlihat bahwa tingkatan energi atom H

bergantung pada keadaan n. Berikut gambaran beberapa tingakt energi dari

atom H.
#{em ') n E (eV)
+] o - ]
4 pI E Brackent =083
3 e = " series ;3
| | s Paschen series
ml =] =
2 =2l =
20 000 = =+ -
H, | Hg| H,
2 J J b —3.40
Balmer series
40000 -
&0 000 |-
—| - -
= 8| S| &
s s
BO 000 -
100 000 -
Lya| Lyg| Ly, | Lya
'l h A r F —.3.6
Lyman series

Gambar 3. Tingkat Energi Atom Hidrogen (Bransden.2000)
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Gambar 3 memperlihatkan tingkat energi pada atom hidrogen, berdasarkan
tingkat energi pada atom hidrogen menunjukkan bahwa partikel tidak dapat

memiliki sembarang energi harus memenuhi persamaan (54).

G.Metode Beda Hingga
Metode beda hingga adalah metode yang digunakan mengubah problem
persamaan differensial biasa nilai batas dari sebuah problem kalkulus menjadi
sebuah aljabar. Dengan metode ini persamaan differensial ¢’ dan ¢" akan
diaproksimasikan dengan menggunakan deret Taylor. Deret Taylor adalah
representasi fungsi matematika sebagai jumlahan tak hingga dari suku-suku
yang nilainya dihitung dari turunan fungsi tersebut di suatu titik. Bentuk deret

taylor dapat dituliskan sebagai berikut:

P+ h)y = Yheo k(X0 (};—)k + Ry (55)

dengan: R, = g@‘”) (x+6h),dengan 0 < < 1
Jika: n = oo, R,; = 0, maka deret Taylor dapat dituliskan dalam bentuk:

_1He w HE
P+ by = limpy o0 3" 1%@('6)(;() - 2:«:0%@"‘)(?() (56)

atau dapat dituliskan dalam bentuk:
X+ h) = + hg' +}Lz "(x) + - (57)
P ) = PX) T g (X) T 5P

hz A1}
P —hy = Q) — he'(X) =5 ¢@"(X) = -~ (58)
Jika dikurangi persamaan (57) dan (58) dan nilai setelah pangkat 2
diabaikan atau dianggap sangat kecil atau sama dengan nol maka akan didapat:
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Apabila persamaan (57) ditambah (58) akan diperoleh:

" _ @xth—-2@po0tepx-h)
@) = HEEEHE (60)

Persamaan (59) dan persamaan (60) dapat diterapkan dengan membagi

[x0,Xn] (lihat Gambar 4) menjadi N bagian dengan interval h:

_ XN”X0
h= N (61)

Gambar 4. Pembagian Interval antara [X(,xx]

Metode beda hingga yang dicari adalah ¢ pada x tertentu:

Xi41= Xi+ h (62)

Jika 1 = 0 maka X; = Xp + h dengan menggunakan notasi ini persamaan

(59) dan (60) dapat dituliskan:

" Xi41)— 20X+ P(Xi-1)
QD (xL) — PXi+1) q;lzt) PXi-1) (64)

Persamaan (63) dan (64) dikenal dengan aproksimasi beda hingga.

H. Persamaan Differensial Biasa (PDB) dengan Nilai Batas
Persoalan teknis lebih sering dijumpai PDB tingkat 2 dengan kondisi batas
yang diberikan pada dua titik. Umumnya kedua titik ini ada pada batas-batas

domain permasalahan. Karena solusi yang dicari berada pada dua batas yang
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tertutup, maka problem ini dikenal sebagai problem domain tertutup atau PDB
dengan nilai batas. Bentuk umum dari PDB dengan nilai batas untuk kasus 1-
dimensi adalah:

% + p(x)z_f+ qoOp = f(x) Xo<SX< Xp (65)

dengan nilai-nilai batas:

Apo) + By %C}(XO) =a Apn) + Bzi—f(xn) =p
dimana :
|41| + |B1| # 0 dan |Ay| + |Bz| # 0
Tiga kemungkinan jenis kondisi batas yang mungkin diterapkan dalam
PDB adalah:
1. Nilai batas konstan (Tipe Dirichlet)
Nilai batas diberikan sebagai sebuah nilai konstan. Contoh, jika 4; = 1 dan
B, = 0 maka @(xp) = a.
2. Nilai batas Derivatif (Tipe Neuman)
Nilai batas yang diberikan sebagai sebuah nilai derivatif. Contoh, jika
Ay = 0dan By = 1 maka(xp) = a.
3. Nilai batas campuran (Tipe Robin)
Nilai batas terdiri dari nilai konstan derivatif. Contoh, jika 4 =1 dan

B = 1 maka @(xp) + @(Xo) = Q.

I. Solusi Numerik Partikel dalam Kotak
Adapun yang menjadi pokok permasalahan ini adalah persamaan dalam

berbagai potensial yaitu partikel dalam kotak yang disebut juga persamaan
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dalam kotak orde dua. Cara umum untuk memecahkan persamaan tersebut
dalam bentuk persamaan differensial biasa adalah menuliskan persamaan
tersebut dalam bentuk persamaan differensial dengan syarat batas.

Persamaan Schrodinger bebas waktu pada partikel dalam kotak adalah:

h? ¢%e(x)
“om ok LT e

Langkah-langkah yang digunakan untuk memecahkan bentuk numerik

persamaan Schrodinger pada potensial sumur keadaan terikat adalah sebagai

berikut:

28 (p(X)

a. Persamaan — 72
2m X

= (E-V)@p(x) dikonversi ke persamaan untuk

PDB (65) + p(x) @y qOp = il (X) sehingga diperoleh koefisien:

2m(£ V)

p(x)=0, q(x) = dan f(x)=0 (66)

b. Aproksimasi metode beda hingga turunan pertama pada persamaan (63)

¢ X)) = %Hl};hﬂ""lz dan turunan kedua pada persamaan (64)

q:)"(x,;) = %Hl%imi"l)- disubstitusikan ke persamaan (65)

didapatkan:

11— 3ol P-1) = 12 = B2aeolpes) + |1+ 00| dsn = W20 (67)

dengan memasukkan nilai persamaan (65) ke persamaan (66) maka

diperoleh persamaan sebagai berikut:

- 2= hz[Em{E V)”@m + ¢i41= 0 (68)
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Persamaan (68) dinyatakan dalam bentuk matriks sebagai berikut:

ZmE-v)
= - [2- R (=) lpny + e +0 0 ==
ZmE=V)

=2: Pa, — |2 = r%( = ”@(2} +@3 0 =0
V)
1=3: 0 +Po) — 12— R (TE22) | @y + @) = 0
2miE-
[=N-1: 0 0 +On-2) — |2 — h#( m,lz 2)| on-1= —Pw)

Dari i=1 hingga i-N-1 persamaan linier diatas dapar dinyatakan dalam bentuk

matriks dimensi NxN. Bila diambil k = — m;% maka bentuk matriksnya
menjadi:
—[2 — h2(Kk? 1 0 0 0
[ (K] 5 7 I ¢1 1
1 —[Z—h(k] 1 0 0 :| 2
0 1 —[2-h%(kH 1 o (I ¥3 |
I
0 0 I[ J
0 0 0 1 — 12— h2(kH L ¥n-1
—%o

Persamaan (68) merupakan solusi partikel dalam kotak pada potensial
sumur menggunakan metode beda hingga. Berdasarkan persamaan (68)
dibuatlah bentuk pemodelan gerak partikel dalam kotak dan tingkatan energi
pada partikel dalam kotak sehingga dapat dilihat apakah energi partikel

tersebut dapat tergenerasi atau tidak tergenerasi.
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PENUTUP

A. Kesimpulan

Berdasarkan hasil pengujian solusi analitik dan analisa terhadap nilai besaran

yang telah ditetapkan pada potensial sumur keadaan terikat dapat dikemukakan

beberapa kesimpulan sebagai berikut:

1.

Dihasilkan pemodelan tingkat energi dan fungsi gelombang dengan

menggunakan metode beda hingga. Energi menunjukkan banyaknya

gelombang  yang terjadi pada tingkat tertentu. Kenaikan setengah
gelombang menunjukkan kenaikan tingkat energi pada potensial sumur.

Program yang dibuat sesuai dengan teori.

Pengaruh variasi energi potensial dan lebar sumur terhadap tingkat energi

dan fungsi gelombang adalah sebagai berikut:

a. Pada model potensial sumur keadaan terikat diberikan energi potensial
V, besar maka akan diperoleh tingkat energi dan fungsi gelombang
yang kecil, begitu juga sebaliknya jika diberikan nilai energi potensial
V) kecil diperoleh tingkat energi dan fungsi gelombang besar.

b. Saat variasi lebar sumur diperkecil dengan energi potensial tetap
diperoleh tingkat energi dan fungsi gelombang 2 keadaan, jika
diberikan lebar sumur besar tidak terlihat tingkat energi ataupun fungsi

gelombang.
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B. Saran

Berdasarkan pembahasan yang telah dilakukan maka dapat dikemukakan

saran sebagai tindak lanjut dari penelitian ini:

1.

Penelitian ini merupakan penelitian dasar yang masih banyak diabaikan
jadi perlu dipertimbangkan lagi. Dimana penelitian ini hanya membahas
model sederhana yaitu pada Potensial Sumur Keadaan terikat yang
menganggap tidak ada sama sekali pengaruh terhadap waktu, jadi
penelitian ini dapat membuat model yang lebih kompleks. Salah satunya
dengan mempertimbangkan waktu.

Dilakukan penelitian lebih lanjut dengan menggunakan bahasa

pemograman lain.
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