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ABSTRAK

Rini Oktafia : Bilangan Kromatik Permainan dari Graf Hasil Kali Kartesius

Permainan bilangan kromatik disebut juga permainan mewarnai, yang
diperkenalkan oleh Bartnicki et al. (2008). Permainan ini dimainkan oleh 2 orang
pemain, misalnya A pemain pertama dan B pemain kedua dengan menggunakan
graf G dan k warna (1, 2, ..., k). Tujuan dari permainan ini adalah kedua pemain
memberikan warna pada setiap titik pada graf G secara bergantian dengan
ketentuan setiap titik yang bertetangga tidak boleh mempunyai warna yang sama.
A berusaha agar semua titik di G terwarnai, sedangkan B melawan agar terdapat
titik yang tidak terwarnai di G. Jika semua titik di G terwarnai A yang menang,
sebaliknya apabila ada titik di G yang tidak terwarnai maka B yang menang.
Bilangan k terkecil sehingga pemain pertama mempunyai strategi menang di G
dengan menggunakan k warna disebut dengan bilangan kromatik permainan dari
G, dinotasikan dengan x,(G). Apabila dilakukan permainan maka didapatkan
bilangan kromatik permainan dari graf G, sehingga timbul pertanyaan berapakah
bilangan kromatik permainan dari graf G dan bagaimana cara mendapatkanya.
Tujuan dari penelitian ini adalah untuk mendapatkan rumusan umum bilangan
kromatik permainan dari graf hasil kali kartesius yaitu graf buku dan graf grid.

Penelitian ini merupakan penelitian dasar (teoritis). Metode yang
digunakan adalah metode deskriptif dengan menganalisis teori yang relevan
dengan permasalahan yang dibahas dan berlandaskan pada studi kepustakaan.
Pendekatan yang dilakukan adalah studi kepustakaan tentang graf, bilangan
kromatik, bilangan kromatik permainan dan graf hasil kali kartesius.

Berdasarkan studi kepustakaan, maka didapatkan bilangan kromatik
permainan graf hasil kali kartesius pada graf buku P, x Ky, dan graf grid Py, x Py,
agar pemain pertama mempunyai strategi menang. Pertama ditentukan dulu
banyak warna yang tersedia untuk kedua graf, dengan menggunakan teorema
batas bawah dan batas atas yaitu x(G) < x4(G) < A +1. Setelah itu melakukan
permainan dengan mewarnai semua titik pada graf dengan ketentuan pewarnaan
graf, dimana titik yang bertetangga tidak boleh mempunyai warna yang sama.
Dari prosedur tersebut diperolah rumusan umum bilangan kromatik permainan
dari graf hasil kali kartesius yaitu graf buku

Xg(P2 X Kyip) =3 untukn=1,23,...

dan graf grid.

1 ,untuk m=n=1
2 ,untuk im=2n=1)dan(m=3,n=1)

Xg(PmxP)=Y 3 untuk (m=2,n=2),(m=3,n=2)dan(m=>4,n=1)
4 ,untuk (m=3,n=3) dan (m > 4,n = 3)
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BAB I
PENDAHULUAN
A. Latar Belakang

Graf merupakan salah satu bahasan dalam matematika diskrit yang
menarik dan dapat digunakan untuk menyelesaikan banyak permasalahan.
Rinaldi Munir (2005:353) mengemukakan bahwa “Pada umumnya graf
digunakan untuk mempresentasikan objek-objek diskrit dan hubungan antar
objek-objek tersebut dan juga dapat digunakan untuk memodelkan suatu
permasalahan sehingga menjadi lebih mudah”. Contoh permasalahan yang
dapat dimodelkan dengan menggunakan graf yaitu pada penggambaran
rangkaian listrik, senyawa kimia, jaringan komunikasi, analisis algoritma, peta,
struktur hierarki sosial dan lain — lain.

Menurut Rinaldi Munir (2005:356),“Secara umum graf merupakan
pasangan himpunan (V,E) ditulis dengan notasi G = (V,E), dimana V adalah
himpunan tak kosong dari titik-titik (vertex atau node) dan E adalah himpunan
sisi (edges) yang menghubungkan dua buah titik pada suatu graf . Graf dapat
dikelompokkan menjadi beberapa bagian. Berdasarkan ada tidaknya sisi ganda
atau gelang, graf dibedakan atas graf sederhana dan graf tidak sederhana,
berdasarkan orientasi arah pada sisi graf dibedakan atas graf berarah (directed
graph) dan graf tidak berarah (undirected graph), berdasarkan
keterhubungannya graf dibedakan atas graf terhubung (connected graph) dan

graf tak terhubung (disconnected graph).



Kemudian terdapat beberapa graf sederhana khusus lainya yaitu graf siklus
(cycle), graf bipartit, graf bipartit lengkap dan graf hasil kali kartesius.

Graf hasil kali kartesius merupakan perkalian dua buah graf, misalnya
hasil kali kartesius dari graf G; dengan G, yang dinotasikan dengan G;x G,

adalah graf dengan himpunan titik
V(G1xGy) = VixV, = {(ui'vj)mi EV(G),V; € G}
dan himpunan sisi

u;, v; ) (U, v))|lu; = up, danv;v;, € EG
E(GleZ)={( i j)( k l)l i k JjYl 2}

atau v; = vy dan uuy € E(G,)

(http://mipa.itb.co.id./ )

Beberapa Graf hasil kali kartesius diantaranya graf tangga, graf prisma, graf
buku, graf grid.

Dalam graf terdapat beberapa topik misalnya pewanaan graf (graph
colouring), pelabelan graf (graph labeling), penjodohan (matching). Namun
yang akan dibahas pada tugas akhir ini adalah tentang pewarnaan graf (graph
colouring). Pewarnaan graf adalah pemberian warna pada beberapa subjek
graf. Masalah pewarnaan graf diyakini pertama kali muncul sebagai masalah
pewarnaan peta, dimana warna setiap daerah pada peta yang berbatasan dibuat
berlainan sehingga mudah untuk dibedakan. Rinaldi Munir (2005:425)
mengemukakan bahwa “ terdapat tiga macam pewarnaan graf yaitu pewarnaan

titik (vertex colouring), pewarnaan sisi (edge colouring) dan pewarnaan



wilayah (face colouring)”. Disini peneliti hanya membahas tentang pewarnaan
titik, karena yang akan diwarnai adalah semua titik pada graf G tersebut.

Masalah utama dalam pewarnaan titik adalah bagaimana mewarnai
semua titik pada graf sehingga tidak ada dua titik yang bertetangga memiliki
warna yang sama. Dua titik dikatakan bertetangga jika mereka dihubungkan
oleh sebuah sisi. Hal ini kemudian dikaitkan dengan penggunaan warna yang
seminimum mungkin. Banyaknya warna minimum yang dapat digunakan untuk
mewarnai semua titik disebut dengan bilangan kromatik dari graf G,
dinotasikan dengan y(G).

Masalah pewarnaan graf ini memiliki banyak aplikasi di berbagai
bidang misalnya, membuat jadwal, penentuan frekuensi untuk radio,
pencocokan pola. Masalah ini bahkan telah berkembang luas menjadi sebuah
permainan, salah satu di antaranya adalah Permainan Bilangan Kromatik.

Permainan Bilangan Kromatik disebut juga permainan mewarnai, yang
diperkenalkan oleh Bartnicki et al. (2008). Permainan ini dimainkan oleh 2
orang pemain, misalnya A pemain pertama dan B pemain kedua dengan
menggunakan graf G dan k& warna (1, 2, ..., k). Kemudian kedua pemain secara
bergantian mewarnai setiap titik yang ada pada graf G dengan ketentuan setiap
titik yang bertetangga tidak boleh mempunyai warna yang sama. A berusaha
agar semua titik di G terwarnai, sedangkan B melawan agar terdapat titik yang
tidak terwarnai di G. Jika semua titik di G terwarnai A yang menang,
sebaliknya apabila ada titik di G yang tidak terwarnai maka B yang menang.

Bilangan £ terkecil sehingga pemain pertama mempunyai strategi menang di G



dengan menggunakan k& warna disebut dengan bilangan kromatik permainan,
dinotasikan dengan x,(G). Apabila permainan ini dilakukan akan
menghasilkan rumusan umum bilangan kromatik permainan dari graf G,
sehingga pemain pertama mempunyai srategi menang. Dimana warna yang
digunakan untuk mewarnai graf G dalam permainan ini adalah sebanyak batas
bawah dan batas atas yang telah dikemukan oleh Bartnicki et a/, yang menjadi
permasalahan bagaimana cara mendapatkan bilangan kromatik permainan dari
graf G dan berapa bilangan kromatiknya, sehingga diperoleh rumusan umum
dari graf G.

Pada makalah yang berjudul “Game Cromatic number of Cartesian
Product Graphs” Barnicki et al, mendapatkan rumusan umum untuk permainan
bilangan kromatik graf hasil kali kartesius pada graf tangga dan graf prisma.
Kemudian Norma Hayati seorang mahasiswa Institut Teknologi Bandung (ITB)
mendapatkan rumusan umum permainan bilangan kromatik graf hasil kali
kartesius lainnya pada graf buku dan graf grid, tetapi dia tidak menjelaskan
mengapa rumusan itu dapat dibentuk. Dari hal tersebut peneliti tertarik untuk
melakukan penelitian kembali dan menjelaskan lebih lanjut, bagaimana
rumusan itu dapat dibentuk. Oleh karena itu tugas akhir ini diberi judul

“Bilangan Kromatik Permainan dari Graf Hasil Kali Kartesius”.



B. Batasan Masalah
Agar penelitian ini lebih terarah dan sesuai dengan kemampuan penulis
maka penulis membatasi masalah yang akan diteliti yaitu sebagai berikut:

1. Mencari bilangan kromatik permainan graf hasil kali kartesius dari graf
buku P, x K;,, agar pemain pertama mempunyai srategi menang, dimana
n=123,..

2. Mencari bilangan kromatik permainan graf hasil kali kartesius dari graf grid
P, x P, agar pemain pertama mempunyai srategi menang, dimana

m=1,2,3,..dann=1,2,3,...

C. Perumusan Masalah
Berdasarkan latar belakang masalah di atas maka rumusan masalah
dalam penelitian ini adalah: “Berapakah bilangan kromatik permainan graf
hasil kali kartesius dari graf buku P, x K;, dan graf grid P,, x P, agar pemain
pertama mempunyai strategi menang”, sehingga didapatkan rumusan

umumnya.

D. Pendekatan Masalah
Berdasarkan rumusan masalah di atas, pendekatan yang dilakukan
adalah studi kepustakaan terhadap buku-buku referensi dan bahan-bahan yang

diperoleh dari internet yang relevan dengan permasalahan yang dibahas.



E. Pertanyaan Penelitian
Adapun pertanyaan penelitian yang akan dijawab adalah berapakah
bilangan kromatik permainan graf hasil kali kartesius dari graf buku P, x K, ,
dan graf grid P, x P, agar pemain pertama mempunyai strategi menang,

sehingga didapatkan rumusan umumnya?

F. Tujuan Penelitian
Adapun tujuan yang hendak dicapai dari penelitian ini yaitu
memperolen rumusan umum bilangan kromatik permainan graf hasil kali
kartesius dari graf buku P, x K;, dan graf grid P,, x P, agar pemain pertama

mempunyai strategi menang.

G.Manfaat Penelitian
Melalui penelitian ini diharapkan bermanfaat sebagai berikut:
1. Memberi tambahan wawasan dan ilmu pengetahuan bagi penulis dan
pembaca tentang teori graf, khususnya tentang pewarnaan graf.
2. Sebagai bahan masukan untuk peneliti selanjutnya dalam mengembangkan
dan memperluas cakupan penelitian.
3. Sebagai bahan acuan belajar bagi mahasiswa di bidang teori graf terutama

tentang pewarnaan graf.



H. Metode Penelitian
Penelitian ini merupakan penelitian dasar (teoritis). Metode yang
digunakan adalah metode deskriptif dengan menganalisis teori yang relevan
dengan pemasalahan yang dibahas dan berlandaskan pada studi kepustakaan.
Dalam melakukan penelitian ini  penulis memulai meninjau
permasalahan, mengumpulkan dan mengaitkan teori-teori yang didapat dengan
permasalahan yang dihadapi sebagai penunjang untuk menjawab permasalahan.
Adapun langkah-langkah yang penulis lakukan untuk menjawab
permasalahan adalah sebagai berikut:
1. Menentukan graf yang ingin dimainkan, yaitu :
a. Graf hasil kali kartesius pada graf buku P, x K;, dimana
n=1234,..
b. Graf hasil kali kartesius pada graf grid P,, x P,, dimana m = 1,2,3,... dan
n=123,.
2. Menentukan batas bawah dan batas atas dari graf buku P, x K;, dan graf
grid P, x P,
3. Melakukan permainan dengan cara mewaranai setiap titik pada graf yang
dimainkan oleh dua orang pemain dengan ketentuan pewarnaan graf.
4. Menentukan bilangan kromatik permainan.

5. Menarik kesimpulan
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