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ABSTRAK 

Deo Putra Pratama: Kebebasan Linear Solusi Persamaan Diferensial Linear 

Koefisien Konstanta Orde-n 

 

Fungsi yang tidak diketahui yang termuat dalam suatu PD dinamakan solusi 

dari PD. Karena solusi umum PD merupakan keluarga kurva-kurva, maka PD 

mempunyai banyak solusi. Solusi umum dari PD linear merupakan kombinasi 

linear dari solusi-solusi PD linear, yang mempersyaratkan solusi pembangunnya 

masing-masing bebas linear. Pemeriksaan kebebasan linear antar solusi 

pembangun PD, merupakan hal yang penting karena tanpa mengetahui 

kelinearannya solusi umum tak dapat dibuat. 

Persamaan diferensial koefisien konstanta homogen orde-n, solusinya dicari 

dengan menentukan persamaan karakteristik dari PD linear homogen. Solusi 

dibangun berdasarkan akar-akar dari persamaan karakteristik tersebut. Persamaan 

diferensial linear koefisien konstanta nonhomogen, solusi nonhomogen dicari 

menggunakan metode koefisien tak tentu atau metode variasi parameter. 

Pemeriksaan kebebasan linear solusi pada PD linear homogen dapat 

dilakukan dengan memeriksa wronskian dari solusi-solusi tersebut. Sedangkan 

untuk pemeriksaan kebebasan linear solusi pada PD linear nonhomogen, 

dilakukan dengan pemeriksaaan masing-masing solusi (apakah suatu solusi 

merupakan kelipatan dari solusi lainnya). PD linear homogen 

𝑎0𝑦
 𝑛 + 𝑎1𝑦

 𝑛−1 + ⋯ + 𝑎𝑛−1𝑦
′ + 𝑎𝑛𝑦 = 0 

mempunyai solusi dalam bentuk 𝑦(𝑥) dengan solusi homogen 
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solusi bebas linear apabila 𝑊 ≠ 0. 
Pada PD linear nonhomogen, apabila solusi dicari dengan menggunakan metode 

koefisien tak tentu, solusinya bebas linear karena dalam pembentukan solusi 

nonhomogen apabila dalam pemisalan solusi nonhomogen (𝑦𝑘) menyerupai solusi 

homogen (𝑦ℎ) maka pemisalan harus dikali 𝑥, 𝑥2, … dan seterusnya yang 

mengakibatkan masing-masing solusi bukan kelipatan dari solusi lain. Sedangkan 

pada metode variasi parameter pembentukan solusi nonhomogen dibentuk 

berdasarkan solusi homogen dengan merubah parameter yang ada pada solusi 

homogen menjadi variabel. Sehingga tidak ada solusi yang merupakan kelipatan 

dari solusi lain. Dengan demikian solusi menjadi bebas linear. 

 

Kata Kunci: Persamaan Diferensial Linear, Kebebasan Linear, Solusi Umum 
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BAB I 

PENDAHULUAN 

A. Latar Belakang 

Matematika merupakan suatu bidang ilmu yang manfaatnya kita  butuhkan 

dalam kehidupan sehari-hari. Matematika tidak hanya dibahas dalam lingkaran 

kajian bidang ilmu tersebut saja, tetapi juga ditemui dalam bidang ilmu lain. 

Matematika digunakan dalam bidang: Fisika, Kimia, Biologi, Ekonomi, 

Akuntansi, Geografi dan bidang ilmu lainnya. Karena itu matematika merupakan 

pelayan dari semua bidang ilmu tersebut. 

Ilmu Matematika dapat membantu kita dalam menyelesaikan suatu 

permasalahan. Permasalahan dalam kehidupan sehari-hari dapat di modelkan 

kedalam masalah matematika yang berupa rumus atau persamaan matematika. 

Sehingga permasalahan dapat diselesaikan dengan cara menyelesaikan persamaan 

matematika dari permasalahannya dan selanjutnya menginterpretasi solusi 

matematika kedalam solusi permasalahan semula. 

Salah satu bidang kajian ilmu Matematika yang dapat membantu 

menyelesaikan permasalahan adalah persamaan diferensial. Persamaan diferensial 

(PD) merupakan persamaan yang mengandung turunan suatu atau beberapa fungsi 

yang belum diketahui, contoh: 

𝑦 ′′ + 5𝑦 ′ + 6𝑦 = 0 

Menurut Nuraeni (2017) aplikasi persamaan diferensial digunakan dalam 

mengkonstruksi model matematika fenomena perubahan dalam kehidupan sehari-

hari yang meliputi laju perubahan. Sehingga persamaan diferensial digunakan 
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untuk pengembangan ilmu pengetahuan dan teknologi. Contohnya pertumbuhan 

dan penyusutan populasi, pemanasan dan pendinginan, penguapan, perilaku arus 

listrik dalam suatu rangkaian listrik, gerak dalam medan gravitasi, pertumbuhan 

keuangan dan dinamika harga saham, pengaturan dosis obat, pembelahan sel dan 

sebagainya. 

Berdasarkan hal di atas terlihat bahwa persamaan diferensial sangat 

dibutuhkan. Suatu persamaan diferensial disebut persamaan diferensial linear jika: 

variabel tak bebas dan turunan tertingginya berpangkat satu. Persamaan 

diferensial linear tidak memiliki perkalian antara variabel tak bebas dengan 

turunannya. Selain itu persamaan diferensial linear tidak memiliki fungsi 

transenden (selain fungsi polinom atau aljabar) pada variabel tak bebasnya. 

Persamaan diferensial yang tidak memenuhi syarat tersebut disebut persamaan 

diferensial nonlinear. Selain itu persamaan diferensial terbagi juga atas PD 

homogen dan PD nonhomogen.  

Contoh :  

PD nonhomogen : 𝑦" + 4𝑦 = 𝑒−𝑥𝑆𝑖𝑛𝑥 

PD homogen     :  1 − 𝑥2 𝑦" − 2𝑥𝑦′ + 6𝑦 = 0 

Suatu persamaan diferensial juga memiliki tingkat atau orde. Orde (tingkat) 

persamaan diferensial ditunjukkan oleh turunan tertinggi yang muncul pada 

persamaan diferensial tersebut.  

Suatu persamaan diferensial akan  memuat suatu fungsi yang tidak diketahui 

yang diikuti juga oleh turunan-turunan fungsi tersebut. Fungsi yang tidak 

diketahui tersebut merupakan hal yang menarik dari persamaan diferensial, 
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selanjutnya fungsi tersebut disebut solusi dari persamaan diferensial. Semakin 

tinggi orde dari persamaan diferensial semakin sulit diperoleh solusi yang akan 

ditemukan dari persamaan tersebut. 

Menurut Harini (2005: 3) solusi persamaan diferensial merupakan fungsi 

yang memenuhi persamaan diferensial. Apabila fungsi dan turunan-turunannya 

disubstitusikan ke persamaan diferensial maka, akan diperoleh suatu pernyataan 

yang benar. Suatu solusi dikatakan solusi umum apabila fungsi yang merupakan 

solusi masih memuat konstanta sebarang. Suatu solusi dikatakan solusi khusus 

apabila nilai-nilai awal dan syarat batas yang diketahui disubstitusikan ke dalam 

solusi umum yang didapatkan sehingga tidak terdapat lagi konstanta sebarang.  

Pencarian solusi dari suatu persamaan diferensial, merupakan suatu proses 

pengintegralan. Persamaan diferensial dengan orde-n, logikanya solusi diperoleh 

dengan cara pengintegralan sebanyak n kali.  

Solusi PD Linier Homogen orde-n dengan koefisien konstanta pada dasarnya 

solusi dicari dengan menentukan persamaan karakteristiknya. Pada PD linier 

homogen orde-n akar dari persamaan karakteristik dicari dengan teknik 

faktorisasi.  

Persamaan Diferensial linear mempunyai banyak solusi, dan kombinasi linear 

dari solusi-solusi tersebut juga merupakan solusi dari PD linear. Solusi yang 

merupakan kombinasi linear dari solusi-solusi, mempersyaratkan solusi-solusi 

pembangunnya masing-masingnya bebas linear. 

Solusi persamaan diferensial dikatakan bebas linear apabila masing-masing 

dari solusi tersebut tidak dapat ditulis sebagai suatu kelipatan dari solusi lain. 
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Kebebasan linear bermakna, apabila terdapat sejumlah kelompok vektor yang 

dimana kombinasi linear dari vektor-vektor tersebut akan menghasilkan suatu 

nilai nol jika mempunyai solusi satu-satunya dari persamaan kombinasi linear 

tersebut, hanya dipenuhi untuk semua konstanta yang bernilai nol (Anton,2004: 

249). 

Contoh: 

Diberikan vektor-vektor i =  1,0,0 , j =  0,1,0 , k = (0,0,1) pada 𝑅3. 

Persamaan vektor dalam bentuk komponen-komponennya 

𝑐1i + 𝑐2j + 𝑐3k = 0 

menjadi  

𝑐1 1,0,0 + 𝑐2 0,1,0 + 𝑐3 0,0,1 = (0,0,0) 

Hanya dipenuhi untuk  𝑐1, 𝑐2, 𝑐3 = (0,0,0) 

Sehingga dikatakan vektor   i, j, k  saling bebas linear. 

Kebebasan linear untuk solusi PD dijelaskan dengan contoh sebagai berikut, 

diberikan suatu persamaan diferensial orde-2: 

𝑦" − 3𝑦′ + 2𝑦 = 0 

persamaan diferensial ini mempunyai solusi 

𝑦 = 𝑐1𝑒
𝑥 + 𝑐2𝑒

2𝑥  

Solusi 𝑦1 = 𝑒𝑥  dan 𝑦2 = 𝑒2𝑥  merupakan solusi-solusi persamaan diferensial, 

yang satu sama lain saling bebas linear. 

Persamaan diferensial linear orde-n: 

𝑎0(𝑥)𝑦 𝑛 + 𝑎1(𝑥)𝑦 𝑛−1 + ⋯ + 𝑎𝑛−1(𝑥)𝑦′ + 𝑎𝑛(𝑥)𝑦 = 𝑓(𝑥) 
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mempunyai solusi 

𝑦 𝑥 = 𝑐1𝑒
𝑟1𝑥 + 𝑐2𝑒

𝑟2𝑥 + ⋯ + 𝑐𝑛𝑒𝑟𝑛 𝑥  

dimana semua 𝑟𝑖  berbeda, sehingga Fungsi 𝑦1 = 𝑒𝑟1𝑥 ,   𝑦2 = 𝑒𝑟2𝑥 , ⋯ , 𝑦𝑛 = 𝑒𝑟𝑛 𝑥  

saling bebas linear. Pemeriksaan kebebasan linear antar solusi-solusi merupakan 

hal penting, agar kita dapat membangun solusi umum sebagai kombinasi linear 

dari solusi-solusi yang ada. 

Berdasarkan latar belakang maka akan dilakukan analisis tentang kebebasan 

linear persamaan diferensial linear dengan judul “Kebebasan Linear Solusi 

Persamaan Diferensial Linear Koefisien Konstanta Orde-n”. 

B. Rumusan Masalah 

Berdasarkan latar belakang masalah di atas, maka rumusan masalah dalam 

penelitian ini adalah “Bagaimanakah kebebasan linear solusi-solusi dari 

persamaan diferensial linear koefisien konstanta Orde-n?”. 

C. Pendekatan dan Pertanyaan Penelitian 

Berdasarkan latar belakang dan rumusan masalah di atas, maka pendekatan 

penelitian yang digunakan untuk menjawab permasalahan yang dikaji adalah studi 

kepustakaan dengan berpedoman pada buku yang relevan,  serta bahan yang 

diperoleh dari internet terhadap permasalahan yang dibahas.  

Pertanyaan penelitian yang diajukan adalah: 

1. Bagaimanakah menentukan  kebebasan linear antar solusi PD linear koefisien 

konstanta orde-n homogen? 
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2. Bagaimanakah menentukan kebebasan linear antar solusi PD linear koefisien 

konstanta orde-n  nonhomogen? 

D. Tujuan Penelitian 

 Berdasarkan rumusan masalah yang diajukan maka tujuan dari penelitian ini 

adalah: 

1. Menentukan kebebasan linear antar solusi persamaan diferensial linear 

koefisien konstanta orde-n homogen. 

2. Menentukan kebebasan linear antar solusi persamaan diferensial linear 

koefisien konstanta orde-n nonhomogen. 

E. Metode Penelitian 

Adapun langkah kerja yang dilakukan dalam penelitian ini adalah sebagai 

berikut: 

1. Menelaah makna kebebasan linear. 

2. Menentukan solusi-solusi pada persamaan diferensial linear. 

3. Menelaah kebebasan linear dari solusi persamaan diferensial linear koefisien 

konstanta homogen. 

4. Menelaah kebebasan linear dari solusi persamaan diferensial linear koefisien 

konstanta nonhomogen. 

F. Manfaat Penelitian  

Adapun manfaat dari penelitian ini yaitu : 

1. Memberikan gambaran dan pengetahuan bagi peneliti dan pembaca untuk 

mengetahui cara pemecahan masalah pada persamaan diferensial linear. 
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2. Dari hasil analisis yang diberikan dapat menjadi referensi bagi pihak-pihak 

terkait dalam menyelesaikan permasalahan pada persamaan diferensial. 

3. Sebagai bahan masukan bagi peneliti selanjutnya dalam mengembangkan dan 

memperluas cakupan penelitian. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


