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TINJAUAN TENTANG PERSAMAAN DIFFERENSIAL
DAN PENERAPANNYA DALAM FISIKA

" Drs. Asrizal, M.Si **

A. Pendahuluan

Hukum alam sebagian besar ditulis dalam bahasa matematika. Begitu banyak
fenomena yang menarik menyangkut tentang pcrubahan'dililkisk:m sangat baik oleh
persamaan yang menghubungkan perubahan antara besaran. Suatu persamaan yang
menyangkut turunan satu atau lebih variabel terikat ferhadap satu atau lebih variabel
bebas disebut persamaan differensial. Ditinjau dari segi fungsi, persamaan differensial
dapat didefinisikan sebagai suatu persamaan yang menyangkut suatu fungsi yang tidak
diketahui dari satu atau lebih furunannya.

Persamaan differensial tidak hanya penting dalam bidang matematika murni saja,
tetapi terjadi dalam hubungan dengan banyak problem yang ditemukan dalam variasi
cabang ilmu pengetahuan seperti fisika, rekayasa (Engineering), sosial dan sebagainya.
Sécara historis persamaan differensial biasa dibuat untuk keperluan menjelaskan masalah
gerak dalam fisika. Begitulah mula-mula bidang penerapannya adalah fisika yang diikuti
oleh ilmu rekayasa, Pada masa sekarang persamaan differensial sudah merasuk ke
bidang ilmu hayélti dan sosial dan sebagainya. Persamaan differensial sangat penting di
dalam fisika dan rekayasa, sebab banyak hukum-hukum dan relasi-relasi fisik dapat
dilukiskan dengan baik secara matematis dalam bentuk persamaan differensial. Beberapa
contoh problern yang ditemukan antara lain :

1. Penentuan gerak dari suatu projektil, roket, satelit, atau planet.
2. Penentuaﬁ vibrasi dari suatu kawat atau membran.

3. Penenfuan muatan atau kuat arus dalam suatu rangkaian listrik.
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4. Studi tentang laju peluruhan dari suatu zat radioaktif atau laju pertumbuhan dari
suatu populasi.

5. Studi tentang reaksi kimia.

6. Penentuan kurva yang mempunyai sifat geometri tertentu.

Masing-masing problem yang telah dikemukakan merupakan hukum ilmiah_tertentu.

Hukum-hukum ini menyangkut variasi laju perubahan dari satu atau lebih kuantitas

terhadap kuantitas yang lain. Dalam formulasi matematika dari masing-masing irariasi

tersebut, variasi laju perubahan diekspresikan dengan variasi turunan. dan hukum-hukum

ilmiah menjadi persamaan yang dikenal dengan persamaan differensial-

Disadari dalam ilmu fisika begitu banyak kuantitas yang berubah sebagai akibat
perubahan kuantitas yang lain. Beberapa contoh diantaranya adalah : perubahan posisi
dan kecepatan terhadap waktu, perubahan muatan dan arus pada pengisian dan
pengosongan kapasitor, perubahan jumlah inti yang meluruh terhadap waktu, simpangan
pegas atau ayunan bandul terhadap waktu, pergeseran gelombang terhadap posisi dan
waktu dan sebagainya. Persamaan differensial menjadi sangat penting untuk melukiskan
perubahan kuantitas terhadap kuantitas yang lain. Karena itu studi dari persamaan
differensial mempunyai dua tujuan utama yaitu : 1. untuk me-nemukan persamaan
differensial yang melukiskan suatu situasi ilmiah tertentu, 2. untuk menemukan solusi
pendekatan d.:ari persamaan differensial tersebut. '

Secara umum persamaan differensial dapat dibagi atas dua bagian vaitu
persamaan differensial biasa (ordinary differential equation) dan persamaan differensial
parsial (partial differential equation). Suatu persamaan differensial yang menyangkut .
turunan biasa dari satu atau lebih variabel terikat terhadap suatu variabel bebas disebut
persamaan differensial biasa. Kata biasa membedakan persamaan semacam itt dengan
persamaan differensial parsial. Disisi lain, suatu persamaan differensial yang menyangkut
turunan parsial dari satu atau lebih variabel terikat terhadap lebih dari satu variabel bebas

disebut suatu persamaan differensial parsial.
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Persamaan differensial biasa dapat pula dibedakan atas "dua bagian yaitu
* persamaan linear dan tak linear (non linear). Suatu persamaan differensial berorde n jika
turunan ke n fungsi ¥ terhadap x merupakaq turunan tertinggi didalam persamaan
tersebut. Secara umum persamaan differensial biasa linear orde n dalam variabel terikat

y dan variabel bebas x dapat diekspresikan dalam bentuk :

dny dﬂ—ly
ao(x) dx" +al,(x) dxn_l

S S +a, (%) %+ a, (X)y=b(x) (1)

Suatu persamaan differensial orde pertama mengandung y', dan mungkin mengandung y

erta fungsi dari x, sedangkan persamaan differensial orde kedua mengandung yiL

Sebagai contoh dari persamaan differensial linear ini adalah :

d*y

dx”

+ 52}’_' + 63! =0 ' ’ (2)
dx

Persamaan lain dikenal dengan persafnaan differensial tak linear. Sebagai contoh dari

persamaan ini adalah :

&y _dy , .
e 5= 4+6v=0 (3
ds? ? )

Sifat tak linear dari variabel terikat ¥ terfetak pada bentuk 6y*. Ditinjau dari segi ordenya,
persamaan differensial biasa dapat pula dibedakan atas persamaan differensial orde
pertama, orde kedua, orde ketiga dan seterusnya. Sas:aran utama didalam persamaan
differensial dan penerapannya adalah menemukan semua solusi persamaan tersebut dan

menyelidiki sifat-sifatnya.

B. Persamaan Differensial Orde Pertama
Persamaan yang paling sederhana bentuknya adalah persamaan differensial orde
pertama sebab hanya melibatkan turunan pertama fungsi yang belum diketahui. Sebagai

contoh dari persamaan ini adalah :

— =2X (4')



Berbagai variasi dari persamaan differcnsial orde pertama ditemukan baik dalam
_matematika, fisika, rekayasa dan berbagai cabang ilmu lainnya. Untuk menyelesaikan
persamaan differensial tersebut diperlukan metoda tertentu yang lebih sesuai dengan
bentuk persamaan. Ada beberapa metoda yang dapat digunakan untuk menyelesaikan
suatu persamaan differensial orde pertama yaitu : solusi dengan integrasi langsung,
pemisahan persamaan, persamaan linear tingkat I umum, persamaan Bemoully,

persamaan eksak dan faktor integrasi serta metoda substitusi atau perubahan variabel.

1. Solusi dengan Integrasi Langsung
Persamaan differensial orde I v' = f(x,y) vang mempunyai bentuk sederhana jika

fungsi f adalah variabel bebas dari variabel terikat v dapat ditulis seperti :

dy _ | 5
G- 1) (3)

Dalam kasus khusus solusi umum dari persamaan dapat ditentukan dengan

mengintegrasikan secara Jangsung persamaan pada kedua sisi sehingga diperoleh hasil :
y=[f(x)ds+ C=G(x)~C (6)

Disini C merupakan suatu Konstanta integrasi yang nilainya dapat ditentukan dari Kondist

awal yvang ditetapkan.

2. Pemisahan Persamaan

Persamaan differensial orde 1 disebut separabel bila H(x,y) dapat ditulis sebagai
perkalian dari-suatu fungsi x dan fungsi y. Dalam kasus ini variabel x dan y dapat
dipisahkan pada sisi yang berlawanan dari suatu persamaan dan dapat dituliskan seperti
f(y) dy = f(x) dx. Penyelesaian dari persamaan differensial tipe khusus ini adalah dengan
mengintegrasikan kedua sisi dari persamaan.

[fiy) dy = [f(x) dx atau F(x)= G&x)+C @)

f
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3. Persamaan Linear Orde I Umum

Suatu persamaan differensial biasa orde pertama adalah linear dalam variabel
terikat y dan variabel bebas x jika ditulis dalam bentuk :

24Py = Q) ' | ®

Disini koefisien fungsi P(y) dan Q(x) adalah Kkontinu. Teknik standar untuk

menyelesaikan persamaan ini adalah :

y=€'] Qe dx+Ce’, dimana I=[Pdx (9)

4. Persamaan Bernoully
Ada tipe khusus dart persamaan differensial vang dapat diturunkan menjadi suatu
persamaan linear dengan suatu pendekatan transformasi. Ini disebut persamaan

Bernoully yang ditulis seperti :
Cdy ]
=+ P = Q) ¥ (10)
dx

Cara penyelesaian dari persamaan adalah dengan mereduksi persamaan Bernoully

kedalam bentuk persamaan linear umum :

Py) = (1 - ) PX) | (11a)
Qu(x)=(1-1n) QX) (11b)
dimanav=y""

Melalui transformasi ini , persamaan yang tidak linear dapat dituliskan kedalam bentuk

linear seperti :
dv :
=+ B = Q) (12)
X i

Dengan demikian persamaan ini dapat diselesaikan menggunakan persamaan linear

umum dan pada hasil akhir bentuk v disubstitusikan kembali kedalam bentuk y.
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5. Persamaan Eksak dan Faktor Integrasi

Pada beﬁcrapa persamaan differensial orde I ditemukan pola persamaan seperti :

M(x,y) dx + N(x,y) dy =0 (13)
Sebagai contoh dari persamaan adalah :

ydge+2xdy=0 (14)
Disini M dan N mempunyai turunan parsial pertama kontinu pada semua titikk (x,y).
Persamaan dikatakan eksak jika turunan jika furunan parsial pertama M terhadap y sama

dengan turunan parsial pertama N terhadap x.

o AN 7
aMEA,)) _ ol\Ex,)) (15)
oy ox
Solusi dari persamaan differensial eksak diberikan dalam bentuk umum :
F(x,¥) = [M(x,y) &s + $(¥) (16)

Fungsi sembarang dari y atau $(y) didapat dengan melakukan differensiasi fungsi F(x,¥)

terthadap y sehingga :
%) & d
FE 0 tnvig,yy o+ LB 2 xxy) (172)
oy dy
) _ nx,v) - 2 MGx,y) o (17b)
dy oy

Dengan mengintegralkan fungsi ¢(v) terhadap y, maka fungsi sembarang dapat
ditentukan sehingga persamaan differensial eksak dapat diselesaikan.

Apabila persamaan (13) tidak eksak , maka persamaan harus dikalikan dengan
sesuatu p(x,y) sehingga persamaan differensial menjadi eksak. Faktor pengali u(xy)
disebut faktor integrasi. |

| (y) M(sy) ds + ptny) NGsy) dy =0 (18)
Dengan mengalikan persamaan dengan fqaktor integrasi 11(x,y) maka persamaan menjadi
persamaan eksak sehingga dapat diselesaikan seperti penyelesaian persamaan eksak. Nilai

dar faktor integrasi ((x,y) dapat ditentukan :

f
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a Ue [aM(x,y) _ ONGx.Y)

By ax

il, hanya tergantung kepada x maka (19a)
N(x,y)

nex) = el &

T .
Jika V= ! {BM(X’Y) - a}'?{’w], hanya tergantung kepada y maka (19b)

M(x,y) oy ox

wy)=el¥ ¥

" 6. Metoda Substitusi

Metoda substitusi kadang-kadang dapat digunakan untuk menstransformasi
suatu benfuk persamaan differensial vang diberikan kedalam suatu bentuk yang telah
diketahui pemecahannya. Sebagai ilustrasi persamaan .differensial dinvatakan dalam

bentuk :

d -
& o Flax+by+c) (20)
dx _

Persamaan dapat ditransformasikan kedalam suatu pemisahan persamaan dengan

melakukan substitusi v = (ax + by + ¢)

C. Aplikasi Persamaan Differensial Orde Pertama

Persamaan differensial sangat penting didalam fisika dan rekayasa, sebab banyak
hukum-hulmm fisik dan relasi-relasi fisik muncul secara matematis dalam bentuk
persamaan differensial. Gambaran langkah-langkah untuk memperoleh gagasan tentang
sifat ilmiah dan tujuan dari persamaan differensial berikut terapannya. Secara umum
terdapat empat langkah yaitu : Langkah pertama adalah melukiskan situasi fisika (sistern
fisik). Langkah kedua pemodelan matematis yaitu menterjemahkan informasi dan data
fisik kedalam bentuk matematis, yaitu suatu model matematis (suatu persamaan
" differensial) bagi proses fisik tersebut. Transisi dari masalah fisis ke model matematisnya

disebut pemodelan. Hal ini sangat berguna bagi insinyur dan fisikawan. Langkah ketiga



adalah penentuan solusi yaitu menentukan jawabannya melalui pemilihan dan penerapan
metode matematis yang cocok, dan banyak hal mengerjakan perhitungan numerik
dengan komputer. Langkah keempat adalah penafsiran , yaitu memahami makna dan
implikasi jawaban matematis bagi masalah semula dalam pengertian fisika atau dalam
bidang apapun masalah tersebut berasal.
Solusi persamaan differensial dapat dinyatakan dalam bentuk solusi umum dan
solusi khusus. Suatu persamaan differensial orde pertama mungkin memiliki lebih dari
satu solusi (dan kenyataannya memang demikian), bahkan tak hingga banyaknya solusi
vang dapat dinyatakan -cukup dengan satu rumus vang mengandung 'sembarang
konstanta ¢. Sudah menjadi kelaziman untuk menyebut fungsi semacam itu , yang
.mengandung Konstanta sembarang sebagai solusi umum bagi persamaan differensial
orde pertama bersangkutan. Bila konstanta itu diberi suatu nilai tertentu berdasarkan
pada kondisi awal dari sistem tersebut , maka solusi yang dihasilkan disebut solusi
khusus. Langkah k.eempat adalah penafsiran vaitu memahami makna dan implikasi
jawaban matematis bagi masalah semula dalam pengertian fisika atau dalam bidang
apapun masalah itu berasal.

| Proses fisika dapat diterangkan secara matematis oleh sebuah persamaan
differensial orde pertama. Inj berarti bahwa persamaan ini adalah model matematis bagi
proses fisik tersebut. Bila suatu hukum fisik mencakup laju perubahan suatu fungsi,
misalnya kecepatan, percepatan, dan lain sebagainya , hukum itu akan menghasilkan
suatu persamaan differensial. Karena alasan inilah persamaan differensial sering
dijumapai di dalam fisika dan rekayasa. Kebanyakan sistem fisik yang sederhana dapat
dimodelkan dengan persamaan differensial biasa. Beberapa sistem fisik tersebut antara
lain : gerak dari suatu partikel, hukum Boyle dan Tonice;lly, peluruhan zat radioaktif,
gerak jatuh bebas tanpa gesekan dan dengan gesekan,‘ tekanan udara dalam atmosfer
bumi, pemanasan dan peqdinginam rangkaian listrik seperti pada rangkaian RC dan RL,

penggerak roket dan sebagainya.
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1. Gerak dari Suatu Partikel
Metoda integrasi langsung cukup efektif dalam memecahkan persoalan gerak
partikel baik gerak horizontal maupun gerak vertikal. Gerak dari partikel meliputi posisi,

kecepatan dan percepatan. Kecepatan v(t) dari partikel didefinisikan sebagai :

dx
Ve — 21
5 (21)

Disisi lain percepatan partikel dapat ditulis seperti :

dv . ] .
a= — 22
5 | (22)

Dalam kasus percepatan konstan , kecepatan awal pada saat t = 0 adalah vo dan posisi
awal partikel di xo, maka dengan mengintegrasikan persamaan secara langsung didapat
kecepatan dan posist partikel pada waktu t dt masing-masing dalam bentuk :
v =at +vo (23a)
x=1/2att + vot +x0 ' (23b)
Ternyata hubungan antara kecepatan partikel dengan waktu berbentuk linear dengan
kemiringan garis a dan kecepatan pada saat t =0 adalah vo, sedangkan hubungan antara

posisi dengan waktu berbentuk parabola dengan posisi partikel pada t =0 berada di xo0.”

2. Peluruhan Zat Radioaktif

Dengan memandang suatu sampel dar material yang berisi N(t) atom dari suatu
isotop radioaktif tertentu pada waktu t dt. Atom-atom ini akan melaruh secara spontan
dalam waktu tertentu. Persamaan differensial untuk melukiskan tentang peluruhan atom
sebagai akibat perubahan waktu adalah :

dN

- _%N 24
at _ , (24)

Melalui pemisahan persamaan dan dengan mengintegrasikan kedua suku dari persamaan
pada kondisi awal pada saat t = 0, jumlah atom adalah No, maka jumlah atom yang

tinggal dalam waktu t detik adalah :

g
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N(t) = Noe™ (25)
Pada persamaan No menyatakan jumlah zat radioaktif mula-mula dan A adalah

konstanta peluruhan (desintegrasi).

3. Hukum Boyle
Hukum Boyle menyangkut tentang perubahan volume sebagai akibat perubahan
tekanan. Didalam bentuk persamaan differensial hukum Boyle ditulis seperti :

av _ v (26)

aP P

Disini V menunjukkan volume dari gas pada tekanan P pada temperatur konstan. Tanda
negatif pada persamaan menyatakan volume gas berkurang dengan pertambahan
tekanan. Dengan menggunakan pemisahan persamaan , maka integrasi dapat dilakukan

terhadap terhadap volume dan tekanan pada kedua sisi dari persamaan .

av dP
== - 1= (272)

\Y P
lnV=-lmP+C _ (27b)
PV=k (27¢)

Pada persamaan dapat diperhatikan perkalian antara volume dengan tekanan adalah

Lonstan dan volume dari suatu gas berbanding terbalik dengan tekanan.

4. Gerak Jatuh Bebas dengan Gaya Gesekan

Kecepatan suaut benda jatuh bebas dilukiskan dengan persamaan differensial
orde I vang disusun berdasarkan gaya-gaya Yyang bekerja pada benda yaitu gaya
pemercepat benda, gaya berat dan gaya gesekan. Arah dari gaya gesekan berlawanan
dengan arah gerak benda. Persamaan gaya pada benda menggunakan hukum I Newton
dan dilukiskan dalam bentuk pérsamaan differensial seperti :

dv :
m-—=mg— ¢V (28)
dt
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Disini ¢ menyatakan koefisien gesekan udara dengan gaya gesekan adalah cv.
Persamaan differensial ini dapat diselesaikan melalui dua’ cara yaitu menggunakan
pemisahan persamaan atau persamaan differensial linear orde I. Melalui teknik
pemisahan persamaan didapatkan persamaan differensial dalam bentuk :

dv

—_—= ' 29a
m (29a)

c
g— —
m

d(g_%vj= Cat (29b)

Tz
g——Vv :

m
Dengan melakukan integrasi pada kedua sisi dari persamaan dan menerapkan kondisi
awal pada saat t = 0 dt , kecepatan benda nol v(t=0) = 0, maka didapatkan solusi dari

persamaan dalam bentuk :

Cc

ct
v = En—g[l—e"mJ (30)

Metode persamaan differensial linear orde I dapat diterapkan untuk menyelesaikan
persamaan differensial tersebut. Caranya adalah dengan memodifikasi persamaan ke

dalam bentuk persamaan differensial linear orde I :

dv . dv
dt+mv g — dt+ v=0Q 3L

dengan P =(c¢/m) danQ =g.
ct
I=IPdt= %Idt="r;

Solusi umum persamaan dapat dinyatakan dalam bentuk :
mg - ‘
v=l8 .cem (32)
c .
Nilai konstanta sembarang C dapat ditentukan dari syarat awal yaitu pada saat t = 0

detik , maka kecepatan benda adalah nol.
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5. Rangkaian Listrik RC dan RL

Bila suatu rangkaian RC dihubungkan dengan suatu sumber tegangan DC akan
menyebabkan terjadinya pengisian kapasitor mélalui tahanan R. Pada pengisian Kapasitor
tidak langsung penuh, tétapi bertambah dengan pertambahan waktu. Persamaan
differensial yang melukiskan fenomcﬁa ini didapat dari persamaan tegangan pada suatu

loop tertutup menggunakan hukum Kirchoff Il yaitu :

g3, 9 g . (33)
a C

Persamaan differensial ini juga dapat diselesaikan melalui dua cara y:iitu pemisahan
persamaan dan persamaan differensial linear -orde I. Persamaan dapat dipisahkan
menjadi

dg__ 1 a (342)

CE-q RC

dCE-q)__ 1

| CE—q) RC j‘dt‘ ’ (34b)

Dengan melakukan integrasi terhadap kedua sisi dari persamaan dan menerapkan kondisi
awal pada saat t = 0 dt muatan vang tersimpan pada kapasitor nol atau q(t=0) = 0, maka

didapat muatan yang tersimpan pada kapasitor dalam waktu t detik adalah :

t / _t
q = CE(I—@FEE‘]= q, Ll—-e RCJ : (35)

Berdasarkan hubungan antara muatan, kuat arus dan tegangan pada kapasitor maka kuat
arus dan tegangan pada kapasitor dalam waktu t detik dapat ditentukan.

fersamaan differensial pada pengisian Kapasitor juga dapat dimodifikasi kedalam
bentuk persamaan differensial linear orde I seperti

d 1 E
Yy —q=2 (36)

dt RC R
dengan P = L/RC dan Q = E/R. Persamaan differensial linear orde I ini dapat

diselesaikan.

e
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Begitu pula pada kasus rangkaian RL yang dihubungkan dengan suatu sumber
tegangan DC , maka kuat arus dan fegangan pada indukior berubah dengan wakiu.
Persamaan differensial yang melukiskan fenomena ini diturunkan dari hukum Kirchoff II

dl
IL—+RI=E 37
m (37}

Dengdn menggunakan tcknik pemisahan persamaan atau persamaan differensial linear
orde I dan menerapkan kondisi awal , kuat arus dan tegangan pada induktor dalam

waktu dapat ditentukan.

6. Tekanan Udara di Atmosfir pada Ketinggian Tertentu

"Tekanan udara di atmosfir berubah terhadap ketinggian tempat di permukaan
laut, Terjadinya perubahan tekanan ini disebabkan oleh perubahan kerapatan udara
sebagai akibat perubahan ketinggian. Semakin tinggi posisi suatu tempat kerapatan udara
semakin rengéang. Jika diasumsikan kerapatan udara berbanding lurus dengan tekanan ,
ma;ka persamaan differensial yang untuk melukiskan gejala ini adalah

dp P
—_—=— =——g-2P (37
dy pg gPO | (37)

Tanda negatif pada persamaan berarti tekanan udara berkurang dengan bertambahnya
ketinggian. Dengan melakukan pemisahan persamaan dan menerapkan kondisi awal
pada permukaan laut tekanan udara P(y=0) = Po, maka tekanan udara pada suatu

ketinggian v dapat ditentukan menggunakan persamaan berikut ini :

gp,

P y
P=P,C ° (38)

Disini p, dan P, masing-masing menyatakan kerapatan udara dan tekanan udara pada

permukaan laut.

7. Hukum Newton Tentang Pendinginan dan Pemanasan
Bila temperatur suatu benda berbeda dengan temperatur disekitamya akan

menyebabkan terjadinya pendinginan atau pemanasan benda tergantung kepada keadaan
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temperatur benda tersebﬁt dan temperatur di sckitarnya, Hukum Newton tentang
pendinginan dapat dinyatakan s‘ébagai laju perubahan temperatur T terhadap waktu t.dari
suatu benda adalah sebanding dengan rperbedaan temperatur benda (T) dengan
temperatur medium di sekitarnya (T,). Hukum fisika ini dapat ditransfer kedalam

persamaan differensial dalam bentuk :
dtr ” -
— =k (L ~-T - : 38
ar (Ta—1) | ‘ (38) .

Pada persamaan k adalah suatu konstanta positif . Jika T>T, sehingga dT/dt < 0, maka
temperatur T(t) berkurang sebagai fungsi dari watu t dan terjadi pendinginan benda.
Sebaliknya jika T<Ta schingga dT/dt > 0 maka temperatur T akan bertambah sebagai

fungsi dari waktu t dan terjadi pemanasan benda.

D. Persamaan Défferensial Orde Lebih Tinggi

Persamaan differcnsial berorde n jika turunan ke n dari fungsi y terhadap x
merupakan turﬁnan tertinggi didalam persamaan tersebut seperti dilukiskan persamaan
(1). Jika n = 2 disebut persamaan diferensial orde kedua, jika n = 3 disebut persamaan
diﬁerer_lsial orde ketiga dan seterusnya. Solusi umum dari persamaan diferensial orde ke
n adalah suatw kombinasi linsar dari solusi masing-masing fungsi y1, ¥z, Ya,.....Ya Yaitu:

_}, —_ C]_ },1 + CZ }tz + Cs }’3 b ol CD }’n (39)

1. Persamaan Differensial Linear Orde 11 Homogen

Bentuk umum dari persamaan differensial linear orde II homogen diberikan :

d’y

dy :

L pm) T +a@y=0 (40)
< dx

Penyelesaian umum dari persamaan differensial ini adalah menggunakan prinsip

superposisi. Jika y; dan y, merupakan solusi dari persamaan linear homogen pada

interval , dan jika ¢, dan ¢, adalah konstan maka kombinasi linear dari fungst y; dany, :

yEayntayn : (41)
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Jika akar dari persamaan nyata'dan berbeda masing-masing a dan b , maka persamaan
dalam bentuk operator differensial dan solusinya adalah :
O-a)(D-b)y=0, y = €%+ c,€ (422)
Jika kedua akar dari persamaan sama yaitﬁ a , maka solusi dari persamaan menjadi :
_a)(D-a)y=0 , y= (AX+B)E™ (42b)
Jika akar dari persamaan berbentuk kompleks konjugate (o * i) maka solusi dari

persamaan dapat dinyatakan dalam tiga bentuk :
= C““‘(A3 sinpx+ A , cosPx) = C €* sin(Px + ) (42¢)

Jika akar dari persamaan hanya mengandung bagian imaginer dari kompleks konjugate

atau o, = 0 maka pernyelesaian umum dari persamaan dapat dinyatakan dalam bentuk :
y= AeieN 4 BE X = Csin (Bx + (p) (42d)

7. Persamaan Differensial Linear Orde II Tidak Homogen

j Yp Erqy=r (43)

Fungsi F(x) disebut fungsi aksi (gaya) yang melukiskan gava vang diberikan. Solusi dari
persamaan terdiri dari dua bagian yaitu solusi dari persamaan differensial II homogen
c.lan fungsi pelengkap (complementary function). Solusi umum dari persamaan
differensial bentuk ini adalah :

Y=Yet ¥ (44)
dimana y. adalah solusi umum dari persamaan differensial homogen orde II dan Yp
adalah suam solusi khusus. Salah satu metode untuk menentukan solusi khusus dari
persamaaan differensial tidak homogen adalah pemecahan dengan metode koefisien
yang belum ditentukan dan metode kompleks untuk solusi khusus. Koefisien tersebut

dapat ditentukan kemudian dengan cara mensubstitusikan turunan pertama, turunan
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kedua dan fungsi tersebut ke dalam persamaan terganiung kepada bentuk dari persamaan
diferensial. Ada beberapa cara yang dapat digunakan untuk menemukan solusi khusus
dari pcréamaan diferensial ordé II tidak homogen vaitu ; pemeriksaan, integrasi berturut-
turut dari dua persamaan orde pertama, bentuk ecksponensial pada sisi kanam,
menggunakan eksponensial kompieks , metoda koefisien tak tentu, prinsip superposisi

dan sebagainya.

E. Aplikasi Persamaan Differensial Orde Kedua

Persamaan differensial orde II yang telah dilukiskan sebelumnya merupakan
persamaan yang penting karena mempunyai banyak aplikasi dalam fisika dan rekayasa.
Dalam hal khusus, persamaan diferensial linear orde I dengan koefisien konstan
mempunyai aplikasi yang cukup banyak fisika, listrik dan rekayasa mekanik. Banyak
ditemukan dalam fisika persamaan differensial linear orde II untuk melukiskan gerak dari
beberapa sistem mekanik sederhana dan rangkaian listrik. Suatu sistem mekanik
mempunyai manfaat praktis yang besar. Suatu sistern listrik juga tidak kalah pentingnya
karena dapat dipandang sebagai suatu pemyusun dasar .di dalam jaringan listrik.
Kenyataan penting menunjukkan bahwa dua sistem fisik yang sama sekali berbeda
mungkin saja dapat dijelaskan oleh model matematis yang sama oleh persamaan
diferensial yang-sama. Ini akan mengilustrasikan peran yang dimainkan oleh matematika
dalam menyatukan berbagai fenomena fisik yang sekali berbeda. Beberapa diantaranya
adalah gerak bebas (free motion) dari suatu massa pada pegas tanpa gaya eksternal,
gerak ayunan bandul sederhana, rangkaian listrik RLC tanpa tegangan sumber, masalah
titik akhir dan nilai eigen. Sementara itu beberapa aplikasi dari persamaan differensial
orde II tidak homogen dalam fisika adalah pemodelan’ dari osilasi terpaksa (forced

motion), fenomena resonansi, problem pada rangkaian RL.C dengan tegangan sumber.
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1 AR

1. Gerak Bebas dari Suatu Massa pada Pegas Z/@
Pada ujung bawah suatu pegas dengan konstanta k digantung sebuah benda
dengan massa m. Diasumsikan massa pegas jauh lebih kecil dibandingkan dengan massa
benda sehingga dapat diabaikan, Kalau benda tersebut ditarik sampai jarak tertentu dan
kemudian dilepaskan maka pegas akan mengalami suatu gerakan vertikal. Persamaan

gaya pada pegas didapat dari hukum Newton dan hukum Hooke :

a2 ‘ )
m—dzjziz -ky . (45a)

Gerak dari sistem ini mengikuti persamaan diferensial linear orde It dengan koefisien

konstanta m dan k yaitu

m d*y +ky=0—> dy ov=0 (45b)
— = — V=
dx? dx? '

Persamaan ini dapat dituliskan dalam bentuk operator diferensial D seperti

Dy +eily=0 - (Dz +coz)y =0

(D-ie)(D+in)y=10 (45¢c)
Akar-akar dari persamaan berbentuk kompleks vaitu = 1 @ sehingga solusi umum dari
persamaan diferensial merupakan Lkombinasi linear dariy; dany,.

y= 4, e A, &0 (46a)
Dengan menggunakén teorema Euler pergeseran pegas dari posisi kesetimbangannya
dapat dinyatakan seperti :

y = A cosot + Bsinot . (46b)
Jika dimisalkan A = C cos ¢ dan B = C sin ¢ , maka pergeseran pegas dapat
dinyatakan dalam t;cntuk :

y= Ccos(ot—1¢) {46c)

Gerak yang mengikuti persamaan ini disebut osilasi selaras (harmonic oscillation).

i
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2. Gerak Terpaksﬁ

Bila massa benda yang digantungkan pada pegas dihubungkan dengan suatu
peredam , maka gerak dari sistem akan dipengatuhi oleh gaya peredam. Dalam hal ini
gaya peredam mempunyai arah berlawanan dengan arah gerak saat itu. Bila diasumsikan
gaya peredam sebanding dengan perubahan pergeseran pegas terhadap waktu dengan

suatu konstanta peredaman r maka persamaan gaya pada sistem menjadi :

d* dy .

Dapat diperhatikan bahwa gerak sistem mekanis teredam ditentukan oleh persamaan
differensial linear yang memiliki koefisien konstan vaitu massa benda, konstanta pegas

dan konstanta redamarn.

d3y dv

m—=+r1r—+ky=0 47b
dx? dt Y (#70)
dy  rdy

—2 4+ —=—+0°y=0 47¢
ds* mdt y (47¢)

Dalam bentuk operator diferensial , persamaan dapat ditulis seperti :
(D* +2bD+ %) y=0 (48a)

Secara umum akar dari persamaan dar persamaan dapat ditentukan dari rumus abc

_ —2bx \142132—4@2 —_ bt Jbr-et (49)

Berdasarkan akar persamaan ada tiga kemungkinan solusi dari persamaan tergantung

kepada nilai b dan .

a. Gerak peredaman lebih (overdamped)
Bila konstanta peredaman r begitu besar schingga b® > »* maka persamaan akan
memiliki dua akar nyata yaitu a; dan a; yang berbeda. Solusi umum dari persamaan

dapat dinyatakan dalam bentuk :
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—a,_t

~a, t
y=A,€ 1T +A,€ 2 (50)
diraana masing-masing akar nyata tersebut adalah :

a,=b+ yb?—»® dana,=b- [b? - o2

Solusi ymum dar persamaan (50) berarti benda tersebut tidak berosilasi.

b. (?:erak peredaman kurang (under damped)

Bila konstanta peradaman begitu kecil sehingga b? < ®® akibatnya akar dar
persamaan imaginer. Solusi dari persamaan adalah :

y= €%(A, cosPt+ A, sinpt) =C % sin(Bt+7v) (51)

Solusi dari persamaan' menggambarkan osilasi teredam.

¢. Gerak peredaman kritis (critical damped)

Gerak teredam kritis atau gerak osilasi teradam terjadi jika b? = @® atau b= o
maka persamaan akan mempunyai akar yang sama a; = a2 = & Solusi umum dari
persamaan menjadi

y=(A+Br)E™ (52)
3. Rangkaian RLC Tanpa Tegangan Sumber

Suatu rangkaian listrik terdiri dari komponen resistor, induktor dan kapasitor
membentuk rangkaian RLC. Persamaan iegangan pada loop tertutup dari rangkaian RLC
dengan sumber tegangan dihubungkan singkat diberikan dalam bentuk :

di d dI
1R+—(1—+L-—=0—>R—3+3+L——=0 (53a)
c dt dt C dt

Dengan melakukan diferensiasi terhadap waktu persamaan diferensial menjadi :

2 2
REL L, 8T o L4 R, d1o0 (53b)
dt C dt dt Ldt 1C

Dalam bentuk operator diferensial persamaan diferensial dapat ditulis seperti;

f, .
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(D2+2b+m§)1= 0 (54)

Persamaan ini menunjukkan persamaan dari osilator harmonik teredam. Solusi dari
persamaan tergantung kepada akar-akar dari persamaan yang dapat ditentukan melalui
rumus abe sehingga ada ﬁga kemungkinan yang akan terjadi. Jika didapatkan dua akar
nyata dan berbeda maka osilator dikatakan teredam lebih, jika didapatkan kedua akar
sama maka osilator dikatakan teredam kritis dan jika.didapatkan akar imaginer maka

osilator dikatakan teredam kurang.

4. Osilasi Terpaksa dari Suatu Massa pada Pegas

d*y dy o<
— + r—+ky=r(t mh
me gt g TEY r(t) (55)

disini r(t) disebut masukan (input) atau gaya penggerék (driving forced) dan solusi dari
persamaan disebut keluaran (output) atau respons fungsi itu terhadap gaya penggerak
. tersebut. Gerak yang dihasilkan disebut suatu gerap terpaksa (forced motion). Jika
diasumsikan masukan adalah fungsi periodik r(t) = Fo cos ot maka persamaan

differensial untuk gerak ini dapat dinvatakan seperti :

md;¥+ r—d1+ky=Focoscot (56a)
dx dt

Solusi dari persamaan terdiri dari solusi umum dan solusi khusus.

&y rdy .

F
r= —% cosot 36b
dx* madt ) m (56b)

a. Gaya osilasi teredam

Persamaan (1) melukiskan persamaan differensial untuk gaya osilasi teredam.
Solusi khusus dari persamaan dapat dinyatakan dalam bentuk :

Yp = Acos ot + B sin ot (57)
Langkah-langkah dalam menentukan solusi dari fungsi khusus adalah tentukan fungsi

gaya aksi yang diberikan, tentukan turunan pertama dan turunan kedua dar fungsi

20



tersebut, substitusikan turunan kedua, turunan pertama dan fungsi khusus dalam bentuk
konstanta, konstanta A dan B dapat ditentukan sehingga solusi khusus dapat ditentukan.

Turunan pertama dan turunan dari fungsi khusus terhadap waktu masing-masing

didapatkan dalam bentuk :
dy, . <
e = —mA sinot + ®B coswt (58a)
dyy 24 o 200 o
i =-m"A cosot — © B sinot (58b)

Konstanta A dan B didapat dengan mensubstitusikan turunan pertama dan kedua ke

dalam persamaan diferensial sehingga

2 2
= ZFOZITI(CJ(: 2C0 )" Z (592)
m(@,-0") +a’1
For
B= e , 39b
m(@2-0?) +o’r’ (>99)

Solusi khusus dari persamaan dapat ditulis dalam bentuk :

F o | ’
(0 oz)z 2 -.[m(m;~co“) coset + @ rsmcot]LGO)
W, -0 ) +0T _

y(t) = ce™cos(m t— @)+ —
m

b. Gaya osilasi tanpa peredaman

Bila konstanté peredaman r = 0 sehingga tidak ada efek peredaman terhadap
gerak pegas. Persamaan diferensial yang melukiskan gaya osilasi tanpa peredaman
dinyatakan seperti :

2 r
E—}2—+ m2y=—Flcosc-3t (61)
dx m

Solusi khusus dari persamaan dapat dinyatakan dalam bentuk eksponen kompleks

Y, = Aeiot (62a)
div .
dt};’ PN (62b)
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Dengan mensubstitusikan fungsi khusus dan turunan keduanya kedalam persamaan -

diferensial gaya osilasi tanpa redaman didapatkan konstanta A dalam bentuk :

ao B
m{e? - w?)
E
real) = —=>——— cos @t
¥p(reat) @ — %)

Karena itu solusi dari persamaan gaya osilasi tanpa teredam adalah :

' F,
ty= Ccos{lot—¢) + —F——< ¢os ot
y® ( ¢) . om(el- w?)

c. Kasus terjadi resonansi

(632)

(63b)

(63c)

Peristiwa resonansi akan terjadi apabila frekuensi sudut sumber dengan frekuensi

sudut gerak (® = ®,). Persamaan differensial dalam kondisi terjadi resonansi dapat

dinyatakan seperti :

v ., F
s @ y=—coso_t
d'2 - o
X m

Solusi khusus dapat dinyatakan dalam bentuk :

()= t (Acos ot +B sin ©,t)

(64)

(63)

Dengan mencari turunan kedua dan fungsi khusus dan turunan kedua dan fungsi

tersebut disubstitusikan kedalam persamaan diferensial sehingga didapat konstanta A

dan B masing-masing.

FO
m®,

A=0 dan B=

Fungsi khusus dari persamaan dapat ditenfukan dan ditulis seperti :

5
2me,

t sinmt

Yoty =

Dengan demikian solusi dari persamaan dalam kasus terjadi resonansi adalah :

y({t)= Ccos{@t—¢)+ b t sinot
2mao,

(66a)

(66b)

(66¢c)



Gejala resonansi karena kesamaan antara frekuensi sistem dengan frekuensi yang
digunakan.

Persamaan diferensial orde II tidak homogen dengan suatu gaya aksi juga
ditemukan pada rangkaian listrik RLC dengan suatu sumber tegangan sebagai fungsi
waktu. Jika diasumsikan sumber tcgaﬁgan sebagai fungsi waktu dinyatakan dengan E(?)
= E, sin ot dan dengan dengan melakukan diferensiasi kedua sisi dari persamaan

didapatkan persamaan diferensial dari rangkaian RLC seperti :

9—-5-4-&-(2-1- - Es cosot 67)
dt Ld 1LC L

Dapat dipethatikan bahwa persamaan diferensial untuk rangkaian RLC dengan sumber

tegangan identik dengan sistern mekanis dengan suatu gaya aksi.

F. Persamaan Differensial Parsial
Persamaan differensial parsial dijumpai dalam kaitan dengan berbagai masalah

fisik dan geometris bila fungsi yang terlibat tergantung ﬁada dua atau lebih peubah
bebas. Mekanika fluida dan mekanjka‘ padat , transfer panas , teori elektromagnetik dan
berbagai bidang fisika lainnya penuh dengan masalah-masalah vang harus dimodelkan
dengan persamaan differensial parsial. Sesungguhnya kisaran penerapan dari persamaan
diferensial parsial sangat besar, bila dibandingkan dengan kisaran penerapan persamaan
differensial biasa. Perubah-peubah bebasnya dapat berupa waktu dan satu atau lebih
koordinat (iidalam yuang. Hampir semua bagian dari fisika teoritis diformulasikan dalam
bentuk persamaan differensial parsial.
1. Persamaan Laplace

Persamaan Laplace merupakan persamaan differensial parsial yang penting dalam

mempelajari fenomena elektromagnetik, hidrodinamik, aliran panas, grafitasi dan

sebagainya. Persamaan Laplace dinyatakan dalam bentuk : Viy=0 (68)

. .
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2. Persamaan Poisson

Persamaan Poisson adalah persamaan tidak homogen dengan suatu bentuk sumber.
Bentuk dari persamaan Poisson adalah : V?y = - p/g, (69)
3. Persamaan gelombang (Helmholtz) dan difusi tidak bergantung waktu
Persamaan ini digunakan untuk mempelajari fenomena gelombang elastik dalam zat
padat, suara atau akustik, gelombang elektfomagnetﬂc, reaktor inti. Persamaan
Helmholtz ditulis seperti : Viy = kipy=0 (70)

4. Persamaan difusi bergantung waktu

vy ot - )

ol

[ )

6. Persamaan gelombang Schrodinger bebas waktu dan bergantung waktu

Persamaan Scrodinger bergantung waktu

P ey in (72a)
2m ct .

dan persamaan Schrodinger bebas wakiu dinyatakan dalam bentuk :

R Sy ve=Ey (72b)
2m

7. Persamaan diferensial parsial lain seperti persamaan potensial skalar, persamaan

Klein-Gordon dan sebagainya.

G. Apliimsi Dari Persamaan Diferensial Parsial

Aplikasi dari persamaan diferensial ini cukup banyak dalam fisika antara lain kasus
partikel terperangkap dalam kotak dua dan tiga dimensi, osilator harmonik tiga dimensi ,
persamaan gelombang dari getaran pegas, penentuan fungsi distribusi laju snatu gas dan
sebagainya. Dalam kasus kotak tiga dimensi partikel bergerak dalam ruang. Berarti disini
partikel bergerak dalam Koordinat ruang (%,y,2). Semua asumsi yang digunakan dalam
partikel terperangkap dalam suatu kotak satu dimensi digunakan dalam kotak tiga
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dimensi. Di sini partikel dipandang terperangkap dalam ruang berupa balok dengan
masing-masing sisi a, b, dan c. Di dalam kotak atau dalam range koordinat (0,0,0) dan
(a,b,c) partikel bergerak secara bebas karena potensial nol, dan tidak dapat keluar dari
kotak karena dinding-dinding kotak keras sekali. Karena itu diagram energi potensial
secara aljabar dapat dilukiskan seperti :

VE) = ,x<0 - V) = @ ,¥y<0 V(@ = ,z<0
V) =0 ,0x<a Vi) =0 , O<y <b V@) =0 ,O<z.<c

,y>0 V(z) = ,z>0

V({x) = , x>0 V() o

Secara gambar diagram energi potensial di atas dapat dilukiskan :

z

X
Gambar 5. Kotak potensial tiga dimensi dengan sisia, b, ¢

Konfigurasi diagram energi potensial seperti ini dikenal sebagai kotak tiga dimensi.
Energi total dari partikel yang terperangkap dalam suatu kotak tiga dimensi hanya terdiri

dari energi kinetik. Karena itu persamaan Schrodinger bebas waktu dalam Kasus ini

dilukiskan :
2 (=2 2 2
1 Yy, 2 WX Y.2)  0TYXY.2)
- = 73
2m [ v B £ W) 75

I
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Partikel dalam kotak dua dimensi bergerak dalam arah x dan y atau dalam koordinat
(x,y). Berarti energi fotal dari partikel merupakan penjumlahan dari komponen-
komponen energi dalam arah x dany sepertt :

E=Ex +Eyt+E; . (73b)
Sedangkan fungsi gelombang dari partikel sebagai fungsi posist juga terdiri dari
komponen-komponen fungsi gelombang dalam arah x dan'y. Melalui teknik pemisahan
variabel fungsi gelombang dalam kasus kotak tiga dimensi dapat dinyatakan dalar.n
bentuk :

WY, 2) = W) wy) w2 (74)
Dengan mensubstitusikan fungsi gelombang pada persamaan (74) ke dalam persamaan

(73a) didapat persamaan berikut :

R Suy) azw(z)j i

52
2 + y(x)y(2) oy + y(x) y(y) 2

“2m

{w(y) wW2)

(Ey +Ey +Ez ) wi) wy) W) (75)
Melalui teknik pemisahan variabel persamaan Schrodinger bebas waktu untuk masing-

masing komponen dalam arah x dan y dapat dipisahkan seperti berikut ini :

2 =2
- 5o 00 %2 B0 v [+
- ) :
- o 00 %2 B0 v [+
- , ﬂ
- o 00 5 B WD | = O 7®)

Persamaan (76) akan terpenuhi jika masing-masing suku bernilai nol. Untuk itu

persamaan differensial orde dua dari masing-masing komponen diberikan.



a2q;(x)

5w = 0 (773)
5;"’(2” £ K2 yly) = 0 7b)
H;’gz) + 12 WP =0 (770)

dimana komponen-komponen vektor gelombang adalah

2mEx 2mEy ’ 2mEZ
om (T ke (T

Melalui prosedur yang sama dengan Kotak safu dimensi maka solusi persamaan

Schrodinger bebas waktu dari masing-masing komponen didapatkan :

w(x) = A €1 1 A, e Ik (782)
w(y) =B &Y 1B, e 7YY (78b)
w(@=Crez? + cyeie? (78¢)

Bila fungsi gelombang dalam bentuk eksponensial dikonversi ke dalam bentuk fungsi

trigonometri menghasilkan bentuk :

w(X) = A cos (KX) + Ay Sin (Kex) (80a)
y(y) =By cos (kyy)+ By sin(kyy) (80D)
y(2) = C; cos (k,2) + Cp sin(k,2) (80c)

Dinding-dinding kotak merupakan antar muka dari perbedaan dua potensial. Secara
kuantum pada antar muka berlaku hukum kontinuitas dimana fungsi gelombang dan
turunan pertamanya di dalam kotak dan di luar kotak pada antar muka atau dinding
kotak harus sama. Karena partikel tidak dapat menembus dinding kotak sehingga fungsi

gelombang di tuar kotak nol sehingga tidak ada probabilitas. untuk menemukan partikel

, .
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di luar kotak. Berdasarkan syarat kontinu dari fungsi gelombang tersebut pada dinding
kotak berlalku syarat batas berikut :
Syarat batas dix=0danx=a

yx=0)=0, yx=a)=0 : (81a)
Syarat batas diy =0 dany =b

w(y=0)=0 , yy=b)=0 (81b)
Sedangkan syarat batas di z=0 dan z =¢

w=0)=0 , y(=c)=0 ' (81¢c)
Melalui penerapan syarat batas pada dinding kotak di x = 0 dan y = O didapatkan
. amplitudo gelombang : |

Aj=0,B=0,dan =0 (82a)
Masing-masing komponen fungsi gelombang sekarang dapat dinyatakan :

W)= Agsin(ka) . w)= Byrsin(kyy), w@= Cysin(2) (82b)
Karena itu fungsi gelombang sebagai fungsi posisi dalam arah x dan y dan z diberikan :

w(x v,2)= D sin(k,x) sin(k,y) sin (kzé) ' (83)
Melalui penerapan syarat batas pada dinding kotak padax=adany=bdan z=c¢
fungsi gelombang nol. Kuantitas D dari persamaan dapat diinterpretasikan sebagai
amplitudo gelombang yang tidak nol. Kondisi fungsi gelombang bemilai nol pada antar
muka hanya akan terpenuhi hanya jika :

sin(k,@ =0, sinkyb)=0 , sin(k,c)=0 (84a)
Komponen-komponen vektor gelombang dalam arah x , y, dan z didapatkan :

n, ©

ny, m
ky=—2~ , ky=——,dan k;= (84b)

) B
Energi total dari partikel terperangkap dalam suatu kotak tiga dimensi dinyatakan dalam

persamaan dispersi berikut ini :



ARSI
2m 2m 2m

E=Ex+Ey +Ez= (85a)

Energi total deri partikel diperoleh dengan jalan mensubstitusikan masing-masing
komponen vektor gelombang ke dalam persamaan dispersi di atas. Karena itu nilai eigen
untuk kasus ini adalah o --

2
nxnynz - 2m 32 b2 ' 02

Sedangkan fungsi eigen dapat dilukiskan dalam bentuk :

T

w(xy.9= D sin(% et

[+

. ny T .
x) sin (T y) sin( z) (86)

Solusi persamaan Scrodinger bebas waktu dalam kasus kotak tiga dimensi belumlah-
lengkap karena nilai-amplitudo gelombang belum ditentukan. Disini amplitudo D dapat
berharga sembarang, Dalam kasus Kotak tiga dimensi gerakan partikel terbatas dengan
batas vang dapat ditentukan melalui ukuran kotak yang meliputi panjang, lebar dan tinggi

dari kotak. Amplitudo gelombang dapat ditentukan melalui syarat normalisasi berikut :
(I, hixy. 2 dxdydz=1 | (872)
Bila rapat probabilitas untuk menemukan partikel disubstitusikan kedalam persamaan
didapatkan :
i n n,7m n
o? i, sinQ(—;“- x) sin?(=--y) sinZ(—zE 2)dxdydz=0 - (87b)

Gerakan partikel hanya terbatas dalam ruang sepanjang panjang, lebar dan tinggi kotak.
Untuk itu batas integrasi vang digunakan adalah dalam arah x dari 0 sampai a dan dalam

arah y dari 0 sampai b serta dalam arah z dari 0 sampai c.

D? [% La dx+%_[0a cos(m;"n %) deL%I: dy+%]: cos(Qr:: ey
(% _[: dz+%f: cos.(2r::Zﬂ 2) dz} =1 (87¢)
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Melalui penerapan batas integrast pada integral di atas menghasilkan amplitudo

gelombang sebesar :

D=2 (87d)

_,/abc

Ternyata amplitudo gelombang tergantung kepada ukuran kotak yang meliputi panjang ,

lebar dan tinggi dari kotak.
Dengan demikian fungsi eigen dalam kasus kotak tiga dimensi didapatkan :

Ny T
c

2) (88)

8 L% LR .
wx 2= = sin (=%=%) sm(”Ty) sin (

Pada kotak tiga dimensi untuk satu nilai eigen ternyata mempunyai beberapa fungsi

eigen. Karena itu partikel terperangkap datam kotak tiga dimensi juga termasuk ke dalam

kasus berdegenecrasi .

Dalam kasus kotak berupa kubus dengan sisi a = b = ¢ maka fungsi eigen dan

nilai eigen masing-masing diberikan :

3
2 n Ny 7
W% y.2) = [—]2 sin (22 ) sin (- y) sin (C2- 2) (89)
a a a (o]
2.2
T h 2 2. .2
Enenyng = 2ma2'( n2 +n2+n2 | (90)

Keadaan nilai eigen pada beberapa tingkat dalam- kotak berupa kubus, kombinasi
komponen bilangan kuantum , dan degenerasi terlihat pada tabel berikut ini :

Tabel 2. Tingkat energi dan degenerasi dalam suatu kotak berbentuk kubus

Energi Kombinasi dari ng, ny, g Degenerasi g
3L, (1,1,1) 1
6 E’l (21:1) H (1:221): (1.1:2) 3
9El (2}2: 1)’ (2,1:2): (1:2:2) 3
11 E, (3,1,1), (1,3,1), (1,1,3) 3
12 E; (2,2,2) 1
14 E; (1,2,3), (3,2,1), (2,3,1) 6
(1,3,2), (2,1,3), 3.1.2)
17E, 2,2,3), (2,3,2), (3,2,2) 3
30
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Pada tingkat pertama tidak terjadi degenerasi karena energi 3E; hanya mempunyai satu
fungsi gelombang y(1,1,1), tingkat kedua mempunyai tiga derajat degenerasi karena
untuk energi 6E; mempunyai tiga fungsi gelombang yang berbeda yaitu y(2,1,1),
w(l,2,1), w(,L2). Untuk energt 9E mempunyai tiga derjad degenerasi dengan tiga
fungsi gelombang w(2,2,1), w(2,1,2), 1;_1(1,2,2). Demikian seterusnya untuk beberapa
tingkat energi dapat ditentukan fungsi gelombang yang dimiliki oleh satu energi beserta

derjad degenerasinya.
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