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"'y . KATA PENGANTAR - S

-
-

. - . :
Dua dekade terakhir ini minat dan kegiatan ’dalém téori
graph berkembang dengan pesat khususnyé.'ééjam hali matematika
terapan dan keiakayasaan. - Bukti yang jelas untuk ini adalah
\banyaknya ditemuﬁakanl buku-bukn dan‘ makaiah vang. diterbitkan
dalam bidang ini. . -,
Teory graph adalah =salsh satufcabahg matematika yang teya—
‘pannya -bisa digonakan -untuk ilmu-ilmu vang lain, seperti bidang
kerekayasaan, ilmu fisika, sosial, dan ilmup-ilmu blologl
- Kareqa jarangnya buku-buku berbahasa Indon651a vang mengu-
pas tentang teorl Egraph ini, maka penulis telah mencoba menyusi-
Sun beberapa topik dari hal vang dipelajari dalgm teori é;aph.
Uraian penulis dalam buka ini melipnti: ‘

- 1. Definisi tentang graph dan jenis graph

2. Lintasan dan sirkuit

",

N
3..Pohon dan sirknit fundamental ) PR
4. Penyajian matrik suatu graph. Y _;‘i

s
Harapan penulis semoga buku ini dapat memenuha% kebutu‘xhan

-

terutama bsgi maha51SWa Jurusan matematlLa

Dalam kesempatan ini penulis mengharapkan = kritik-kritik

Pevang membangunﬁ saran-saran dan petunjuk-petunjuk yang pada gil;—'

rannya - nantik dapat merubah ig3j buku ini nencapai kesempurnazan.

Untuk itu penulis uvcapkan terima kasih.

"Padang, Novemger 1991

-

Penalis
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Graph tidak berarsh G didefinisikan secara abstrak
sebagail pasangan berurutan (V, E) dimana V adalah sebusah
himpunan dan E adalah himpunan ruas garis vyang terdiri
dari dua unsur di V. Graph tak berarah dapat disajikan
separa geometrli sebagai sebush himpunan titik-titik di ¥V
dengan sebuah himpunan E antara titik-titik tersebut.
Gambar 1-2 menunjukkan graph berarah dan gambar 1-3

menunjukkan graph tak berarah.

d (jjc
gambar 1-2 gambar 1-3

Empat definisi dari teori graph vang telah disebutkan
diastas, semuanya menyampaikan konsep teori graph vang _berbeda
baik dari segi redaksinys maupun penekanannya. Oleh karena
ketidakseragaman definisi tersebut, istilah-istilah yang digu-
nakan dalam teori graph tidsk standar. Situasi ini menjadi
lebih rumit bila kita menemukan suatu istilah khusus yang
dmgunakan oleh berbagal pengarang untuk menjelaskan konsep
vang berbeda. Situasi seperti ini adalah wajar karens disebab-
kan oleh keanekarsasgaman disiplin ilmu lain dimana teori graph

dapat digunakan.
MILIK UPT PERPUSTAICAAN
1P PADANG



BABI

PENDAHULUAN
1-1 Apa itu Graph ?
Menurut ¥asingh Deo ﬂ:-
Graph @G = (V, E) terdiri dari sebuah himpunan V = {vl,
VZ,...} vang disebut himpunman titik-titik, dan himpunan lain
E.: {el, €9, ...} vang mans unsur-unsurnyva disebut sisi-sisi,

L)

sedemikian sehingda setiap sisi e, melambanghkan sebusah
pasangan tidak berurut titik (v, vj). Titik-titik Vi vs fﬁng
membentuk garis g, disebut Litik-titik uinﬁé'ek-

Penyajian yang sangat umum dari suatu graph'édalah dengan .
menggunakan sebuah disgram dimana sisi ep dibentuk dengan cara
menghubungkan titik-titik ujungnva. Sering diagram itu sendiri
dianggap sebagai graph. Objek yang ditunjukan dalam gambar

1-1 sebagal contoh, adalah merupakan sebuah-graph.

Vl v
6-1
€5l %4 £2 v
V5 ;
V3 Va

Gambar 1-1 Graph dengan S titik dan 7 sisi.

Menurut Stephen A. ¥iitals definisi graph adalszh sebusah
pasangan berurutan (V, E) dimana V adslah himpunan titik dan E
adslah sebuah himpunan yang terdiri dari himpunan bagian ‘V
dengan donas unsur. Himpunan E disebut himpunsn sisi, dan a dan

‘b dihubungkan oleh sebuah sisi jika { a, b }QZ,E.‘



Untuk hkonsistensi bahasan buku ini, maka perlu rasanysa

membuat definisi standar yang akan digunakan.

RBefinisl 1-1
Misai V adalah himpunan tidak kosong dari titik-titik dan
E adalah himpunan sisi-sisi. Graph G = (V, E) adalsh ter-
diri dari sebush himpunan ¥V dan himpunan E sedemikian
sehingga setiap sisi el bersesuaisn dengan sebuah pésangan
tak berurut titi (vi, vj). Jika E = @Imska graph yang

terjadi disebut graph null.

Definisi distas membolehkan sebuah sisi dihubungkan
dengan sepasang titik (v;j, vj). 8isi vang demikian itu memiliki
" titik-titik ujung vyang sama dan disebut sebuah “"logp”.
Definisi diatas juga membolehksan lebih satu sisi menghubungkan
sepasang titik vang diketsahui. Sebagai contoh sisi ey dan eg
pada gambar 1-1 adalah sisi paralel sedangkaﬁ sisi ey adalah

sebuah "loop".

Definisi 1-2
Graph G (V, E) vang tidak -memiiiki sisi paralel dan 1loop

disebut Graph sederhapa.

Dalam menggambar suatu graph tidaklah penting apakah
garis-garis tersebut digambarkan dengan lurus atau benékok,
panjang atau pendek. Yang penting adalah pertemuan antara sisi
dan titik. Sebsagal contoh dua graph yang digambar pada gambar

1-4(a) dan (b)Y adslsh sams, Lkarena pertemuan antara



J.P Tremblsy dan R. Honohar mendifinisikan graph sebagsai
berikut
Snatu Graph G = {V, E, 0) terdiri dsri himpunan . vang tidak
kosong V vyang disebut himpunan titik dari greph, E disebut
sebagai himpunan sisi dari graph aan 0 adalah sebuah pemetsan
dari himpunan E ke sebuah pasangan berurutan atauw pasangan
tidak berurutan dari unsur-unsur V.

Suatu tambahan dari devinisi yvang dibuat Tramblay ini

terletak pada adanya fungsi 0 : E > V dimana domain O
adalaﬁ E, sedangkan daerah Jjelajahnya berupa pasangan
berﬁrutan atau pazangan bukan berurutan dari anggota-anggots
di V. Namun kalau dibandingkan dengan definisi graph vang
dibuat oleh Nasingh Deo, fungsi 0 dapat diinterpretasikan
sebagai. hubungan antara sisi ey dengan pasangan titik berurut

(v v

i j}-

Dari ketiga definisi diatas, tidak disebutksn apsakah
graph tersebut berarah ataun tidak. Namun c.L Liu
mendifinisikan graph sesuai dengan arahnya dan definisi
lengkapnya adalah sebagail berikut:

Graph berarah G adalash didefinisiksn secara sabstrak
sebagai sebuah pasangan berurut (V, E), dimana V¥ adalah
sebuah himpunsn dan E adalsh sebuah relasi biner pada V.
Sebuah graph berarah dapat disajikan secara geometri
« gebagai sebush himpunan titik-titik V dengan sebuah

himpunan garis berarah E vyang menghubungkan sepasang

titik.



garis-garis dan titik-titik =adalah sama dalam kedua kasus ter-

sebut. . s

)

(al (b)

Gambar 1-4 Graph yvang sama digambar berbeda.

Dalam sebuah diagram dari sebuah gZraph seringkali dua
sisi kelihatannys bgrpotongan pada sebuah titik, padahal dia
tidak menyatakan sebuah titik. Sebagai contoh adalah sisi ﬁe
dan f dalam gambar 1-5. Sisi-sisi tersebut seharusnya digambsar.

pada bidang yang berbeda, sehingga jelas dia tidak mempunyail

titik potong.

Gambar 1-5. Sisi-sisl e dan f tidsk

memiliki titik persekutuan.

1.2 Aplikasi dari Graph

Teori graph banyak digunsakan dalam bidang teknik,
fisika, sosial, 1ilmu biologi, bahasa dan dalam berbagai
bidang lainnya. berikut ini adalah empat contoh diantara

banyaknya aplikasi graph.



HMasalah Jembatan EKonigsberg:

Masalah Jembatan. Konigsberg barangkali contoh . vang
terkensal -dalam teori graph. Masalah ini lama sekali bisa
terselesaikan, dan pada tahun 1736 masalah ini dapat
diselesaikan oleh Leonhard Euler (1707 - 1783) dengan
menggunakan. sebush graph. Dialah orang vang pertama kali
memperkenalkan teori graph. Masalah tersebut seperti

gambar 1-8.

/4\}M\_,_ -

;H[“UUIHH””H”qHF D

Gambar 1-6 Masslah Jembatan Konogsberg

Dua pulau C dan D, yang dibentuk oleh sungai Pregel di
Ronigsberg (kemudian menjadi ibu kota Prussia timur dan
sekarang berubah nama menjadl Koliningrad dan berada di
Sovyet Timur) dihubungkan masing-masingnya dengan sebuah
jembatan dan Jjuga terhadap tepi-tepi sungal A dan B,
sehingga Jumlah jembatan seluruhnya 7. Masslahnya adalah
jalur mana yang harus ditempuh mulai dari salah satu
daratan A, B, €, atau D dan berakhir pads tempat
berangkat, sedemikian sehingga seluruh Jembatan dilalui
tepat satu kali (tanpa berenang melintasi sungai,

tentunya).



Euler mempresentasiksn situasi inil menggunakan graph
seperti gambar 1-7. Titik-titik menyatakan daerah daratan

8
dan sisi menvatskan jembatan.

s

B

Gambar 1-7 Graph dari Jembatan Konigsberg

Masalah ' Jjembatan EKonigsberg sama halnya dengan
masalsh menggambar sustu coretan tanpa mengangkat pensa

dari kertass dan tanpa mengulangi goresan yvang telah dibuat

sebelumnya.

Masalah kebutuhan.

Ada tiga rumah (gambar 1-8) H,, H, dan Hz masing-
masingnya dihubungkan dengan tiga kebutwnhsn yaitu air (A),
Gas (G), dan listrik (L) menggunakan saluran pipa. Apsaksh
nungkin membuat -hubungan tersebut tanpa saling memotong

diantars saluran pipa tersebunt ?

Gambar 1-8 Masalah tigs kebutuhan

Gambar 1-8 menunjukkan bagasimana masalah 1ini dapat
digambarkan dengan graph. Saluran pipa dilambangkan dengan
sisi sedangkan rumah dan kebutuhan dilambangkan dengan

titik.
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{ J’/G L

Gambar 1-8

Graph masalah tiga kebutuhan

Graph dalam gambar 1-9 tidak dapat digambarkan dalanm
bidang tanpa saling memotong sisi-sisinya. Jadi  jawaban

masalah ini tidak ada.

Masslah Jaringan Eerja (Network) Listrik
Sifat-sifat Jjaringan kerja listrik dipengaruhl oleh
dua faktor antara lain
"a. Keadaan dan nilai unsur-unsur ysng membentuk Jjaringan
tersebut seperti resistor, induktor, +Lransistor, dan
sebagainys.

L. Cars unsur-unsur ini dihubungkan sesamanya yvaitu
topologi dari jaringan kerjanya.

Topologi dari sebusah jaringan kerja dipelajari dengan
menggunakan graph. Dalam menggambar sebuah graph Jjaringan
kerja listrik, Jjunctions dilsmbangkan dengan titik dan
cabang-cabangnys (yvang mana terdiri dari ansur-unsur
listrik) dilasmbsngkan dengan sisi-sisi tanpa menghirauksan
keadaan dan ukuran dari unsur-unsur listriknya. Sebuah

jaringan listrik dan graphiovd HRTAERCERIAKAMN am zambar
P PADANG



1-10 berikut ini

A AN
N

e =y
Gambar 1-10

Jaringan kerja listrik dan graphnya

Hasalah Tempat Duduk

Sembilan anggota suatu klub bertemu setiap hari dalam
rangka makan siang di meja bundar. Mereka memutuskan duduk
sedemikian rupa sehingga setiap peserta memiliki teman
vang berbeda duduk di sampingnya setiap kali makan siang.
Berapa carskah ini ?

Sitnasi inil dapat disajikan dengan menggunakan graph
dengan 8 titik sedemikian rupa s=sehingga setiap titik
menyvatakan seorang anggota, dan garis hubung dua titik
menyvatakan posisi yang duduk disampingnya.
gambar 1-11 menunjukkan dva kemungkinan susunan duduk
yaitu 1, 2, 3, 4, 5, 8, 7, 8, 9, 1 (garis utuh) dan 1, 3,

5, 2, 7, 4, 89, 6, 8, 1 (garis putus-putus)

Gambar 1-11 Susunan pada sebuah mejs bundar.

Pada umumnys susunan diatas dapat dilanjutkan bahwa untuk



n orang, banysknya susunsn yang mungkin adalsh

n -1
—— Jika n gasnjil
2

n - z
- djika n gendg

AN

1-3 Graph berhinggs dan tak hindgs

Definisi 1-3
Sebuah graph adalah berhinggs jika g;aph tersebut
memriliki bunyaknya titik-titik dan sigi-sisi yang berhingga.
Sabaliknya dikatakan tak hinggda.

Graph 1-11 diatas adalah salah satu contoh graph berhingga,

- sedangkan gambar 1-12 adalah contch graph task berhingga.

Gambar 1-12

Bagian dari dua g2raph tak berhinggsa.

10



1-4 Insiden dan Derajad

Definizi 1-4 (Menurut Stephen A. Witala:183)

Sebuah titik v adalah insiden terhadsp sebuah sisi e; jika v
merupakan salah satu uwjung dari garis ej. ‘

Deraiat sebush L(itik v dilambangkan dengan d{(v) adsalah
banyaknys sisi vang mana titlk v sebagsi insidennya.

Dua garis vang Lidak sejsiar e; dan ey adalah adiscent Jjiksa
garis-garis tersebut memiliki titik insiden yang sama. Dua
titik dikatakan adiasent jika titik-titik tersebut merupakan

titik-titik uwjung dsari sisi-sisi yang sama.

Pada gambar 1-13 sisi ep dan eg dan ey adalah insiden
dengan titik v4. e5 dan eq adalah adjasent. vyu dan vy adalah
adjasent tetapl vy dan vy tidak. d(vy) = d{vg} = d{vy) = 3
dan d(vz) = 4, d(v5) = 1. Derajat sebuah titik sering Juga
diartikan sebagal valensinysa.

Perhatikan sebush graph G dengan sisi e dan n titik vy,
Vg, ..., Vp. Karena setiap sisi membentuk dua titik, maka

jumlah derajat seluruh tifik di G adalah dusa kali banvaknya

sisi di G.

I
2_d(vi) = 2e (1-1)
i=1
€3
€5
64 Ez
€7
v eg P?LF(UDIP~ P A
Gambar ?~13 Sebuah Graph ingan E %E\ g%h? sisi
il PAD

11



Sebagai contoh pada gambar 1-13 d(vl) + d(vz) + d(v3) + d(vé)

+ d(v5) =3+ 4+ 3+ 3+ 1 =14 = dua kali banyak sisi.

Teorema 1-1

Bukti

Banvak titik berderajad ganjil dalam sebuah graph

selalu genap.

Andaikan titik berderajad ganjil dan genap terpisah
Ruas kiri dsri persamsan 1-1 dapat dinyatakan sebagai
dus Jjumlah masing-masingnya adalsh titik derajad
ganjil dan genap.
Z;dw ) = Todlvs) + 2_d(vy) (1-2)
genab ganjil

Karena ruas Lkiri persamaan (1-2) genap dan suko
pertama pads rnas kanan adalah genap, maka suku kedua
ruas kanan juga genap ataﬁ

Zi; d(v y = =zebusah bil. genap (1-3)

ganjil
Karena masing-masing d(vy) dalam persamaan (1-3)
adalah ganjil dan d(vq) + d(vy) + ... + d{(vy) genap,
maka tentulash banyak suku-sukunya genap atau k Zensap.
Jadi banyak titik berderajad ganjil tersebut adalah

genap (qed)}.

12



1-% Titik isolasi, Titik Pendant dan graph nol.

Definisi 1.9

Titik isolasi adalah sebuah titik yang berderajat nol.

Titik pendant adalah sebuah titik yang berderajat satu

Dua sisi yvang adiacent dikatakan rangkaian =seri Jjika titik
rersekutuannyva berderajat dus.

Dalam gambar 1-14 titik Vy dan v adalah titik isolasi, dusa
sizi vang beradjac&nt.di v4 adalah rangkaian seri dan titik

V3 adalah titik pendant.
‘l' V3

Vi V5

-\qV4

ve

Gasmbar 1-14. Graph yang memuat titik isolasi,

sisil rankaian seri, dan pendant.

1-6 Sejarah Ringkas Teori Graph

Teori graph diciptakan pertama kali tahun 1736 oleh
Euler dalam rangka menyelesaikan masalah jembatan Konigsberg
seperti dalaﬁ 1-2. setelah itu kira-kira 100 tahun kemundian
tidak satupun para ahli yang mendalami bidang ini.

Pada tahun 1847, G R Kirchhoff (1824-1887) mengembangkan

"Teori Pohon" (trees) untuk diterapkannya dalam Jaringan

listrik. Sepuluh tahun kemudian , A. Cayley (1821-1895)

13



menemukan "teori pohon” dalsm menghitung isomer-isomer dari
C Hopo. Pada waktu itu Kirchhoff dan Cavley dianggap sebagal
dua tonggak sejarah lainnya dalam perkembangan teorl graph.
Setelah nama-nama tokoh-tokoh diatas ada lagi ahli lain.
vang ikut berandil dalam teori graph. Dia -adalah A.F Mobius
{1790-1866). Mobins vyang pertama kali mempresentasikan
masalah empat warna (four-color problem) valtu menyatakan
bahwa empat warna cukup untuk mewarnai atlas (peta pada
bidang_datar) sehingga negara-negara vang berbatasan memiliki
warna vang berbeda. Dia mempresentasikan topik tersebut dalam
satu kuliahnya pada tshun 1840. Kira-kira 10 tahun kemudian,
A. De Morgan (1804-1871) telah mendiskusikan masalah inil
dengan temannya yang Jjuga seorang matematikawan di london.
Tulisan De Morgan itulah yvang menjadi literatur autentik yang
pertama terhadap masalsh empat warna. Masalah tersebut menjadi
terkenal setelah setelah Cayley mmpublikasikannya pada tahun
1979 dalam “Proceedings of the Royal Geographic GSociety”
volume I. Sejak saat itu dugasn empat warna tersebut betul-
betul menjadi masalah yang terselesaikan dalam teori graph.
Tonggak sejarah lsinnya adalah Sir ¥ R Hamilton (1805-
1865). Pada tahun 1859 dias menginventariskan sebuah teka teki
dan menjualnya sebanyak 25 mutiara ke pengusaha sebuah pabrik
di Dublin. Teki teki itu terbuat dari ksyu berbentuk bidang
banyak beraturan dengan 12 sisi dan 20 titik sudut. Titik-
titik sudut tersebut ditandai dengan nama-nama 20 kota
seperti London, New York, Delhi, Paris, an seterusnya. Tujuan
dari teka teki ini adalah untuk menemukan sebuah Jjalur

sepanjang rusuk-rusuk bidaﬂﬁiﬂg_Eﬁkoggaﬁﬁ%waANagar melalug

14 Wi PADANG




seluruh kota tepat =satu kali. Meskipun pemecahan masalah yvang
khusus ini sudah diperoleh, untuk membuat model secara ﬁmum
tidak seorangpun yang menemukannya. Sarat cukup dan perlu akan
keberadsan dari jalur tersebunt dalam sebarang graphn

Periode setengah abad setelash itu kegiatan dalam bidang
ini agak tidak aktif. Kemudian minat dalam graph ini muncul
dslam tzhun 1920-an. Sstu ahlinya dalam periode ini adalah
D.Konig. Dia telah menvusun buku yang pertamanya berdasarkan
kerja dari metematikawan lainnya dan mempublikasikannya pada
tahun 1836.

Tiga puluh tahun setelah itu adalah periode aktifnya
kembali teori graph dipelajari baik disegi ilmu murninya
maupun terapan. Sejumlah riset telah dan sedang dilakukan
dalam lapangan ini. Ribuan makalah telah dipublikasikan dan
lebih selusin buku telah ditulis pads saat itu. Diantara para
ahli dalam laspangan tersebut adalah Claude Berge, Oystein

Ore, Paul Erdos, William Tutte dan Frank Harary.

'
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SOAL-SOAL

Gambarlah seluruh graph sederhana dengan satu, dua, tiga, dan
empat titik.

Gambarlah graph yang menyajikan masalah dari:

a. dus rumah dan tiga keperluan

b. empat rumah dan empat keperluan (a2ir, g2as, listrik,telepon)
Carilah 10 situasi (permainan, aktifitas, massalsh kehidupsan
dan lain-lain) vang dapat disajikan dengan menggunakan graph.
Jelaskan apa yang dilambangkan titik-titik dan garis-garis !
Gambarlah graph dari unsur kimia berikut.

a. CHy b. CoHg c. CgHg d. Ny0g

Gambarlah sebush graph dengan 64 titik sebagai wakil dari bu-
jur sangkar-bujur sangkar pada papan catur. Hubungkan titik-
titik tersebut masing-masingnva menyvajikan sebush pergerakan
buak catur kuda. Berapa banyskah titik-titik yang berderajad
satu, dua, tiga, empat, enmam, atau delapan ?

Diberikan 3 bejana A, B dan dengan kapasitas 8,5, dan 3 1liter
masing-masingnya. A penuh terisi sementara B dan € kosong.
Bagilah cairan dalam bejana A kedalam dua bejana lainnya [mi-
salnya a,b,dan ¢ adalah banyaknya cairan dalam A, B, dan C
berturut-turut. Diperoleh a+b+c=8 pada =zetiap =saat sebab mini-
mal satu dari bejana-bejana tersebut selalu kosong atan penuh
dan sekurang-kurangnya satu darli persamzan berikut harus
dipenuhi. a-0,a=8; b=0,b=5; c¢=0,¢=3. Jadi ada 16 kemungkinan.
Sajikan masalah ini dengan menggunsksn 16 titik dafi suatu
graph. Setiap titik melambangkan sebuah pernyatassan yang dibo-

lehkan antara dua titik-titik ujungnya.



Buktikan derajad maksimum sebarang titik dalam graph sederhana
dengan n titik adalsh n-1.

Tunjukan bahwa maksimum banyaknya sisi dalam graph sederhana
dengan n titik adalah n{(n-1}/2Z

Manakah dari penyajian berikut ini yvang merupaksan graph sesuail

dengan vang didefinisikan.

(a) (b) X y
z
y
f//d—_- T~
- N
(e) 3 ay % LA
b )
3 k——//////
e & SN v
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BAB II e )
LINTASAN DAN SIRKULT

?
Bagian ini memiliki dua tujuan
1. Memperkenalkan konsep-konsep dan istilah-istilah tambsahan
dalam teori graph seperti lintasan (path), sirkuit (circuits)

dan graph euler. Konsep-konsep ini bertahan dengan haiekat

keterhubungan suatu graph.

™~

Mingilustrasikan dengan contoh-contoh bagaimana menyelesaikan
soal—soai aktual dengan menggunakan teori graph. masalah Jem-
batan Konigsberg yang diperkenalkan dalam bab I akan disele-
saikan. Pemecahan dari masalah tempat duduk. dalam Bab I Juga
skan dibahas dalam bab ini dengan menggunakan sirkuit Hamil-

. tonian. '
- 2-1 ISOMORPHISHMA »

Definisi 2.1 (menurut Gary Chartrand)

Dua graph G = (Vl’ Es) dan Gy = (Vo, Ez) dikatakan
isomorphisma jika ada fungsi satu-satu dan onto dari

0 : Vy ——> V, sedemikian sehingga dua titik vy dan v,
adjacent di G4 Jjika dan hanya jika 0(uq) dan‘IO(vl) adalah’
adjacent di G,. . ‘iﬁw'; A :

Gambar 2-1 beriknt menunjukksn dus graph vyang isomorphisma

dengan V1 = {a,b,c,d,e}, V2 = {vl, Vo, Vg, V4, Vg } -
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0 (a) = vy
0 (b) = vg 0 (d) = vu4
0 (ec) = vg 0 (e) = vg
Vs,
=y )
\(4» 3 U'__;
i/ &, e =
Ny y y
&t Z
(&) d T b’;“

Gambar 2-1 Graph Iscomorphisma

KEecusli untuk nama titik-titik dan sisi-sisinya, graph
yvang isomorphisma disebut juga graph yang sama, tetapi digam
bar dengan cara yang berbeds. Jadi bisa saja sebuah graph
digambarksan dengagucar& vang berbeda. Gambar 2-2 menunjukkan

dua caras yvang berbeds dalam menggambarkan graph yang sams.

gambar 2-2 Graph isomorphisma.

Tidaklah mudah urtuk menentukan apakah dua graph vyang
diberikan isomorphisma atau tidak. Sebagai contoh seluruh
graph pada gambar 2-3 adalah isomorphisma, tapi kalau dilihat

sepintas 1lalu kita tidak bisa menyataksn hsl tersebut. Hal

18



ini hisa dilihst dengan memberi nama seluruh titik-titik dan
sigi-sisi ketiga ganbar tersebut laln dibuat 0 : Vq ——> ¥V,
yvang satu-satu dan onto dengan titik uy dan vy adjacent di
sebuah graph jika dan hanya jika O(uq) O(vy) adjesen dengan

graph vang lain.

Dari definisi isomorphisma, Jjelaslah bahwa graph vang
isomorphisma harus mempunyal
1. banyak titik vang sama
2. Banyak sisi yang sama
3. Titik-titik vang berdersist tertentu sama banyak.
Namun kondisi vyang ketiga itu bukan merupaksn syarat vyang
cukup dari isomorphisma. Sebagail contoh dua graph pads gambar
2-4 memenuhi kondisi di atas tetapi keduanya tidak isomor-

phisma.

(a) (b} (e)

Gambar 2-3 graph isomorphisma

(a) ) v (b}

Gambar 2-4 Dua Graph vang tidak Isombrphisma
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Z2-2 Graph bagian (SUBGRAPH)

Pefinisi 2-2 (menurut Stephen A Witelat)

Grsph G’z (V', E') adalah graph bagian {(subgraph) dari
graph G = (G, E) jika V'’ himpunan bagian dari V dan E'
terdiri dari sisifsisi di E vang hanys menghubungkan titik-
titik di v’ ’

Graph pada gambar 2-5(b) adalah graph bagian dari graph pada

gambar 2-5(a).

gambar 2-5 Graph (8) dan satu diantars subgraphnya (b)

f
Konsep dari graph bagian adalah sama dengan konsep dari

himpunan bagian padsa Teori Himpunan . Simbol dari fecri him-
punan, g ¢ G digunakan untuk menyatakan g adalah sebuah

graprh bagian dari G.

. .03 sifst-sifat b ' _ i
Berikut ini sifst-sifat yang erlqm‘LgFG%l%ﬁﬁﬁ%SiﬁkAAh

1. Setiap graph adalah graph bagian dgt?;ﬂﬁqggmgwgpndiri.
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2. Sebuah graph bagian dari suatu graph bagian G Juga
merupakaq graph bagian dari G.

3. Sebuah titik tunggal dalam sebugh graph G adalah graph
bagian dari G

4. Sebuah sisi yang tunggal di G, beserta titik-titik

ujungnyva, Jjuga merupakan graph bagian dari G.

Dus graph bagian g1 dan go dari graph G dikataksan
disjoint jika g4 dan =) tidak memiliki sisi persekutuan.
Dua graph bagian g1 dan Eo dari graph G dikatakan dis-

joint titik jika g1 dan g, tidak memiliki titik-persekutuan.

Dari definisi diatas, jelsslah bahwa graph yang tidak
memiliki titik persekutuan tentu tidak memiliki =sisi perseku-
tuan. Graph pada gambar 2-7(az) dan (b} adalah graph bagian

vang disjoint sisi dari graph dalam gambar 2-85.

Gambar 2-8 Graph dengan 8 sisi dan 4 titik.



2-4

B/—\R

y ‘
W ()& (b) C

Gambar 2-7 Dua graph bagian vang disjoint sisi dari graph 2-56

Perjalanan (Walks), Lintasan (Path) dan Sirkunit.

Sebush perjslanan (walks) adalah rentetan secara ber-
gantian dari Mtitik—tititk dan garis-garis vang banvaknya
berhingga, diawali dan diakhiri oleh titik-titik =sedemikian
sehinggs setiap sisi bertemu dengan sisi yang terdahulu dan
titik vang mengikuti sisi tersebut. Tidak sda sisi vang dila-
l%} lebih dari satu kali.

Titik Ujung dari sebuah perjalanan adalsh 'titik dimans
perjalanan itu dimulail dan diakhiri.

Perjalanan Tertutup adalah perjalanan diawalai dan diskhiri
pada titik yang sama.

Perjalansn buka adalah perjalanan yang titik awal dan titik
akhirnya berbeds

Lintasan (Path) adalah suatu perjalanan buka dimana tidak ada
titik yang diulang lebih dari satu kali.

Panisng Lintassn adalah banyaknya sisi yang dilalui dalaﬁ
suatu lintasan.

Sirknit =sdslah sebush perjslanan tertutup dimans tidak ada



titik yang diulang lebih sekali kecuali titik ujung.

Dalam gambar 2-8(a), vy a vy b Vg € Vg d Vg € Vg f Vs
adélah sebush perjalanan yang ditunjukkan oleh garis tebal.
Himpunan dari titik—titik dan sisi-sisi yang membentuk suatu
perjalanan jelas merupakan graph bagian dari @G.

Titik v, dan vg pada gambar é—B(a) adalah contoh dari
titik wuajung. Dan pada gambar itu juga vy a Vg b vy d vy
merupakan sebuah lintasan sedangkan vy & Vo b V3 € Vg d vy e
Vo £ Vg bukan merupakan sebuah lintasan. Dengan kata 1lain
sebuah lintasan tidak memotong dirinys sendiri.

Titik-titik ujung sebuah lintasan berderajat satu
sedangkan titik lainnya berderajat dua. Derajat ini tentunva
hanya dihitung dengan memandang sisi-sisi yang terdapat dalanm
lintasan tersebut dan tidak titik-titik dikeselﬁruham graph

dimana lintasan bisa dibuat.

Vi
Q [
. b

N

% 2

d ol €
vy 5

(a)Perjalanan buksa ({b) Lintasan dengan panjang tiga

Gambar 2-8 Perjalanan dan Lintasan

Dalam gambar 2-8 (=z) vo b vé d V4 © Vo merupakan sebuah
sirkunit. Tiga sirkuit yang berbeda ditunjukkan dalam gambar
2-8. Jelaslah setiap titik dalam sebuah sirkuit berderajat

dua, tetapi jika sirkuit tersebut merupakan graph bagisn dari

24



graph yang 1lain, maka menghitung derajat titik tersebut
tentunya hanva berdasarkan pads sisil dalam sirkuit tersebut.

— O

Gambar 2-9 Tiga Sirkuit vang berbeda.
Berikut ini adalah hubungan skematika terhadsap konsep vang

telah dipelajari dalam bagian ini.

i
| Grap bagian
I dari g
[} { “
]

e e e

Perjalanan
di G
i
{
i L i
Sirkuit
di G

i Lintasan |
i di G i

bt poary e

Gambaf 2-10 Perjselsasnsan, Lintasan dsn Sirkuit

sebuah graph bagian

2-5 Graph Terhubung (Connected), Tak Terhubung (disconnected} dan

komponen.

Suatu graph g adalah terhubung jika ada minimal_ satu
lintasan (path) antara sepasakfgl B3 EFR-AFPIRAYAGH
MIP PAUDANG
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Sustu graph G adalah tak terhnbung jika tidak memenuhi

syarat-syarat terhubung.

Graph pada gambar 2-8(a) adalah terhubung tetapi graph
pada gambar 2-11 adalah tak terhubung. Graph vang tak
terhubung jelas mempunyai dua atau lebih graph vang
terhubung. Masing-masing graph bagian vang terhubung
tersebut dinamakan komponen. Graph pada gambar 2-11 terdiri

dari dua komponen.

N1

Gambar 2-11. Graph tak terhubung dengan dus komponon
Teorema 2-1

Sebuah graph G = (V, E)} tak terhubung jika dan hanva

jJika himpunan titik-titik V dapat dipartisikan dalam dua

himpunan bag%an vy dan Vo vang saling lepas.

Demikian sehingga tidak ads sisi di G yang sstu titik

ujungnya di vq dan lainnva di Vo

Teorema 2-2
Jdika sebuah graph (terhnbung atau tidak terhubung)
mempunyai tepat dus titik vang berderajat ganjil maka
pasti ada sebuah lintasan vang menghubungkan dua titik

tersebut.

2B



o
s Noie .

Teorema 2-3
Sebuah graph sederhana dengan n titik dan k komponen

mempunvyail paling banyak (n - k)(n - k + 1)/2 sisi.

Bukti : Hisalksn banyesknya titik disetiap komponen k
dari graph G adalah Ny, Ng, ... Ng , maka ny + ng +

+ n = n dimana nL > 1

k
:1(ni - 1) = n - k

=)

o
g

A
(nj - l} = n? - 2nk + k2

(n;% - 2ny) + k + bil. tidak negatif = n? - Znk + k?

M

(M=

n;24n% + k¥~ 20k - k + 2n

i

1

[
1]

5 2
- 032 n? - (k- 1320 - K e 5
et

]

Banvak maksimum sisi dalam komponen ke 1 darl G ( vang
mana adalah graph tersambung sederhana } adalah
1/2 ni(ni - 1. Karena itu banyvak msksimumn sisi di G adalsah
i'Y ko,
1/2 (nj - iny = 1x2§:rﬁ_ - 1/2 n
i=1 i=1

1/2 [ n® - (k - 1)2n - k)1 - 1/2 0 -

|~

| A
&,

1/2 n(n- k) n-k+ 13}

27



- 2.6 Graph Euler

Sebagaimana vang telah disebutkan peda bhab I,teori grgph
dilahirken oleh Euler tsbun 1736 melalui masaleh Jjembatan
Konigsberg. Dalam Waktu vang samsa Eulér menjaniiksn dan
menvelessikan masalah yang lebih umum: Dalam hal vang bagai-
manakah grafik G dapat dibuat suatu perjalanan tertutup
meialui setisp sisi tepat sekali 7. Perjalanan (walk) vang
seperti itu disebut garis Euler dan Graph yang memuat gsaris

Euler disebut Graph Euler.

Defenisi 2.8
Garis Euler adalah sustu perjalanan tertutuap dalam
sebush graph vang memuat seluruh sisi-sisi graph tersebut.

Graph vang demikisn dinamakan Graph Euler.

Berikut ini adalah teoreﬁa vang memunglkinkan kita uantuk
mengetakan dengan segera apsakah suatu graph merupakan graph

euler atan tidak.

Teoremsa 2.4
Suatu graph G vang terhubung merupakan Graph Buler Jika

dan hanya jika seluruh titik G berderajpt denap.

asalah Jembatan Konigs Berg
Dengan melihat pada Jjembatan KonigsBerg {(gambar 1.7
. ditentukan bahwa tidak semua titik besrderajat genap. Oleh

sebsb itu jembatan konigsberg tidak merupakan mebuah Graph
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Euler. Jadi tidak mangkin untuk menelusuri setiap Jalur tepat
sekali dan kembali ke titik awal.

Garis EBuler ini seringksli kits temukan dalam berbagai
teka-teki.Dalem teka—-teki tersebut kita disuruh untuk menelu-
suri suatu graph dengsan pensil tanpz menganghatnysz dan mengu-
langi jelur yang pernah ditempuh sebelumnya. Dus gambar ter-
sebut ditunjukan dalam gambar 2.12. Gambar 2.12 {8} disebut
Scimitears Hohsmmed yang berasal dari Arab sedangkan gambar

VAN

2.12 (b) disebut Star of David

(8) (b)
Gambar 2.12 Graph Euler

Defenisi 2.7
. Garis Unicursal adalah sebuah perjalanan buka yang menu-
at seluruh sisi psda suatu graph. Graph yvang memiliki davris

unicurssl disebut Graph Unicursal.

Karend Garis Unicurssl adalah sebuah perjslanan buks
maka sebarang sisi dalam garis terssbut tidak diulang 1lebih
dari sskali. Suatn perjalanan 1¢2d3a4b5d6e7b dalam gambar
2.13 adalsh suatu garis Unicursal. Dengan meﬁambahkan sebu-
ah sisi antara titik awsl dan titik skhir dalam sebuah

garis Unicursal . aksan diperoleh sebnah garis Euler. Jadi sesbu~
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ah greph yang terhobung adalah Unicursgal jika dan hanva Jjiks
graph tersebut memiliki tepat dua titik yang berderajat gan-

dil. Generalisasi dari pernyetasn ini dibust oleh teorem

berikut

- L 4 Cl-:::[;'
]L[‘.-'Lz'l- ﬂ'*‘lk. g

Gambar 2-13 Graph Unicursal

Teorena 2Z2-5
Palam gebush graph terhubuns G dengan banvaknva titik
vang berderajat ganjil adalah 2k, ada k graph bagian

yvang disjoeint.

2.7. Operasi Pads Graph
' Karena graph didefenizihan dalsn batas-batas himpunan
titik~titik dan s=isi maka kits dapat menggunsken batagan

himpunan . untuk mendefenisikan operasi-operasi pada graph.

Definisi Z-8
Gabungan dari dua graph Gy = ( Vq,Eq) dan Gy = (V5;B,) ads-

S

iah Graph Gg (ditulis Gy é Gy U Gy) yang memiligi himpunan
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titik-titik V4 = V; U V5 dan himpunan sisi—sisiﬁE3 = Eq U Ejp.
Irissn Gy dan Gp (ditulis Gy = Gy () Gp) adslah sebuah graph

Ga yang memiliki titik-titik dan sisi-sisi yang berada di
kedua graph G; dan G,.

Jumlah dus Graph G dan Gy (ditulis Gy & Gg) adalah

sebuah graph yvang terdiri dari himpunan titik-titik V4 U V¥,
dan sisi-sisi yang berada di G4 atau Go tetapi tidak pada
kedua Gy dan Gg.

Dari definisi 2-8 diperoleh

Gy NGy = Gy (1 Gy

Jika G, dan G, disjoint sisi,maka G () Gy merupakan graph
nol, dan Gy @ G, = Gy U Go.

Jika G; dan Gy adalah disjoint titik, maka G G adalah
kosong .Untuk sebarang graph Gip

G UG G G =G

G + G = graph nol
Gambar 2-14 adalsh contoh darl operasi gabungan,irilsan daﬁ

jumlah dari dus himpunan Gl dan Gz

Vi = Vs
& ¥
% é\
Gz Y ¢ Vg
0 G Ge

8 Vl\\ L Ve
) c ‘ V2 b V 1

Gi NGz d ]Va f “Ws

G1@ G

Gambar 2-14 Gabungan, Irisan dan Jumlah dari graph.
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Definisi 2-9

Suatu graph G dikatskan dekomposisi kedslam dua graph bagian
gy dan g5, Jika

G

g; U g9
g1 () 82 = graph nol. .
Sepasang titik a,b dalam sebuah graph dikatakan Fusi (fusi-
on), jika dua titik digantikan dengan sebuah titik baru sede-
mikian sehingga setiap sisi yang insiden pada a atau b atau
pada kedus-duanya juga insiden pada titik-titik baru terse-

but.

Sebuah graph vyang memuat m sisi dapat- dikomposisikan
délam 2m~1 - 1 pasang graph bsgian g4, g5 vang berbeda.
Dengan fusi dua titik tidaklah merubah banyaknyva sisi,

tetapi mengurangl banvaknys titik sebanyak 1.

e f
\\qkwi_ , g////ﬁ
L,
4 5 3]
c 7 d
(a) ~ (b)

Gambar 2Z2-15 : Fusi dua titik a dan b

Teorema Z2-6
Sebuah graph terhubung G adalah sebuah graph euler,

jika dan hanya jika G dapat dlk?ﬁ?p & 1§w b %?ﬂ sirkuit-
\':1‘_.

irkuit. ! P
sirkui ILIP PADANG

(
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Misalkan graph G dspat dikomposisikan kedalam sirkuit-
sirkuit, wvaitu G adalah sebagal -gabungan sirkuit-
sirkuit vyang disjoint sisi. Karena derajat setiap
titik dalam sebush sirkuit adalsh dua, maka derajat
setiap titik di G adalah genap, oleh karensa itu G
adalah graph Euler.

Sebaliknya Jjika G sdalah sebuah graph Euler, misalnys
Vq & G maka sekurang-kurangnyva dua sisi insident di V-
Andaikan satu dari sisi-sisi ini menghubungkan Vl dan
Va2

Karensa _ Vz juga berderajat gensp maks sekurang-
kurasngnya ada sisi lain lagi. Misalnya sisi tersebut
menghubungkan V5, dan V3. Lanjutkan model ini, akhir-
nya kita sampai pada sebush titik yang telah dilslui
sebelumnya dan oleh karena itu membentuk sebuah sir-
kuit'q.Pindahkanfjdéri G dan seluruh titik yang tinggal
di G harus Jjuga berderajat genap. Dari titik-titik
sisanya tedl dipindahkan puls sirkuit yang lain persis
dengan cara yang sama sebagaimana memindahkan lﬂ dari
G. Lanjutkan proses ini sampai tidak ada sisi yang
tinggal.

. Perhatikan gambar 2-168 (a) vang mana adslah graph Euler.
Andaikan kita jelajahi mulai dari titik a dan melalui lintas-
an a,b,c. Saat di ¢ ada tigs pilihan ysitu ke a, d dan e,
Jika dipilih ke a akan terbentuk sirkuit yang bukan garis

Euler. Jadi dengan memulail dari a kita tidak dapat menjéla—
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(a) (b) (b
Gambar 2-16

hi keseluruh garis Euler sepanjang sisi-sisi yang belum
rernah dilalui sebelumnys.

Sifat apakah yang harus dimiliki oleh sebush titik V
dalam sebush graph Euler sedemikian sehingga sebuah garis
Euler selalu dapat diperoleh bila seseorang menjelajahi
sebarang perjalanan dengsan bebas memilih Jjalur mana vang
diikuti asalkan belum ditempuh sebelumnya. Graph tersebut
dinamakan graph yang dapat ditelusuri dari mana saja mulai
dari titik V (arbitararily traceable graph from vertex V).
Gambar Z-16(a) adalah graph yang dapat ditelusuri dari mana
saja vang dimulai dari titik C, tetapi tidsk untuk titik vang
lain. Sedangkan graph Euler pada gambar 2-16 (b} tidak dapat
ditelusuri dari titik manapun dan gambar 2-18 (c¢) dapat dite-

lasuri dari titik manapun.
Teorema 2.7

Sebush graph Eule; G adalah dapat ditelusuri dari titik

V jika dan hanya jika setiap sirkuit di G memuat titik V
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2-8 Sirkuit dan Lintasan Hamilton

Definisi 2-10
Sirkuit Hsmilton dalam sebuah graph terhubung adslah
sebuah perjalanan tertutup yvang melalui setiap titik di
G tepat satu kali, kecuéli titik awal.

Pada gambar 2-17 (a}, Jjika kita menelusuri sepanjsng sisi-

sisi bergaris tebal dengan dimnlai di titik v kita akan

memiliki sebuah sirkuit hamilton . Begitu juga padé gambar

2-17(b) sirkuit hamilton dilukis dengan garis tebal.

(b)

Gambar 2-17 Sirkuit Hamilton

Sebuah sirkuit dslam graph terhubung G dikatakan
Hamilton Jika sirkuit tersebut meliputi setiap titik di @&G.
Oleh karena itu sebuah sirkuit Hamilton dalam sebuah graph
dengan n titik terdiri dari n sisi.

Ahli matemstika terkenal Sir William Rowan Hamilton pada
tzhun 1859 telah membuat bidang banyak bersturan dari
kayu,masing-masing dari 20 sudutnys diberi nama sebuah kota.
Teka tekinya adalah mencari jalur yang melalui =etiap kota

tersebut tepat satu kali dan kembali pada tempat mula-muls
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berangksat.
Graph dari bidang tersebut diberikan pada gambar 2-18(b) dan
satu dari sekian banyaknya jalur (sirkuit Hamilton) vyang

mungkin, ditunjukkan oleh garis teb=zal.

N
)

Ca} (b

Gambar 2-18 Graph tanpas Sirkuit Hamilton

Jika dihilangkan sebarang satu sisi dari sirkuit
hamilton, maka akan terjadi sebuah lintasan. Lintasan ini
disebut lintasan hamilton. Jika setiap vang memiliki sirkuit
hamilton Jjuga memiliki lintasan hamilton. Panjang dari sebuah
lintasan hamilton (jika ada) dalam sebuah graph terhubung n

titik adalah n-1

Definisi 2-11
Sebuah graph sederhana disebut graph lengkap (comlete

graph) jika setiap pasang titik dihubungi oleh sebuah garis.

Graph lengkap bertitik dua, tiga, empat dam lima digambarkan

dalam gambar 2-18. Graph lengkap sering kali disebut graph
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universal. Derajat setiap titik dalam graph lengkap G adalah

n-1 dan banyaknya sisi adalah n{(n-1)/2.

— A AL

Gambar 2.19

Teorema 2-8
Dalam sebush graph lengkap dengan n titik ada (n-1)/2

sirkuit hamilton vang disjoint sisi, jika n > 3 dan n bilang-

gn ganjil.

Bukti: Graph lengkap G dengan n titik memiliki n(n-1)/2 sisi
dan sebuah sirkuit hamilton di G terdiri dari n sisi.
Oleh karens itu banyak sirkuit hamilton disjoint sisi
di G tidak lebih dari (n-1)/2. Untuk menunjukkan ada
(n-1)/2 sirkuit hamilton disjoint sisi dengan n ganjil
ditunjukkan seperti gambar berikut.
Graph bagian dalam gambar 2-20 adalah sirkuit hamil-
ton. Pertahankan titik-titiknys tetap (konspan) pada
sebuah lingkaran, rotasikan segi banyak tersebut
berlawanan arah jarum jam dengan sudut putaran 380/
(n-13, 2.3680/(n-1), 3.360/(n-1)..., (n-3)/2.380/(n-1)
derajat. Setiap rotasi tersebut skan membentuk sebuah
girkuit yang tidask memiliki sisi persekutuan dengan
vang sebelumnya. Jadi kita mempun&ai {(n-3)/2 sirkuit

hamilton baru yang seluruh sisi-sisinya disjoint.

3 5 '

\ -
2 \/ N

Gambar 2-20 Sirkuit Hamilton, n ganjil.
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Teorema ini memungkinkan kita menveleszszsikan masalah
tempat duduk pada bab I. dengan melambangkan setiap anggota x
dengan sebush titik_dan kemungkinan tempat duduknya disebelah
anggota yang lain dengan sebuah garis sntara x dag vy, terja-
dilah sebush graph G. Karena setiap anggotsa dibolehkan duduk
disebelah anggota yang lain, maka G merupakan graph lengkap
dengan 9 titik. Sembilan mengatsakan baﬁyaknya orang-orang
vang duduk disekeliling mejs. Q?tiap susunan tempat duduk
disekeliling meja membentuk sebuah sirkuit h&milton.

Haré pertams pertemuan mereka duduk dalam sebarang urut-
an, dan akan membentuk sebuah sirkuit hamilton Hy. hari
kedua, jika mereka dengan cara vang, setiasp anggota harus
memiliki teman sebelah yang berbeda maka mereka harus menemu-
kan sirkuit hamilton lain H2 di G, dengan seluruh sisinya

berbeda dengan Hy atau Hy dan Hz disjeoint sisi.

Teorema 2-9
Syarat cukup bagl graph sederhana G, memiliki sebuah
sirkuit Hamilton adalah derajat titik tersebut di @G

sekurang-kurangnya n/2 dengan n banyaknya titik di &.

Soal-soal
{ -Tunjukan bahwa dua graph pada gambar - (a) dan (b)

isimorphisma !

G

Gambar 2-21 MlLI'( PPT PERPUSTA (L\ M

1 F BAN
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Buatlah tiga contoh untukjmenunquan—syarat 1,2 dan 8 dalam

/

N

bagian 2.1 adalah tidak éukup untuk isomorphlszma antars graph.

i0.

11.

12.

13.

Buktikan sebarang duna graph terhubung dengan n titik, seluruh-
nya berderajad dug, adalah iscomorphisma.

Apakah dua graph-[ada gambar 2.22 i1isomorphisma ?'Hengapa ?

+2

HGambar 2.22

Buktikan teorema 2-1
Buktikan teorema Z2-2
Buktikan teorema 2-4
Buktikan bahwsa g?aph sederhana dengan n titik harus terhubung
jika graph tersebut memiliki lebih dari [(n-1)(n-2)3/2 sisi
(gunakan teorema 2-3). h
Buktikan bahwa jika sebuah graph terhubung ¢ di  kompoosisikun
ke dalam dus graph bagisan g, dan = nzlka ada sekurang-kurangn
nva satw titik persekutuah anatara g; dan go.

Buktikan bahwa sebuah graph terhubung § tetap terhubung sete-

lah diambil sebuah sisi e:

3 di G;, jika dan hanya jika 3 berada

1

dalam suatu sirguit di G.
w -

3
Gambarlah sebuah graph terhubung yang menjadi tak terhubiirg

bila sebarang satu sisinya diambil. u
[ ) :l
JBuktikan bahwa sebuah graph dengan n titik yang memenuhi 5bn—

*

disi soal 11;gdg1ah,(a) sederhana (b) meémpunyai tepat n-1 Si-..

™.
si.
4

Buatlah =elurub lintasan yang berbeds antara titr k & dan €
AR . . ,
pada® gambar Z-5(a): Carilah Qanjang masinglmasingpya.

F "
1

/ L
Iy
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14,

‘13,

16.

i7.

Kalompnkan lintasan-lintasan yang terdapat pada soal 13 ke
dalam himpunan-himpunan lintsssan yvang disjoint sisi. Tunjukan
bahwa gabungan dua lintasan disjoint sisi antara sepasané
titik membentuk sirkuit. ‘ ‘

Dalam sebuah graph G jiks =5 dan pz'dua lintasan vang berbgda
antars dus titik, buktiksn bahwa p; + po adalah sebush 51rku—'
it atauiﬁlmpunan sirvkuit-sirkuit di G.

Jika a,b;bgan ¢ adalah tige titik yang berbeda dglam sebuah
graph. Disana ada lintasan antara a dan b dan juga lintasan
antara b dan c. Bqﬁtikan bahwa ada lintasgn antara a dan c.
Jiké irisan dua lintasan merupakan graph terhubung, tunjukan
bahwa gabungan dua lintasan memiliki sekurang-kurangnya satu

sirkuit.

_—
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BAB ITI
POHON (TREE)

Konsep pohon adalah sangat penting dalam teori graph, khu-
susnya untuk bidahg~bidang penérapannya. Pohon sangat bermanfaat
dalam menguraikan sesustu struktur vang melibatkan hirarki (ting-
katan). Contoh yang sederhana seperti silsilah keturunan seseo-
rang dalam suatu famili dan hirarki posisi dslam sebuah organisa-
si dan lain-1ain.

Bagian awal bab ini akan mambahas tentang pohon dan éifat—
sifatnya dan bagian akhir akan memperkenslkan pohon pembangkit
{spanning tree) dan keterkaitan antars sirkuit, pohon dalam sebu-

ah graph.

3.1 Pohon (Tree)
_Definisi 3-1

Pohon adalah sebuah graph terhubung tanpa sirkuit.

Dari definisi diatas jelas bahwa sebuah pohon harus meru-
pakan graph sederhana‘ vaitu tidak memiliki loop atau sisi para-
lei (karena kedua-duanya meﬁbentuk sirkuit). Gambar 3-1, adalah
contoh sebuah pohon. Pohon dengan dua, tiga dan empat titik ter-

tera pada gambar 3-2 o

y | /

Gambar 3-1
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Gambar 3-2Z2 Pohon dengsn satﬁ, dua, tiga dan empat titik.

~ Sebuah sungai dengan anak-anak sungai dsaspat disajikan de-
ngan pohon., Pengiriman surat sesual dengan kode pos dapat diker-
jakan dengan menggunakan pohon. Gambar 3-3 menvajikan pendistri-
busian =surat ke alamat masing-masing. Selurvh surat sampai padsa
kantor N dan kode pos surat tersebut dibaca dan dibagikan ke 10
cabang Nl R N2 , s Ng s NU , tergantung kode pos masing-
masing. Sampsi di cabang Ni dibagikan lagi sesuai dengan nowmor

kode pos dan beéitu seterusnya.

Gambar 3-3 Pchon pendistribusian surat

3-2. S5ifat-sifat Pohon
Teorema 3-1
Ada satu dan hanyva satu lintasan antara setilap pasang titik
di dalam sebuah pohon T .
Bukti:
Karena T graph terhubung, maka harus ada sekurang-kurangnya
satu lintasan antara setiap pasang titik di T. Sekarang ang-

gaplah bashwa antara dus titik a dan b di T ada dua lintasan
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vang berbeda. Gabupgan'dua lintasan ini asksn memuat sebuah
sirkuit dan T tidak merupakan sebuah pohon.

Teorema 3-2

Jika dalam graph @ ada satu dan hanya satu lintasan antars
setiap pasang titik, G adalah sebuah pohon.

Bukti:

KEeberadsan sebnah lintasan antara setiap pasang titik menja;
min bahwa G terhubung. Sebuah sirkuit Qalam suatu graph (de-
ngan dua atau lebih) mengakibatkan sekurang-kurangnya ada
sepasang titik a dan b yang d;hubungkan oleh .dua lintasan
vang berbeda dari a ke b. Karena G memiliki satu dan hanya
satu lintassn antara setiap pasang titik, G tidak memiliki

sirkuit. Karena itu G adalah pohon.

Teorama 3-3

Sebuah pohon dengan n titik mempunyai n-1 sisi

Bukti:

Teorema térsebut akan dibuktikan melalui induksi pada sejum-
lah titik-titik. Teorema diatas jelas berlaku untuk n=1,2Z,
dan 3 (lihat gambar 3-2). Anggaplah bahwa teorema tersebut
memenuhi untuk selvuruh pohon yang bertitik keecil dari n.
Dalam T, misalkan ek adalah sebush sisi dengan titik-titik
ujungnya vy dan V- Menurut teorema 3-1, tidak ada lintasan

lain antara \£] dan V3 kecuali ey - Karena i;u dengan membuang

ey dari T zksn terjsdi graph tak terhubung seperfi gambar 3-4
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Gambar 3-4 Pohon dengan n titik

Selanjutnya T-gy terdifi dari tepat dua komponen dengan ti-
dak ada sirkuit 4i T. Setiap komponen tersebut tentu merupa-
kan sebuah pohon. Kedua pohon tq dan t, ini memiliki sisi
vang kecil dari n masing-masingnya dan karena itu melalui
hipoteéis induksi masing-masing pohon tersebut berisi n-1
sisi. Jadi T-e, terdiri dari n-2 sisi. dengan menambahkan
. satu sisi.ek jumlah sisi dengan n titik adalah n-1.

Teorema 3-4

Graph terhubung dengan n titik dan n-1 sisi adalah sebuah
pohon.

Bukti:

Bukti teorema ini ditinggalksn bagi pembacs sebagai latihan.
Definisi 3-2

Sebuah graph terhubung disebut terhubung minimum Jika
dibuang sebarang satu sisi dari graph tersebut aksn memben-
tuk graph tak terhubung.

Teorema 3-5

Sebuah graph adalah pohon Jjika dan hanya jiks graph tersebut
terhubung minimum. |
Bukti:

Misal G adalah graph terhubung minimum, berarti dibuang seba-

rang satu sisinya, G akan membentuk graph tak terhubung.
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Dengan arti kata G tak mempunyai sirkuit atau G adalah po-
hon. Sebaliknya sndaikan G graph terhubung tak minimal, maka

di G sedem@kian sehingga G-e; ter-

harus ada sebuah sisi e. i

1

hubung. Oleh karens itu e. beradsa délam suatu sirkuit, stau

i
G tidak merupakan pohon.
Teorema 3-6

Graph G dengan n titik, n-1 sisi dan tidak ada sirkuait ada-
lah terhubung.

Bukti:

Andaikan ada G tanpa sirkuit yang tak terhubung dengan n ti-
tik. Dalam hal ini tentu G terdiri dari beberapa komponen.
Andaikan terdiri dari komponen g1 dan g5. Tambahkan sebuah
sisi e antaré titik vy di g, dan vy di g, (Gambar 3-5). EKa-
rena tidak ada lintasan antara vy dan v, di G, dengan menam-
bahkan e tidaklah membentuk sebuah sirkuit. Jadi € U e

adalah graph tanpa sirkuit yang terhubung dengan n titik dan

n sisi yang mana kontradiksi dengan jumlah sisinya n-1 sisi.

Vl e V2

L7

g1 E2

Gambar 3-5 Sisi e ditambahkan ke G = g1 U g5
Keenam teorema yang telah disebutkan diatas dapat diring-
kas dengan mengatakan bahwa berikut ini adalah 5 definisi pohon
vang setara. Sebuah graph G dengan n titik disebut pohon Jika

1. @ terhubung dan tanpa sirkuit, atan
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2. G terhubung dan memiliki n-1 sisi, atau

3. G tanpa sirkuit dan memiliki n-1 sisi. atau

4. Ada tepat satu lintasén antara setiap pasang titik di G, atan
5. G adalah graph terhubung minimal.

Setiap pohon memiliki beberapa titik pendant ( yaitu titik
vang berderajad satu). Berapa banvaknya titik pendant dalam
sebuah pohon dinyvatakan dalam teoremsa berikut.

Teorema 3-7

Dalam sebarang pohoﬁ T (dengan dua atau lebih titik) ada
sekurang-kurangnya dua titik pendant.

Bukti:

Dari teorema 3-3 diketahui bahwa banyaknya sisi pohon T dengan
n titik adalah n-1. Jadi seanaainya xiEiT maka

d{x;)+d(xod)+. ...t +d(xp?> = 2(n-1) ..... *

Karensa tidak ada wvang berderajad.nol maka sekurang-kurangnyva
ada dua titik yvang herderajsad sstu atau sekurang-kurangnys
ada dua titik pendant di T.

3-3. Jarak Dan Pusat Pohon

Definisi 3-3

Dalam Graph terhubung G jarak d(vi,vj) antara dua titik \£]

dan v adalah panjang lintasan terpendék dari \£] dan A&

Dalam gambar 3-8 beberapa lintasan dari Vl sampai \Z
adalah (a,e}, (a,c,f), (b,c,e), (b,f), (b,g,h), dan (b,g,1i,k).
Dari semua lintasan tersebut yang terpendek adalah dua sisi. Oleh

karena 1itu d(v,,vy) = 2.
MILIX UPT PERPUSTAKAM
IiP PADANG :
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Dalam sebuah pohon, karena ads tepat satu lintasan santara

dua titik, perhitungan jaraknya lebih mudah.
d Va

. { :
Gambar 3-8 Jarsk Antara Vl dan Vo

Definisi 3-4
Eksentrisitas E(v) sebuah titik v pada graph G adalah Jarak
qari v ke titik wvang terjauh dari v, atau

E(v) = max (d{(v,viJ)

Pusat G adalah titik viE'G vang eksentrisitasnya paling ke-

cil.

Pads Gambar 3-7 eksentrisitas masing-masing titik ditulis

disebelah titik tersebut. Pohon ini memiliki dua titik vang ek-

sentrisitasnya sama. O0leh karena itu pohon ini memiliki dua pusat.

[

3 3°

Gambar 3-7 Eksentrisitas titik sebuah pohon
Teorema 3-9
Setisp pohon memiliki satn atau dua pusat.
Bukti:
Jarak maksimum, Max d(v,v.) dari snatu titik v terhadap

titik vy terjadi hanya jika vj adalah titik pendant. Dengan

pengamatan ini andaikan kita mulai dengan sebuah pohon T

47



vang wmemiliki tebih dns fitik. Menuirnt fearems 23-7 pohaon
.tersebut harus mempunxgij dua atau lebih titik pendant.
Hilangkan seluruh titiﬂ pendant dari T. Hasilnxa;:gnaph-'Tf
masih merupakan pohon. Bsgaimana tentang eksentrisitas ti-
tik-titik di T% ? Dengan menghilangkan seluruh titik pendant
dari T akan mengurangi eksentrisitas +titik-titik di T*
sebanyak satu. Karena itu seluruh titik-titik ysang berperan
sebagai pusat di T, akan tetap menjadi pusat juga di T°'.
Dari T kita buang 1sgi seluruh tifik pendantnyva dén
diperoleh pohon T''. Teruskan proses ini (seperti Gbr. 3-7)
sampal tinggal sebuah titik (yang mana sebagai pusat T) atau
sebuah sisi (yang titik-titik ujungnya adalah pusat T).

Dari teorema diatss jelas bahwé jika sebush pohon T memili-

ki dua pusat, pusat-pussat tersebut haruslsah adjacent.

6
6
9 2
4
T i J L x
, | T’
c B A c c
3 4 B~ 4 3 32 3% 43 et
°® ﬁa 3 A 5\ 4! ce) 2 )
) Gambar 3-7 Menemuksn Pusat Pohon

Penerapan tentang pusat suatu graph dapat dilihat dalam
komunikasi diantara 14 peserta vang kondisinya =zeperti pads gam-
bar 3-7(a), tiap peserta diwakili oleh sebuah titik dan hubungan
komunikasi antara dua peserta ditunjukan oleh =zizi. Karens graﬁh
tersebut terhubung, maka seluruh anggota dapat dicapai oleh
sebarang peserts, baik secara langsung maupun melalui peserta la-
in. Eksentrisitas setiap titik, dalam hal ini, menunjukan betapa

dekatnya sesegrang dengan anggota yang terjsuh. Dalam gambar
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3-7(ay, titik ¢ seharusnya menjadi pemimpin group tersebut jika

keterdekstan komunikasi menjadi kreteria untuk menjadi peﬁimpin.
Definisi 3-5 '
Radius pohon adalah eksentrisitas dari titik pusatnya.

Diameter pohon adalah panjang lintasan vang maksimun.

3-4 Akar Pohon dan Pohon.Biner

Sebuah titik dalam suatu pohon disebut skar pochon jika ia
dibedakan dengan seluruh titik-titik lainnya. Sebagai contoh pada
gambar 3-3 titik N dibedskan dengan titik-titik lainnva. Oleh
karena itu N dapat dianggap akar dari pohon tersebut. Dalam sebu-
ah diagram pohon, skar tersebut akan digambar berbeda dengan ti-
tik lainnya yaitn dengan melingkungi titik tersebut dengan segi-
tiga. Seluruh akar pohon dengan empat titik ditunjukan pada gam-

bar 3-8.

Gambar 3-8 Akar Pohon dengan 4 titik
Hal khusus dari akar pohon_disebﬁt akar pohon biner. Pohon.-
biner didefinisikan sebagai sebuah pohon dimana ads .tepat satu
titik vang berderajad dua dan sisanya berderajad satu atan tigs

(Gambar 3-9).

level O
level 1 -~ fsyﬁf”ﬁ
level 2 ) -
level 3
level 4
Gambar 3-8 Tiga Belas titik pohon biner level 4
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Karena titik vang berderajad dus berbeda dengan seluruh
titik vang 1lain maks titik ini berfungsi sebagai sebuah akar.
Jadi. setiap poheon biner adalsh aksar pohon. Dari ‘definisi pohon
biner tersebut dapat dihasilkan dua sifat pohon biner, yaitu:

1. Banyaknyva titik n dalam sebush pohon biner selalu ganjil. Ini
karena adanya tepat ssatu titik berderajad genap dan sisanya
n-1 titik Dberderajad ganjil. Karena menurut teorema 1-1
banyaknya titik berderajsd ganjil adalah genap maka n-1 :
adalah genap. Oleh karena itu n adalah ganjil.

2. Andaikan p adalah banyaknya titik pendant dalam pohon biner T,
maka n-p-1 adalah banyaknya titik berderajsd tigs. Karena itu
banyaknya sisi dalam T sama dengan

1/2 {p + 3{(n-p-13+2} = n-1
p = (n+1)/2

Titik nonpendant dalam sebuah ﬁahon disebut titik internsal.
Dari Persamaan diatas dapat disimpulkan bénvaknya titik internal
dalam pohon biner adalah satu kurangnya dari banyak titik pendant
{(mengapa Y)., Dalam pohon biner sebuah titik vy digebut berada
pada 1level L; Jika vy berada pada jarak L; dari akar. Jadi akar
berada padsa level nol. Gambar 3-9 menunjukanllﬁ titik pada pohon
biner berlevel 4. Banyaknya titik pada level 1,2,3 dan 4 hertu-
rut-turut adalah 2,2,4 dan 4.

Dalam pohon biner hanyas ada satu titik (akar) péda level G,
paling banyvak dus titik padas level 1, paling banyak 4 titik pads
level 2 dan seterusnya. Karena itu banyak maksimum titik yang
mangkin dalam pohon biner berlevel k adalah:

20 + 21 4 22 4 L, + 2K b3 (k)

Level maksimum, Lmax’ dari sebarang titik pads sebuah pohon biner’
MILIE UFT PERPUSTARAM:
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disebut tinggi pohon.

Dari (¥) diperoleh, dengan rumus jumlsh deret ukur

2kl sen 1)
£k + 1 >2log(n+1)

k >21log (n+1) - 1

minimom k = Min L = [2log(n+1) - 1]

maks
.Untuk membangun pohon biner sehingga ada titik yang pa-
ling terjauh dari akar, maka haruslah setiap level mengandung
tepat dus titik, kecuali level 0. Karena itn
Maks Lmaks = (n-1)/2
dan maks L

Untuk n = 11, min L dapat ditunjukan pada

maks maks
gambar 3-10 dibawah ini.
level . level

B W M

5

min L = [(%log 12)-1]  maks L., =(11-1)/2

maks

(a) ' (b)

Gambar 3-10 Pohon Biner dengan 11 titik
Definisi 3-6
Panjang lintasan luar sebush pohon adslah panjang linta-

san dari akar ke seluruh titik pendant.
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Pada gambar 3-8 panjang lintasan lusar pohon tersebut adalah:
1+3+3+4+ 4+ 4+ 4 =23
Panjang Lintasan Berbobot
Dalam penerapannysa, setiap titik pendant v;3 dari pohon bi- '

ner dihubungkan dengan bilangan resal positif w Jika diketshui

j .
WisWo, oot s W s masalahnya adalah bagaimana mengkonstruksi sebuah

pohon biner (dengan m titik pendant) sehinggsa
W L minimum, dengan Lj adalsh level titik

pendant v;, dan jumlah tersebut diambil untuk seluruh titik pen-
dant. Sebagai contoh perhatikan ilustrasi berikut.

Sebuah mesin dibuat untuk memisahkan (melalui serentetan
percobaan } mata wnang logam yang dimasukan kedalam mesin tersebut.
Hanya mata uang Bp.5, Rp.25, Rp.50 dan Rp.100 yang dapat lewat
dalam mesin tersebut. Andaikan peluang mats usng Rp.5, Rp.25,
Ep .50 dan Rp.100 berturut-turnt 0,058, 0,15, 0,5, dan 0,30. Seti-
ap percobaan menghasilkan pemisahsn 4 jenis usng logam tersebut
kedalam dus himpunan saling lepas dan meletakan mata uang yang
tidak dikenal pada satu dari dua himpunan tersebut. Jadi -untuk 4
mata uang éda 23 - 1 percobaan. Jika waktu vang diperlukan un-
£uk setiap percobaan adalsh sama, reentetan percabaan manakah
vang menghasilkan waktu terkecil untuk memisahkan'mata upang ter-
sebut ?

Pemecahan tersebut memerlukan konstruksi pohon biner de-
ngan 4 titik pendant Vi, Vg, ¥3 dan vy dengan bobotnya masing-

masing W1=U,05, w220,15, w320,5 dan w420,3 sedemikian sehingga
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Li Wy minimum. Pemecahan tersebut diberikan pada gambar

3-11(a) dengan waktn vang diharapkan adalah 1,7 %t dengan t ada-
lah waktu vang diperlukan setiap percobasan. Berbeda dengah gambar

3-11¢(b), waktu yang diperlukan adalsah 2t

Zwil =17 zTucl =2

Tidat FPJO 0,05 0.05 0,95 .3
0,05 op5 Gambar 3-11 Dua pohon biner

3.5 Henghitung Pohon
Pertanyasan tentang banyak pohon yang berbeds dapat diben-
tuk dengan n titik pertama kali diasjukan oleh Arthur Cayvlevy pada

tahun 1857. Jika n=4 sebagai contoch, diperclsh 16 pohon (Gaﬁbar

3-12).
~C/— D ‘ ](‘_ ;ED C Xy} [}
A B AX. 9 A B 2
pZ
c ) C - D C D D
A B A——————— B A B )
cte—w—» ¢ D c c

A l D >

<5 A B &::>y<i:f Aj:>x<:jb

¢ D ¢ D c D c I. D
Gambar 3-12 Enam Belas Pohon dari 4 titik
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Sebuah graph, dimana setiap titik diberikan sébuah nama
atau label yang khusus (tidak ada dusa titik memiliki label yang
sama) disebut graph berlabel. Perbedaan antara graph berlabel dan
tak berlabel adalah sangat penting bila hendak menghitung banyak-
nya graph yang berbedsa. Sebagai contoh empat graph baris pertanma
" pada gambar 3-~12 dihitung empat pohon yang berbeda (meskipun
graph-graph tersebut isomorphisma) karena titik-titiknya berlabel.
Jika tidak ads perbedaan antara A,B,C dan D, empat pohon-ini di-
hitung satu macam. Jadi seasndainys graph tersebut tidak berlabel
maka banyaﬁnya pohon yvang terjadi adalah empat.

Teorema 3-10 (Teorema Cayle?)

Banyaknya pohon berlabel dengan n titik (n»2) adalsh nP 2
3.6 Pembangkit Pohon (Spanning Trees)

Definisi 3-7

Sebuah pohon T disebut pembangkit pohon graph terhubung G

Jjika T merupakan graph bagian G dan T memuat seluruh titik-

titik G.

Sebégai contoh graph bagian dengan gsris tebal padas gambar 3-13
adalah pembangkit pohon. Pembangkit pohon merupakan pohon maksi-
mumn {(dengan panyak sisinya maksimum) diantara seluruh pohon di G.
0leh karena itu pembangkit pohon disébut Juga dengan pohon maksi-

mam dari G.

Gambar 3-13 Pembangkit Pohon
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Teorema 3-11

Setiasp graph terhubung G memiliki sekursng-kurangnya satu
'pembangkit pohon.

Bukti:

Jika G memiliki =zebuah sirkuit, buang sebuah si=si dari
sirkuit tersebut dan graph yang‘terjadi tetap terhubung
sekaligus sebagai pembangkit pohon. Jika G mengandung
banyak sirkuit, ulangi operasi distas sampai sebuah sisi
dari sirku;t vang terakhir dibuang dan terjadilah graph
terhubung tanpa sirkuit dan melalui semua titik di G.
Graph yang tersakhir ini membentuk pembangkit pohon.
Definisi 3-8

Sebuah sisi dalam sebush pembangkit pohon T disebut dahan
(branch). Sebuah sisi G vang tidak berada pada pembangkit

pohon disebut ranting (chord).

Pada gambar 3-13 sisi by, b23 bg, b4, by dan bg disebut
dahan (branch) dari pembangkit pohon, sedangkan sisi-sisi C1, Co,
€3, €4, Cg, Cg, Cy dan cg disebut ranting (chord). Dahan dan
ranting vang didefinisikan diatss hanva memandang terhadap pem-
bangkit pohon yang diketahui. Mungkin saja terjadi sebuah sisi
menjadi dahan pada pohon Tl dan ranting pada T2.

Jika T adalsh pembangkit pohon dan T adalsh himpunan ran-
ting-ranting dari sebuah graph terhubung G naka

TUT =&
Teorema 3-12
Dengan mempe%hatikan terhadsap sebaranﬁcgemban kit thon—

MIL PT PERPUSTAK AL
nye, sebuah graph terhubung G dengan1ﬁi§;t%%§%apwﬁf sisil
g L =X b b
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memiliki n-1 dahan dan e-n+l rantipg.
Definisi 3-9
Jika n adalsh banyak titik di G dan e banyaknya sisi di G_
dan k banyaknya komponen di G maka
Rank r = n - k
Kenclan (nulity) u = e - n + k
Dari definisi diatas jelas bahwa rank dsri graph terhubung
adalah. n-1 dan kenclan e-n+l. Kalau dilihat definisi 3-89 terse-
but dapat disimpulkan bahwa arti dari kedua istilah tersebut
adalsah

Rank G banyvaknys dshan pads pembangkit pohon

banyaknya ranting di G

I

Kenolan G

Rank + Kenolan = banysk sisi di G

Teorema 3-13 ‘

Graph terhubung G adalah pohon jika dan hanya jika penam-
bahan sebuah sisi antara sebarang dua titik di G membentuk
tepat satn sirkuit.

Bukti:

Andaikan G tersebut pohon. Dari sini kita peroleh bahwa

untuk setiap pasang x; dan x: di G hanva ada tepat satu
1 J

lintasan. Tambahan sisi e yang menghubungkan X3 dan %3

berarti ada tepat dua lintasan dari X5 ke x. atau adas .te-

3
pat =atun sirkouit di G. Sebaliknvs andaiksn ada tepat satu

gsirkuit di G akibat penambahan sebuah sisi yang menghubung-

kan x; dan X3 . Berarti ada tepat dua lintasan dari x; ke
x5 . Ambil salah satu sisi antara x; dan X5 maka berakibat-
kan ada-tepat satu lintasan dari x; ke x; atau G adalah
pohbn.
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Definisi 3-10

Misal T adsalsh pembanékit prohon pads graph. terhmbnng Q.
Girkuit Fungamental adslsh sirkuit vang dibentuk dengan
penambahan sebuah ranting pada T.

Biasanya dalam graph terhubung G terdapat sejumlah bhesar
pembangkit pohon. Dalaﬁ berbagai_penerapan kita memerivkan selu-
ruh pembangkit pohon. Satu cara menghazilkan ,pembaggkit pahon
rada suatu graph dimuiai dari sebusah pembangkit pohon yvang sudah
diketahui, katakanlah pohon Tl {a b c d pads gambar 3-14).
Tambahkan sebuah ranting, katakan h, terhadsp pohon Ty. Hasil
vang terakhir 1ini akan membentuk zirkuit fundamental (b ec h d
prada gambar 3-14). Hilangkan sebgrang dzahan, katakan ¢, dari
sirkuit fundamental b ¢ h d, dan akan membentuk sebuah pembsngkit
pohon T, vyang baru. Menciptakan sebuah pembangkit pohon dari

pembangkit yang lain melalui penambahan ranting atsu menghilang-

kan cabang-cabang yang tepat disebut transFformasi pohon elemsnter,

Ty Ty T3

Gambar 3-14 Graph dan tiga pembangkit pohonnya

Definisi 3-11

Jarak antara dua pembangkit pohon Ti dan Tj, dilambéngkam
dengan d(Ti,Tj), dari sebuah graph G adalah banyaknya sisi
sisl G yvang berada pada satu pohon tetapi tidsk pada vang

lainnya.
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Sebﬁgai contoh pada gambar 3-14 d(TZ,Ts) = 3. Jika TiCD Tj
adalah jumlah pembangkit pohon Ti dan Tj di G, maka Ti(9 Tj a&a—
lah graph bagian G yang memuat seluruh sisi-sisi di graph G  yang
berada di Ti atau Tj tetapi tidak pada kedua-duanva. Jika HN(g)
melambangkan banvaknys sisi-sisi di graph G, maka dari definisi

d(Ty,T5) = L7y NCT; @ Ty

Bilangan d(Ti,Tj}menunjukan banyaknya transformasi pohon elemen- .

.ter minimum dari T ke Tj
Teorema 3-14
Jarak antara pembangkit pohon dari sebuah graph adalzah
metrik, yaitu memenuhi
d(T;,T3) 20 dan d(T;,T3) = 0 jhj T;=T;
d(T;,T45) = d(T;,T;)
d(T;,T;) d(T;,Ty) + d(Ty,T;)
Teorema 3-15 .
Piawali dari sebarang pembangkit pohon dari sebuah graph
G, kita bisa memperoleh setiap pembangkit pohon G dengan

menggunakan transformasi pohon elementer.

Karena dalam sebuah graph terhubung G ber-rank r, (bertitik
r+1) sebuah pembangkit pohon memiliki r sisi, maka diperoleh ha-
sil berikut:

Jarak meksimum antars sepssang dus pembangkit pohon di G adalah
max d(T;,T;)= 1/2 max N(T; @ T5) <r ....... %

Juga, Jjika u adalash kenolan dari G, maka tidak lebih u sisi dari

pembangkit pohon Ti vang dapat ditempatkan lsgi untuk mendapathkan

pohon Tj‘yang lain. OLeh karena itun

max d(Ti,Tj}iu ettt it et e { ¥ %k )



Dari (%) dan (%) diperocleh
max d(Ti,Tj} Lminu,r),
dimans (u,r) sadalsh bilsngan terkeecil dari dua u dan r graph
tersebut.
Definisi 3-12

Migalksn T . adalah sebuazh pembangkit pohon dari graph G,

0
dan max d(To,Ti) melambangkan Jerak maksimum antara T0 dan

seharang pembangkit pohon G yang lain. Maka T disebut

0
pohon pusat (central tree) G jika
max d(TO,Ti} <max d(T,Tj}
i 3
untuk setiap. pohon T di G
Konzsep pohon pusat bermanfaat dalam menghitung seluruh pohon

dari suatu graph. Pohon pusat dalam sebuah graph pada umumnya

tidaklah tunggal.
3-7. Pembangkit Pohon dalam Sebuah Graph Terbobot

Sebagaimana vyang telash dibshas pada bagisn yang terdahulu,
sebuah pembangkit pohon dalam sebuah graph G merupakan graph ba-
gian minimal yang menghubungkan seluruh titik-titik di G. Jika
graph G adalah graph terbobot ( yaitu jika ada bilangan real yang
dikaitkan dengan sisi-sisi di G) maka bobot pembangkit pohon T di
_ G didefinisikan sebsagsi jumlah bobot seluruh dahan-dahan di T.
Pada umumnys pembangkit vang berbeda akan memiliki bobot vang
berbeds pulas. Pembangkit pochon yang memiliki bobot terkecil dalam
sebuah graph terbobot disebut psmbangkit pochon terpended  ataw
Jjarak pembangkit pohon terpendek atéu pﬁmbﬁﬂﬁﬁﬁtuﬁg§ﬁaﬂﬁ§f&ﬁﬁﬂw

HEE L At

WIe  PABANG
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Ada beberapa algoritma untuk mencari pembangkit pohon vyang
terpendek dalam sebuah graph yang diketahui. Salah satunya dibu-
at oleh Kruskal‘adalah sebagail berikut. Daftarkan semua sisi-sisi
graph G dengan urutan naik bobotnya. Selanjutnya, pilihlah sebuah
sisi G yang terkecil. Kemudian untuk setiap langkah berikutnys
pilihlah (dari sisi G vang tersisa) sisi terkecil lainnya vang
tidak membuat sirkuit dengan pemilihan sisi sebelumnya. Lanjutkan
sampail n-1 sisi vang terpilih dan sisi-sisi inilah vang membentuk
pembangkit pohon terpendek. Algoritma lain adalsh sebagail berikut.
Awali dari titik vy dan hubungkan titik tersebut dengan titik
vang terdekat (yaitu terhadap titik yang memiliki bobot terkecil
dibaris 1 pada tabel}, katakan v,. Sekarang anggaplah vy dan vy
sebagal satu graph bagian, dan hubungkan graph bagian ini ke ti-
tik vang paling terdekat (yaitu terhadap titik selain dari vy dan
vy vang memiliki bobot terkecil diantara selurﬁh bobot-bobot pada
baris 1 dan k). Misalkan titik ini adalah vj. Selanjutnys anggap-
lah pohon dengan titik Vi, Vi dan vy sebagai sebuah graph bsagian
dan lanjutkan proses ini sampai seluruh titik-titik n dihubungkan

dengan n-1 sisi. Berikut ini adalah ilustrasi dari metods ini.

Vl V2 V3 V4 V.5 VB
vy [- 9 16 11 10 17|
v, |10 - 8,5 19,5
vy {16 9,5 - 7 12
vy |11 7 - 8 7
vy |10 8 - 9
ve |17 19,5 12 7 g -

(a) ) (b)

Gambar 3-15 Pembangkit Pohon Terpendek pads Graph Terbaobot
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Graph terbobot vyang terhubung dengan & titik dan 12 sisi
ditunjukan padsa gambar 3-15(a) dan bobot masing-masing sisinya di
tabulasi pada gambar 3-15(b). Kita ambil dari N; dan pilih bobot
terkecil pada baris 1, yaltu (vl,ﬁz) atan (vl,vz}: Misalkan dipi-
ik (vl,v5} (kalau memilih (vl,vz) jugs - akan diperoleh pohon
terpendek yang berbeda dengan bobot yang sama). Titik yvang terde-
kat dari graph bagian (vl,v5) adalah Vg, sebagaimana dilihat pada
sebuah bobot baris 1 dan 5. Selanjutnya tiga sisi vang lainnya
dipilih sesuai dengan prosedur distas ysitu (vé,vs}, (v4,v3} dan
(v3,v2). Pembangkit pohon terpendek yang dihasilkan ditunjukan

pada gambar 3-15(a) yang bergaris tebal.
SOAL-S0AL

1. Gambar =zelurunh pohon vang berlsbel . dengan n titik untuk
n=1,2,3,4 dan 5

Z. Gambar seluruh pohon tak berlabel dengan n titik uantuk
n=1,2,3,4 dan 3

3. Gambarlah seluruh akar pohon yvang tak berlabel dan n titik
untuk n=1,2,3,4 dan 5

4. Ada 6 pohon yang berbeda (tidak isomorphisma) dengan & titik.
Dua diantaranya sudah diberikan pada gambar 2-4. Gambarkan
vang lainpya.

5. Buktikan teorema 3.4

6. Tunjuksn pada sebuah pohon bahwa diasmeter tidsk sams dengan
dua kali radius. Dalam kondisi bagaimanakah hal ini bisa

terjadi ?
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10.
11.

12.
13.
i4.
15.

15.
17.

18.

19.

20.

Gambarlah seluruh pohon (tak beriabel)biner dengan £ titik
bendant. Carilah psnjang masing-masingnya. Ada 6 pohon biner
tersebut, dan dua diantaranya digambar pada Gambar 3-10.
Gambar seluruh pembangkit pohon dari graph pada gambar 2-1.
Buktikan bahwa sebush sisi pendant (sebush =zizi yang mana satu
titik ujungnya berderajat satu) dalam graph terhubung G termu-
at dalam setiap pembangkit pohon G.

Buktikan teorema 3-8

Buktiksn teorema 3-12

Buktikan bahwa sebarang‘graph hagian g dari graph terhubung &
termuat dalam pembangkit pohon jika dan Hanya jika g tidak
memuaf sirkuit.

Berapakah ke-nol-an dari graph lengkap dengasn n titik 7
Tunjukan bahwa sebuah lintasan Hamilton adalah sebuah pem-
bangkit pohon.

Buktikan bahwa sebarang sirkuit di graph G sekurang-kurangnya
ada satu sisi persekutuan dengan himpunan ranting-ranting.
Buktiksan teoprema 3-12.

Carilsh =ebush pembangkit pohon yang berjarak 4 dendan pem-
bangkit pohon {bl,bz,bs,bé,b5.b5} pada gambar 3-13. Busatlsah
seluruh sirkuit fundamental dengan memandang terhadsp pembang-
kit yang baru tersebut.

Tunjukan bahwa jarak antara dua pembangkit pohon sebagaimans
yvang didefinisikan dalam bagian in; adalah metrik.

Mizal v adsalah sebush titik dalsm graph terhubung G. Buktikan
bahwa ada sebuah pembangkit pohon Tdi G sedemikian sehingga
jarak setiap titik dari v sama dengan di G dan T.

Misal T4 dan Tz adalah duz pembangkit pohon dari sebuah graph
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terhuhung G. Jika sisi e berada di Tl tetapi tidak di T2 buk-
tikanlah bahwa ada sisi f lain di Tz tetapi tidak di Tl sede-
mikian sehingga graph bagian:

(Tl—e) J f dan (Tz—f) U e jugs merupakan pembangkit pohon'G
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BAB IV

Penyajian Graph dengan Matrik

Meskipun penyajian piktofial gebuah graph sangat memudah-
kan untuk studi visual, masih ada penysajian lain yang lebih baik
vaitn dengan matrik. Melalui matrik, kita dapat juga menerapkan
sifat-sifat aljabsr matrik untuk mempelajari sifat-sifat struktu-
ral sebuah graph dari segi aljsbar.

Dalam bab ini akan dibahas dua penyajian matrik sebuah
graph vang serig digunaksn. Juga korespondensi.antara sifat-sifat

teoritis graph dan sifat-sifat matrik skan dipelsajari.

4-1. Mairik Insident
Defipisi 4-1
Misal & adalah graph dengen n titik , e sisi, dan tidak adsa
loop. Matrik A = (a;;1 dengan n baris dan e kolom yang unsur-
unsurnya diberikan oleh:

1 jika sisi ej insiden pada titik vj

ala =

0 lainnya
dizebut matrik insiden sisi-titik atau secaras singkat matrik

in=siden.
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1‘73 VB
h =)
e /b
Va4
va
N S ¢
Vl i V5
d
o (&)
a b c d € f g h
vy p8 0 0 1t 0 1 0 0]
v {8 0 ©o 0 1t 1 1 1
vg| 0 0 B8 0 0 0 0 1
Vy 1 1 1 0 1 g G 0
vg | 0 0 1 1 0 0 1 @
v -1 1 0 0 0 0O 0 @8-

(bl

Gambar 4-1 Graph dan Matrik Insidennys

Msatrik A untuk sebuah graph G seringkali ditulis A{G).
Sebuah graph dan matrik insidennya ditunjukan pads gambar 4-1.

Matrik insiden hanva memuat dua unsur 0 dan 1. Matrik yang
seperti itu disebut matrik biner ﬁtau matrik-(0,1). Kalau diberi-
kan representasi geometri sebuah graph kita dapat dengan mudah
membuat matrik insidennya. Begitu Jjuga sebaliknya, jika diberikan
matrik insiden A(G), kita dapat mengkonstruksi graph G s=ecara
geometris. Jadi matrik insiden daﬁ graph Ssecarsa geometris
mengandung informasiuyang sama. Kedua-duanyvas merupakan dua cara
penyajian grafik yang sederhana.
Dari matrik insiden diperoleh sebagai berikuot.

1. Karena setiap sisi adalah insiden hanya pada dua titik, setiap
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kolom A mempunyal tepat dua angka 1.

2. Banysknya angka 1 disetiap baris sama deﬁgan derajad titik
vang bersesuaian.

3. Baris yang =zeluruhnya mengandung angka 0 maksa titik vang ber-
sesuaian adalah titik isolasi.

4., Sisi vang sejajar dslam sebuah graph menghasilkan kolom vyang
sama dalam matrik insidennvya, sebagai contoh kolom 1 dan 2 da-
lam gambar 4-1.

. 5, Jika sebuah graph G tak terhubung dsn terdiri dari dua kbmpo—

nen gy dan g2, matrik insiden A(G) graph G dapat ditunlis dalam

bentuk blok diagonal

- 0 {A(gz)
dimana A(gl) dan A(gz) adalsh matrik insident dari komponen g4

dan Eo. Inl berarti bahwa tidak ada sisi di g1 insiden dengan
titik-titik di = atau sebaliknya.
Teorema 4-1
Dua graph Gl dan Gz adalah isomorphisma jika dan hanva jika
matrik insidennys A(G5) berbeda hanya melslui permutasi ba-
ris dan kolom.
Rank Hatrik Insident
Setisp baris dalam matrik insident A(é) bisa dianggsp se-
bagali vektor-vektor dalam ruang vektor graph G. Misalkan vektor
dalam baris pertama disebut Al,_dalam baris kedusz ﬁz, dan sete-

rusnya. Jadi
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A(G) = P (k)

Kzrens ads tepat dua sngka 1 disetisp kolom A, Jumlah se-

luruh vektor ini adslah 0. Jadi vektor-vektor Al,Az,....A adalah

n
tidak bebas linier. Karena itu rank A kurang dari n, atau rank
A<n-1

Sekarang perhatigan jumlah sebarang m dari n vektor ini
(m £ n-1). Jika graph tersebut terhubung, A(G) tidak dapat di-
partisi, sebagaimara (x), =ehingga A(gq) terdiri m baris dan
~ A(g5) terdiri n-m baris. Dengan kata lain, tidak ada m melalui m
submatrik A(G) dapat ditemukan, untuk m< n-1, sehingga Jumlah
module 2 dari m baris tersebut sama dengan nol.

Karena hanya ada duz konstanta 0 dan 1 dalam matrik ini,
penambahan seluruvh vektor yang diambil m pada saat m=1,2,...,n-1
menghasilkan seluruh kombinasi linier dari n-1 vektor baris. Jadi
kita' telah menunjukan bahws tidak ada kombinasi linier dari nm
vektor baris A (m<n-1) yvang sama dengan nol.Karena rank A(G)

tidak lebih dari n-1 dan tidak kurang dari n-1 mesks rank A(G)

tepat sama dengan n-1. 0Oleh karena itu timbullah teorema 4-2.

Teorema 4-2
Jika A(G) adsalsah matrik insiden dari graph terhubung G de-

ngan n titik, rank A(G) = n-1

Jika kita menghilangkan sebarang satu sisi dari matrik insident
graph terhubung, sisa n-1 vektor bsris adalsh submatrik ‘dengan

rank n-1. Dengan ksats lain, siss n-1 vektor baris adsliah bebas

67



linier. Jadi kita hanys perlu n-1 baris dari matrik insident
untuk membentuk graph komplit vang bersesuaian. Dengan kata 1lain
diberikan n-1 baris, kita dapat dengan mudah membangun kembali
baris yvang hilang, karena setiap kolom dalam matrik memiliki te-
pat dus angks 1.

Submatrik Ay dari A yang terdiri (n-1) baris disebut
matrik insiden fersduisi, Titik yang bersesuaian terhadap baris
vang dibuang di Ap disebut titis referensi, Jelaslah bahwa seba-
raﬁg titik pada graph terhubung dapat dibuat sebagai titlk refe-
rensi. Karena sebuah pohon merupsksn graph terhubung dengan n ti-
tik dan n-1 sisi, matrik insident tereduksinys merupakan matrik

bujur ssngkar berorder n dan rank n-1.

Corollary
Matrik insident tereduksi dari sebuah pohon adalah non sing-

gular.

4-2 Matrik Bagian A(G)
Definisi 4-2
Misalkan g adalah sebuah graph bagian G dan misalkan Alg)
dan A(3) mssing-masing adalah matrik insident dari g dan G.
Maks A(g)'adalag matrik bagian dari A(G).
bari definisi distas jelas bahwa matrik bagian A(G) berse-
suaisn dengan jenis khusus dsri graph bagian seperti pembangkit

pohon.
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Teorema 4-3 .
Misal A(G) adalah matrik insident‘sebu&h graph terhubung G
dengan n titik. Matrik bagian dari A(G) dengan n-1 baris
adalah non singgular jika dan hanya jika (n-1) sisi berse-
suaian dengan (n-1) kolom dan matrik ini membentuk penbang-
kit pochon di é.

Bukti
Setiap matrik basgian bujur ssngkar berordo (n-1) di A(G>
adalah matrik insident tereduksi dari graph bagian yang sa-
ma di G dengan (n-1) sisi dan begitu juga sebaliknya. Menu-
rut uraian sebelumnya, jelas bahwa matrik bagian bujur
sangkar A(G) adeslah non singgular jika dan hanya Jiks
graph baéian vang bersesusian adalah pohon. Pchon dalam hal
ini merupakan pembangkit -pohon, karensa memuat n-1 sisi dari
graph n titik.

4-3 Matrik Sirkuit
Definisi 4-3
Missl banysk sirkuit yvang berbeda dalam sebuah graph G ada-
lah q dan banyaknya sisi G adalah e. Hatrik sirkuit B:[bij]
dari & adelsh sebuah matrik berordo g x e dengan sifat se-
bagai berikut.

bij{z 1 jika sirkuit ke-1i meliputi sisi ke-J

0 lainnya

1

Untuk menekankan bahwa B adslah matrik sirkuit dari graph
G, matrik sirkuit bisas juga ditulis sebagai B(G). Graph pada
gambar 4-1 (2) memiliki 4 sirkuit yang berbeda, {a,b}, {ec.,e.,g},

{d,f,g} dan {c,d,f,e}. Karena itu, matrik sirkuitnya terdiri 4
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haris dan 8 kaolam, aftan

1 1 1 0 o 0 0 0 0}
B(p} 2 §; g .1 0 .1 0 1 0
3 0 C C 1 G 1 1 0
4 0 0 1 1 1 1 g 0

Beriknt ini adsalah sifat-sifat wyvang berlaku pada wmatrik

sirkuit B(G)

1.

Sustu kolom dengsan nol semuanys berarti sizi yvang bersesuaian
tidak anggota sebarang.

Setiap baris B(G) adalah vektor sirkuit.

Tidak seperti matrik insident, sebuah matrik sirkuit bisa
menyajikan sebuah loop, baris yang bersesuaian memiliki angka
1 yvang tunggal.

Banyak angks 1 dalam seb;ah beris sama dengan banvaknya sisi
dalam lintasan yang bersesusian.

Jika graph G dapat dipisahkan (tak terhubuﬁg) den terdiri dua
blok (komponen) g4 dan g5, matrik sirkuit B(G) dapat ditulis
dalam berituk block-diagonal seﬁérti

B(gy) | O

0 iB(g2)
dimans B(gl) dan B(gz) adalah matrik sirkuit g, dan gy
Permutasi sebarang dua baris ataus kolom dalam sebuah matrik
sirkuit bersesuaian dengsn penamaan kemball (relabelling)

sirknit-sirkuit dan sisi-sisi.
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Teorema 4-4
Misal B dan A adalah masing-masing matrik sirkuit dan
matrik insident (dari graph ﬁanpa loop) vang kolomnya disu-
sun menggunsakan urutan sisi,yéng sama. Maka setiap baris . B
adalah ortogonal dengan setiap baris 4
atau
A.BL = B. AT = O(mod 2) dengan AT = Tranpose A
Bukti:
Anggaplah =sebuah titik v dan sebuah sirkuit S5 beradz -di
graph G, baik v di T atau tidak. Jika v tidak d4i L, maka -
tidak ads sisi pada sirkuit S yang insident pada v. Seba-
liknya, jika v bérada di S5 maka banyaknya sisi tersesbut di
sirkuit S vang insident pada v adalah du=s.
Anggaplsh baris ke-i di A dan baris ke-3j di B. Karena sisi
disusun dalam uruvtan yang sama, unsur-unsur matrik vyang
tidak nol pada posisi yang bersesuain terjadi haya jika si-
si tertentu insident pada titik ke-i dan juga berada di
sirkuit ke-j. Jika.titik ke-i tiﬁak di sirkuit ke-j, maka
tidak ada unsur yang tidak nol tersebut dan perkalian titik
dua baris tersebut adalah nol. Jika titik ke-1 berada di
sirkuit ke-J, maka akan ada tepat dua angka 1 pada Jjumlah
dari . hasil kali unsur-unsur matrik tersebut. Karensa
1+1=0 (mod 2), perkalian titik sebarang dua baris dengan
satu baris di A dan lainnya di B adalah nol (terbukti)
Sebagai contoh, ambil matrik insident dan sirkuit tranpos
dari graph pada pada gambar 4-1(az). Setelah sisi-sisinya berada
pada urutan vang sama disetiap di setiap masing-masingyas dipero-

leh sebagai berikut:
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-1 0 0 0
-0 0 0 1 0 1 0 0 10 0 0
o 0 60 1 1 1 1 0 1 0 1
A.BT=]0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1t 1
1 1 1 0 1 0 0 @ 0 1 0 1
0 0 1 1 0 0 1 O 0o 0o 1 1
-1 1.0 0 0 0 0 0°- 01 1 C
0 0 0 O-
-0 0 0 0 '
00 0 0
= | o 0 0 o
0 0 0 0
0 0 0 O
0 0 0 0 -

4-4 Matrik Sirkunit Fundamental dan Rank

Himpunan sirkuit-sirkuilt fundamental dengan memperhatikan
sébarang prembangkit pohon dan sebuah graph terhubung, seperti
vang telah didiskusikan pada bab 3, hanva girkuit vang bebaz dsa-
lam sebuah graph. Sisa dari sirkuit-sirkuit terssbut dapat diper-
oieh dengan jumlah (kombina=si linier) dari sirkuit-sirkuit ini.

Definisi 4-4

Sebuah ﬁatrik bagian (dari matrik sirkuit) dimana seluruh
barisnya bersesusaian dengan himpunan sirkuit fundamental
disebut @marii sirtuit fundamental Hp

Gambar 4-2 menunjukan sebush graph dan matrik sirkoit
fundamentalnys dengan memandang terhadap sebush pembangkit - pohon

{vang ditujukan oleh garis tebal)}
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Gambar 4-2 Graph dan Matrik Sirkuvit Fundamental

Sebagaimana dsalam matrik A dan B, permutasi baris (atau
kolom)tidak mempengaruhi By. Jika n banyaknya titik dan e banyak-
nya sisi dalam graph terhubung maks By adalah matrik dengan c-n+1
baris dan e kolom, karena banyaknya sirkuit fundamental adalah
e-n+l dan setiap =girkuit fundamental dihasilkan oleh satu ranting.

Susun kolom di By sedemikian sehingga seluruh e-n+l ran-
ting Dbersesuaian dengan e-n+l kolom pertams. Selanjntnya susun
lagi baris-baris tersebut sedemikian sehingga baris pertams ber-
sesnaian dengan sirkuit fundamentsal yang dibuat oleh ranting pads
kolom pertama, bapis kedua terhadap sirkuit fundamental dibuat
oleh ranting kolom kedua dan seterusnya. Gambar 4-2(b) adalah ca-
ra bagaimana matrik sirkuit fundamental disusun.

Matrik By dapat ditulis dengan

Be = [I,!By]
dimana I, adalah matrik identitas berordo u = e-n+l1 dan By adalah
matrik bagian sisanys yang berordo u x (n-1), bersesuaian dengan
dahan-dahan pembangkit pohon.
Jadi rank Be = u = e-n+l
Karena Bf sdalah matrik bagian dari matrik sirkuit B, maka rank
B > e-n+l, sehingga timbulah tecorema berikut.
Teorema 4.5 . :
Jika B adalsh matrik sirkuit graph terhubung G dengan e
sisi dan n titik, maka rank B=e-n+l
Bukti:
Jika A adalah sebuah matrik insident G
A.BT = 0 (mod 2)
Oleh karena itu
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rank A 1| rank B < e

rank B < e - rank A karens

rank A =_h—1 maka rank B <e-n+l tetap1
rank B > e-n+1

oleh karena itn rank B = e-n+l

4-5 Hatrik AdJjacency
Definisi 4-3
Jika G=<V,E> adalah graph sederhana dengan V = {vl,vz,...vﬁ}
dan E adalah himpunan titik-titik. Matrik A berordo nxn
vang unsur-unsurnya a3 dengan

8z = ke-1 dan ke-j

! jika ada sisi antara titik
ij l

0 jika tidak ada sisi antaranys

disebut matrik adjacency.
Sebuah graph sederhana dan matrik adjancency ditunjukan

Qada gambar 4-3

Vi V2 V3 V4 V5 Vg

vy r0 1 0 O 1 1 -
ve |2 O ©0 1 1 0
v |0 0 ©0 1 0 O

X = vg4{0 1 1 0 1 1
vg |1 1 0 1 0 O
vgt1 o o0 1 o o A

Gambar 4-3 Graph Sederhsna dengan Matrik Adjacency-nya
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Pari matrig adjacency diperoleh sebagai berikut.
Unsur psada disgonal utama semuanya angka nol jika dan hanya
jika graph tersebut tidak memiliki loop. Sebuah loop pada ti-
tik he;i bersesuasisn dengan xj4 = 1
Dari definisi matrik adﬁacency tidak bisa diketshui apakah
graph tersebut memiliki sisi vang sejajar. 0leh karena itulah
mengapa matrik adjacency ini didefinisikan untuk graph tanpa
sisi sejajar.
Jika graph tidask memiliki loop dan tentu saja tidzk memiliki
sisi sejajar), derajat sebuah titik sama dengan banyaknya ang—l
ka 1 pada baris atau kolom vang bersesuaian dari X.
Permutasi baris dan kolom vyang bersesusian nengakibatkan
penyusunan kembali titik-titiknya. Harus diketzhuili bahwa baris
dén kolom harus disusun dalam vrutan yang sama. Ini berarti,'
jika dua baris saling dipertukarkan di X, kolom bersesuaian
harus juga dipertukarkém. Oleh karena itu dus graph Gl dan Gz
dengan tidak ada sisi yang sejajar adalah isomorphisms jika
dan hanya jika matrik adjacency X(Gq) dan X(Gg) bersifat

X(G5) = R X(Gy) R

dimana R adalah matrik permutasi.
Sebuah graph G adalah task terhubung dan berada dalam dua kom-
ponen g1 dan go jika dan hanya jika matrik adjscencynya X{(G)
dagat dipartisi sebagai

- X(g) t 0

0 1 X (g5 )"
dimana X(g4) adalah matrik adjacency komponen g4 dan X(gz}

adalah matrik adjacency komponen go. Partisi ini mengakibatkan
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bahwa tidak ada =sisi yang menghuﬁungkan sebarang titik di g1
ke sebérang titik di g,. ‘

B. Diketahui sebarang matrik biner bujursangkar @ yang simetris
bergfﬁe n, kita selalu dapat membuat sebush graph & dengan n
titik (tidak ada =sisi. sejajar) sedemikian sehingga @ adalsh

matrik adjacency dari G.

Pangkat dari X
HMisalkan matrik 6x6 pada gsmbar 4-3 dikalikan dengsasn diri-

nya sendiri. Hasilnya dilambangkan dengan X2 vaitn sebush matrik

6x8 yang simetris =zeperti beriknt.

- 3 1 1} 3 1 0 -

1 3 1 1 2z 2

X2 = 3 1 0 4 1 0
1 2 1 1 3 2
Lg 2 1 g 2 2 ¢

.

Nilai unsur di Xz selain pada disgonal utans

= Banyaknya angka 1 dalam perkalian titik (dot product) bari=z ke i
dan kolom ke j (ataun baris ke j) dari X

= Banyaknya posisi dimana kedua baris i1 dan J dari X memiliki
angka 1

= Banysknya titik-titik ysng adjacent dengan kedua titik ke i dan j

= Banyaknya lintasan berbeda yvang panjangnva dua antara titik ke 1

dan Jj.
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Dengan cara vang sama, unsur-unsur diagonal di Xz merupa-kan

banyaknya angka 1 pada baris ke i (kolom ke i) dari matrik X.

Jadi nilai setiap unsur diagonal di Xz sama dengan derajad titik

vang bhersesuaian, jika graph tersebut tidak memiliki loop.

Perhatikan sekarang perkalian berikgt.

-2 7 3 2 7 6
7 4 1 8 5 2
3 1 0 4 1 0
=2 8 4 2 8 7
7 & 1 8 4 2

-6 2 0 7 2 0 -

Mari kita perhatikan unsur ke 13 dari X3

Unsur ke-ij dari X5

Perkalian titik baris ke i dari X2 dan ko-
lom ke jJ dari X

n
g; pnsur ke-ik dari X2 . unsur ke-kj dari

Zi Banyaknya seluruh sisi berurutan vyvang '

k=1
berbeda dengan 3 sisi dari titik ke-i sam-

pai titik ke-3j melaluil titik ke-k
Banyaknya sisi berurutan yang berbeda de-

ngan tigs sisi antars titik ke-i dan ke-3

Sebagai contoh, perhatikan unsur baris ke 1 dan baris ke 5 pada X3

untuk graph gambar 4-3.

Baris 1 dari X% . baris 5 dari X = (3,1,0,3,1,0>.¢1,1,0,1,0,0)

= 3+1+0+3+040 = 7
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Tujuh‘ macsm Sisi berurutan yang masing-masingnya terdiri tigs
sisi antara vy dan vg adalah _ ]
{eg.eq.823, {ez’ezsez}:{es=es:ez},{ez=es=es}»{96’87’85}’{62’95:95}:
{eq,e4,852 '
Jelaslah ini meliputi seluruh lintasan yang panjangnya tig@
antara vq dan vy vaitu {eg,ep,e5} dan {e1,e4.e51 :
Teorema 4-B ) '
Jika: X adsalsh matrik adjscency sebuah graph sederhana G,
maka unsur baris i kolom j pada X* merupakan banvaknya sisi
berurut vang berbeda terdiri dari r sisi antara titik V3
dan titik V- I
Bukti: | ‘
Teorema tersebut memenuhi untuk r=1, dsn telah dibuktikan
untuk r=2 dan r=3. Dengan induksi dapat dibuktikan teorens
tersebnt berlaku untuk sebarang bilangan positif r. Dengan
katas 1lain anggaplah memenuhi untuk r dan kemudian hitung
unsur ke ij di X, dengan bantuan hubungan

X = 31 | x
sebagaimana halnya yang dilakukaﬂ untuk X3. Lasnjutan bukti

ini di=zershkan kepada pembaca.

Teorema 4-7

Dalam graph terhubung, jarak antara dua L£itik Vi dan v

J
{untuk i# j} adslsh k jika dsn hanya Jikas k merupakan bi-

langan bulat terkecil dimana unsur ke ij di Xk tidak nol
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Teorema 4-8
Jiga X adalah wmatrik sdjiacency sebuah graph G dengan n
titik dan |
Y=x+x24x3 4 4 gl o
meka G adalsh tak terhubung jika dan hanya Jjika ada sekn-
rang-kurangnya satu wnsur di matrik Y adalah nol.
Hubungan A(G) dan X(G)

Jika graph G tidak punya loop, matrik insident A(G) memuat
seluruh informasi tentang G. Sebaliknya, jika G tidak punya sisi
sejajar, matrik adjacencynya X(G) memuat seluruh informasi ten-
tang G. Karena itu, Jjiks sebusah graph G tidak memiliki loop maun-
pun sigi parslel (G graph sederhaﬁa) kedua A(G) dan X(G) memua£
séluruh informasi. Jadi jika graphnya sederhana, matrik A(G) bisa

diperoleh dari matrik X({(G) dan sebaliknva.

SOAL-SO0AL

1. Tuliskan matrik insidenet untuk graph sederhana berlabel pada

gambar 4-4
.Vl
V2 ..‘ . V3 . V4 . VS
M

Gambar 4-4 Graph nol dengan 4 titik
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