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KATA PENGANTAR

Puji syrrkur penulis panjad<an kehadirat Allah SWT, yang telalr memberikan

ralunat dan kanmial'Iya kepada penulis, sehingga penulis dapat menyelesaikan buku ajar

" Ana.lisis Riil 2" ini.

Brrlor ajar ini penulis sustm dengal maksud agar mahasiswa pengihrt mata ltliah
Analisis fuil 2 dapat lebih rnudah mempelajui dan memaharni materi mala kuliah ini,

karena rnateri Aualisis Riil agak stlit dipahami dibandiugkm dengan materi matematika

lainnya- Llnhrk ifu buku ajar ini disusun #demikian rupa sehingga lebih mudah

dipaharni.

Untuk setiap kegiatan bel4lar dalam buku qjar ini disediakan latihan sekaligus

dengan j awabarmya yang berfujuan unhrk melatih mahasiswa dalan memaharni konsep

yang terkandung dalam setiap kegiafan belajar. Di sarnping itu, setiap kegiatan belajar

juga dibuatkan ringkasar dari maleri yang dibahas. Setiap alfiir kegialan belajar

disediakan tes formati{ yang bertujrran rmhrk menguj i kemampuan mahasiswa tentang

materi yang sedang dipelajarinya"

Disarnping marfaat bagi mahasisrva, diharapkan buku qjar ini juga berrnmfaat

bagi dosen yang mengajarkm mala kuliah.ini. Kmena materi dalam buku ajar ini telah

dibagi atas beber4a kegiatan belajar, yahg dilengkapi dengan tujuan pembelajaran

uururn dan fujuan pembelajaran Hrusts- : ai

Dalam menyelesaikan buku ajar ini, p.euulis banyak mendryatkan bmhefl da'i

berbagai prhak Lrntuk itu pada kesempatan ini 1refi[is ucapkan terima kasih kepada ;

l. Bapak Drs. Mul*rni, M. Pd, ,"U"gl 
"-il- f 

adarn penulisan buLu ajar ini.
..4

2. Bapak Drs. Edwin Musdi, i\t. prnEsebagai Ketua Juflrsan Matematika

Universitas Negeri Padang. 7:

3. Bapak Drs. H. Idrus Rarnli, sebagai Dekan EMIPA Universitas Negeri

padarl4

4. Bapak Drs. Anu'an Gambut, I\{. A, sebagai Pimpinan Proyek Unit'ersitas

Negeri Padang.

Dar semua pihaL yang tela} ikut membaltu dalam penyelesaian buku ajar ini. Semoga

semuajasabaik beliau dibalasi oleh Allah SwT, Aflin.
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penulis rnenvadari, bahwa buku ajar ini ma.sih jauh dari kesempurnaan, urtuk inr

penulis sangal mengharqlkan kitik dan saran dari semua pihali, demi kesemPurnaan

buhr ajar ini pada edisi-edisi berikutrrya

Akhimya penulis mengharapkan agar buku ajar ini dapat bermanlbal sebagai

mala mestinya-

Padang Januari 2000
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BAB I
LIMIT FI]NGSI,

A. Pcngrutrr

Konsep limit smgat peding dalam maternatiks' krena banyak topik-topik

matematika yaag memertukaa koasep timit Pada bab id kits akatr menyqiikaa

konsep limit secra formal. Setetah itu kita akm metredukrtr kriteria dan kondisi

yang hrus dipenuhi agu suatu fungsi mempunyai lltrit di $ratu titik

Dalm menghihrng limit kita akan menggunakm atumo-duran du sifat-sift

yang aken diberikm pada pasal 1.2. Diantranya peljumlahrn, pengurmgnn'

perltalim, pembagim dan ketiptu da-i beber4a limit fungsi'

Padabagistrakhirdribabinikitaakanmemperlrraskonsep-konseplimit.
perluasan tersebut ade-a lfi timit sdu sisi (one-sided), tiEit hl( hin81p, dan limit di

hk hingga I\,Ideri ini akan dipelqiili relma 7 pertemuan

B. TuJurn Inrtr-trlond Unun

Setelah mempelqiri bab ini mrhnqiswa maqu menguasai konsep limit dan baryil

me ngguaakannya dalam soal-soal.

C. Tuluen Instr.t I lond Khur ur

Setelah nempelqiui bab ini mahasiswa maryu

-membuktikanlimiteuafufirognidenganmenggunahdelinisilimityaitudengan

menggunakan s-E.

- membuktikgn timit Euatu fitngsi dengan menggunakm konsep brisao

- membuktikan sustu fungsi tidak m.e$punyai linit di suatu titik

- membulditan sifst-sifat limit suatu firngsi denSan menggunakaa s'6'

- metrgguaa&an belema 4it dal-m menghitung limit sudu fungsi'

- membuldikan suatu soal denmn meaggunakan sifit'sift limil
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- membulcikan limit ltanan da'i suatu firngsi yang meryunyai linit lonan

- membuktikatr linit kiri dili sudr firngsi yarg meryunyai linit kiri.

- membuldikan soal-soal denga menggunaken konsep perluasm limit

D. Urrien Mrtori Kcgieten

,.t 1;.X lungri

1.1.1 Dclilri
Misalkm A e Rdance R

Titik c disebrt titik ctuster (timbun) dsri A jil(E untuk seti4 6 > 0 mekE 8d8

lingkungru-O, V5 (c) = (c-S, .c'l-6), dri c memud palhg sedikit eatu titik dri A yang

berbeda dengu c *qn [V5 (c) n A] \ {c}*4.
Perlu dicd bahu,a titik c mungkin anggota A mungkinjuga tidak anggote A

1.12Tcorcn.

Misallm Ae Rdqn ce R-

Titik c dieebd titik cluster (timbun) dri A jika dm hatryajika terdqd brism (e") di

A dengan ao * c, Vn e N r lim (a") = c.

Bukti.

(=). Misalkm c adaleh titik chrster (timbuo) dri A

Maka urfuk seti4 n e N, [V11" (c) n A] \ {c}+O er [(c-llqc]1/n) n Al \ {c}+O'

Maka tsrdryd sudu titik di [Vv. (c) n A] \ {c}. Misalkm titik tersebrf a" maka

ao e A d.'n ao * c dm lim (a") = c.

(e). Mitalkm terdryd brism (e") di A deqgan a" * c, Vn e N r lin(a') = c'

Krena lim(a") = c makaVS>0,3 K(E) e N; Vn > K(6) berlahr I a"- c l< 6'

Atau - 6 < ao - g q I qtqrr g - 6 < a" < c ] 6.

Jadi so € (c-6,cr6). Akibatnya [(c'6'cr6) n A] \ (c]*6'

Jadi terbukti bahsrs c adalah titik cluster dai A

.,



1.13 Dcliniri

Misalka A c R, f A -+ R d"" ce R adalah titik cluster dari A
Bilangan L disebd limit dari f di c jika untuk seti4 liqgkungarrs, VdL) = (LsI+s),

dsri L terd4at sebuah lingkungaa-6, V5(c) = (c-6,cr6) dari c se&mikim gshingga

uatuk seti+ x e V5(c)nA, x;rc maka(x) e V.(L).

Jika L adalah limit dri fdi c untuft x mendekati c, biasa dibrlis deagan f(x) -+ L

apabilax -+ c atar 1;* f: L.

Untuk lebih memahami definisi di atas daat dilihat pada gaflbtr berilort

Diberikm V.(L)

J

Terd4at V5(c)

1.1.4 Tcorcmr

Misalkm A c R, f A --r R dan ce R adalah titik cluster da-i A

Jika tirn fad4 maka tim ftungeal.

3



Bukti.

fudaikatr llln f tidak tutrggal.

Misalka tm f= Lr dqn 1im f= L2 dengan Lr * Lz.

Krena rim f : Lr maka Vp0, l6r(s>0 rVx eA 0<lx-cl<6r > lI(x) - L1l < a. (*)

Karena ri6 f = Lz maka Vp0, 1S(sp0 >Vx ed O<lx-cl<ft > l(x) - L2l < s. (tt)
tJa

pilihs=lLr-Lzl.
3

Maka dri (*) dm (t*) diperoleh

Selanjutnya pilih 6 = id{5r,&z}.

Maka Vx eA 0<lx-cl<6 berlaku

3

Akibatny4

0 < lL1-L2l = | Lr-{x) + {x)-Lzl

< | Lr-(x)l+ Kx)-Ial

< lf(x)-L1l+ flx)-Ial

a lLr-LrlllLr-Lrl
33

zlLt - L2 |

l(x)- Lrl< lLr -L, I da flx)-1,r;< lLr :Lr I .'33

l{x) - Lrl< lLt 
, 
L, I dm flx) -L2l<lLr-Ltl.

3

3

Jadi diperoleh fL rl.;zl< 2lLl: Lz I .

Hal ini tidak mungkin teg'adi, sehiq888 tedadi kontadilai. Jadi peqgandaia salah

4

Maka hrrulah Ls= L2



Kritcrlr s - E Untut Linit

1.15 Tcorcme

Misattcan A q R, f: A -+ R dan ce R adalah titik cluster dari A

Mafta perayataan berikut ekivaler

(i). rim f= L

(ii). Untuk sebrag e >0 terdryat 6(s) > 0 r Vx e A O<lx-cl<6(e) maka

l(x) - Ll< s.

Bukti.

(i)=(ii)

Misalkm flim L

Makajika diberikm e > 0 brd4d 0(a) > 0 sedemikiao sehingp untuk setiry

xe V5(c) n A, x* c maka flx) e VdL). Kretra,

x e Vo(c) n A, x* c <,0<lx- cl< E(e) dut

flx) e vdl) <+ lflx) - Ll< s

makajika diberikan s > 0 terdryd 6(s) > 0 sedemikim sehingga Vx e d
fix - cl< 6(s) maka flx) - Ll< s.

(i)c(ii)

Misalkm untuksebrmgs>0 terd4d6(s)>0r Vx e d O<lx-cl <6(s) maka

lflx) - Ll < s. Pilih V{t) = (Ls,L+e) dm V5(c) = (c-6,cr6)' Maka uatuk seti4

x e V6(c)nA, x* c borlatru flx) e VdL). Hal ini nembuktikan batrra tim f=L

5



Contoh-

(a). T\mjukkan bahwa tim b = be R

Bukti.

Misalh diberikan e > 0 dan (x) : b.

Pilih 6(ef 1.

Ma&a Vx e d 0<lx - cl < 6(e) = I berlahr I (x) - bl = lb - bl = 0 < s'

Kreoe e > 0 eebrmg maka d4at disiryullcan batwa tim (x) = 1;" b = b'

O). Buldikm t;n x: c.

Mgalkm diberikan e >0 dang(x)=r

Akan dicri 6(s) > 0 sedemikim sehingga Vx e A 0<lx - cl < D(s) berlaku

lg(x)-cl =lx-cl <e. Ka'ena lx-cl <e malca kih dryat memilih 6(e) = s'

MakaVxed0<lx-cl < 6(s) = e berlaku I e(x) - cl= lx - cl< e.

IIal ini membulttikan batwa lim x = c.

1;rn I = c2.kmBukti(c).

Bukti.

Misatkm diberiksr I ) o den h(x) = l.
Pertdikm

lh(x) - c2l: f - c'?; = lx+ cllx- cl (')

Dri pers"masn (*) di atas kita punya suku lx + cl. Kite hrus mencri bilmgan yang

lebih besr atgl! sgma deaestr lx + cl. Untuk meryeroleh ini kita pilih 5 < 1'

Maka lx - cl < I dan diperoleh

lxl' lcl < I Fl- lcl I < lx - cl< I

lxl <l+lcl

Jadi[+cl<lxl + lcl< | +lcl+lcl

: I + 2lcl.

6
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Maka da-i (*) kita peroleh

lh(x) - c2l: ;l - c2; =lx+cllx-cl
5(1 + 2lcl)l x-c | <e.

Dri sini kitad4at memilit t =, 
_ ;. I

Kreoa kitra memilih 6 dua loli mska kita haus pilih yang paling kecil.

Jadi pilih 6: id{ l, --l }.l+2lcl

Mska Vx e A O<lx - cl < 6(e) bertalo

lh(x) -ll= lt' -ll
=lx+cllx_cl

<(1+2lcl)lx-cl

< (1 + 2lclX ---l- )

Krena s > 0 sebarag maka d4d disiryulkan ba.hwa tim h(x) = 1;rn x2 = s2'

(d). Bulcikatr tim
I = I udukc>O
xc

Bukti

Misalkan diberikan s > 0 dan k(x) = I
x

Perhatiloq lk(x)' 1
c

l-1
xc

1

xc

=1 t 1x-c)l

=g t 11x-cl

xc

xc

cx

1

(*)



;t,1

Kita al€tr meneofukan sustu bilagan yaag lebih besr star sama &ngan I
xc

Uatuk itu kitapilih 6 < c/2.

Maka lx-clcc/2
- cl2<x- c < cl2

cl2 < t <3c12

sehingga diperoleh

1- 1 -
xc c.cl2

Maka persmaan (*) menjedi

lKx) - !l= |
c

. { l*_cl

Dai sini kita d4d memilih 6 = c2 s /2.

Karena kita memilih S dua toli maks kite hrus pilih yang paling kecil'

Jadi pilih 6 = inrl \& e l2l-

MsI(e Vx e d 0<lx - cl < 6(a) berlaku

lk(x) -

,,

c

l-1
xc

(x-c)

!-l
xc

=l 1 (x-c)
xc

=1 t ;1x-c
xc

I
xc

I
xc

1

IC

cx

1
c

I

lx-cl



1

IC

Krena 6 >0 sebarag maka d4d disiryulkan bahwa 16 I = 1 untuk e O'
ti' x c

4

5

cx

{ lx-cl

.(ax+)
c'2

I

(e). *' - 4 =Buktikm tim
'-a2 x2 +1

Bukti

Misalka dibErilon s > 0 dan q(x) = xt -4
;-*l

Pertdikm

lq(x) - 1
5

t5*.'- 4x2 - 24 tl-l
5(r' + l)

:r (5x2 + 6x + l2)(x - 2) tt----l
5 (x' + l)

=1sx':+-6x+l2l;*-2;
5(xr + 1)

PilihS<l.Maka lx-21<1
- I <x-2< I

l< x <3

sehinggp diperoleh

5x2+6x+ 12 < 532 +6.1 + 12=75

5(l+l) >5(12+1)=lo.

(*)

9



Alcibatnya

Jadi terbuktibahwa rim

l5x'z+6x+12l<?5 =15
5(x2 + 9 l0 z

Jadi (+) menjadi

lq(x) - 1
5

rsxe - 4x2 - 24 tl-l
5(r' + l)

1(5x2+6x+12)(x-2)1'----JGr;lt--'
= l5x'+-6x+12 llx-2 

|

5(r'+ 1)

Pilih 6 = id{ t,ze /151.

I\laka Vx e d 0<lx -21 < 6(s) bedaku

lq(x)- 1l= 1sx3-+-x2 -41
5 5(x' + 'l)

:r (5x2 + 6x + lz)(x - 2)l
' ---G'* tt-'

=l5x'+_6x+l2l;r-2;
5(x' + 1)

<rllr-zl
,t

-( 15 x2")215

lx-2l5
2

x'- 4

;j +l
:L

5ra2

l0



Kritcrie Beriren Untuh Limit

Msalkm A E R, f A -+ R dan ce R adalah titik cluster dri A
Ma&a pe.myataan berikut ekivalen

(i). 6" f= L

(ii). Untuk sebarmg brirm (x") di A dennpn a* c daa (a) kowergen ke c maka

ba'isur (fl;.)) konvergen ke L

Bukti.

(D=.(ii)

Misalkm lh f: L.

Makajika s > 0 diberikm 36(sp0 evx ed 0<lx-cf6 > flx) - Ll < s.

Misalkatr (x") adalah sebuah brisatr di A detrg@,h3 g dan (4) konvergen ke c.

Krena (x.) konvergea ke c maka terdryat K e N >Vn>K>16-cl<6.

Akibfiya l{n) - Ll < s. Hal ini menunjukkan bahwabrism ((x,)) kowergen ke L

(ilc(ii)

Kita akan gunakan kotra positif dri pemy&a^u teorema yaitu j ika (i) tidak bena'

maka (ii) tidak benr.

Misalku (i) tidak bena'yaitu tim f* L

Itfal(a terde* so > 0 rV5>0,0<lx-cl<6'lo"l(x)'Ll >q.

Krena itu VneN, xoe.q 0 < I x, - c l< l/n berlaku Hn) ' Ll >"0.

Hal ini menuqlukkatr bahwa brism (x") di A\{c} korvergen ke c @i brisa (f(x.))

tak korvergen ke L Jadi (ii) tidek bena'. Maka terbuhi (i)c(ii)'

l1



Kritcrir Divcrgcn

Misalkan A s R, f A -+ R dan ce R adalal titik clugter dri A-

(i). rim f+ L e Rjikz dan hanyzjikaterd4dbrisatr (a) di A dengaa r"* cda

(x") konvergen ke c qi ba-isan ((4,)) tidak kowergen ke L
(ii). rim f tidak ada di R jika dsrx hmyajika terd4at briem (n) di A detrgall xa* c

dau (x") korvergen ke c @i lim ((a)) tidak ada

(iii) rim ftidak ada di R jika dan hanyajika terdqd duabrism (a) d8tr (y") di A

deogan ro, yo* c dan (d, (y") kouvergen ke c tai lim ((a)) + lim (f(y")).

Contoh-

(a). Buldikanbalwa lnn ! tidakadadiR
r-r0 X

Bukti.

Kita akaa tunjukkan batrra terd4ar baism (x') di A dengnn x.* c dan (a)

korvergen ke O qi lim ({x")) tidak ada

Pilihx"= llq**c.
IV[aka x" konvergen 0 dar ((x")) = (n). Kite tahu bahwa lim ((n)) = lim(n) tidak ada

di R- Jadi te6ukti balnra tim I tidat adaai f
t-,0 x

O). Misalkan f"dalah firngsi signum (sp) dengal

(x) = sen (x) =-L

Buktikan 1;n sp(x) tidak ada di R

+l,x >0
0,x = 0

- l,x < o

Bukti.

p1;tr o= (-l), /a

12



r&kalim (x" ) = o dm {x") = fffi =Crf.

Krena flx") = (- l)" / n = (-1)" divergpo mala dryd disimputlo! bahtr'a
l(-l)"/nl

lirn Ep(x) tidak ada di R
r -r0

(c). Bulcikm batwa 1i6 sin(r/x) tidsk eda di R

Buhi.

Misalkm g(x) = sin(l/x), x* 0

Untuk membutrtilotr ini kita aksr menunjuk}nn terdryd dua brism (x.) dm (yJ di

A dengan x* y"* 0 dan (x"), $") kowergen ke 0 upi lim ((e)) + lim ({yJ)'

Pilih (&)= ( I /m ) dan (y") :(2/(an+ l)tt).

}Iaka (xJ da (yo) kowerges ke 0 da

lim q;"1= 1;- t;n (nr) { dan lim {y") = lim sin (/2 + 2n:r) =1.

I(rona lim ({x")) * lim ((y")) maka tim ein(l/x) tidak ada di R-

llngtrsla-

MissltmAcR, f A -+ R da.o ce R adalah titik cluster dsri A

l. rim f= Ljikadan hanyajika utuk seti4 lingkungaa V'(L) : (I-e'L+s) tErd4'0t

sebuah lingkungu V(c) = (c-S,crd) sedemikian sehingga urtuk seti4

xe Vo(c)nA,x*cmakaflx) e VdL) euuntuk seba-mgs>0 terdapd

6(s)>0rVx e A 0<lx - cl < S(s) naka Kx) - Ll < s &n untuk sebarmg

ba'isaa (x") di A denc@ xo + c dan (x.) kowergea ke c maka brisan ((r'))

komrergen ke L

l3



2. (i). ri* f* L e R jika dan hanyajika terd4d brisan (e) di A denpn xo* c dm

(x") kowergen ke c t4i brism (f(e)) tidak konvergen ke L'

(ii). rm f tidak ada di R jika dan hanyajike terd4st brisan (x') di A denggn x"* c
t -rr

dan (a) konvergen ke c tryi lim ((d) tidsk ada

(iii) rim ftidak ada di R jilo dm hanyajikaterdapd duabrism (x.) detr (y") di A

d€.rgru ro, yn:t c dgn (il, (y") konvergen ke c tapi lim fi6)) * lim (f(y"))'

Letihen 1.

l. Misalkan f R -+ R dan ce F. Ttrnjukkaa bahwa

1ig 
(x) = L jika dm hanyajika rim flx+c) : L

2. I\ujukhbahwa lim t = ;.

3. Tlrnjukltal bahwa 6n'Jx: .'/c'

4. Buktikil lim I =-1 (x> 1).
rr2 l-x

5 Ttrniulilen bahgra tirn 1 (xrO)tidakadadiR
'{ x'

Jmrben htihen 1.

l. Misslkm I > 0 diberilotr-

(>).ri. fly) = L <> 36r > 0 > 0 < ly - cl< 51 = fly) - Ll< s'

Misalkm y = a+ c. Jikay -+ c makartc -t c dau x -+ 0'

Pilih6=6r.Makajika0<Frc-cl = lxl< 6 naka berlaku flrrc) - Ll< 
"'

Jadi rim {r+c) = L
t-a0

(c). rirn (x+c) : L o 16: > 0 r 0 < lxl < 6z = flrtc) - Ll < s'

Misalkm y = a a c dau x = Y-c. Jike x -r 0 melc y-c -+ 0 &u y -+ c'

14



Pilih 6 = s2. lfakajika 0 < ly - cl = lxl < 6 maka berleku Ky) - Ll < s.

Jadi 66 (x) = L.

2. Pertdih,

F -dl: [-cllt'+cx+c2ldm
lf + cx+ c2;= (t' - zcx+ c2;+ 3cx- 3c2+ 3c2l

< l* - .P + 3lcllx - cl r 3c2

Jih lx - cl < I maka ll + cx + c2l : l(x2 - 2cr + c2) + 3cx - 3c2 + 3c2l

<F-"f +3lcllx-cl +3c2

sl+3lcl+3d
MsellmE>0diberikar

Pilih 0=nin (1, , =,t, ,=:i )' Maka untuk 0 < lx - cl < 6 berlaku
l+3lcl+3r

tf - Ct= [-cl lx2+cx+c2;= ;1t'-2cx+c2)+3cx-3c2+3c2llx-cl

< (lx - cl2 + 3lcllx - cl + 3c2) lx- cl

< (l + 3lcl +3"')(,.=,t, ,r:i )
1+3lcl+3c

3. Misalkm s > 0 diberil@tr

PertditE,

Kreaas>0 eebrag maka tertukti ti* t'= c3.

lrlx-./cl=lr/x-r/"114+{; = -r - lx-cl' r/x +r/c lJx+a/cl

lx-.1G

Kasusl,c=0.

Pilih 6 : s2. Maka untuk 0 < lxl < E bertat<u |'/x | < t/s2 = s.

1
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Kasus2,c>0.

Pilih D=miu { l, {c e }.

Maka uduk 0 < lx - cl < 6 berlaku

l{x-{cl=l{x-{c11f-+61= I tx-ct
Ji + Ji' t.E+.6t'

I
J. lx-clcs.

Karena s > 0 sebrmg maka terbukti rm {x = {c.

4. Misalkatrs>0diberikar

Peridil@,

I x -lt:tZx-x-lr:r x-l r

l+x I Z(x +l) 2(x +l)

: I lx_tl= I F_llzlx+ll 2(x+1)

Jika fx - ll<tA maka.-ll2 <x- 1<'A atalu'A <x <312.

Makz.3tz <x+l<5l2atil 215< 1 <213
(x+l)

Pilih 6 =min {U2, 3e }.

Maka lvfakn untuk 0 < lx - ll< 6 berlaku

l x 1r-r2x-x-lr-r x-l r

1+ x z z(x +1) 2(x + t)

= r lx_ll= t h_ll2lx+ll 2(x+1)

<6.

Krena e > 0 sebrmg maka terb* 
lEl J; = -t.

16



/q7"/tc / 7-ooo _ r/, ( c/)
5tD .B p\r
a.t

5. Pilih (x") = (l/n). Makar. kowergen ke 0.

Tryi (:r.) = ( n2 ) divergen IIaI ini menunjukkan bahwa !S ,! (r, O) tiaa.

edadi R

Tcr f,ornetif 1.

1. Msalka c adalah titik cluster dari AgRd"n f A -+ R Buldihnbatwa

Ill (x) = Ljikada hanyajika 
1,g l{x) - l,l= o.

2. Msalke I C R adalah aebuah iderval dm f I-+Rdanc e L Misalhterdapd

bilagan K datr L sedemikian sehinggal{x) - Ll <K lx- cl untuk setiap c e L

Tbnjuklmbahwa 111n{x):Lr.r.

3. Buhikan lirn x : l1x>01 densan menggutrskan s-6 d"" formula ba'isanr-rl 1+ x Z

4. Timjukkatr bahwa 
19 

(x + sF(x)) tidak ada di R

5. Misalkstr fiugsi f R -+ R mempunyar limit L di 0 daa g: R -+ R yang

didefinigikatr denpn g(x) : f(ax) untuk semua x e R Tuajukkan bahwa

lim g= L
r -r0

".r'..t( 
FEhP.J9

!,t

11
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1.2. Teorema'teorema Llmlt

12.1. Dclirtui

Misalkm A e & f A -r R daa c e R addah titik chster dri A

Flrngai f dikatatea terbatas pada lingkurgan c, jika terda* lingkuagan

V5(c) = (c-6,cr0) dm M > 0 eedemikia eehhggp I flx) I < M, VxeA n V5(c)'

1.12. Tcorcnr

Misalkm Ag R" f[--vf,dqn g e R adelah titik cluster dri A

Jila ri- f ed8 msta f terbffis pads lingkutrgru c'
r-+ c

Bukti.

Mieallcm lim f= L.
x4 c

MakaVs >0 f6>0 r 0 <l x- c l<6 = flx) -Llcs'
Pitih s = l.

ttaka fix) - ll,l < flx) - Ll< r

l(x)l< 1+ ll,l

Jadi flx) < I + ll,l , VxeAn V5(c) 
'x;a 

c'

Jikac e AmakakitabisapilihM= ll,l+ 1'

Tapi jikac e A makakitapilihM= et+{F(c)l' ll.l + l}'

Akibatnya lf(x)l < M VxeA n Vo(c).

Jadi fterbdas pada linglorgar V(c)'

123. Dclintui

Misalkm AEB b e B tg :A -+R' Maka

(i). Jumlah dri f dm g didofinieilea deagan

(f+ gxx) : (x) + g(x) untuk setiry x e A

(ii). selisih dri f dm g didefinisilor denepr

(f- gXx) = (x) 'g(x) unhrk setiP x e A

18



(iii). Pert<alim dili f dm g didefinisikm dengan

(&Xx) = flx)g(*) uduk seti4 x e A

(iv). Keliptu da'i b do f didefinisiknn dengan

(bfl(x): b{x) untuk setiap x e A

(v). Pembagim 9t, h * 0 untuk setip x e A definiaikan dengan

tllt*) = f(x) uduksoti*x e A
h h (x)

lJ.{. Tcorcmr

Misalkm A E & [, g :A -+ R dan b, c e R dengan c adalah titik cluster dri A

(e). Ifta lim f=L dm 1i* g=Mmaka
z)c x)c

(i). ilm (f+s)=L+M
x)c

(ii). rr" (f-g) = L -M
r)c

(iii).ri'n (&)=LM
x-+ c

(iv). rlm O0:bL
E_i d

O). Jikah :A-+& h(x) * 0 Vx e A dan 16 h=H* 0 maka

lim
x)c

(l)= !
hH

r)o

Bukti.

Misalkm6>0diberiksn-

(a). Krena [m f= L maka ]6r >0 r 0< lx- c l< 61 > flx) - Ll< s/2'

Karena 1;o g= M msl<a162>0r 0< lx- c l< 62 + lg(x) -Ml < s/2'

x) c

x) c

19



(i). Selajrdnyaperhatikan kehksanaan berilo4

| (f+ gxx) - (t + M) | = | flx) + (x) - L- M I

=l{x)-L + gG!M I

< lf(x)-L l+ l3(x)-M I

Pilih6=id{61,62}.

t,lakaVx € A 0 < | x- c | <6 bedeku

| (f + gxx) - (L +M) | = | {x) + (x) - L- M I

=lflx) -t +g(xlM I

< l{x)-L l+ le(x)-M I

< ElL + sll

Jadi terbukti bahwa sr" (frg) = L+M.
a) c

(ii). Perhatikan ketalcasraan berikut

r(f- exx)-(L-M) ]il?r1i_:;L
<l{x)-Ll+l(x)-Ml

Pilih 6 = id{51,62}.

Make Vx € A 0 < lx- c l< 6 berlaku

| (f- g)(x) -(r,- M) 
I il?;1ll_l;}L
<l{x)-Ll+le(x)-Ml
<stz+ e,12

Jedi terbukti bahwa 1i," (f-g) =L' M-

6

,) c

(iii). Krena 1i6 f ada di R maka f terbatas Pada A lv{aka terdapd B > 0
rrd

eedemikim sehingga | (*) I <8, VxeA

20



Krena 1;, f=L makaS6r > 0 : 0 < | x- c l< 6r > l(x) - Ll< e

x)c z(Ml+t)

( [!{l perlu ditanbah I krenaj ikaM=0maka E tak terdefinisi)
2lM I

Krera 1;, g = M maka 362 > 0 : 0 < | x - c | < 62 > lg(x) - Ml < s/28
x) c

Pertdikm ke blcsamaan berikrf

I (f e)(x) - (l- u) l: l{x) gG) - LM I

= I (x) g(x) - (x)M + (x)M- LM I

: 
I flxX g(xF M) + M(flx) - L)l

< l(x)ll e(x) -M | + lMll {x) - L I

Pilih6=id{6r,62}.

MakaVx e 4 0 < | x- c | < 6 berlaku

| (fg)(x) - (t ttt) l= | f(x) (x) - LM I

= I (x) g(x) - (x)M + flx)M- LM I

: l{xX e(xF M) + M((x) -L)l
<l(x)ll(x) -M l+ lMll(x) -L I

.(BX*)*Mt{a#r*,> }

<et2+ Etz

Jadi tertukti bahwa 1ir" (fg) = L M.

I

x)c

(iv). Misalkm b e R

Krena 1;,, f=Lmaka16> 0r 0< lx-c l<6 > l(x)-U< e

x)d (bl+l)

Perhstih ketalgamaan berikut

I bf(x) -bL | = | bf(x) - bL I

21



: lb(f(x) - L) |

=lbll{x)-Ll
MakaVx € A, 0 < | x- c | < 6 berlaku

lbf(x) - bL l= lb{x) - bl, I

: lb(f(x) - L) |

= lb ll(x) -L I

<lbl{ e }
0bl+l)

<8

Jaditertuktibahwa rim ( bf1=6L
x) c

(b). Misalkm (! Xx) : (xX 1
).

h (x)

Untuk membuldikan 16, ( I ) = ! , maka hta cukr.p membuldikatr bahwa
,-+ o h H -

li," ( -l-
r-r c h

)= I

H
. Setelah id terbuki maka kib gunakaa bagim (axiii).

Selmjutaya perfiatikan persamaan berikut

l(1Xx) - IhH l:l f (x)- lt
hH

=r H-h(x)r
'-Ix,-Gt'

={ I }flh(x)-Ht}
I tth (x) I

Selmjuhyakjta akan meryerkirakan dlai dri I

lllh (x) I

Karcna 1;o h:Hmaka36>0r 0<lx-c l<6 > lh(x) -H; < lH !'] e.
x-) c

22.. ,;.
llr

. ....,.1iij

a

I
I
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p16r= lxl.
z

Maka

I lh(x) - Er I l< lh(x) -H. lgl
z

Ilh(x)l- [r I l. +
Ittl<[(x)l-lHl<lHl

2

a

Itrl< F(x)l.rlYl
z

1

z(

,

tHlt

Dri sini kita peroleh

n

Itth(x)l lsll h(x)l lHll Hl/21 lHl

ItIaka Vx e A 0 < | x- c | <6 berlaku

t(lxx) - 1 t=t l(x)- ll'-h-" H h H

=r H-h(x)t
'-EEi-'

={ I }flh(x)-Hl}
I I{h (x) I

;1lHl':ey

Jadi terbukti bahwa ri," (1) = I
r-r. h H

23
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* 
,,g"t= " 

aro 
,r3"" 

(f ) = I mal<a aengan mengguaakan bagian

maka diperoloh 1;ro (
r
h

f ti-
rJd

(a)(iii)

) llln
x) c

(1)
h

=L(r)=LHH

x+ c

Contoh.

(a). Utruk menghitunS rirn (l + lXt' - 4) kita d4d menggunakan teorema l'2'4
x)z

baim (a)(iii) yaitr

ri. (t'+lXt'-4)= rr, (f +l) li,n (f -4)
x)Z x-r 2 x)7

:(22 +D(t -4)
=20

(b). Hitltrslah 1;" 1t'-+111t'+ t 1.
x-+ 2

[hffi nsnghitung limit ini kita gunakan teoreme 1.2.4'(b) yaitu

lim (r3 - 4)
1;, 1t'-+;11t'+t1: 1

5t-+ 2 lim (x +l)
x)z

1.25 Tcorcnr

Misalkm A e & f :A-r R dan c e R adalah titik cluster dri A

Misalkm aS (x) <b untuk setiap x e A x* c.

Jika rm f ada ma&a a ( lirn (x) < b.
r--l c x') c

Bukti.

Untuk membuktikan ini kita aka.o gunaka teorema berikrn

"Jika (a) adalah suatu baism yang kouvergen dan a < (x") < b untuk seti4

neNmakaaSlim(a)<b" (*)
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Misalkm ln" flx) = L
x-+ c

Maka untuk setiq ba'ism (t) di A dengan x"* c untuk setiap n e N dengm (6)

konvergen ke c berlaku ((x.)) konvergea ke L
Krene a < (r") (b untuk seti4 n e N melra menurut (+) diperoleh

a<lim flx.)<bdara<L<b'
,) c

12J Tcorcme Apit

Misslkm Ae B fg:A -+ R dan c e R adalahtitikclustorda-i,4'

Misallm {x) <g(x) < h(x) uutuk seti4 x e d x + c.

Jil*'a ti* f=L= tim h maka 1;r" g=L
t)c x4 c x)c

Bukti.

Misalkm s > 0 diberilsdtr"

Knena 1i6 f=Lnalca36r >0r 0< lx- c l< 6r :r l(x)-Ll<e'
,) c

Arau l(x) - Ll < s dryat dihrlie menjadi -s<(x)-Lcs'

Kereaa 1;6 h = L maka l&: > 0 r 0 < | x - c | < 62 > lh(x) - Ll < e'

r'+ c

Ahu lh(x) -Ll < s d4d ditulis meujadi -sch(x)-L<s'

Pilih 6 = id{6r,5r}.

lvtaka Vx € A 0 < I x- c I < 6 kitaPunYa

- s<(x)-Lcs dan- s<h(x)-L<e.

Krena(x) < g(x) < h(x) untuk seti4 x e A x * c maka

- e<{x)-Lcg(x) - Lch(x)-Lcs.

Akibmya
- e < g(x) - L < e atau lg(r) - Ll <s.

Jadi 16>0r0<lx-c lcE +lg(x)-Ll <s'

25



I{al ini membuldikar bahwa lnn 8 = L.
x-) c

Codoh-

I\dukl<atr bah\r'a ror, t'z = 0, (x > 0)

Bukti.

Untuk 0 < x < 1 berlahr x < l2 < l. Dengan mengalikmnya &agsn x diperoleh

I <lo <x- Ka.em tim t' = O dstr lir! x = 0 maka dengan menggunakan teorema
-- i''o t{

apitdiperoleh H#=0.

12.7 Tcorcnr

Misalkm AE R, f :A -+Rdanc e R adalah titik cluster da'i A

Jil,.a tirn f>0 [ berturri'tun4 lnn f<0] maka terd4at lingkuaga&6'

x-, c \) c

V5(c) = (c-6,cr6) dri c sedemikim sehinsga flx) > 0 [ bertrd-turut (x) < 0 ]

VxeAnVo(c)x*c.

Bukti.

Misdka lim f:L
11 c

I\dakaVs > 0, f6>0r0<lx-cl<6=flx)-Ll <s'

Kita akan tinjau 2 kssus yaitu L > 0 dm L< 0'

Kssusl.L>0.

Pilihs=L/2

MakaVxsA'0<lx-c l<6 = l(x) -LlcL/ 2

>-Ll2<{x)-L<Ll2

=0<L/2<(x')<\L12.
Jadi terd4d tioSkutrgatr V(c) : (c'6,c1-6) sedeoikian sehinSga Vxe A n V5(c)

x*cbedakuflx)>0.

26
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Kasus2.L<0.

Pilihs=-Ll2.

MakaVx sA 0 < | x- c | <0 + lflx) - Ll<- L/ 2

aLl2<\t)-L<-Ll2

=3L12<\x)<Ll2<0.
Jadi terd+d lingkungatr V6(c) = (c-S,ci6) sedemikian sehinggaVxeA n V6(c)

x+cbedalru{x)<0.

RInlketel.

Misalkm A E & t, s h :A -+ R dan b, c e R donca^o c adalah titik clusbr da'i A

l.Jil<e 5,n f:Ldatr 1;r., g=Mma*a f," (fE):L+U lim (f'S):L-1"1
Z)c x)c x)c Z1 c

hn (&)=Lil4 rh OD=bL
u)6 a-+ c

2. Jiksh:A -+ R, h(x) + 0 Vx e A datr 1;6 h=H*0maka 16 tll=f
i--" t-r c h H

3. Jika {x) < g(x) < h(x) uduk setiap x e d x * c dan 11,n 1= 1= 16 h malta
x) c I)C

lim 8=L'
x)c

Lrdhen2.

I Buktikatr bahwa tim cos (l/x) tidak ada @i ria x cos (l/x) = 0.
i--ro rr0

Hitungtah f* %# denganx>ol.

3. Misalkm f, g: A -+ R dan c titik clustn dri A

(a). Tunjukkan batwajika 56 fdm lim (ffS) ada maka 1;* g ada
x-+ o t1 c x)c

(b).Jila 16 fda 1;6 fgadaryakat 16 gada?.
,-+ o x-+ d u-+ o

2
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4. Buktikan bahr"a jika ri. fr = Lr, k = l, 2, . . ., n maka

lim (fi + ...+ f,) = (Lr + ... + L) dm ri. (fi ... fl) = (I4 ... L).
x--t 6

r -.t c t)o

I
Jrrebea Letihen 2.

Misalh f(x) = cos (Yx). 
lrs {x) tidak ada jika terdryd dua buah brism (x.)

da (y") d"apn x.* 0dmyo* 0 sedemikian sehingga tim(a)=0 dan lim(y)

= 0 @i tim((x.)) + lim 6y")).

Misalkm rq,= lthtr dan yo = 2t@rt1\x.Idaka lim(x") = 0 dm lim G) = 0 4i
lim(fld) = lim (cos 2nr) = I * 0 : lim (cos (4n'r1)n/2) : lim ((v"))'

Jadi lim coe (l/x) tidak ada di R

Selmjutnyapertdikrn

-l ( cos (Vx) < 1 er -x ( x cos (l/x) ( x

Krera lim Cx) = 0 da lim (x) = 0 maka dengan menggunaften teorema 4it
dip x cos (l/x) = 0.eroleh lim

r -r0

2. Pertdikm

.f + z, -Jil 3. =
x+Zxz

(JT--:';;fEx v5+ z, + vlEi
+2t + +3x

)

1+Zx-l-3x
G+zx':Xvt+zi+ ./i + 3r)

-*,
x(l + 2x )( +2x+ + 3x)

-l
Ir+zx )(v5-Izx+

28
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4. Misallm A g R, f :A -+ R dan c € R dengen c adalah titik cluster da'i A
Misallm lfl adalah fimgsi yaag didefinisilm de"8p" lfl(x) = l{x) untuk x e R

Buktilu bahmjilz ri* fads mab rim lfl :lum fl.
x)c t)c r)a

5. Misalkm AcR, f:A-+Rdaa c e RdenSrnc adalah titik cluster dari A

Msalh {fqdalah firngsi yang didefiniaikm denggn {qx; = ,C14 untut

xe Rda{x)>0.

Buktikatrbahmjika u* fadanaka lim .ff=
t)e t)c @r
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13 Pcrlueren KonrcP Lirit

Linit Satu Siri

lJ.1 Dcfntui

MisalkmAcRdmf:A-+R-

(i). Misalkm c adatah titik ctuster dtri An (c , o) = {x eAl x> c}'

L e R dikdat<m limit trlrn dtri f di c jika untrrk sebarmg s > 0 terd4at

6(s) > 0 sedemikia sshin8t-r Vx e A n (c, o), 0 < x - c < 6 > | (x) - L | < s'

Jika L adstah limit df,.i f rmtrk x mendekqti c dri kanm, biasa diblis {x) -+ L

mabilax -+ c* atar limf=L
' t--*'

(ii). Misalkm c adalah titik cluster dari A n (- o, c) = {x eAl x < c}'

L e R dilcdekm ffi tirt dri f di c jika rmtuk sebarang s > 0 terdapat 6(s) > 0

sedemikim sehinggn Vx e A n (- o, c)' 0 < c - x < 6 > l (x) - L l < e'

Jike L adalsh limit dtri f unhrk x mendekati c dari kiri, bissa dittlis (x) -+ L

apabilax -+ c' atar rtl,r lg- 
f="

Catatm-

lim fdmlimfdisebdtritret+'riri(one.sidedlimits)drifdic.Limitini

mungt<in ada dm mn*itr juga tidak ada- Jika ada limit id mungkh sama dm

mqgkin jugabe6eda

- Jika A adalah sebuah irterval deago c titik ujrng kiri intorval tersebd maka

f : A -r R mequysi limit di c jika dm hmya jika fmequryai linit kmm di c'

Dalmhelini limf = lqf

HaI seperti di fis jup terjadi jika c adalah titik ujung ha da'i intervd tertebut'

maka limf = lim f
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13.2 Tcorcnr

MisalkmAsRdaf:A-+Rdm c adalah titik cluster da'i

An(c,o)={xeAlx>c}.
Maka perryatam berihf ekivaler

(i). tr4f = L

(ii). Uotuk setiry brism (;.) ymg konvergen ke c deogror. e A n (c, @) t > c

unfirk seti4 n e N, maka (x") kowergen ke L

1J3 Tcorcne

MisallmAsRdmf:A-+Rdm c addah titik clustsr da-i

An (- o, c)= {x eAlx < c}.

Maka penyatam berikil ekivalen-

(D. luqf =L

(ii). Unhrk setiry brism (x') yaU koavergeo ke c deogo xo e A n (- o, c) x. < c

uhrk setiap n e N, maka {x') konvergen ke L

13.4 Tcorcme

MisalkmAcRdanfiA-+Rdm c adalah titik cluster dari

An (c, o)= {x eAlx> c} dan An(- o, c)= {x eAlx < c}. Maka

limf =L<+ litqf =L= limf

Codob

(a). Misalkar flx) = sgn (x) :

l,faka limf = I dm limf =-1.
x-+0-

13

It,r>o
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Kreaa dlai kedra limit ini berbeda meka dikatakm llgsp (x) tidsk ada

(lcrena tidak sesuai dengm teorema 1.3.4).

(b). Msalkm (x) = era, x * 0.

Tbnjukkm bahwa ,$ e(x) tidak ada dm lgt r(x) = o.

Buldi.

ffik g(x) = ern, 17 g

Dri grafik kita ded meryerkiraka Uatu'a ,$l s(x) tidak ada Aa 
|g:t s(x) = o'

Udrk membuktikmya kita grmakm ketaksmam berikr(

(*) 0<t< et^untrkt>O

Uohkx>0makal/x>0 daa

o<1/x< el /'

Pilih x. = lrl x. -+ 0.

Maka g(n) = 
"" 

, n rmhrk setiaP ne N.

Akibarnya fu(x")) divergec Mska lim el /'tidsk sds di R

Selmjrnnya kita alon memrnjuldrm bahrrra nnt'k x < 0 maka J$'"' = g'

Dei (*) kitB bisa ambil t : -llx , x < 0.
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Maka diperoleh

Krena x < 0 maka

o<- l/xce-t/'

o<el/t<-x

Krena lim Cx) : 0 make dengm menSgmst@ teoremg apit diperoleh l$ .'" = 6

I
(c). Misalkmh(xl =,r1;= j rdft x * 0.

nrajurdon flg h(x) = o am 
|iX1h(x) 

= t.

Buldi,

Dri codoh (b) kita pr.rya ketrlnnmeqn

0< I /x< et"&r0.1/x< stt'<ert'+ l,ubkx>0.
IrIal€

o.-+-.
Kreoa limx=omaka lim j 

-=,

I
7ir'*

Pada contoh (b) kitajuga purya lim ell'= o. Maka
r-.)o-

.. l I I
,$ p;;: snGi;,+r) o+l- 

=r

t-t0-

Jadi dari soal ini bisa ldta lihat bahwa limit kiri de limit kma dri h ada @i tidsk

sans.
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_1

Gralikh(x)=n7f,, **o

Lhit Trt Eihgg.

135 Dcfiniri

Msalkan A E R dm f : A -r R da c addah titik cluster dri A

(i). Fuogsi f dilotakao ncnuju o bilax meodekdi c jika uubk seti4 cr e R terd4at

6 =6(o) sedemikian sehinqqa Vx e A0<F-cl <6maka(x)>o^

Bef,tuk limit itri biasa dilmbmgkm deagm limf= o'

(i). FunsEi f dikffikm Ecnuir- o bitaxmEndokdi c jikarmtrk setiap p e R

terdqat 6 = 6(p) sedemikim sehinoaa Vx e A0<[-cl <6makaflx)<9'

Befik limit ini biasa dilambug@ dengru limf= - o'

16



ContoL

(a). Buktikm batrwa !5r(Ul) : m.

Migalkm a,e R diberikan

Perhatikan

),n,;ml,i.*^f- I.oa,G- I
G ;1x + -1-;. e,

.ta

rrrru - *.*.l ,ro,,g.;*1.
",la .f,a JA

Pilihs= +.
Ja

lrakajika0<lxt. r| uerraro i,*
Hal ini menrnjutd<m bahwa lim(Vf) = o.

13J Teorcme

Misalkan A E R dm fg : A-+R dm c adalah titik cluster dari a" Ar884 (x) < g(x)

Vx e AJ+ c.

(i). Jike limf: o maka limg: o

(ii). Jilta lgg = - o maka limf= - o

Bukti.

(i). Misalkm ce R diberikm-

Krena limf = o maka terdryd 6 = 6(a) > 0 > Vx e A 0 < [ - cl < 6 maka
l'1

{x) r.. Krena {x) < g(x) Vx 6 4,x- c maka g(x) > (x)'o'

Jadi terd4st 6 = 6(cr) > 0 : Vx e A 0 < [ - cl < 6 maka g(x)' tt^

Jadi terbtrhi bahwa limg: o.

I
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(ii). Misalkm 0e R diberikm-

tiarcna limg : - o maka terdapat 6 = 6(F) > 0 > Vx e d 0 < [ - cl < 6 maka

gG). 0. Krena(x) < g(x) Vx € Ax * c makap > (x) >(x).

Jadi terd4at 6 = 6(ct) > O r Vx e d 0 < [ - cl < 6 maka (x]< p.

Jedi terbukti bahwa limf = - o.
l-.ra

1J.7 DcFuriri

MisallotrAE R dmf : A-+ R.

(i). Misalkm c addah titik clu*er dri An(c,.):(xeAlx>c)'
F\rngsi f dikekm ncruju o bilax mendekdi c dri kmm jika unhrk setiap

aeR terdapat O = 0(ol) ssdemikia 5ehinssa Vx e d 0 <x - c < 6 maka (x) > a^

Beotuk limit ini biesa dilambmgkm denga lgtf= -

Flmgsi f diketakan ncnuju - o bila x mendeksti c dri kmaa jika rrhrk setiap

BeRterd4at 6 = 5(p) sedemikim sghingf Vxe d0<x-c<6maka(x)<p'

Bentrk limit ini biasa dilmbaagkm deoSo limf = ' o

(ii). Mealkm c adalah titik ctuster dri A n (- o, c) : {x eAl x < c)'

FfmgEi f dilctskm ncnqiu o bilax mendekati c dri kiri jika rmrk setiap cr e R

terdryd 6 = 6(cr) sedemikia gghingga Vx e d 0 < c - x < 6 maka(x) > a-

Benhrk limit isi biasa dilmbagkm deq8ru limf = o'

nmpi f dikatakm mcnnju - o bila x mendekati c dri kiri jika rdtk setiry peR

terdapat 6 = 6(P) sedemikim sehingga Vx e d0<c-x<6mrka(x)<p'

Bedrk limit ini biasa dilambangkm rleue@ limf = - o'
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Contob.

(a). Buldikm bahwa 
,S1 

(Vr): *.

(b). Buhikm bahwa limluxl = - "o.

Buhi.

(a). Misallm ae R diberikm.

ll
Pertatih , I >eatarx< l

,d

Pitih 6: l.
d,

l1
Makajika 0 < x < I berlalor: >o.

dl

Hal ini menrmjut&m bahwa lim (l/x): o.

(b). Misalka Pe R diberikar

perhdikm, 1 . p u**, I ar-*.-frfff
Pilih 6: -+.

p

Makajikao<-x . I t.rta. 1 .P.pr
Hal ini menunjulkm bdwa lim (l/x) = - <o.
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161 6ilgHingge.
13J Dcfiniri

MisalkmAcRdmf : A-rR

(i). Misalkan (4" o) c A rmtrk sudr a e R

L e R adalah limit da'i frdrk x mendokati ojika rmtrk setiry s > 0 terd4d

K = K(s) > a sedemikim sehingga rffi.rk eeti4 x > K maka flx) - L | < e'

Bentrk limit ini biasa dilmbmgftm dengru limf=L

(ii). Miealkm ( o, b) c A rdrk srah-r b e R

L e R adalah limit da'i frdrk x meodekdi - o jika rdfi setiap e> 0 terdryd

K = K(e) < b rr6r-;1da sshingts rrntuk setiry x < K maka flx) - L | < s.

Betuk linit ini biasa dilmbmgkan deag@ lim f= L

13J Tcorcmr

Misalkm A s R dm f : A-+R dm (4 o) g A utrtuk suatu a e R

Maka perryatam berihd ekivaler-

(i). limf=L

(ii). Utrurk setie barisa (x.) dengru xo € A ^ 
(a, o) dm lim(x,) = o maka ba'isan

({6)) konvergen ke L.

13,10 Tcorcne

Misalkm A c R dan f : A-+R dm (- o, a) g A rmhtk suahr a e R

Maka perryean berikrd ekivalen

(i). lim f=L

(ii). UatIk setiap brisa (x") deogm ro e A n (- 'o, a) dan lim(x^): o meke ba'isa

((x.)) konvergPn ke L
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Codoh

l. Misalkm g(x) = 1/x, x + 0. Buldikan bahwa lqls(t) = o = llls(.).

Buldi.

Misalkae>0diberika"

Pertatiftm"

lsfi) - 0l= | l/x - 0l= | l/x l< e.

unhrk x > 0 maka diperoteh x > l/s. Denga memilih K: l/s matra diperoleh uruk

x > K berlahr ls(x) - ol = | Ux - ol = | l/x l = 17*' t' IIal ini meaunjuld<ea bahwa

[gSttl = O. Selmjdtryauhlk x < 0 maka diperoleh x < -lls'

Deogm memilih K: -lls maka diperoleh rdrk x < K < 0 berlaku lgG) - Ol =

I l& - ol = | l/x l= -llx < s. HaI ini menunjuldrm batn*'a lim (a) = $'

2. Misalkm f(x) = ll/.,x* o. Buktikmbahr,s lg{tl: o = ,tgf(,
Brikti.

Unhrk membuktika id kita gudta keblomam berilon, yaitt

0 < Vl < Vx, untrk x > l. Selanjrfrya denga menggmaka teorema apit dan soal

nomor I maka terbuhi limqxl=g= lim (x)'
x)6 l"t.4

13.11 Dcliniri

MisalkmAERdmf:A-+R

(i). Misalkan (a, .o) s A lmtrk sudr a e R

ftnpi f dikatakm menuju o (bertrrd'trr{ - o) rdrk x mendekati o jika uutrk

setiap cr e R terdapal K = K(ct) > a sedemikim sehirga untlk seti4 x > K maka

{x) >a (bertnrt'hrnf,(x) < ol-).

Befik linit itri biasa ditmbmgh dengan limf: o Oerhrntt-tIrut' l,51f= - .o)
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(ii). Misalkm G o, b) g A unhrk suatu b e R

Ftmgsi f dilofakm menuju .o (bernmt-hnrt - o) uoirk x mendekati - ojika

rmhlk setiap cr.e R terd4at K : K(cr) < b sedemikim sehingga rmtuk setiap x < K

maka {x) >tt (bertnr-orutJ(x) < ct).

Beatuk limit itri biasa dilmbmgkan dengm lim f= o

(bertund-trrul,liqf = - .).

Dua teorema berilnt akm diberikm definisi l.3.ll deqgm meqggunakm kriteria

barisa

13.12 Trorcme

Misalka A g R daa f : A-+R,l"n (q *) q A unh.rk suafrr a e R

Maka pemydam berikrd ekivalen

(i). limf= o (bertrnf-h,rut, lgf= - .)

(ii). Untuk setiap ba'ism (x") deng@ x. e A n (a, o) dm lim(6) : o maka

lim ((x")) = o (bertrnt-tmt, lim ((a.)): - o).

13.13 Toorcmr

Misalm A s R da f : A-+R dan (- .o, a) g A uutuk sudt a e R

ilfaka pemyem berihf ekivalea

(i). lim f= o (bertuntr-trq ,Blf: - *)

(ii). Untuk seti4 brism (r(,) dengan 6 e A n (- o, a) dan

brism lim fl{) = o Oertnrt-tnt, lim ((6)):' o).

lim(d : - o maka
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Rirykasm.

MisalkmAqRdaaf:A-+Rdm c adalah titik clus'ter dari

An(c,o)={xeAl x>c} dan An(-o,c;={xeAl xcc).

I . ldaka perryataan berilot ekivalen

(i).limf:limf=limf=L
" r--* ,--*' ,--rc-

(ii). Unhk seti4 brism (a) ymg konvergen ke c dengm ;. e A n (c 
' 
o) atau

xo e A n ( o, c) meka {x.) konvergea ke L

Z. anegm {x) < g(x) Vx e A,x t c.

(i). Jika limf = o matra limg = 'o

(ii). Jilta lgg=- omaka limf:'o

3. Misalkan A g R dm f : A-+R dm (- o, a) c A rmtrk sudr a e R

ilfalra peruYmra berihrt ekivalen

(D. limf=L

(ii). Unurk setiap bu'ism (a) denep xo e A n C t, a) da lim(x") = o maka

brism (x")) konvergen ke L.

4. Misalka A g R da f : A-+R dm (a o) E A rdrk sudr a e R

Make perrydam berilod ekivdea

(i). limf: o (bertrnt-trntr, limf= ' o)

(ii). Udrk setiry ba'iem (x") dengo 6 e An (a, o) dm lim(a) = o maka

lim Gx.)) = o (bertrnf'brnt, lim fix.)) = - o)'

5. Misafim A E R dm 4 g : A-+R dm (4, o) g A rdrk suafir a e R

Misalh g(x) > 0 untuk seti4 x > a dm

16r 'f(r) ="
,--.- g(.r)

rmtrk suefuL e R, L* 0.

.:{u
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(i). Jiks L > O, mrlo limf = o jika da hmyajika lgg = t'

(ii). Jika L < o, mska limf = - o jika dm hmyajika limg : o'

Iatihm 3.

1. Misalkm(x1=; xitz uurkx+ 0.

Tlrnjuldtao bahwa 
l_.orn- 

(x) = 
151 

f(x) : + o

2. Buldikmbatwa

a 561 = o, (x* l)
r-{' -f - I

(x +2) 
= o, (x> 0)

,. ti.trI-5 =l (x>o)* r/'r +3

3. Mieallan bahwa f da g meryEyai limit di R untrk x -+o da (x) < g(x)

rdrk seti4 x e (oq o). Buktikabat\r'a lg(x) < tg,(-)'

4. Misalt<aa f di&finisikm pada (0, o)' Bulcikm batrwa lim f(x) = l' jika dm

hmyajika l5t 
(l/x) = l-

Jarabm ldiim 3.

l. Misalkm tr. e R diberilm'

Perhdikm

flx)=v{H>aarfi<l/42'
Pilih 6 = 1/e2.

Itlaka rnfuk setiry x > 0 &oga 0 < x < 6 berteku l/'/fi > cr"

Krena ot e R sebraog maka terbuhi ,$ (x) = + o'

Selmjdrya urtrk x < 0 de'ngu 0 < -x < 6 berlaku lffi > cr"

Krena o e R sobaug maka terbukti lim- (x) = + o'

J,
b. lim
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a Pertdl(m

.r _r-l+l_r- t - I .,,i' 

- 

>' ll
.r-l r-l x-l .r-l

K.renax> I oalta l- = '-l - >ct&rlx-llcl/or.---.r-1 lr-ll
Ambil a> l. Pilih E = Vcr

Makard* 0 < I x- I | < 6 berlaku

.r .r - 1+l I I
.r-1 x-l .r-1 -r-l

Krtoa or, > I sebrmg maka terbukti liq lim - 
J- 

= + o'
F{+ r-rt'f -l

b. Pertdikm

4=c+a,a.n
,l x {r {.r

Ambil s. > o. Pil thK= a I sJ.

lvlake unfirk setiry x > K bedalor

*= c * 4,4,n
lt {r 4x

3. Misdkm s > 0 diberilcarr

limf=L e lKr > 0r Vx>Kr > F(x)-l,l<s/2

lge=M ellQ> 0 r vx>IQ =lg(x) -M< 8/2

pitihK=mats { Kr,IA }.

MaltaVx>Kberlaht

flx)-(x) -L+M <flx) -Ll+lg(x) -ilq
<elz+elz=8'

Atrdaihl.>I\,f Pilih e =L-M



Maka berlaht

flx) -g(x) -L+ Ir4 < L -M alnr 0 <f(x) -g(x) < 2L- 2M

Jadi diperoleh (x) > g(x). HaI ini kontadiksi deng@ {x) < E(x).

Jadi hruslahL <M ar limflx) < lime(x).
l-+6 H.o

4. Misalkm s> 0 diberil@.

(>) limf=L <> jlK>0rVx>K+flx)-Ll <s

Misalkm y = l/r Jika x -r o maka y -+ 0+.

Selmjrfryajika x > K mska 0 < l/x < lfi( atau 0 < y < 1/K-

Pilih 6 = l/K
Make Vy e D6,0 <y< 6 bedalor

lf(x) -L l< e atu l{l/x) - L l< s

Jedi terbuldi lim flflx) = L.
.r-r0' '

(c). fjg 
(tlx) = L <r terdqd 6 > 0 I 0 < ffi < E malra | (l/x) - L | < e.

Misalkm y : l/r Jika x -r 0* maka y -+ o.

Selajrnryajika ffi < 6 maka lild > VD et y > 1/6.

PilihK= l/8.

Ivlale Vy > K berlalor I (y) - L | < s atat | {1/x) - L | < s

Jadibrbulrti lim(Vx):L
HO
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Tes Formatif 3.

l. BErikm sebueh contoh fingFi yeg meryrryai linit lmm t4i ti&k

limitkiri di sudrtitik

2. Miealh c e R dm f sdalah firngsi yug terdefinisi untrk x e (c, o)

dm f(x) > O rtrrk sernuax € (c, o). Ttrnjukkm bahwa limf= o jika

dmhnyEjile linl/f=0.
11

-- xllm-
,r-+l I - t

3. Buldikmbahwa , (x + 1) tidak ada

4. Bukikmbahwali-#+l =0, (x>o).
F,'D 

'

5. Misalke f didefinisih pada (q o) sedemikim eehinortr

lin {x) = L rlenep L e RBuktih bahtra lim flx) = 0'

Buktikm bahwa lirn f adslah rmg$l (iika ade).6
r-+:tro
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BAsN

TUNGSI KONTINU

A. Pcngrntrr

Konsep ftugsi kontinu pada da"rnya 5s6a dengan konsep limit Suatu fimgsi

kontinu di sustu titik jiks limitnya s"ma dengm nilai filngsioya di titik tenebut Jadi

dalm monpel{ri konsep fungsi kontinu diha4kntr mahasiswa sudah pahun

dongan konsep limit Pada bagim swal kita akatr nempeldari delinisi dari fimgsi

kontinu daa fimgsi bk kontinu serta kombinasi firagsi hontinu

Pada pasal 2"3 kita skm memperluas kekoutinuan firngri di suatu titik menjadi

kekodinuan di 8uatu interval. Pada bagim ini kih jugp akaa membahas masalah

mahimum dan minimum serte teoremo dri lokasi altr

Pada pasal 2.4 kite aken memb,ahas fungsi kontinu seraSem dan fungai Lipechitz

serta hubungan ke&ranya. Mderi id alon dib€ril<atr sebmyak tujuh ltali pertemuan

Pada bagim akhir aksr dibrhae firnSsi monoton dan firngpi iwers besertB eift-

si&nya dan loqalatr suetu fimgFi di sudu titik

B. Tuiurn Inrtrubionel Umun

Setelah mempelqiri bab ini mnhnqiswa dihf,4fu mempu metrguasai konsep fimgri

kontinu rerta teraryil menggunalernya dalm soal-soal.

C. TuJurn Inrhukionel trGutur

Setelah mempelqiri bab ini mnhpqiswamaryu

- membuktiknn mratu fungni kontinu di suatu titik dengan menggunakao &finiei

yaitu dengan mengguaaka.o s-6.

- mombutrtikan suatu firngsi kontiuu di Euatu titik donran moaggunakan konoop

brism-

- membuldikaa guatu fuugEi tidak kodinu di suatu titik
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- Eembuldikntr sifat-sift fungri kontiau denEan menggunakan s-6'

- menggunakan teorema makgimum'minimum dalam soal-sod'

- menggunakan teorema lokasi altr dalam eoal-soal.

- membuldikan suatu fungsi kontinu seragam-

- menggunakan firngsi Lipschitz untuk membuldikan kodinu seragam'

D. Ureien lllrtcri Kcgirten

2.1.1 Dclinbi

Msalkm Ag R, f A -+ R danc e A

F\rngsi f dil@kan kontinu di c jikauntuk setiry lingkungm vd(c)) = ((c)-s,qclk)

dri (c) terdryd sebuah lingkung@ V(c) : (c-6,c+6) dri c se&mikim 5ehingga

untuk setip x e Vo(c) n A makaf(x) e Vdf(c)).

ve(rG)) {
v Elflcll

,,lk!{

V5( c)

5l



DridefinisiiniadadrakemungkinanuntuknilaicyaitrctitikclusterdariAatal

bukan titik cluster dri A

(a). Jika c titik cluster da-i A maka menunf delidsi 1' 1' l diperoleh

firngsi f kontinu di c jika da hanya jika (c) = tlm (x)

Jadi agr fkontinu di c maka ada tigp syarat yang ha'us dipenuhi yaitu

(i). fterdefinisi di c atau (c) ada

(ii). rim (x) adadi R

(iii). flc) = rim (x)

(b). Jika c bukan titik cluster (titik pencil) dari A maka terd4d lingkungan

v5(c): (c-6,cr6) sedemihm sehingga V6(c) n A = ( c )' fr'{aka untuk setiap

lingkungnn V{L) = ((c)-sJ(c}re) selalu terd4at sebuah lingkungan

V(c) = (c-6,cr5) sedemikim sehinep (c) e Vs(L)' Jadi fselalu kontinu

Jadi drpat disitrpulkan bahwa j ika c bukan titik eluster dri A maka f secara lmgsung

kontinudic.Makauntukpembicraanselanjutnyakitahanyaakanmeninjau

kekontinuan fungsi fdi titik cluster'

2.12 Dcliniri

Misalkm B s A c R, f: A -r R Maka'

firngsi f dilotakan kontinu pada B jika dm hanyajika f kontinu untuk seti4 x e B'

2.13 Tcorcme

Misalkm Ag R, f A -+ R dss c e A

Maka kondisi berilot ekivalen



(i). fkontinu di c

(ii). Uutuk seba'ang e > 0 terd4at 6(s) > 0> Vx e A, lx-cl <6(e) maka

lf(x)-(c)lce
(iii). Untuk sebrmg barism (x") di A Vn e N dengan (6) kotrvergen ke c maka

barism ((x")) kowergen ke (c)
Bukti.

(i)=(ii)

Misalkan 
IEI 

f: f(.)

Makajika diberikan s > 0 terdapat 6(e) > 0 sedemikian sehingga untuk setiap

x e V(c) n A, maka f(x) e V'(L). Krena,

xe Va(c)nA e lx-cl < D(s) dan

flx) e V"(flc)) <+ fix) - f(c)l < e

makajilca diberikan e > 0 terdapat 6(e) > 0 sedemikim sehingga Vx e A,

lx - cl < 6(s) maka l(x) - {c)l < s.

(i)€(ii)

Misalkan untuk sebaag e > 0 terdapat 6(e) > 0 > Vx e d lx - cl < 6(s) maka

lflx) - (c)l < e. Pilih V.((c)) : (flc)-ej(cF-s) dan Va(c) = (c-6,r+E). Maka untuk

setiapxe Vo(c)nA, berlaku (x) e Vd(c)).

Hal ini membuktikan ba.hwa rim f : flc).

(i)-(iii)

Misallon lT f= f(.).

Ma.kajikas > 0 diberikm 36(sp0 rVx eA lx-cl<6 > l(x) -flc)l < s.

Misalkm (t) adatah sebuah barism di A dengrr (x") konvergen ke c. Krena (x")

korvergen ke c maka terdapzd K e N > Vn >K = lx"- cl <6.

Akibatnya l{x") - (c)l < s. Hal ini menunj uld<an bahwa barisan ((x")) konvergea ke

f(")
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Bukti.

(i). Misalkan c adalah bilangan rasionat .

Akar dihmjukkru f tak kontinu di c-

Ambil sebarang barisa (x") dengan xo bilagau irrasional untuk setiap n dan x"

korvergen ke c (Keberadaan barisan ini dijmin oleh teorema kepaddan bilangan

riil). K.rena x" bilangan irrasional untuk setiap n mata (x") : 0. Karena c bilatgan

rasional makaf(erntn): l/n Jadi 1q.((x,)):0 * l/n: f(c). Jadi f tidek kontinu

unfuk c bil"ng"n rasional

(ii). Misalkm c adalah bilangan irrasional don e > 0.

Maka menmr.t sifat Archimedem terdryat h e N e l/na < e. Maka ada bertingga

bmyaknya bilagan rasional dalarn interral (c-l,ctl) dengaa penyebut lebih kecil

da'i rt. Maka kita dapat memilih 6 > 0 yang begitu kecil sedemikian sehingga

(b-6,b+6) tidak memuat bilangan rasional dengan penyebut lebih kecil dri q.

Akibatnya Vx eA, lx-cF6 > Kx)-f(")l = lf(x) ls Uns< e.

Jadi fkontinu di c irrasional.

Catatan

* Kadang-kadang suatu firngsi f tidak kontinu di c, kaena f(c) tidak terdefinisi. Tryi

jika 6 f = L ada ma.ka kita d4d mendefinisikan

F: Au {c} -+ R dengan

F(x): L,
f(x),xeA,x+c

Maka F kontinu di c.
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Contoh.

Misalkm f(x) = x sin (l/x), x + 0. Kaena f tidak terdefinisi di x: 0 maka f tidak

kontinudi x=0. Untuk itu kita d4d mendefinisikm firngsiF: R + R dengan

F(x):

Maka diperoleh 
lE? 

F(*) : tim x sin(l/x) : 0 dsn F(0) : 0.

Maka rim F(x) =F(0) :0.

Jadi F kontinu di x:0.

2.15 Del-miri

Sebuah firqgsi f dikatakan kontinu kiri di titik c jika untuk sebarang e > 0 terd4at

6(s)>0>Vxed0<c-x<6(e) naka fix) -(c)l <s.

Sebuah ftngsi f dikatakan kontinu kenan di titik c jika untuk sebarq E > 0 terd4d

E(s)>0>VxeA,0<x-ccE(e) maka flx) -f(c)l .s.

Ringkrsrn

1. firngsi f dikdakan kortinu di cjika:

(i). fterdelinisi di c dau (c) ada

(ii). tim (x) ada di R

(iii). f(c) : run (x)

0, x =0
x sin (l/x), x * 0

2. Misalkm A c R, f: A -rR dao c e A Maka kondisi berikut ekivalen

(i). fkontinu di c

(ii). Untuk sebararg E > 0 terdspat 6(s) > 0 , Vx e A lx - cl < 6(s) maka

lf(x)-{c)l<e
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(iii). Untuk sebaramg brisan (n) di A Vn e N dengs-o (x") konvergen ke c maka

barism (flx.)) kowergen ke f(c)

Latlhen 1.

1. Misalkm a < b < c dan f kontinu pada [a, b], g kontinu pada [b, c] da flb) : g(b)

Didefinisika.n h pada [c c] dengan h(x) =

Buktikan batwa h kontinu pada [a, c]l

2. Misalkm f didefinisikm dengan (x):1x2 + x-6) / (x-2) untuk x * 2.

Dapatkah kita mgndslinigiftaqn fdi x : 2 sehinSga fkontinu di x: 2?.

3. Misalkzn f : R -+ R kontinu di c dan(c)>0. Tunjukka terdapd lingkungBn

V5 (c) sedemikiaa sehingga (x) > 0 untuk setiap x e Ve (c).

4. Misalkan f : R -+ R kontinu pada R da.n (r) = O untuk setiap r bilmgaa rasionsl'

Buktikan bahwa f(x) : 0 untuk seti4 x e R.

Jewebrn Lgtihen 1.

l. Ka'ena fkontinu pada [a b], g kontinu pada [b, c] dat

h(x) = If(x), ut"k x e [a' b) maka h kontinu pada tc b] dan pada (b, cl.

ls(x), trtuk x € (b' cl

Maka ri-- h(x) = lim- (x) = f(b) = h(b) Aar ,ri- 
h(x) = 

.r,-. 
g(x) = g(b) = hO).

tJl_ r")b_

Krenaf(b): g(b) maka diperoleh tim- h(x): 
,rim 

h(x) = h(b).

Jadi h kontinu di b. Akibalnya h kontinu pada [4 c].

2. Pefianztitzhitung tim (x) = lir4 (l + x - 6) / (x - Z; = liq (x +3Xx -2)/(x - 2)

= tirn (x + 3) = 5. Karena f merryunyai limit di x = 2 maka kita daPat

mendefinisikan f di x : 2 agar f kontinu di x:2. Uutuk itu kita definisikan

(2):5. Jadi fkontinu di x = 2.

f (x), mnrk x e [a b]

g(x), unhk x e(b, cl
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3. Misalkan e>0 diberikar

MekEterd+d6(s)>0rVx€Alx-cl <6(e) berlaku l(x) - {c)l <4.

Pilih e : (c/2.

Maka diperoleh l(*) - f(c)l . f\c)12 Nu - f(c/2 < (x) - (c) <f(c)12.

Akibdnya 0 < flc/2 < flx) < 3(c/2.

PilihV6(c):lx-cl < 6(s) . Maka (x) > 0 untuk setiap x e V6 (c).

4. Arnbilxe R

Maka terd4at barisan bilmga rasional (x.) sedemikian sehiugga xo konvergen

ke r Kerena f kontiou di x maka brism ((x")) kowergen ke (x)'

Krena(6):0 untuk seti4 n e N maka(x) = 0 untuk setiap x e R

Tcs Fornetif 1.

1. Buktikan teorema 2.1.4!

2. Misalkm A g R, dan f A -+ R kontinu di c e A Tunjukkan bahrra untuk setiap

6 > O terdapat lhgkunp V6(c) sedemikim sehingga l(x) - f(y)l< e untuk setiap

x, y e AnVa(c).

3. Misallsa f R -+ R kontinu pada R dan S : {x€ R:(x)=0}. Bulrtilzn bahwa

jika (x.) g S dengan lim(r.):0 maka x e S.

4. Tunjukkan bahr,r,a fungsi nilai mrnlak (x) : I x I kontinu di setiry titik c e R'

5. Misalka K> O datr f R -+R memenuhi kondisi Kx) -f(y)l <Klx-yl untuk

seti4 x, y e R- Tunjukkan bahwaf kontinu di setiap titik c e R
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2.2 Kombinasi Eungsi Kontinu

2J.1 Tcorcme

Msalkan Ac R, f g : A -+ R kontinu di c danc e A b e R

Maka

(a). f+ g, f- g, fg dao bfkontinu di c.

(b). Jika h : A -+ R kontinu di c dengaa h(x) t 0 VXEA maka f / h kontinu di c.

Bukti.

Jika c bukan titik cluster da'i A maka perayataaa (a) dm (b) secra lmgsung (ielas)

berlfir Untuk itu kita misdkatr c adalah titik clu*er dari A
(a). IGrena f dan g kontinu di c maka 1;6 f (x): (c) dan 1;,n g(x): g(c).

Maka

r ( f+ g )(c) = f(c) + g(c) : lim f + lims= lim (f+ 8)

Jadi f+E kontinu di c

e (f-g)(c)=(c)-(c)= lE:f - Igls: rim (f-s)

Jadi f- g kontinu di c

r ( fg )(c) = (c) s(c): l,S: 
f 

lEl 8 = ritn (fs)

Jadi fg kontinu di c

r (bfXc):bflc)=bHl r : 
ligi 

ur

Jadi bfkontinu di c

(b). Misalkm h(x) + 0 VxeA Maka h(c) * 0.

ilIaka(Ag)(c)=(c) /h(c) = lim f/ti* h= ti* (fh)'

Jadi f/ h kontinu di c.

Catatan: Untuk para pembaca coba bultikaa teorema2-2.| ini dengan menggunakan

konsep e, 6.
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222Tcorcma

Misalkm A c R, { g : A + R kontinupadaA danb e R

Maka

(a). f+ g, f- g fg dan bfkontinu padaA

(b). Jikah : A -+ R kontiru pada A dengan h(x) + 0 VxeA maka f/ h kontinu

pade A

ContoL

(a), Misalkar p adalah firngsi polinomial yaitu p(x) : a"f + a''-rf-l * . .. * s1x* x0

untuk setiap x dan c di R Maka

p(c) = a.,c" + a"-1c'-l + . . . + a1c + x6 dan 
!r1 n(x) = a"c" + ao-rc"'l * . . . + alc + x0

Kaena lim p(x) = p(c) da c sebazng di R maka p kontinu pada R

(b). Misalkm p dar q adalah fungsi polinomial pada R- Maka terd4at bertiugga

banyaknya akar dari q, misdka alw-erka'nya {cr,1 , ' -., d.}.

Makaq(x) + 0 untuk x e {ar,..., cr-}.

Didefinisikar fungsi rasional r dengan

(x): P(x) ,1 6 1or ,
q(x)

.,ch)

Jika c e {ctr , . .., d-} maka q(c) * 0. Maka

r(c): p(c) = iTl e(x) : Hrn lE) = lirn r(x)
q(c) lim q(x) --.' q(x)

Jadi r kortinu di c. Ka'ena c sebraag maka r kontinu untuk setiap x € {ctr , " '' cr,'}'
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(c). Ttmjukkan bahwa (x) = sin x kontinu pada R

Untuk membultikan ini, kita gunakan sifat dari firngsi sinus dqn cosinus yaitu

I sin z | < | z I dan I cos z | < I

sinx - sin y = 2 sin [(x - y)/2] cos [(x + y)i2]

Misalkm c e R sebanag mafta kita punya kslsksamann

I sin x - sin c l: 2 lsin [(x - v)/2]ll cos [(x + v/2] |

<2.(ll2)lx-cl=lx-cl
Jika diberikm e > 0 maka kita dryet pilih S =e sehingga Vx e R' lx-cl < 6

berlaku

lsinx-sinc l= 2 lsin [(x - v/2]ll cos [(x + v/2] |

<2 . (llz\lx- c l= lx - c l< c

IIal ini mmunjukkaa bahwa 1r, sin x = sitr c' Jadi f(x) = sin x kontinu di c'

Krena c e R diaf,bil sebrang, maka (x) = sin x kontiru pada R

2.2iTcorcma.

Misalka Ae R, f: A -+ R dan c e A

Definisikm I f I densan lf l(x) =l flx) | , Vx e A

(i). hka f kontinu di c maka lf| kontinu di c'

(ii). Jikaf kontinu pada A maka I f I kontinu pada A

22.l Tcorcmt

MisalkmAcR, f: A -+ R dan c e A dm (x) ) 0' Vx e A

Definisika.f aengar^/(x1 = J1qs, vx e A

(i). Iftaf kontinu di c meka {f kontiou di c'

(ii). Jikafkontinu pada A maka'ffkontinu pada 4



Konporiri [ungri Kontinu

225 Tcorcme

Misalkm ABe R,f : A -+ R, g : B -rRdan(A)e B.

Jikafkontinu di c e A dan g kontinu di 6 =flc) e B maka fungsi koryosisi go f
kontinu di c.

Bukti.

Karena g kontinu ai b = f(c) e B maka untuk seti4 lingkungar W = W.(80)) :

GO)-s,S(bIFe) terd4d aebuah lingkungan V: V6@) = @-6,b+6) se&mikian

sohingga untuk setiry y e V5@) n B maka 80) e W.(eO)). (*)

Krenaf kontinu di c e A maka untuk setiap lingkungan V = V(b) = O-6'b+E)

terdryat sebuah lingkungan U = U{c) = (c'y,e|-1) sedemikiar sehingga unhrk seti4

y€ U^Ameka(x) eBnV. (**)

Akibat dari (*) d8tr (**) diperoleh go{x) = g ((x)) e W'

Jadi uatuk setiap lingkuagan W = W(g(b)) = G&)-c,S(b)rFG) terd+at sebuah

lingkuSpn U = Ur(c) = (c1,c{) sedemfi an sehingga untuk setiap x e U n A maka

gof(x) e W.

Jadi g o fkontinu di c.

b

v

u ,r. w

cb)

t
cB
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2.2.6 Tcorcma

MisalkanA, Bc R,f : A -+R, g : B -+ R dan (A)c B.

Jika f kontinu pada A dan g kontinu padaB maka fungsi komposisi g o f kontinu

padeA

Letihan 2.

1. Misalkan A s R, f : A -+ R da.n c e A dar f(x) 2 0, Vx e A

Didefinisikan# dengan'Jft*l : fiO,Vx e A Buktikanlah

(i). Jika f kontinu di c maka {f kontinu di c.

(ii)- Jika f kontinu pada e ma.ka #kontinu pada A

2. Misalkan g didefinisilran pada R dengan g(x) = dmf(x)=x*luntuk

setiap x e R Tunjukka-n bahwa 16 gof* Gofl(O).

3. Misalkm f : R -+ R kontinu pada R danP = {x e R: (x) > 0}' Tunj ukkan bahwa

jika c e P maka terdapat lingkungan Va(c) c P,

4. Misalkan [, g : R -r R kontinu pada R dan 5 : {x e R: (x) > g(x)}. Tunjukkan

bahwajika (s") e S dan lim (s") : s maka s e S'

Jawaben Latihan 2.

1. Misalkans>0diberikanda.nc e A.

Perhdikan,

1{r1x1- {qci l= l.'lf(.) - {t(') il
t77- + r/i@

,',E<.1+ Jrfcl

,l

---
Jt (cJ

lf(x) - (c)l

0,x=l
2,x +l
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Kasus l, f(c) = O.

Kaeaaf kontinu di titik c maka terdapat 6 > 0 sedemikian sehingga untuk x

dengan lx - cl < E berlaku | {x) - (c) l< e2.

Krena(c) = 0 meka untuk O < lx - cl < 6 berlaku | r/(*) I ='Iflx)1 = ./e2 = e

Kasus 2, f(c) , O.

Karena f kontinu di titik c maka terdapat 6 > 0 sedemikian sehingga untuk x

dengan lx-cl < 6 berlaku lI(x) - (c) l< s {(c).

Maka untuk 0 < lx - cl < 6 berlaku

1''/qxy - {qcl l= l{flx) - fic) ll v6G'+ vt (c)

.',,tr <'> + Jrr.>

l(x)-(.)l
I Jf(x) + Jf(c) I

I

@ l(x) -flc)l

Karena e > 0 seba'ang ma-ka terbukti tim Jq*1 : !f1";

Hal ini membuktikan bahwa #kontinu di c.

Karena c e A sebarmg maka #kontinu padaA

2. Darl definisi f dm g diperoleh gof(0) : S((0)) = C(l) : 0

Karena go(x) : 0' x = 1 .ulka dTat kita tunjukkan bahwa tim gof = 2
2,,x + 1

Misslkan e > 0 diberiksn-

Pilih 6 = s. Maka untuk setiap x dengan 0 < | x | < 6 berlaku

I go(x) - 2l : | 2 - Z 1 = g <8. Jadi terbukti trg Bof : 2.

3. Karena f kontinu pada R dan P E R makaf kontinu padaP-

65



Karena c e P mafta fkontinu di c.

Fungsi f kontinu di c jika da hanya jika uotuk setiap e > 0 terdapat 6 > 0

sedemikim sehingga untuk x dengan lx - cl < 6 berlaku | (x) - f(c) | < e.

Pilihe=(c)/2>0.

il[atra I (x) - (c) I < f(c) / 2 ot,"

- {c)i 2 <flx)-flc)<\c)12
0<f(c)/2< (x)<3(c)/2

Pilih V5(c) = lx - cl < E sedemikian sehinsn I f(x) - flc) | < f(c) / 2

Maka rmtuk setiap x e V6(c) berlaku 0 < (c/2 < f(x)<3(c)/2

Kaena (x) > 0 untuk setiap x e Vo(c) maka Vo(c) E P.

4. Misalkah(x)=(x)-g(x) >0 dzrS={x e R:h(x)>0}.

Krena f dan g kontinu di R maka h juga kontinu di R

Krena h kodinu di R dan lim (s") = s maka lim (h(c)) = hG).

Krena (s") g S maka h(s") > 0 dan lim (h(s")) : h(s) > O.Jadi s e S.

Tcs formrtif 2.

l. Misall'm Ae R, f : A -+ R dan c e A

Definisikm lf I deugen lf l(x) =l (x) l, Vx e A Buktikan batwa

(i). Ifta fkontinu di c maka lfl kontinu di c.

(ii). Jika fkontinu pada A maka I fl kontinu pada A
2, Tirnjukkan bahwa j ika f : A-+ R kontinu padaAg R dan n e N meke firngsi f

yang didefinisikan dengan f (n) = ((x))" untuk setiap x e Ajuga kontinu pada A

3. Berikm sebuah contoh fungsi f dan g yarg ked"'nya diskontiau di c tapi

(a). jumlah f+ g kontinu di c

(b). hasil kali ft kontinu di c

{. ledka ss$nah contoh fuagsi f: [0, 1] -+ R yang diskontinu di setiap titik dari [0,

1] tapi I fl kontinu pada [0, l].
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5. Misalkan g : R -+ R memenuhi hubungan g(x + y) : g(x) + g(y) untuk semua )q y

di R Tirnj ukkan bahwa

(a). Jika g kontinu di x = 0 maka g kodinu di seti4 titik di R

(b). Jika e(a) : 0 unhrk suatu a e R maka g(x) = 0 untuk setiap x e R.

6. Misalka I = [a b] dan f : I -+ R kontinu dar terbatas padal

Defi nisikan g : I -+ R detrgar g(x) = sry {flt) : a < t < x} untuk x e R.

Buktikan bahwa g kontinu padal
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23 Fugri Kontinu Pede Intcrvel

23.1 Dcl-miri

Misalkao A c R danf : A-+R

F\qg$ f dihalffi terbetrr pada A jika terdapd M > 0 sedemikim sehingga

| (x) | <M r.mtrk sernuax e A.

23J Tcorcmr Kctorbrteren @omdc.hcsr)

Misalkm I = [ab] adatah interval teftmp dsn terbdas dm f : I -+ R kontinu pada L

Ivlakafterbes padat

Buldi.

tudsikm f tidak terbatas pada L

Maka untrk setiap n e N terdqd x" e l sedemikim sehingga l{x,) l>n (*)

Krena I te6atas maka brism 6 juga terbataq. Kaena itu terdryd subbrism (x-)

sedemikian sehincqa (x.) kowergen ke x (berdasarkatr teorema Bolzao-

Weierskass).

Kanena I teftmry da x- e I maka x e L Krena f kontinu pada I maka (x-)

konvergen ke (x). Akibahya (x.) terbes yaihr terdapat M > 0 sedEmikian

s6hinggs I (x-) I < M untuk semra r e N. Tapi hal ini konhadiksi de4nn (t)' Jadi

petrgudaim salah. Jadi hrusleh fterbaras pada L

233 Dcfnisi

MisalkmAgRdanf:A-+R

(D. nqgpi f dit<&kameryuyai nakrimummdlakpadaAjikaterdrydx' e A

sedemikim sehingga

| (x') I > (x) rmtrk semua x e A

x' disebd titik maloimm mdlak da.i f pada A
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(ii). Frmgsi f dikatakao mequryxi minimrnn nnillaft p3dstr j ika terdapat x. e A

sedemikia sehinqga

| flx{ I < (x) unhk semua x € A

x, disebrd titik minimum rmrtlak dari f pade A

Cdgt'rnl."

Sudl fnSsi ymg kontinu pada A tidak perlu meryuryai maksimum atal

minimrm mttlak pada A

Coutoh.

F(x) = y* . *Utfft6ntinn pada A: {x e R : x > 0}.

- F tidak meryrmyai maksimum fur minimrm absolut pada A .

- F tidak meryuuyai maksinum ahar minirmrm absold Pada

3={xeR:0<x<l}
- F merprmyai maksimum atax minimurr absohd pada

6:{xeR:l<x<2)
- F mempuuyai makimum t4i tak ptqra minirm'm absold pada

p=(xeR:x>1)

- F tidak meryunyai malaimum arar minimum absolut pada

E={xeR:x>l}
Jika suatt fi'ngsi meryunyai mal<simum atan minimum absold maka titik

maksimum atau minim'm absoft.f tidak hrus trnggal.

Coatoh-

F(x):t',xe [-l,l].
Maka nilai maksimum E tlak dsri F adalah 1 dm nilai minimum

mrrtlaksra 0. Tryi titik maksimrm mrtrlalmya ada dra yeitu x = t I

a

a
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-t

crdik F(x) : t', x e [-1, l]

2 3.4 T c orcne Mehsirnurn-Minim"rn

Misallm I = [ab] qrlqlah irten al teftmp dm terbatas dan f : I -+ R kontim pada L

Maka fmeryuuyai malsimum mr.dlak dm minimum mdlak padaL

Bukti.

Misalkm ( I ) = {flx) : x e I}. Maka himpuna f( I ) terbaas (teorema 2.3.2)

4Li625ya hinrFunm ( I ) meryr:ryai bes atas dan batas bawab dm oleh sebab ihr

f meryuryai sryrinum da infimun

Misalkm s'= sW ( I )
s.= inf( r )

Klaim: terdapat x' dan x. di I sederllia sshinssas' = (x) dm s. = (x')'

Buldi klaim

Misalkstr s' = s'p f( I ).

Makeuotrksetiapne\ s'- Un bukm bfis atss dsri f( I ).
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Jadi terd4at x" . , tt6.*16sa sehingga

s'- l/n < f(6) 5 s! rmfi,k a g }rl.

Krena I terbatas mal€ ba'isan (x.) juga terbat".q. Krena itu terdryat subba'isan (x-)

sedemikiatr gehing8a (6) konvergen ke x' (berdasakm teoremq Bolzqno-

WeiErstass). Krena fkontiru pada I maka (;-) konvergea ke (x').

Krenas'- f/n < (r") < s'rffirkn e N maka

s' - 1/r< (r-) < s' uatuk r e N

Idaka lim(s' - 1/r) = s' da lim t. : e'. I\[aka deqgm menggrmakan teorema apit

diperoleh lim ((x-)) = i.
Karena itu kih pmya

(x') = lim (I(x-)) = s'= srry ( I ).
Jadi x' adalah titik mal<simrm mllak da-i f pada I

Misalkan s.: id( I ).

Maka uotrk setiry n e N, s. + l/o bukm batas bawah dari { I ).
Jadi terdry* x, e I sedemikian sehinga

s, < f(x") ( s.+ l/n unfirk n e N.

Kaena I terbes maka brisar (x") juga terbatas. Kaena itr terdapd subbarisatr (x-)

sedemikian sehinqqa (x-) konvergen ke x. (berdasrlmn teorema Bolzano-

Weiersbass). Krena f kotrtilu pada I maka (x-) konvergen ke (x.).

Krena s. < flx") < s.+ l/n unhrk n e N maka

s. < f(x-) < s. + l/m rmhrk r e N

Maka lim(s. + l/m') = s. dsr lim s' = s.. Maka deqgm menggrmakm teorema apit

diperoleh lim (flx-)) = s..

Krenaitukitapuya
(x.): lim ({:t*)): s. = inff( I ).

Jadi x. adalah titik minirm-un m.dlak da-i fpada t
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235 Tcorcmr Lohesi AIrr
Misalkm I adalah sebuah hterval dm f: I -+ R kontinr pada I
Jika cl. < F (cC I e I) sedemikim sehincga qr; < 0 < (p) "t"'r flu,) > 0 > (p) maka

terdeat c e (cr, F) sedemikian sehinqrp(c) = 0. ( c disebut aka da'i f )

Bukti.

Anggap{cr)<0<flp).

Misalkan Ir = to'-, Fl da y = (o"+ p)t2.

Jika(y) = 0 makapilih c : y. Bukti selesai.

Jika(y) < 0, pilih crz =r clm h = P.

Jika {y) > 0, pilih ctz = a dm & = I.

Selatrjurya misdkm Iu = [az, 0z] dengm (or2) < 0 < (Fz) dm y: : (u2 + hyz.

Jika f(12) : 0 maka pilih c : p. Buldi selesai.

Jikaf(y2) < 0, pilih ar : y: dan B = Fz.

Jika (y2) > 0, pilih a3 = cr2 dan B :yr.

Selanjunya misalkm Ir : [ar, h] dengar f(c6) < 0 < f(P:) dm t = (a3 + $)/2.

Proses seperti ini diteruslm smpai k kali.

Misalkaa kita peroleh interral 11 , h , . . ., Ir: [a*, pd sedemikian sehincga

(ar) < 0 < {h). Misalkan Il = (a1 + fu)/2.

Jika{$ = 0 makapilih c : 6 Buldi selesai.

Jikaf(1) < 0, pilih a*r : n dan Pl+r 
: h.

Jika {y1) > 0 , pilih (Il+r : ca deo p$r = Ir.

Selmjrnnya misalkm Il+I : [a++r, ps1] dengor (at*r) < O . qpr*r;'

Jika proses id bemlfrir deqgen titik In sedemikim gehinp*ps (yJ = O maka bukti

selesai. Jika proses ini tidak beraleir maka kita peroleh barism nested dEi hterval

tertfip dan terbatas yaihr L = [4., FJ, n e N. Karena interval ini kita peroleh

denga pengulangm biselci maka kita prmya E - a" = (p - o') I 2"1 -

Maka menurut teorema interval nested terd4at c e I uofuk seti4 n e N.



Krem a,< c < po unfirk setiap n e N meka

0 < c - cro < pn - % = (p - a) / 2"-t dan 0 < p, - c < P" - a" : (P - o.) I 2"1.

Karena lim (p - a) I 2"-t = 0 maka

lim(c - ct,;=g dat lim (p" - c) = 0

atar

lim ( c6) = c dan lim (p") = c

Karena fkontinu di c, maka kita puuya

lim (( c.)): f(c): lim (flp"))

Karena fl fo) > 0 uuhrk seti4 n e N maka (c) : lim ((P")) > 0.

Kanena flu.) ( 0 rutrk setip n e N maka {c) = lim Ku.)) < 0.

Krena {c) > 0 dm (c) < 0 maka hruslah f(c) = 0.

23.6 Tcorcma Nilei Antere Bolzeno

Misalkan I : [qb] adalsh sebuah interval da f : I -+ R kontinu padal Jika 4 b e I

dan k e N memenuhi kondisi (a) < k < (b) maka terd4at titik c e I dengar

a< c < b sedemikim sehiqgga(c) = k
Buldi.

Kasus l e<b.

Misalkmgft)=(x)-k.

Mrl*s(") =flr) - k. 0. {b) - k = sG).

Maka memrrut teorema 2.3.5 terd4d c e [a,b] sedemikiq sehingga 0 = 8(c) = flc]*
er (c) : k Jadi terdapat c e [ab] sedemikim sehingga (c) : k



23.7 Ahtua,l

Misalkar I : [a,b] adalah sebuah interv'al tertutrp da tertatas dau f: I -+ R kontinu

pada t Jikak e R mememrhi

inf(I)<k<sw{I)
Maka terd4at c e I sedemikiao sehingga (c) : k

Bukti.

Krena kondisi dri teorema Melcinum - Minimum dipenuhi maka terdapal c' dan

c' di I sedemikim sehingga

id( I ) = (c.) <k <(c')= srryf(I )

Meka metrurut teor€ma 2.3.6 terd4at c e I sedemikian sehingga f(c) = k

23t Toorcme

Misalkm I = tAbl adalah sebuah interval teftmry dm teftalas dan f : I -+ R kotrtitru

pada I Maka hiryunan ( I ): { {x) : x e I )adalah sebuah interval teftm'p dan

terbatas.

Buldi.

Kaena I = [4b] ,dalah sebuah interval tertfrry dan terbatas de f : I -+ R kontimr

pada t naka hiryunm f( I ) terbatas. Akibanya ( I ) purya isfimum dm srryrimum-

Misalkm m : id f(D d^ M : sup f(I). Mska menund teorema Maksimum -
Minimum nu M e (I). Karetra itu kita punya (I) c [m, M] .

Unhrk memrnjuklon [tq M c {I), mbil k e [m, M] atau m < k < tvl Makameil'nut

akib* teorema 2.3.6 tetdryat c e I sedemikim sehinge (c) = k akibatnya k e f(I)'

Jadi diperoleh [m, Ml c (t).Krenaf(I) c [",, M d- [q M] e fl) "k"
tq M : (t). Jadi f(I) adalah sebuah htervd teftmp dm terbalas'
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Pcrhrtirn

Jika I = [cb] adalah sebuah iutervd terttp dao teftes da f : I -+ R kontinu pada

L maka himpunan ( t ) = tq Ml ter$rtro. Tapi perlu diingat bahwa tidak sela.lu benar

bahwaf( I ) = t(a), (b)1. Unhrk memaharni ini pertdikm grafik berilod

ftb)

It,)

t-

t(D =Vn.M)

23J Toorcme

Misalkm S c R dsr S * Z deagro sifat

(*) jik"Aye S d,n x < Y maka [x, Y] s S

Maka S adalah sebuah hterv-al.

Buldi.

Kita asumsikm bahwa S pali4g sedikit ptrya dn mgob-

Untrkmembrrldikmteoremaidkitaal(etinjarrdatm4kasusyaihrunhrk

(i). S terbes

(ii). S tertaras di atas 4i tak terbatas di bawah

(iii). S terbatas di bawah 4i tak terbalas di eE

(iv). S bk terbes di es dzn tak terb&s di bau'ah

?<



Kasus (i).

Misalkm S tertatas.

Maka s punya infirmrm dm sryrimum-

Msalkan a: infimr:m dari S dm b = srryrimun dari S.

Kaim:S=[a,b]

Ambil s e Smakaa<s<b atzu s e [a, b]

JadiSc[ab].

Ambilze (ab).

Maka z bukm b*as bawah da bukm batas alss dtri S.

Maka terdapat x e S dan y e S sedemihm gehing8a x < z < y atau z e [x, y] g S.

Maka menuni (*) diperoleh z e [a y] c S.

Krena z e (a, b) dimbil sebamg maka diperoleh (a y) g S.

Jikaa e S darb e S mab kita mempuryai S = (a b)

Jikaa e S dm b e S makakitamempuuyai S : (q bl

Jikaae Sdanb e S maka kita mempuuyai S =[qb)

Jikaa e S dan b e S maka kita mequuyai S:[ab]
Jadi S adalah sebueh idervsl.

Kssus (ii).

Misdkatr S terbatas di atas tapi hk terb#s di bawah Maka S mernprmyai sqinum-

Msdkmb:urpS.

Ambil s e S. Maka s < b atau s e ( o, b]. Maka S c (- o, bl.

Ambil z e (-"o,b]. Makaterdryat r; y e S sedemikian sehin8€axczcy atan

z e l\ylc S. Jadi z e S , sehingga (- o, b) c S,

Jikab e S makapilih S = (- m, b).

Jikab e S makapilih S = (- o, bl.

Jadi S adalah seb'tsh interval.
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Kasus (iii)

Misalkm S terbafas di bawah tryi tak terbatas di atas. Maka S mempunyai infimurru

Msalkm a= iof S.

Ambilse S.Makaa<satause [4 o). Maka Sc[4o).
Ambil z e [e, o), Make terdapaf Ay e S sedemikim sehinggaxcz<y atqrr

z e fx.y7 c S. Jadi z € S , sehinsga (4 oo; c 5.

Jika a e S makapilih S: (a o).

Jikaae S maka pilih S = [a, o).

Jadi S adalah sebuah interval.

Kasus (iv).

Misalkm S tak tertalas di atas dan tak terbdas di bawah.

JelasbahwaScR

Ambil z eR Maka terdapat x, y e S sedemikian sehinqsa x < z<y ate,,

z E [,c y] c S. Jadi z . 5, rehingsa (4 o) c S. Maka R g S. AkibdryaR : S.

Jadi S adalah sebuah interval.

23.I0 Tcorcne Prcrcrvesi deri Iltcrvel

Misalku I adalah sebuah interv-al da f:I+Rkontinu pada L Maka hirnpunat

( I ) = { flx) : x e I }adalah sebuah interv'al.

Buldi.

Misalkm cr, P e fl) dengan ct < B.

Iidaka terdepal titik a, b e I sedemikim sehinqsa or = (a) dm p = f(b).

Mennd teorema nilai mbra Bolzmo jika cl. < k < p maka terdapat c e I denga

L = {c) e fl). Karena itr lcc P] q f(D. Hal ini memnjukkan bahwa fU) mememhi

si&t (+) dri teorema 2.3.9. Akibahya {$ sebuah interval.
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I

Ringtrren

l. Jika I : [a"b] adalatr irterval tertfrp da terbatas dm f: I -r R kontinu pada I
maka f terbalas serta merymyai maksimum dan minimum nriltak pada I

2. Misalkaa I adalah sebuah interval dm f : I -+ R kontinu pada L

- Jikaor< I (oq 0 e I) sedemikian sehinggaf(or) < 0 <{p) atar(cr,) > 0 >(p)maka

terd4at c e (ot, p) sedemikim sehingga {c) = 0 ( c fisebrtr akar da-i f).
- Jika C b e I dan k e N memenuhi kondisi (a) < k < (b) makaterd4at titik c e I

dengan a < c < b sedemikian sehingga f(c) : k
-HiryEaflI):{{")rx e I }a.lalah sebuah futerval.

Letiher 3.

l. MisaUca I = [a, b] dm f : I -+ R adalah fi'q8si kontimr sedemikian sehingga

(x) , 0 untrk setiap x di L Buldikm bahwa terd4ar sebuah bilangm a > 0

rsdemikia gehingta (x) > cr, untuk semua x e L

2. Misalkao I: [C b] dmqs: I -+ R adalah ffrngsi kontimr pada t Tirnjukkm

bahwa hiryrmar E = { x e I : f(x) : g(x) } yeg mempunyai sifat bahwajika

(x") c E da x" -+ xmaftaxo e E

3. Ttmjuldra batwa polinomial p(x) : xa + # - 9 pal.g sedikit meqrmyai

&a akr riil.

4. Msalkm I: [0, a/2] dm f : I -+ R didefinisikan deqga

(x) : srry {l , cos x} rm[rk x e L Tinjukkan bahwa terdapat titik minirm'm

mdlak xo e I da-i f pada L T\mjulrlkm bahrra xo adalah suab solusi mfuk

persmrrncosx:l-

Jewebrn Letihen 3.

L Krena I tertrhry dan terbdas serta f kortinu pada I maka f[) terbatas.

Akibahya fmempunyai maksimrm dsr minirmrm

1e



Misalkm f memprmyai minirmrm di xs e I Ka.ena inf (I) < {x) untrk seti4

x e I da I tertfrp maka f(xo) = inff$. Krena xs e I maka (a) > 0.

Pilih or=f(x6): idf[$.
Makaa <(x) Vx e t
Jadifcc>0>(x)>cr,Vxe L

2. Aobil sebrag barisa (x.) di E yang komergen ke &.

Krena f dan g kontinu pada I naka {;.) konvergen ke {xo) da e(x")

korvergen ke S(xo). Ka-ena (,h): g(a) mtuk setiap n e N malz

f(*o): li. {u) = li. g(u) = g(*o).

Jadi xo e E.

3. Dri polimial kib puuya

p(l)=1+r-9=-l<0.
p(2)=16+56-9=63>0.

Ka'ena p(1) . 0 . p(2) maka memnrd teorema 2.3.5 terdapd c1 e [, 2]

sedemikim sehinqsa f(cr) = 0. Jadi c1 e [l, 2] adalah salah sanr akar da-i

p(x).

p(-7) = z+ot -2401 - 9 = -9 < 0.

pC8) =4096 - 1584 - 9 : 503 > 0.

Kaena p(-7) < 0 < p(-8) maka memrns teorema 2.3.5 terdryat c2 e [-7, -8]

sedemikim sehingpa (cz):0. Jadi q e [-7, -8] adalah salah s&r akar dari

P(x).

Jadi polinomial p(x) = xa +'* - g paling sedikit mernpunyai dra alrr riil
yaitr cr dm e.

4. Misalkm g(x) = t' da h(x) = cos r Krena g dan h kodimr maka f kontinu

pada L Maka f meryunyai 1i1ift minimrrn dan maksimum pada t Jadi

terd4d titik xo di I sedemikim sehiqgga xo adalah titik minimrm mrdlak

pada I Selmjr.tnya mdaikan xo bukm solusi dari persamaan tot * = l.
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Maka cos xo < ,ro2 atau cos x0 > x02 . Akan dihmjutdrkm bahwa ke&ra

pernyatan ini tidak benar.

a Jika cosxsct2 maka f 1xo1 
: stp { cosxs,x02 } -o-2 .

Ambil 6>0 > x e (A - 6, xs+ 6).

Maka (x) < (x). Hal ini konbadiksi dengar x6 selagai ae['rqh fitik
minimum mutlsft padal Jadi tidak mrmgkin cos & < tu2 .

b. Jika cos xe > x02 maka f (&) = srp { cos xe , xsz } =os xo.

Ambil 6>0rxe (a - 6, a+ 6).

Maka (x) < f(xo). Hal ini konbadiksi dengm xo sebagai aebuah titik

minimrrm as[t2ft pada I Jadi tidak rmmgftin co' xo > xo2 .

Jadi hruslah cos tu : r02 . Hal ini menunjul&m bahwa xa adalah solusi mtuk

persr.r*n cos x: l.

Tcs Formetif 3.

l. Misalka I = [C b] da f: I -] R adalah firngsi kontimr pada I sedemikian

sehinqsa urtrk Eetiap x di I terdapd y di I sehingga EU) < E(x) / 2. Buktikm

bahwa terdapat sebuah titik c di I sedemikim sehingga f(c) = 0-

2. Misalkanr I : [0, l] dan f: I -+ R adalah fmgsi kontinu pada I sedemikim

sehinsqa (0) : (l). Buktikm terdapat sebuah titik c di [0, 7d sedemikian

sehinga (c) : (c + %). [Petrnjuk e(x) : (x) - (x + %)].

3. Misalkm I = [c b] dan f: I + R adalah fimgsi kontinu pada I da (a) < 0,

flb), 0. Misalkan W = { x e I: f(x) < 0 } dan w = sup W. Buktikar bahwa

(w) = o.

4. Misalkanf :R -+ RkontimrpadaRdmp e R Ttmjukkanbahr'vajikaxo e R

dengar fl:r6) < p maka terd4at linghnrgro Uo (xo) sedemikian sehingga

{x)<p untuk semua x e U.
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2.4 .Koutinu Scragen

Jika A _c R, f : A -r R maka dari teofema 2.1.3 diketahui bahwa pernyaban berikut

ekivalen

(i). f kontinu di setiaP titik u e A

(ii) untuk setiap s > 0 d,,, u e A terdqar 6(s) > 0 a Vx e A, lx - ul < 6(s'u)

mala l(x) - (u)l < e.

Dalm hal itri kih lihal bahwa 6 bergantung kepada e dan u

2.4.1 Dcfirisi

MisalkmAERdanf:A-rRFungsifdikatakankontinurcr'g'm(uniform)pada

Ajikauntuk setiap e > 0 terdapat 5(e) > 0 r Vx, u e d lx- ul< 6(e) ma&a

l(x) - f(u)l< s.

Da.i definisi di atas kita lihat b3[q7a tsskostia qn dri f tidak bergantung pada u e A

Jadi deat dikatakan bahwa jika f kontinu seragam pada A maka f kontinu untuk

setiap titik di A

2-1.2 Kritcrit Kontinu Teh Scragem

Misalkm Ae R dan f :A -r R Maka pernyataan berikut ekivalen

(i). fkontinu tak seragam Pada A

(ii) terdapat eo > 0 sedemikian sehingga untuk setiap 6 > 0' terd4d xo 
' 

ur di A

dengan

I xo - ur I < 6 tu fln ) -(uo)l > e'

(iii). tErd4d co > 0 dan duabarism (x.) dm (y") di A sedenikian sehinigga

lim(& - yJ = 0 d- l(*" ) - (y' )l ) es untuk setiap n e N'
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Contoh-

Tirnj ukkan balrwa {x) = I / x tak kontinu seragam pada A = {x e R I x > 0 }'

Bukti.

Untuk membutdikan ini kita hrus memilih ee > 0 dan dua brisan (x') dan (y') di A

sedemikim sehingp lim(x"'y")=0 dm l(x")-(y")l )es uduk setieP n e N'

Pilih E0 = l/2 dan (x.) = (1/n) dm (v") = (l(n-r-l))'

Maka lim(x" - y') = 0 dan flx^ ) - (v" )l 
: 

I n - (n + 1) | = | - I I 
: I > tA : to'

2.d3 Tcorcnr Kontinu Scrrgem

Misalku I interval tertdup terbatas datr f : I -+ R kontinu pada I Ma'ka f kontinu

seragan pada L

Bukti.

Ardailcr f tek kontinu seraga'm'

Maka terdapat es > 0 don duabarism (6) dar (y") di I sedemikim sehiogga

lim(x" - y"):0 dan l(x" ) - (y" )l > se untuk setiap n e N'

Krena I t,erbalas maka ba'isan (xn) juga terbatas' Maka menu'ut teorema Bolzano-

Weiershass terd4at subbarisrr (x,r) yaag konvergen ke z Krenal terhfrp maka

z e L Selanjuhya kitapunya kehksamaan

lY* - z | < lY* - t'r I + lx"r - z I (*)

Krena lim(y,,1 - x"t) = 0 dan lim(ar) = z maka dri (r) diperoleh lim(y*) = z

Dri hipotesis dikehhui bahwa f kontinu pada L Maka f jup kontinu di z Maka

fly*) dm (x"r) kowergen ke z HaI ini konbadihi dengan pernyataan

l(a ) - fu" )l 2 so untuk eeti4 n e N'

Jadi pengandaian salah- Maka ha'uslah f kontinu seragam pada L

a2



Iugsi Lipschitz

2.{.4 Definisi

MisalkaoAcRdaof:A-+R

FuneEifdikdaka!fungsiLiplcffiz(ataumemenuhikondisiLipschitz)padaAjika

terdapat konstanta K > 0 sedemikian sehingga

lflx) -flu)l<Klx-uI Vx,ue A

Jika kita tulis ketalaamaan di atas dalmr bentuk

(*) ,*{3, <KVque Ax*u

Maka secra geo6gfi t(etaksamaan (*) menyafakan kemirinSa" dai seemen ga-ts

yang menghubungkan titik (A flx)) dm (q (u))' Krena itu dryat juga dildakan

bahwa fungsi f memenuhi kondisi LipschiE jika dan hanyaj ika kemiringan semua

segmen gris yang menghubungkao dua titik pada y = f(x) terbates oleh IC

2.45 Tcorcma

Jika fungsi f : A -+ R adalah Liprchitr maka f kontinu seragam pada A

BuLti.

Misalka

sehingga

lf(x) -(u)I<Klx'uI vx'ue A

Misalkans>0 diberikan

Pilih6=eiI(

MakaVa u e An ix'ul<6berlaku

lf(x) -(u)l<Klx-ulcKe /K = e

Hal ini membuktikan baht+'af kotrtinu seragam pada A

Tpi j ika f kontinu pada A tidak ha'us f fu ngsi Lipschitz

fungsi f: A -r R adalah Liprchitr' Maka terdaPat K > 0 sedemikiao
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Contohnyru flx) = {x padal=[ab]
Maka f kontinu pada L Kuena f kontiou pad" intorval tertutup daa terbatas maka f
kontinu seragam pada L Selmjutnya kita perhatikan

I f(x) I <K lx I atau dx | <K I x I

| 'J x l/ lx l( K at,,' l/./ x <I(

Karena nilai lim + = ,o mafta m < K Hal id tidak mungkin te4'adi. Jadi tidak
r-.to Jx

terdapat K>0 sedemikian sehingga l{41 : l.lx l<K lxl Vx E A Jadi fbukar

ftngsi Lipschitz

Perlueran Kontiru

2.4.6 Tcorcma

Msalkm A c R dan f : A -+ R kontinu seragarn pada A Jilca (x.) adalah ba-isan

Carchy di a mafta ((a)) adalah barism Cauchy di R

Bukti.

Misalkan s > 0 diberikan-

Miealkm f : A -+ R koatinu scragam padaA Maka tcrdapat S(e) > 0 r Vx,u e dlx
- ul < 6(s) maka flx) - f(r)l . s. Misa.lkan (a) addah brism Cauchy di A Maka

terdapatH(6) > 0 > Vm, n >H berlaku 15. - x.l < 6

Pilih6>0sedemikiansehingga Vm, n >Hbedaku lf(x") - (x.)l <e.

Hal ini menunjukkan bahwabarisatr Gx")) adalah baisan Carchy di R

2.4.7 Tcorcma Pcrlueren Kontiuu

Fungsi f : (a , b) -+ R kontinu seragam pada (a , b) jika dar hanya jika f dapal

didefinisikan di a dan b sedemikian sehingga fungsi yang diperluas kontinu di [a , b].
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Bukti.

Misalkar fungsi f : (a, b) -+ R kontinu seragam pada (a, b).

Akan ditunjukkan bagaimana memperluas f sedemikian sehingp f kootinu di [a , b].

Untuk itu lrita akan menunjukkan liT (x) : L ada dengrn menggunaftan kiteria

ba-isan untuk limiL Misalka (:r.) adalah barism di (a, b) deagan lim (:(") = a Ms.ka

(x") adalah barisan Cauchy. Maka menunrt Teorema 2.4.6 bzrisn (f(d) adalah

ba-ism Carchy sehingga (flxJ) konvergon Kaena itu lim ((x")) =L ana- Misalkan

(r5) adalah brism lain di (a, b) dengan lim (l5) = a, sehhgga lim(x"' q) = a- a= 0-

Karena f: (a, b) -+ R koutiau seragam pada (a , b) maka kita punya

im(f (,,")) : lim ({,+) - f(a) +f(q))
: lim (f(u") - f(x")) + lim ((u))
:0+L
--L

Karena untuk sebararg barisan (u") denga:r lim (u") = a kih peroleh nilai L yang

sama maka menurut teorema triteria barisan untuk limit diperoleh rim f(x) : L' JiL'a

didefinisikm (a): L maka f kontinu di a Argumen y4ng sama kita gunakan untuk

titik b. Jadi kita peroleh bahwa f dapat diperllao sehingga fkontinu pada [a , b].

Aproksimeri

2.15 Dcfniri

Misalkan Ig R adalah sebuah iaterval dan s : I -+ R Futrg5i s disebu fungsi taasga

(step) jika s hanya mempunyai berhingg;a illu yang berbed4 setiap nilai diasumsikan

pada sdr dau lebih interval di t
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Contoh.

F\.rngsi s I -+ R didelinisikan dengar

s(x):0' -2(x<-l
:1, '1<x<0
:t/2, 0 <x<Vz

= 3, V' (x<l
:-2, I (x(3
:2, 3 <x(4

H

t-l

a---a

E----------J

GraIik Y = s(x)

Sekrmg kita akan tunjukkan bahwa sebuah fungsi kontinu podr intervd tertrtup '1""

terbatas dapat didekati oleh fungsi tangga



2.4.9 Teorcma.

Misalkan I c R adalah sebuah interval tertuhrp dan terbahs dm f: I -+ R kontinu

pada I. Jikae > 0 maka terdapat sebuah firngsi tangga s.: I -+ R sehingga l(x) - +
(x)l <e untuksemuax e L

Bukti.

Karena f kontinu pada intewal terhtup dan tertatas maka f kontilu seragam pada I
Maka setiap e > 0 terdapat 6(e) > 0 r Vx, u e A lx- ul < 6(e) berlaku flx) -{u)l <e.

Misalkan I: [a" b] dan ambil m e N cukrry besar sedemikim sehinglra

h: (b - a/m< 6(s). Selmjrtaya kita bagi interval I menjadi m buah interval yang

saling lepas dengan panjang h, namakan 11 :[aa+h]danI*:(a+(k-l)h,a+kh]
untuk k : 2,3, ..., m- Karena panjarg setiap subinterval 11 ,Artstr h < 6(e) maka

selisih dari dla nilai fdi I; lebih kecil dari e. Sekaang kita definisikan

(*) q(x): f(a+ kh) untuk x e Is k= 1,2,..., m

Maka g adalah konsbn pada ti4r interval 11 (nilai se pada 11 adalat nilai f pada titik

ujung kanan dari Ir , lihat gambar 2.4.4). Akibatnyajika r e 11 maka

lI(x) - + (x)l: fix) - f(a+ kh)l< g

unfuk semuax e L

Aproksimasi oleh fungsi targga

s1

b



Akibat.

Misalkm I: [A b] c R adalah sebuah interval tertuhrp da.rr terbatas dan f: I -+ R

kontinu padal Jika s > 0 maka terdapat sebuah bilargan m sehingga j ika hta bagi I
kedalam m interral disjoin It yang mempunyai panjang h = O - a) / m maka fungsi

tmggas":I-+R yang didefinisikan dengan s" (x) = (a+ kh) untuk x e 11, k: l, 2,

..., m memenuhi l(x) - + (x)l < e untuk semuax e L

2.{.10 Dcl'miri

Misalkm I: [a b] g R adalah sebuah interv"al tertrhrp daa terbqtas. Fungsi g : I -+ R

dilrekan lincer begien dcmi begian (piecewire lincer) pada I j ika I adalah

gabungan dri sejumlah hingga interval disjoin 11. ..., I., sehingga resbiksi dari g

adalah linear untuk setiap interval Is.

2.4.11 TcorlEr

Misalkm I c R adalah sebuah interyal tertutr.p dan terbatas dm f: I -+ R kontinu

pada I Jika e > 0 maka terdapat sebuah fi:ngsi linea' bagian demi bagian yang

kontinug: I-+ R sehinggalf(x)-6(x)l <euntuksemuaxe L

Bukti.

Karena f kontinu pada interv'al tertdup dan terbdas maka f kontinu seragam pada L

I\{a.ka setiry s> 0 terdapat E(e) > 0 > Vx, y e A, lx- yl <0(e) berlaku E(x) - f(y)l 'e.
Misalkan I: [a b] dan ambil m e N cukup besar sedemikian sehingga

h = (b - a/m < 6(s). Selmjdnya kita bagi interv'al I menjadi m buah interval yang

saling lepa.s dengan pmjang h, namakan 11 = [4 a+ h] dan

I*:(a+(k-l)b,a+khluntukk:2,3,...,m.PadasetiapIlkitadefinisikankontinu

fungsi linear g : Ik -+ R yang menghubungkan titik'titik

(a+ (k- r)h, fla++ (k - l)h)) dan (a+ kh, {a+ kh)}
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Makag: I -r R adalah sebuah firngsi linear bagim demi bagjm yang kontinu pada L

Krena untuk setiap x e I nilai (x) berada antara f(x) + s dm f(x) - s maka lt(*) - g
(x)l < s untuk semua x e Iq. Karena itu lf(x) - g€ (x)l < I untuk semua x e I.

2.4.12 T eorellne Approhsimeri Wcierstress
Misalkm I: [a b] adalah sebrah intenral tertuh+ datr fs$aras dar f : I -+ R kontinu

padal Jika e > 0 maka terdapal sebuah fungi polinomial p" : I -r R sehingga

lf(x) - pr(x)l <e untuk semuax e L

Rirgtrrrn

1. Misalkm A g R dan f : A -+ R. Maka pernyata"n berikut ekivalen

(i), fkontinu seragam pada A

(ii). mtuk setiap s > 0 terdapat 6 > 0 sedemikim sehingga untuk seti4 x, u di A

dengan lx - u l< 6 berlaku lflx ) -{u )l <a.

(iii). untuk setiap I > 0 terdapd dua barism (x") dm (u") di A dengan

lin (x, - u") : 0 berlaku l(x" ) - flu" )l < 6.

2. ltka I hterval terhrtup terbatas dan f: I -+ R kontinu pada ! maka f kontinu

seragam pada I
3. Jika fungri f : A -+ R adalah Liprchitz maka f kontinu seragan pada A"

4. Ftragsi f: (a , b) -+ R kontiau seragalr, pada (a , b) jika dm haaya jika f dapat

didefinisikm di a dan b sedemikian sehingga fungsi yang diperluas kontinu di

lc bl.

Latihan 4

l. Tunjuklen bahwa firngsi f(x) = I / x kontinu seragam pada hinrpgnan .A = [4 o)

dengan a adalah konstarta positif

2. Tunjukkan bahwa fungsi (x) = t / t' ek kontinu seragam pada himpunan

A:(0, o)
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3. Tunj ukkan bahwa firngsi (x) = sin (1/x) tak kontinu seragam pada himpunan

B: (0, o)

4. Tirnjukkan bahwa firngsi (x) = | t (1+x2) untuk x e R kontinu seragam padaR

5. Tunjukkan bahwa fungsi fdan g kontinu seragam dan terbahs pade fuispsnza
A c R maka hasil kali fg kontinu seragam pada A.

6. MisalkmAcRdanf : A -+R memenuhi sifd: untuk setiap e > 0 terdqat

sebuah fungsi g : I -+ R sehingga g kontinu seragam pada A dan lf(x)-g(x)l < E

untuk semua x e A. Buktikan bahwa f kontinu seragarn pada A

;"*1611L1rihen 4.

1. Misalkm s > 0 diberikan

Karena f kontinu seragam (uniform) padaA maka terdryat 6(6) > 0 ) Vx, u E A,

lx - ul < 6(s) maka flx) - (u)l < s.

Pilih 6 = min { l, a2e }.

MakaVx, u e d lx - ul < 6(e) berlaku

lf(*)-f{,)l: 11 - 1 ;: 1 " - * 1xuru

.ll*-ul < l. aze:e.
2

Kaena e > 0 sebarag maka (x) kontinu seragam pada A
2. Ambil so: %.

Ambil (x"), (y") e A; Iim (x" - y"):0.

Pilih & : l/./n dan y" = U(n+ l). Maka lim (:r" - yJ = Iim (ll.ln - V{1n-rtp = O

Dar lf (tr" ) - (x" )l =ln-(n+1)l :1>%:se.

Jadi terdapaf eo = Vz > 0 dm (a), $") e A : lim (x" - y") : 0 dan lf (a ) - f(x" )l =

ln- (n+ 1)l =l>%=so Jadi f tak kontinu seraganr padaA: (0, .).



3. Misalkan g(x) : sin(l/x), x* 0

Untuk membuktikan ini kita akan menunjukkan terdapat dua barisan (x") dan (yJ

di A dengan (x.), (y") deng@ lim (x. - y.) : 0 dan s6 > 0 sedemikian sehingga

lf (x" ) -(a )l> eo

Pilih q: 'l dm (xJ =1 I /nr ) dan (y") : (2 /(an+ t[).
Makalim (6 - yJ:0 dan F(x" ) -f(x. )l 

: lsin nz - sin ( n + t)/21 :10 - ll
:l>%: es Jadi terdapet tu=%>0 daa (x"), g") e Aelim(6-y")=0dm

E(a)-(a)l =ln-(n+r)l : I >%=€o Jadi ftak kontinu seragam pa.tq

B: (0, 
"o).

4. Misalkan e > 0 diberikaa

Pertatikm

I + u2 - x2 - I

x

2l+x l+u2 (1 +x Xl+u:)

u

(1 +x2Xl+u2)

lx-u ll x+u I

l1+x2ll l+u2 |

lxl
Il*-I

lu l= )h_ul
ll+u'I

x-u)1+ua

+

ll+x'1 | + |

tfiil illil
<2lx-21

Pilih 6 : min ll, clzl,.

MakaVx,uedlx-ul < 6(s) bmlalor

| 1, - --.1- ts 2lx-21<2.t12=e.
7+x' 1+ur

Jadi ftak kontinu seragam pada R-
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5. I!fisalkan e> 0 diberikao

K6.ena f terbotaq pada A maka terdryal M1 > 0 sedemikian sehingga lf(x)l < NIl

untuk setiap x € A Karena g tertatas pada A maka terdapat M2 > 0 sedemikiur

sehingga lg(x)l < M2 untuk setiap x e A
Karena f kontinu seragam (uniform) padaA maka terdapal 61(e) > 0 > Vx, u e A
lx - ul < 61(s) maka l(x) - (u)l < si2M2.

Karena g kontinu seragam (uniform) padaA maka terdapat E:(e) > 0 r Vx, u e d
lx - ul < 62(e) maka lf(x) - (u)l < e/2M1.

Pilih 6 = min {Er, Su }. Maka Vx, u e A, lx - ul < 6(e) berlakn

I f(x) g(x) - f(u)(u)l = I f(x) s(x) - f(x)g(u) + f(x)g(uf (u)g(u)l 
I

: 
I (xX e(xF g(u)) + g(u)(f(x) - L)l

< l(x)ll e(x) - e(u) l+ lg(u)ll (x) - L I

< (Mrxd2Mr) + lMrl {d2(Mrl + l)}
< Llz + xlT

6. Misalkan e > 0 diberikan

Ka'ena g(x) kontinu seragam (uuilbrm) pada A rnafta terdapat 51(e) > 0

>V:guedlx-ul < 61(e) Daka lg(x) - g€(u)l <si3. Juga kita punya

lf(x)-g(x)l < e untuk semua x e A
Pilih 6:6r.

Maka Va u e A, lx - ul < 6(e) berlaku

l(x) - flu)l : lflx) - e;(x) + p(x) - *(u) + gdu) - f(u)l

< lf(x) - sE(x)l + l&(x) -e;(u)l + l*(u)-(u)l
< ell+il3+Et3

Jadi fkontinu seragam pada A
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Tcs Formatif ,1.

l. Tlrnjukkan bahwa firngsi flx):1/l kontinu seragarn pada himpunan B =[l' -)'

2. T[njukkan bahwafirngsi (x) = x2 ek kontinu seraga'm pada himpunm a = [0' o)

3. Misalkan flx) : x dan g(x) = sin x ' Tunjukkan bahwa fdan g keduanya kontinu

seragam pada R tapi hasil kalinya fg tak kontinu seragam pada R

4. Misalkan f kontinu seragam pada himpunao A e R dan l(x)l > k > 0 untuk semua

x e A Tunjukkan bahwa fungsi l/f kontinu seragam pada hinpunan A'

5. Tirnj ukkan bahwajika fungsi f kontiau seragam pada subhirnpunan terbates A

maka f terb#s Pada A
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25 F.ngsi Monoton dan Inyers

Dcfmiri

MisalkanAcRdaaf:A-+R

Fr:ogsi fdikatakan naik pada Ajika xr< & , xr,& e A maka f(x1) < f(a).

Ftmgsi fdikatakar nrik mrrri padaAjikaxl<x2, x1, X2 € A maka(x1) < (x2).

hmgsi fdikatakaa turun pada Ajika x1( a2 , x1, x2 e A maka (xr) > f(xz).

Ftmgsi fdikatakm tum muni pada A jili,a xr< xz , xr,x2 € A maka f(x1) > f(x).

Crtttrt-
- Jika fnaik pada A maka - ffirun pada A
- Jika ftrnm pada A maka - fnaik pada A

- Frmgsi monoton tidak perlu kontinu

Contoh

[0- x e 10^1]
uC)= 

U,.4,;;
Maka F adalah monoton naik tapi tidak kontinu di x = 1.

25.1 Tcorome

Misalkm I c R adalah sebuah interval dan f: I -r R naik pada I
Misalkm c e I bukan titik ujung dari I maka

(l). 
,|*q 

f= 
"e {f(x) : x e I, x < c}

(ii). lim.f= id{f(x):x e I, x> c}

Bukti.

(i). Misalka c, x e I dan x < c. Karena f naift meka f(*) < f(.).

Misalkan P = {(x) : x e I, x < c}+ @ ( ka'ena c bukm titik ujug dari I)

lvfaka {x) < (c) untuk setiap x e P. Jadi hi.rFurar P tert,t,s di atas oleh (c)'
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Akibatrya hirryunan P memiliki suprimrrn Misalk srp P = L. Berdasarkan

definisi suprimumjika e > 0 diberikan nakaL - e bukaa batas atas da-i p, sehinggg

terd4al y" e I,yE<c:L- e<{y") <L
Pilih6:c-y..

Makajika 0 < c - y" < 6(e) maka ye< y < c sghingga

L-".f(y")<f(y)<L<L+e
Jadi diperoleh jika 0 < c - y" < 6(e) maka I f(x) - L | < e.

Ktretra E > 0 sebarmg maka (i) terbukti.

(ii). Misalkan c, x e I dan x > c. Karena faaik maka (c) < (x).

Misalkm P = {f(") : x e I, x > c}* A (krene, c bukar titik ujung da-i I)

Maka {c) < (x) unhrk setiap x e P. Jadi himpunm P terbalas di bawah oleh (c).

Akibahya himprman P memiliki infimurn Misalkan inf P = L Berdasartar definisi

suprimum jika s > 0 diberikan maka L + e bul@ batas bawah dari P, sehingga

terdapaty" e I,y"> c : L* s >f(y" ) > L
Pilih6=ye-c

Makajika 0 < y"- c <6(a)maka ye>y> c sehingga

L-e.(y")<ffu)<L<L+s
Jadi diperoleh jik" 0 

" 
y, - c < 6(e) maka I f(x) - L I . r.

Kareoa e > 0 sebarag maka (ii) terbukti.

252 Akibet

Misalkm I c R adalah sehuah interval dm f: I -+ R naik pada L

Misallon c e I bukan titik ujmg da-i I
M*z pemy atam berikut ekival ea

(i). fkontinu di c

(ii). limf:(c): limf

(iii). sup {I(x) : x e I, x < c} : (c) = inf {f(x) : x € I, x > c}
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Dcfinisi

Misalkan I c R adalah sebuah interval dan f: I -+ R naik pada I
Kita delinisikm lompaten dari f di c (Notasi: J; (c)) dengm

(i). Jika c tidak titik ujung da-i I maka

Jr (c) = llt_ 
f - lim_fatau+k) : inf {f(x) : x e I, x> c} - sup {f(x) :x e I, x< c}

(ii). Jika c titik ujung kiri dari I maka

16 (c) = 
.$r. 

f- (c) alau J; (c) = iof (f(x) : x e I, x > c] - (c)

(iii). Jika c titik ujrmg kanm da-i I maka

Jr (c) = f (c) - lim- f atal + (c) = f(c) - srp {f(x) : x e I, x < c}

jld

Iompatan dari f di c

2.33 Tcoreme

Misalkan I e R adalah sebuah interval dan f : I-+Rnaikpadal Jikac e I maka

f kontinu di c jika dan hanyajika J6 (o) : 0
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Bukti.

Kita akan tinjau tiga ka*s.

Kasus l.

Jika c tidak titik uj'mg dari I maka

f kontinu di c e limf= lim f- lim f= (c)
r--x t--rct ,--*'

<? limf- Iimf=J61c;=g
r-x' ,-rc'

Kesus 2.

Jika c titik ujrmg kiri dari I maka

fkontinu di cca lim f:f(c)

o limf-(c)=Jr(c)=0

Kasus 3.

Jika c titik uj '"g kanan dari I maka

fkontinu di c o limf=(c)

of(c) - lim- f: Jr (c) = 0

25.4 Tcorcnr

Misalkm I c R adalah sebuatr interval dan f: I -+ R monoton padal'

MakaD : ( x e I I f diskontinu )c I terhihmg

Buldi.

Misalkm f naik Pada L

Maka mesufl.rt te oremt2.5.3 hiryunan D: { x e I l} (x) * 0 '

Misalkm I = [4 b] adalah interval terhrtup dan terbatas' Ka'ena f naik maka J5 (c) > 0

unfuk semuac e L

Jikaa5xl < ... < x" <b maka kita prmya

f(a) <f(a) + Js(x,) + "' J6(x') < (b)

97



ya4g menghasilkar

J6 (x1) + ... Jr(n) <(b) -(a)
Akibahya

paling banyak I titik x e I : [q b] dengan Jr (x) > ({b) - (a)) / I

paling banyak 2 titik x e I = [4 b] dengm J6 (x) > ((b) - (a) / 2

paliog banyak k titik x e I = [a b] dengan Jr (x) > ((b) - (a) / k

Krena itu himpunan D terhihn&

{

t

{

I

I

I

I

(t)

I
l.

)
l

l:")

Crafik Jr (xr) + ... Jr(x") <(b) - (a)

firngsi Invcrs

Kita tahu bahwa sebuah fimgsi mempuryai invers jifta dan harya j ika fimgsi tersebut

injective (satu-satu) yaitu jika x, y e I, x * y maka (x) * (y)' Karena fimgsi

monoton safu-safu maka firngsi ihr purya invers' Teorema berikut menunjukkm

bahwa jika fmgsi f : I -+ R monoton dm kontinu pada I maka f prmya invers

(namakan g) pada J = f(D yangjuga monoton dm kontinr pada J'
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255 Tcorcme Invcrs Kontinu

Misalkao I g R adalah sebuah interval dan f: I -+ R monoton dan kontinu pada L

Maka fimgsi invers dai f(yaitr g) adelsfi 66n616n dm kontinu padaJ = (I).

Bukti.

Kasus l. Fungsi fmonoton naik mr.rmi.

Msalkan f : I -+ R kontinu pada L Maka J: f(I) adalah sebuah interv.al.

Krena fmonoton naik murni pada I makaf safu-safu pada I
Akibatryafimgsi g: J -+ R (invers dalrrD adr

Klaim : g naik murni da daa kontinu pada J.

Pertama-kna akan dihmjul&an g naik murni.

Misalkan y1, y2 e J dengan yr< )t . Maka y1: (x1) dan yz = f(xa) untrk suatu

xr, & € L Kita hrus hmjukkan bahwa g0r) : xr < x, : g0r.

Andaikar xr ) x2.

Krena f monoton naik maka yr= (xl) > (xz) : p . Hal ini konbadiksi dengur y1< 1X

. Jadi pengandaian salah- Maka haruslah g(yr) : xr < & :902).

Hal ini memrnjukkan bahwa g monoton naik murni.

Selanjrfiya kita akan [njuld<an bahwa g kontinu pada J.

Andaiken g tak kontiou dl c € L Maka

J" (c) * 0 ,t- Irq e. tr.-g

Maka untrk setiap x * g(c) berlaku lim g <x. 
,lg.S.Makax+ 

g(y) unmk

sebarang y e J. Akibatnya x e L Hal ini konbadiksi deagaa I sebuah hterval.

Jadi ha'uslah g kontinu pada J.

Kasus 2. Flmgsi f monoton hrnm nurai.

Misalkm f : I -+ R kontinu padaf MakaJ: f[) adalah sebuah interval.

Krena fmonoton h:ru rnurni pada I maka f satr-satu pada I
Akibatrya fimgsi g : J -r R (invers dari f) ada-
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Klaim : g trun murni dan dur kontinu pada J.

Pertama-tana akan ditmjulC<an g turun mr:rni.

Misalkan y1, y2 e J dengan y1< 1'z . Maka y1= (x1) dan y: = (n) unhrk suatu

xr, xz e L Kita hanrs tmjr.rl*m bahwa g(y1) = xl > x2 : g02).

Andaikan x1 ( x2.

Ka'ena fmonoton huu maka yr: {xr ) > flxz) : yz . Hat ini konbadilsi dengan

y(y2 . Iadi pengandaim salatr- Maka hamslah g$r) = xr > xz = g(yz).

Hal ini menunjuld<an bahwa g monoton funm murni.

Selanjftya kita akan trnjukkan batrwa g kodinu pada J.

Andaika g tak kontinu di c e I Malca

J, (c) + 0 atar lim_ g > Iim. g

Maka untuk setiap x * g(c) berlaku,lg_ e t *, liq g . Maka x - g(y) rmtuk

sebararg y e J. Akibatrya x e I Hal ini kouhadiksi dengan I sebu,h intervail.

Jadi ha'uslah g kontinu pada J.

Rirgkasrn

l. Misalkao I c R adalah sebuah interval dan f : I -+ R naik padaI.

Misalkan c e I bukan titik ujung dari I male pernyahan berikut ekivalen

(i). fkontinu di c

(ii). lim f:f(c): lim f

(iii). sup {(x) : x e I, x < c} = flc) = inf {flx) : x € I, x > c}

2. Misalkm I c R adalah sebuah interval dan f : I -+ R naik pada I. Jika c e I maka

fkontinu di c jika dan hanyajika J; (c) : 0

3. Misalka I c R addah sebuah interval dan f : I -+ R monoton dan kontinu pada I
Maka frngsi invers dari f $ain: g) adalah monoton dan kontinu padal = f[).
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Latihen 5

1- Misalkzn I : [a b] adalah sebuah interval dan f : I -+ R adalah fmgsi naik

Maka titik a (bertrnrt-trrut, b) arlalsS titik minimum rnutlak (bertrr[-t5rl,
maksimum mutlak) dari f pada I Jika f naik murni maka maka a adalah satu-

satrrya titik minimum mutlak dari f pada I
2. Tunjul,*am bahwa jika f d* g adalah fimgsi positif dan naik pada sebuah

interval I maka fgjuga naik pada I-

3. Misalkan I = [a b] adalah sebuah interval dan f : I -+ R artqteh fuUsi naik

padal Maka,

fkontiau di ajika dan harya j ika f(a) : id { f(x) : x e (a, bl}.

Jawaban Letihan 5.

l. Karena f naik pada I maka rmhrk setiry x1, x2 e I dengan x1< x2 memetruhi

f(x, ) < f(xr) atau f(a) < (n ) < fln) < (b). Krena (a) < (x) untuk setiap

x e I maka a adalah titik minimun mrtrlak dari f pada I Karena (x) < {b)
rmhrk setiry x e I maka b adalerh titik maksimurn mutlak dari f pada L

Andaikan c adalal titik minimum dari f pada I dengat a+ c. Maka f(c) < f(a).

Kuenaa< c < b dar f naik maka f(a) <(c). Tefadi konbadiksi. Jadi hanulah

2. Ambil xr, n e Idenganx1<x2.

1qrp1a fdm g naik dan positifpadal maka 0 < f(x1) < f(x2) dan

0 . g(xr) < g(x2). Karena itr 0 < f(xr )g(xr) < {n)g(xz) ata:

(fsxxr) < (fs)(&). Jadi fg naik pada I
3. Karenaf naik pada I maka f(a) < f(x) < f(b) utrk setiap x € I
(>). fkontinu di a+f(a): inf { (x): x e (a,bl}.

Misalkae>0diberikan.

Misallon id( f(x) : x e (r, b]) :L.Makal+ s bukan baras bawah dari

inf {f(x):xe (a, bl}. Berarti terdapat )r. e (4blaLcf(6)<L+e.

ca.
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Pilih6:&-a>0.

Misalkan x e (4 b] dengan - 6 + a<x <& = 6 +aatau k- 4 <6.

Ksrena f naik maka - e + L < (x) < f (4 ) < L + e rrarr fix) - Ll < e

Jadi lim(x)=1,.

Krena f konthu di a maka 
1g 

(-) : {a). Karena nilai da-i suatr limit adalah

unggal makaf(a): L arau f(a) = ffi{ f(x) : x e (q bl}.

(c). (a): inf { (x) : x e (a bl} :} fkontinu di a

Misalkane>0diberikan

Misalkaa inf { (x) : x e (q bl} : f(a). Maka{a) + s bukan batas bawah da-i

inf { (r) :x e (a bl}. Berarti terdapat x" e (a bl > f(a) < f (a ) < (a) + e.

Pilih 6 : a - a> 0 alar a. = S * a

Unhrk x e (4 b] dengaa - 6 + a< x < x€ : 6 + a atar [ - a] < 6.

Krena f naik maka - e + (a) < f(x) < f (a ) < {a) + e atau flx) - f(a)l < s.

Jadi lim (x) : f(a). Jadi fkontinu di a

Tcs Formrtif 5.

1. Jika f dan g adalah fiugsi naik pada sebu"h interval I Tmjukkan bahwa f + g

adalah fugsi naik pada t Jika f dsr g adalah frngsi naik murni maka f + g

adalah fingsi naik naik pada I
2. Misalkan I c R sebuah interval danf :I -+ R naik pada I dar c e I tidak titik

ujug da'i I. Timjuld<an bahwa f kontinu di c jika dm hurya jika terdapat

barisur (x,) di I sehingga ; x,, < c uatuk tr = l, 3, 5, ...; & > c untuk n : 2, 4,

, ..1 c : lim(x") dan f(c) = lim fia)).
3. Misalkan I c R sebuah interval dmf : I -+ R naik padal dan c e I tidak titik

ujung dari t Tunjul.C<an bahwa J6 (c) = irtr { {9) -(x)'x< c <y,x, y e I}.

4. Misalkan Ic R sebuah interral dm f g: I -r R naik padal dan f(x) > g(x)

unhrk setiap x e L Tirnjukftan balwajika y e (I) n g(I) maka f'(y) < C'0).

102



5. Misalkatr I: [0, l] dan f : I -+ R didelinisikm dengar (x) = x unhrk x

rasional dan f(x) = t - x unh.rk x irrasional. Ttrnjukkm bahwa f injeldif pada I
dar fl(x)) : x unh* seti4 x e t Ttmjul*m bahu'a f kontisu halra di titik

x=tA.
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