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KAT.T. }ET.IGJ}IT,AR

ItienJradari akan kesulitan-kesul_itan yang sering d ia)'aroi
baik oJ'eh para rnhasiswa, dosen, guru dan J.ain_J-airl yang i_
ngi:n nempelajari )-ebI.h urendalam tenfang jrtegrel 1ipat, ser
ta deng:rn kurangnya buku-buku mengenaJ. integrril lipat rioaku

penuJ-is merasa terpanggil r:ntuk roengatasi kekurangan ini ttg
ngan rnenulis buku yang berjuduJ- rtlntegral Lipat teori, Soal
dan Penyelesaian[ o

Dalara Buku ili penu.Lis telah berusaha nenyzi j ikan bahan

bahan dalam bentukpernecahan atau ura ian-urzl ian yang rnengan_

dung un our-unsur dld.aktik dan netsdik yang: silgkat d.a.rr.* pra!
tis serta konstruktif baih dalam teori maupun d.alam periyetE

saia[ s oa1-€ oa]- o

Khusus mengenal soal--soa)- dalam buku ini telah d.iusaha

kan mengurutkamya mulal dari tingkat k ernanpuan yang renitah
sanpai kepada yeng lebih tlnggi" Hal. ini di maksr"rdkan agar
ilapat nengernbangkan cara berfikir para penbaca clalan nenye_

lesaikan s ega)-a 'racan bentuk seal yang ditenui.
Selain dari itu, pad.a kesnpatan ili penu1is lrrgin rae_

nyaropaikan rasa terima kas i.J: kepada serua pihak lrang telah
nenb erikan sumbangan fikiran kepada penulis sehingga penul
lisan buku ini dapat diselesaikan"

Akhlrnya sexooga buku ill acla mamfaatnya bagi kita se_

rma " Kritllc clan saran yang sifatnya membangun senantiasa di
nant ikan dan dihargai demi kesempurnaan buku ini,

Padang, Jar:uari 1989
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BAB I

INSCB.AL LIPAT DUA

1.1o Detiniel lut egral Lipat Dua

A.Ed.aika! B ada:tah ilaer& tertutup atl ale.Ie! blda,,g XOi

yang tlibataai olcb cuatu kurva ru.lue baglaa ileni bagiaao

ilika f adalab auatu fulgai ilsri i&ra varl.abel yo,.t terdofl,-
alalka.a pada ilacrab B, naka iategral lipat ilua dari t pada

daenh R ! ttituli6

lJ t(x,v) ar, Jf r(r,r) ar aratau
B

ilau ilidefinisikaa eebagaJ.

f (xry) ar, - 1l.u
,I,€

tl

=
r(xr;r)4ta

i=1

a6a.1ka! liElt ia5' ada. ilika llDit iDi ada! tuagsl t dikata-

kan clapat iliintegralkaa pada aaerah B.

Untuk uenghltuug lategra1 1ipat dua inl tll.guaakan ia_

t€tral bertrla"g. l.lJ.salaya akar dibltu'g lutegral lipat dua

b g,(r)

J J' f(r,y) ity .tx
a g (r)

1

-srla dcu6an nengguaakaa intcgral boruJ'e.t, lategrel t ergc-

but diaeleeaikaa deDga:! tcrJ.ebih atablrIu ncngiutcgralksnJra

t erhadap y, ilengaa Eeuganggap r aebagal. konatanta daa acba-

gai batat-bataoDya y = B1(r) ilaa y = Br(x). Easl]' tlari ln-_

tegrasl iai clilategralkaa pu1a terhadap x ilea6au bataslbat ae

integrasirya t= a daa x= b. Secara eiagkat alitulio

2
(x)

n

JI
B

1

iG (r)
t(r r y) a, dr



1.2. Soal-soal dan penyeleaaia,,,.J,6

12
1. JJdx dy
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1

dy
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o1

21

v,/2
xh

x

1

=1

dr ily

;l(z - t) at

,. 
_i-ir-' * "r) 

u, * 2

l
1

4f (xzy + 't/5 y''1 ak

4

"r
(r + 7/r) dx

2

z

2

4

l
2

rr/z

k' + 7/1 v1

?o/,

j *',o'
,|

2

,[ ilz .tv
1

,. 2
2

o1
{J l

0

dy

21/4 t

,/4

2

l
1

.l 
e

Or

(y+y , )dydx J
o

tL

v'/4)
1 I'E

J*
x

,414) a,
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1

o
J k/2 *214 -
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o

?/60
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r1
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,1
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l
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i
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1

1xZIt '"xoo

21 x

l
o

5 )( 6y
{

aly dx I

J
6
2

= 't/2 (e - z)

aT

-v4

T
2

J
2

ak
o

2,x(xe x) ar

2 2
)

1

x
o

(
1

l
o

4 8-v,.JJ y dx qy

2y
xJ dy

4
(8y-zu2) ay

= (twz- d)
,

rdrdeo

I
l
v

4

l
2

= 12/1

erc tB,/2 2 ecc e
?a {

rj/? 2 ^8. f f ttco"edralevvoo

atc tS )/2 2aecg2
l
o

dg
oo

r
o 2
atc re ilz
J
o

2 aeo2e de

*c tE, )/2
=2tBO

o

= z tg(arc tg ,/D - 2 tg o

= 2. 1/2

=,

l

2
coe e de

tr/2

"f 
8/, coa c ae

T/2 t,!

or l
o

o

= 8/,
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4

ra/4 tg aec 0 , 2r co6 edrd9= r
4o

ra/44 tgeeece
9"

10.

co a2e l
o

de
oo

= tfrlur"n" """4e 
oo.'e d"

o

tt/4
= J1A tB4" u."2e de

o

F/4 rr
=J 't/4 @'e .l tB e

o

= 1/2o ia'e
Tr./

1

4

o

= 1/2O

ztt21T 1-co8 0 5 coe2e dr at9 t crr r r4 2 1-cos e

2
co6 cde

oa c
J

de

ooo o
2r7.

- 1/4J^ (l-coa e) 4

o

zfr
- ,/4-[ (coaz]4coal

o
e+

4 65 cos e.4coa 5C+cog o) de

= tt/4 - o + 9Fr/8 + o + 15tr/96

= 49tA/12
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11. Eituaglab integrel lipat ilua ilarL r terhadap ttacrah yaog ati_
bataai oleh y = x2 alar ! = ,) rlaLao dua urutar ileagan loDgtu_
uakaa integrsl b6ru1,ng.

Penyeleaaian :

(oro) x

!=r3
tltlk potoag keilua kurva aite.lah

2
2I=x

!=x1
(1r1) o = 72- a;l

o=*2(1-r)

I=x

t=O atau t=1
aladi titik potongnJra adalab (O1O) daa

(1rl).

ilx
2x

t,

2x1

x5
)

(*4r

1
Cara I. x dy tlx rry

1

$,
Y=x

, 4(r I )dr
=xz o

)
1

l
o

/,
Cara II.

J

= 1/2O

o

= 1/2

tv1

,!{,
/' 1-
xdxdy= f*'
2 JT J 1/2

o x
1

v
tly

v
1

=^z "{
(yzh- il N

= 1/2 Qzl- 2.L)
25

1l
o

o x
= 1/2O

t
J
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12. EituDAIah lntegral lipat dua darl 12 t erbadap ilecrab y..g ilt-
.bataaloleby=a, tr=& daa r=2

PenyelesaJ,a.o :

J J= 2x

cz,4)

J.z
(2.L)

x=7

J= 2x
(2,4)

J=x
C2,z)

X:2

Cara I.

Cara II.

.2?r^
rf ,' ily (k

atx

,-I )dx

b

l
I

2v

z

l
o

(

4

oi
2
lx

J
o

2f
o

^3d_

-I
xo 4

4

= 7/96 t4 1/, (8y-yh)

2v ^ 42
_[i ,.2 d' dy . 

"[i 
,2 d* dy

o !/2 
" 

t/2

4

l
2

= ?/2{ , dy+ ,/rJ
2

2

l
t/

4
re{r ar

v

Ju'*
!/2

2

o

2_
= f.)J,

o

aty

2

4-
lxr

J,
2

v

x

2

l+
o

o
4

1r. Ettuaglah iategrrl llpat tlua darl y tcrhadap ilaerab ill eteo

su[bu r, Jrart alibetssl olcb g,2= 4, aan y2= 5 - x.

Penyeleaaiaa;

Iltik potoag kedua kurva ailalah
2_I =r-x
2,y ={I

O =J-Jx



7 lr = 1r naka y2= 4 ---, J 2tY =-22

2
ydxdy= ry ttv

1

r,I adi titik potonglya .(tra) asrr 11r_21
2 2

Cara I.

Cara II.

F7,J J2o t74
(1,2

y1
)

4x

5-t
l,?iu

o

5l
1

2(

=f ,r" - 4, u,

2l
12

a _2>t
2

2

1
o

1r-2)

2_
= b-x

oo

12W 5 vfi.
,l^ t 'f,"ry aly atr ydydx

+
"F

't/2 (7x) dt

1

1

''lFi2Y:i

10
5^+,r_

ul 2

2L
2"ro

,
),2

"= F:.
)

t

Jar
0

o, r1=I J *
o

l
o

itx
(

f, &dx
1

o

1/2 (5x - rz)
2

=J

14. Eit,oglah i.t eglar rlpat dua dari 1 torhadap ttaeleb <il rnrart-

rao perta.na yaag tllbatael oleb Zy =12, l=rz dan x+ia11.
Peqyoleeaian:

Tltik potoqt antara kurya y = Jr ilan rrJ=t ldelah

Jx=4-t
4r=4
x = I aebingga y = ] ilaa titik potonguJra ealaleh A(1rr)

Iitik potoag antara kurva t = ]x ilaa y = 1/Z,2 
"d"l.b

1/zx2-Jr=o
x2-6x=o
xl = 0r rZ = 6, eeh!,agga fl = O ttan lr = 18

Jadl tittk potougrya adafab o(OrO) dan c(5rig)

I

I
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fitik potong antare kuryr Jr - 1/Z xZ aa.! r + Jr = lr aila.I ah

't/zx2=4-x
u.2 =g-2r
12+ac-8=o
(r-2) (x + 4) = o

x, = .1r r, = -4 aehiagge !1 =,2 dalr 3le = 8

aladi tltlk DotoEgqlra adaleh B(Zr2) de[ (-4tg)

Daerab ye'.8 terletak patta knedraa poEtaoa adllah I ilea II
(Uhat SaEbat).

C ara I. Untuk da8ah I adalah

v
2 rrt

v ilx

1

+

1
(

o

Uatuk ilacrab II ada.l ab

1z

-ro
(rr - =2) a*

2

2

"r
(4-x-jl*

11r
JI ivdt
Ox-

,JJ,
1x-T
2

*-[,
1

dy ak

dx
2

2

2

2t=i^ lr:

2

1r

2

1

'fo=lxc

-2E-
2

dx
1x,J,
x

6

J
2

2

J ,l dx+

B

j
x

t,
I

JT j + (tr - r

2

x

1

))
2l
1

o x'TrU '4
= 8/,

j,f **,j-f **
1+-x 2x-

2

1 4-r
2

1

6 2

"r
(&-4) dr ( r*- rz) at

= 46/,

+ ,t 2

I
I

{

E
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Cara II

J

Untt& ilasrab I ailalab

jf** . ff, *u"
o t/5 -2 th

"r

o

I

1,,

,ld
tly +J-i-'2 t/,

2 7-
r1
<f*s
E i':o- l:l
6f, *rcr. Lt

3a
=x
-J;4,

-t/r)tr-y

J=r^"
=bl O

dy

1 v/l
16 ,ld

Jrrt,r dy

J=l(@-ililav (
2

+

= 8/,

Utttuk alrerah II adal eh

2a

:o

,+)=4

lF**Jru\-,
* rli

-fI a' dY+

,
I

,

"r2

,16
Ju,
4-y

x

2I =4-?ry.deagaaocqg-

+

,_16
= J' Nd - 4 * r) av *.-f dfi-y117 1"

z,

- t+6/,

15. slt*gtab integral lipat dua dart (2y - f)'1/2 terbadap ilacrab

d1 kuadraa p.rteDe Jr..A dlbat lsi oleh

guaakaa lDt egra.l bcrulang.

Peuyeleaaian:

v

(o,l)

z lEd
f I a*a"

Jo i y/r',T
t/E,ju,/2= 1-zg

T

t
o

o

z

2

'67YE av

v;7
,-'/'u"

o

o

2

,l'
o

I

(e,o )

x

4
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16. Bttuuglah integral beruJ.o'g

kar urute! l,!t egr aliDJra.

Peayelceaiaa :
z,

J=2

f=1

o

x=a

17. Ettuagl ah integral bcrul"g

urutal tategrasiaya.

Peayeleaaiaa:

(x + y; 61 6, ilcrgan roau-

.f Jk + Y) 
'lx 'lY 

=
,2ff (x+y)ayar

10

iJ10

1

(ry +
,

{
o

2L.
z

,
{ k. + ,/2) dx

o

o

)
2

l
1

alr

=(j+2t)
,
J
o22

lx zJ-Jzsux

=)

aly ilx rlengaa D€rukar

1y1/2
2ry dx ily

0y

1x .
Jf s' at a'
Ox- ,l"I

e

1

1

1/2
22

TJ J=xz U.
2

v

J
v
,

alv

oJ=X
4f,

o
1/2 (t v )dv

ct,1)

= 1/2 (# - r?t
5

=1/2(1/4-1/5)

= .il+O

1

)
o

xo
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18. Eltuaglab iutegral berulaug ilari
neaukar ulut a! iut egrasl,aya.

Pe4l/eLe6aia,1:
1v

"f -r (y * y]) ay a*

i/.,, * ,]) uy .rx .rons,

J

Ox

o

I

(y

= il(v * v]) a' av

v
lz
v

4

6

,r
4

atr

J 2z
111) = ;A *{y * ,') dy

2

+

1

= Z/60

,3

^4 .r=JJ ydydr

1/2 (t2- 4) ar +

f,
o

e.
,

5)avv v

6rt
,

I
l
2

Or,+

4)J+t
2

4x

+
o

Ov

,
l+

F )
1l
o

19. Etiunstah iategrar beruf!.t fO 
j-t, d:r tly ttengaa ren.kirr urutaD2y

iat egra8iDya.

Pcnye} caaiaa r

J

tJ= I
(<,c )

Y=2
n)

I Q-v
J J y di.ly
2y

+
f .Q-*JJ v42

dy dx

2I-
2

{

xT

1/2 (z?- 16x + 50) dx
4

, 24r

22
2I.

2

4

/Y=4

,

A

r
)
2

-x
+ dx

2
4 6J

?,

= 1/Z (r
,

, 6l
4

)

Hl
,/

= 12/1

)
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20. Dengan oeuukar: uruta.u iategraairya, tuoJukke.r ab bahva
2x 42
f Iaiali; dy <tx +.f f aj;aft ay a*
{ "v* 2v Y"u* d

Edyar4

4(r+ 2)

II'
Polyelesaia!:

C2,z )

,[..f era ,fJ
2x.

1Vx

1T
2

2

2Vr

ti
+ slr[5 dy dr

4v

^2a, I
= | | ain 'tlx dr ay

;; 4
k,2)

. fi'o slnrrx
YY r av

,t;

)=,
a(E) ay

2y
2

tlyo ( coex
2ls.irr E

2t
)

v

1
v

{

{

2

J
-4

-4

1[2

2

s41 coe [g dy
T2

2

1

y coe rr1 d(E)
2Z

1

2

1r

y d(ainft )
2

2
= 4 (y ainTlX

2 ,[

= -4 (y etnlX
T22

= 4(TI + 2)
,r

2

).
1

2

]+
1

ain(1
2

2ft1 coatft

dv)
1

2

l
1

)
2



BAB II

LIIAS DAEBAE DB{GAN INSDGRAL LIPAI DUA

2.1. LEra Deerab ala]'eo Eoordl.aat Slkn_clku

Jika f auatu ,rr!g61 dua verlabcl yr-g kontlau pade ru_
atu da€lab tsrtutup B dl biata,g XOf ilaa ya.tB [orupala! ,uDg-
si koastaD. yeag berallat 1, achlngga t(r'y) = 1 uatuk acEua
(rry) dalao daerab Br lake intcgral lipat ilua

JJ tr,,t, * = [[ *BY
EubuDga! ial nerupakaa luea dari iteereh B. Ultuk ncnghitr,''g
J,uae ilaerah R tal Juga itlgulakau Lnt 6gra.l berul ang rebagai
berikut.

atau

L=

La

T a ;:'2(e)
Jr ,",

dx dy

r dr ilg

[* =.Ii,j;'"*

{* ={',J,'

=lq::;'*) *

={(.fi;', ",

2.2o Luas tlaerah da.lan Koordinet polar

Luas tlaerab dcnga.n tategral lipat ilua iall kad.hg-k da',g
leblh nudah pu]'a diacleealkaa dengan EolggutaIaE koorilloat
po1ar. MeagJ.n8at hubuogau r E r co8 g dar y = r ai!, e m&a

ruuua u.utuk luas.. alaor8h B dl atao atltulio aebagaJ,

e

.tel
L=

.n.

ilL

1'
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2. ]. Soal-eoe1 dau penycleaaia,,nJr6

1. Guaake"r eb lategrdL r llpat ilue uatuk E.Ep.rolob luas dap
6rab yang illbat asl olah Jr + 4y = 241 t= O daay _ e.

Penyeleealan:

'= 
j j' 4 (8-r)

ay dx
J o

I
{
o

I

2 2-v.,=ff dx(y
o zy-4

v2-2

o

2

-ro

o

v,6)

3/4 (8-x)

Jar
3x+ aJ =24

(8'o.)

J

2J= x+<

x+J=2
2,o

x dy
aY-4

(5-tv) ay

"ro
1/4 (8-t) az

o x 8

1
o

= 1y4 (Br d)
2

= 24 eatuan kuadrat

2. Gunaka.l inte8ral lipat dua uatuk ueupcrorcb luag daorah
yeng tlibatasl oleb r + y ? 21 4. r + 4 ilan y = O.

Pcnyeleaaian :

l

(-{,o )
o

2

e 5 gatuaa kuadrat

l. G'aekaa integral tipat dua uatuk oeaghl.tulg lua.6 da.aalr
ya.8 dlbataei oleh palabola y o 12 da11 tarls I . b + 1,

+,
dy dx

= <er - Z,.f)
2l
0

Peryeleealan :

2 .?xL =J J,
-t I
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*l

7 2x+1
t= v dx

ca'q)
,

T (zx + 1- *2) at

l,
x

x'

L= dy dx

= (*2+ ,* - ,1)
(-{,r) ,

x

J=Px+3 = 145 Eatuaa kr,tadrat

4. Guaakan integral llpat dua utrtuk Deugbituag IuaB daerab

yeng dlbatasi oleh r2
= 4y ilal 8y = x2+ 15.

Penyeleaaiaa:
(r2+ 15)

,

J1

(-<,a) ox +tb
{

T

4 1/8

{t;
1/8 (x2+ t6)I a:r
)zx
2

(z-x1 drr

2

_r ,,-4ru'

2

v
4

J

*1
*

= (2r -

^'=o)

L A)

x

= 12/5 aatuan kuadrat

5. Garl].ab luag ilaerab ye'rg dibatasi oleh palabola-parabola

)

L

y2= lr - r dan y2= 4 - 4x dergan aergguaaka:l lutegral li-
pat tlua.

Peryeleeaiaa :

J 3 *-vz
' =J, J.,-,, * u'

rCo, 
^)

-2x

v:

(ot-2
Jz_ ^ - = 8 latuna. kuadlat

= 4-X

E
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5. Carilah luaa deerah yrng dl.batasi oleh parabola ! = 6x-t2
clangari,ey=x.

Poalre1egaiglt:

6*-*2

Y:6x-x T

5

"ro

(5r - 12) a:<

dy itr

2

dx

5,
:/s x
5)

v

"r
L=

x

Z,
1

_2,x

6r-r5
vj

I
T
o

5

o

,o 5l
o

( )
2

= 125/6 Eatua! kuadrat

7. Cartlah luae daelah ye''g dibataai olch parabola-parabola
2Y=&-x dauy=Jr 5x

Peayeleaaian:

2

J
Z zx-r2

'= f, f*r-rY 
*

J=2x-xL 2 2xq.2

I
f
o

(zr - x2- rx2+ 6x) dr

vJo G,o)

3xz- 6x,

d:E
2-
-6rx 5r

2

2

2
= (4x 4x

,
,

f
o

(8r - 4r2) ax

)
2

l
o

= 16/, aatuaa kuadrat

l

:l





-l4t
0j a. ?e'
Y.Ar
7,

8. Caritat luaa alaetreb yang berada di luar r = 4 ilaa di cla_

Iao r = 8 ooa e dengaa Delggua,kEn l[t egre.l llpat ilua
tlaL aE kooralinat polar..

P€lyeleaaiaa:

17

Y

T/, Scoe e T/t ae
de

Titlk potoag kedua J.J.ngkaraa

r=4
r=8coge

O = lr-8coe e

coe I = 1/2

e =1111 atau e = -1,t/,

2

u
<t*o
E=EoiE <(
o-- (l

Sa
=:<

=

x

coL=f a
!v, J,

I
I
4

rdrde
{,,

E-
2

T/3

a
(32 coe2e - 8) de

,

= J2 (coa 9 eiu O

2 -T/t

= (16 eln e coa e + 8e)
lrtt
h,

= 8(V, + 2II ) gatual kuaalrat
,

o
2T

T/t

f +t/z ^T/
J_o,,

5de)-8e i;,

9. Carilab lua.e ataerah 3,o"g berada dl d&Iao r = Z(1 _ c.oa e)
atengal nengguuakatr integral lipat dua ttal ao koordiuat p.o_

lal.

Pe4yeleeaian;
J 2T 2( 1-cose)

L=
"r

rd!deT
o

2L
2

21I

o

J
2( 1-coag)

Ju.
o

-ro 2(1 - zcoBg * 
"or29) de

o

i

l

I

I
I
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2rIL = 2(e - 2siae + siae coae + g/Z) l
o

=2(2[-O+O+11)

= 6IT satua8 kuadret

'tO. Cari],ab luaa ataolab di luar liagkaran r = 2 d,aa dl ila.lan
keralioiala t = Z(1 + coe O) atenge! nergguaakan lntegrajl
Iipat dua ttalan koorcllaat po1ar. -

Peayeleseian :

J

f=2 (t + cos e)

x

!/2 -2(t+coae)L = I /r' r atr alg!y, Jz

lV2
- 
Jn,,
!/z

-/nt,

lt/2

2( 1+coae)

]u"
2

2r=?
2
r

2

2(1 + acoa e + cos2e - 1) de

-lv
2(2coe 9 + cos2e) do

2
T/2

= 2(2aL:ae + a,.r.Ze + O/Z) l
2 Il/z

= (8 +1I) aatuaa kuadrat

11. Carall.ab luas alactab tll' aIaIe.E lingkaraa r = alu e dan

ali luar kartliolda r = 1 - s66 g deDgan nengguoakaa ia_
tegral lipat dua alal aE koordl.nat po1ar.

PeuyelesaLan:

i'2 ein e
f r ttr de

{-"o" e
,r-_1- @Se

L-
.tr= Srn e 0

TV2 ei 0u
r
2

1-co600o , f
o

2
1 /2 (airze-'t+2coee-ooo2e) de

"i
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(coae-.o"2e)de

= 1/4 (4- 1T) aetuaa kuadrat

12. CaliJ.ab luas dacrab ili tta.l& llagkaraa r = 4 ala e dan

tli luar l eonlskat r2 - 8 cos 2e dengan Dontg:ulakar

int egral lipat ilue ilalan koorill.aat polar.

Penyeleaeiau:

Vz,=f
o

= {arn c-11/zai!e ooae + ''T/2e/DJl
o

v
= T/, Luas alaolab lrslrg akan tticeri

aana alerta! ilur kall luea ita-

erah ye''g berada ili ku^adran

PeltaEao Ltras 1o1 dipr'lda-g

sebagal rlua ilaerab yaitu d,s-

erab I. dan II (Iihat 6arbar)

Scbirgga luas alaerah ynng di-
t a4rakaa edalab :

1r

lt

e

C}:
c

x

L=2(I+II)

!/4
=2[Jnft

4atEE
rdrde

cos2e'
4aiae

tl/,2
+zf

Jnru

*1f" ,',

4aine

{
rdrde

4aiail
de

2!/4
=J_

T/6

.1t/4
=J
T/e

r

( 15eiu

dc l8coe29 tv4 o

2 2I - Scos Ze) de 16cia2e de
^1t/+l

tn/u

= .8(-aiae coae + e)
t/4

J - 4eineg

Ve

+ 8(-aiae '."" * "lt'
V4

rv4

l
Vs

= 4/, (2t + t{A - 12) aatuaE kuadrat
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BAB III

TITIK BBAT DENGAN II{TU,BAL LIPAT DUI

J.1. Definisi

ditseDa

t

(.,6)

1.1

flatr I,I
v

ilaa t

x alL

ltr

4 (8-r)
aly dr

Moaeu (uonea pertsoa) darL auatu daerab rtatar B tloqga!
luaonlra I =ll al, terhadap auubu r alal auubu y b.aturut-tu-

n
rut adalah :

n-=lfvt^n JT
R

sedEntkatr tltik belat dari rlaerah ttatar B ttu adaleh (iri),

I=
.l{:t

Lb

Jo2o Soal-eoajl daa penycleaai.a-ya

1. Tentukanl ab letak tltik berat dari luaa daerah yaqt ttiba-
tagi oleh garl.a Jr+ 4y = 24e x= odaty= o ilengaa ia-
te6ral lipat ttua.

Penyeleaaien :

L= tt'
3x+  J = 21

(8,0 )

t+(8-r)
rdJdx

8

{
,/+ (8 - x) tlr

= 1/4 (8r - t)
2

= 24 eatuaE kuadrat

1/4 (8r - 12) &

8

l
o

Ir 8

{o
T
o

v

)
8

l
o

=64

I

= 1/4 (1zE2 x'

20

:..

.,,..1r
- :l ::i

,],,l. -1

'.:
:.]

:..,i, ,'i

,.' ]

rj
,i

i
,j

i
1

I'I
l
l

'l

1
I

I-l

1

l
l
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M

L

j

lt

8

thz (}-x!z ox - 9/52

T
,/r 4 (8-x)

y dy alx

o

= g/rz (642 - Bx2 + x1)
,

8

! , 1/4 (8-t)
=l r- Id zdx

o

T
o

8
(54 - 15* + 12) dr

o

l
o

=I€

x

C-a,<\

Y 
= 8/, daa

l,lxv
L

=2

alx

Titik boratnya adalab (;ri) = $/, I z)

2. Teutuk.yrr ah lctak ttttk berat dari luea de.lab yang ill,ba-
tasi oreb t2= 4y daa 8y = x2+ 16 yarrg boredq dl kuaitraa
prrt.'ra ttcagaa [o!gtlru.lr,, lnte6lal 11pat duao

Penyeleeaiaa:

Cq,a)

o
.^

= 16/, Eatua! kuadrat

/8 (x2+ 't6) 4
r ily dr J

o

(a( - r') drr

4
L =J

o

4

1

rJ2
/8 (22+ t6)

aty dr
Ir

)(2 - x') drr

^l+
=Jo

1/8 (x2+ t6)

J 4)/2

-r0
4j
o

=(at-x3)
2T

^4sM =l Iv J^ JzUX

U=xic

r
= ('2- rll

,2

]/8 (x2+ 16)

J, YdYdx
xr
(2 + rZ - ,.4f i28

4
) d:= (a.**f -

12

4

l
o

8

2x-
2

4u =lxJ
o

4
-1"-J

o

Jx2

4

l
o

= 129/5

Et
540
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Y 
= j/Z ileu

u
i=g =B/5

L

titik beratrya adalab (iri) r' O/z , g/5)

). trentukan1 ah letak tttik berat ilarl, Iua.e ilacrab atl kuadlea
pcrtrr.a ye'.g dibatall oleh y2= Gr, y = O ilea r = 5 ilolgal
EeIrggtrneka! iutegral llpat ilua.

u

L
x

PeayeleaaLal :

x=6

-6-(6y-6) 
I

L=

x

= 4rz/5

6

66
t+

6
6

[,,
o

ar dy

2
qe ,o)

x ilx dy

JL
6

)av
'.e x

66

{+
6^rZ.lxJoT

4L
24o

= 24 tatuaa kuedret

6 4dy= (r8 - h ) ilv
6

M
v l,

F
= (18y -

.6*l
6 6

Hx

=54

I
u

-r- = 18/5 d.an t

+
yakdy (5v - P4v (N2 )

6

1
o

tlx - 9/4
L

Tltlk beratuya adalab (iri) = ( 1g/5 . g/4 )

I
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4. Teatukrnr ab letak titlk beret darl luaa ilacrah ye.g rllbar
ta.Bi oreb y2= 4r, x2= J - 2y datl r s o dcugaa lelggunrks!
iut:ql+ llpaf ilua.

PeNre].esaia.u : tltlk potoag kcdua kurva adalab

12= 4r ----J9, 4y2= 1Gt

x2= 5 - 4 ---t 4t2. (5 - r')',/2

J

o

t=
"t

Jz= 4X

C<,2)

r? - 5-2J

(5-rz)
rdydr

2

1/z (>tz)
J dy rlx
2Vx

= |,rn-t-u'rrzi T )ax=15'{-n7?t

= 1 sa-tuan kuadrat

4

(o,G ) (r - 1) (r1* *2 - 9r - 25) = o
r * = 1----1 y=2

Tittk potoagrJra edalah (112)

o=15r-(:>-x2t2
r4- to,2- 16x + ZJ = e

(2-J-b:'/2) dx

o

1

]
o

1 1/2n"' f -[O 2Vx

1

J
o

=(+:-#-=:,i

.rx =i ito2

= 11/4o

22

1/z (::.ltz)J*
2Yz

5-rr/?(

I

11nr'J f02V

)

I Q5/8 - + r #

vqv

4+

= 15/4o dat t

I+ ?x il-&)=( ),56
1

J
o

12o

= 26/15

x
l{

-L
ux

L = 26/15

)Titik boletnJra adelab (;ri

L

(1r/4o | 26/15)
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5. Teutukaalah letak tltlk berat ilarl luaa ilaerah ali kuadraa

pertana yang dlbatasi oleh 12- 8y + 4 = O daa r2o 4y aerta
x = O. dengaa aengguaakan integral lJ,pat duao

Peayelleaiaa :

?Itlk potoug kodua kurya adelab

4-/ = x.
12- 8y+4= o-+8y =-2+ 4

r2= 4y ---+8y =,42
22k=a ++

=x -tq
C2,t) X= 4 ---, x=Z atdr x=-z

x Di kuadrat porta[a tltik potolg-

aya adalah (2'1)

t

o

e u8k2
=[ 

[, 
dY

4

+4)
dr

2 2

I
L

M

{
u/2 - Ir )ax

1/8 (x +4)

Hx

= (z/z - xz)
24

2

,, =[i:'r';,ul =
2

l
o

= 2,/J eatu,ao Loadrat

r
= 1/?

2

T

2

J (x/2-s
8.) 

dr,= (x2 - 14+rz )

o

2

T j!' ';';'\ -j *
f'o J,

x

akx
o

o

('t/8+*2-t4)a,=
777:a t5o.i-22y

+5 640

2

l
o

= 4/15

x
t{

-r- ,/4 ilaa t
L

=45I

Titik berataya adejlab (iril G/4 . 2/r)
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6. Cetllah titik bcrat ilari lues ala€ra.h ye,,g ilibataal olcb
parabolatr=6x-x

lnt egral Ilpat ilua.

Peuyeleaaiaa:

o

H
v JI

ilan garie y = a deagal EepgiBuaaka!
2

5 6l,-z?

"=f f .ty.lr
Or

=q! 4
-I

4

5 6x-x2
I f y <tv dr

'o J*

I
o

(+

(rr - 12) a:

2
Ir

dx

7

<r,5)

!=Gx-xL ,

= 125/6 latua.u kuadrat
25 6t-x.

xdyda 5

.l' (h , , )ar2

IT )
,
1
o

x

T
o o

5
1 = 625/lz
J
o

5 ^ 6x-=.[ i !

-J-
u

T
x

)

ux

5

,[ 1/2 (15x - 1a,., alx
2

= 1/2. (222
,

-1t 4 *rl
5

- 625/6

=5/Z a* i
!lx =J
L

Titik berataya adalab (r'y) = G/Z t 5)

4
)+ I

5j
o
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7. Carilah l€tak tttik berat itarl l.ua.e alarrah yo,,g ill.betarl
oleb parabolg-parabola y = & - x2 atatr

aleugaa EoDgguDeka! lute6ral lipat dua.

Peuyeleaalaa:

! . 1*2- 6x

J -- *x-x

2

y dy itx
2.
-bI

2
L=

4r,

16/l

2 &-r2

tk

T
o

2

{
(8r -, lrr2) a:r

^2A-:X

f ,ut*
1(.:'-2*1

l
,Z -5x

L

I ,o)

x

o

3x 6r = (4x2-
2

l")

= 16/, Eatuar kuadrat

M
v = f f xdyilr

O 3x'-6x

2 ?s-x

J
o

2

T (8r2- 4xJ) ax
o

G;
t

2

- "u, J'
o

M
2L

2

^24t-t2

T
{,

x
2o

I (-r5r + 4rl - 4x4) ar2 , ,4 2

l
o

= (-16r + x
,

= 44/1'

x -I-=1ala! t _l- = _4/,

Titlk beratnya attalab (I, v (1 t -4/5)

4x
,

)

lt

L

t{

L

)

E

=
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8. Ieutuke"l ah letak titik berat ilarl luas ilacrab yang dl.-
bataai ol.eh r E tt g 600 e dan e . Tl/1 dougu r.!ggu-
aakaa kooriliEat pol ar rutuk Lateglel ltpat alua4ra.

Peryeleaalaa:

VII I= J"roo
tge scce

r ilr tl9

rt/s Vt
T
o

te2e 2
= 1/2 atc ede

EEe$.{,

ce
coae dr de

t/,
l

= 1/2 v, latuaD tuadrat

t/,
=1/2r

Jo

= U6 rfle

2tr g d(t8e)

g] coae
,

o

,, = !'1n :z
T/t

-r
t8g 6ooe

Ju"
ooo

llt z
- vrf -ts'e 

.."2e
o

o

T/t
= ,t/,tz (te4e) l

T/t
l
o

= 1/4

Tt o
tg9 aece

"f 
r2 aiso dr de =

o

tlg = 1/,
ry

-r
o

T/, tge E6ce

,r , l
o

al0r ciue

,.
tB'e d(tse)

, T

\
L

M

L

oo
T/t

,
T/t

o

= 1/,
o

tg e aec2e de . V, IrtBg

= t/15 (t85e) = 1/5 v,

x -L 1/2 V, daa t

4
d(tte)

= 6/,

)Titlk bGratrya adaL ab (Iri (1/z v, | 6/5)-
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9. Tontuk.nr d Letak titik berat darl. luas ilecratr tti kuadra!
pertana ilari dacrah yang bereda ili luar lingkaraa r = 4
dar ill da1 a.n llugkera[ ! = goos 0 ilengal oengguaakaa la-
t egral ]ipat tlue ilalat koordl,uat po1ar.

Peayul eaaiau t
l/l 8coa0=f,[
T/t&=yz

,

(8]T+ lvl)
Scoae

rdrde

=I (12coa'"-r)u"
r=Beoe = (i5aiao coae + ge)

fi/,
l
o

= 4/, (rv, + 2Ir) latuar kuadlat

L
v

= 8(alr2e - 
"'rnl'

o

8

l
4

coag8

arae J
4,

1l/, Scoae Tt/,
r2coee dr de = J I

,
coae-r _ro4

Th
_r
o

ru "o.4e 
d" - 54

geco
H ,
v de

d0

o

_l
o

,
cose ale

,

e ein9 + t/8 coae aine + ,e)
6-

'tr/t

t/t

j 88/t
o ltx

L
daa t

{ru <.tu 
"o"

-rt/
64eine I l

-J!
3

ux /

= 8/,
't/,

,

o

1l/,

r2eiaC atr de =

"t
,I

"t
(5'tz coeSe aiao -

,
i4coae) de

5

= (-tz8coe4e +
Tt/t

.{

6lrcoge )
,

x
uv
L

15IT + 6v3 22
z'tl + ,v,

22

z'tf + 1v1

16lt-+ 6vt
)

Tittk beratuya adaleb (iri) = (
21( + 1v7

t
21f + lvj
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10. Ca:rlJ. ab tltik berat aleJri J.uer dacrah yeag berada dl. lu.r
l ingkaran ! = 1 da.u ill alal a! kalaliol.ila r = i + coa e
dengaa Dolggurekal lut egral lipat dua ilalan koorillnat
polaro

Penyeleeal,an:

-v

r:1+eoj g

lt/2

'- f'-1/2
7T/2

!rr1,

1+coae

{

2

rdrde

2
ca

:a-i tn
l-; z::; .{
i; -t
i.l *{
La l:.

=xse+o1

l
1

o
r-- 1 r

I= f'r' ,r, (2ooae * oos2e) de

2v

r2coee dr de

(r.orae + ,co",e * 
"o"4") 

u"

,

= (eine + a!4e coae
I

= 2 +Ilr/4 aatuaa Luadrat

+ coa

+ e/4)
l
lI/z

Tf/z 1+cooe

M= I It 
!.,r/rJ.,,

TU2

= 111 f'
J_rv,

= 'r/1.(2 +
2

_ lqTf + 32

24
ll/2't+core

I .,,f r2siae .r de

-1V2 r

- 1/'

,etD?e + Sciue - ain
-T-

e + 2. + sia2e + aiul+e)u+r2
n/z
l

-tf/z

ux

T/z

*,,
(fcoae + ,coa?e e) aine de,

= 1/,
T/2

ln,
(Jcose + ,coa?e * oo.Je) d(coa9)

lt/2
= -1/, (l"o"2e + cos e * 

"o"4e) l
-Wz

=O

=
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x 15 +32
I 5( +8)

Titik beratrya ada.lah (i

1ar.

Peuyeleaaian:
v

f: I -go)e .f= ,.ie I =

o x

1(/2 aire

f'2 aiae
f sdrtlo

J1-ooag

uv

,2

!,tI
L
t

daa t o

)I v ( 15 0)t6( +8)

11. Carilah tltik berat ilari 1uaa daerah lr?,t barede di dal ao
liugkarar r = siag ilaa dl luar kaliliolda r= 1_ coae
ilergan Eenglgulekar lat egral ll.pat dua dalan kooriulat po-

o
lt/ 2

=;l' (coac - coa2e) dc
o

(aiu'e + ]coEe - 1 - leoazg + coare)cose de

= (aiae - aiug oorle - e/2)
2

= 1 -T/4 aatuan kuadrat

dar t x ,t- 4

T72

1

M
v fT
=vrr

o

2r Gose dr de
o 1-cos0

r/z

15Tl - 44..,E-

M

rr/2 elae
r2eine dr dO

o 1-coe0
r/2

= 1/3 (etafe - 1 + rcore - 1coaze * "o"]e).toe de

x

o

3Tl- 4T--
u

x v 151( - 44 M

LI 12(4 - It)

15'lr- 44

12(4 -T)

,$- 4

12(4 -lD
)

Titik beratnya adalab (iri) = (
12(4 -Tr)

t
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4.1. oefiaiai

.( 
or[ )

v

3}.1 1J= 21 '

4 (8-x)
dy ar

o

T 1/4 (8-i az

I'lonea inereia (nooeu kedua) aleri auatu tlaerah ttatar g
deuga! lua.alva 

" = d * terbadap auobu r da[ auEbtr )rB
oasing-6661* adatah s

IIIx

BAB IV

UOI,TEN INERSIA DENGAN INTMRAI LIPAT DUA

v alL dar I atrv
R

22
TI,I

Sedaagkaa aonea iaerale polar (uouca inereia terhadap
euatu 6arle yang DqIaIul tittk asall daa tegak lurua dengan

bldang luasaa) dari euatu daerah datar B ittbcrlkan oteh :

lf ," all,ro 2
v+I+xI )

B

4.2. Soal-eoa1 ilaa peryeleeaian'y6

1. Teatukenr ah rcaetr lnersia terhadap suobu x daa y ilari Iu-
aa tlaerah ye"6 dlbataal oleh 3x + 4y = 24r :r = O ilaa

I = O tlengan Eelgguaaka.u intogral llpat ttuao

Peayeleaaian:

)
I,= i/

oI

o

- ,/4 (82 - E)
2

8

l
0

0
8, o)

= 24 eatuan kuadrat
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8 ,/4 (8-x.)

,*=f I y2 ay a, = 1/,
oo

4,/
j
o"7

I

L.

E-
164

2

2

F

2T
-4

4

1

-4
_f
-4

)-I8(

{
dx

d(8-r)
o

= -s/256 (8-r)4

I ,/4 (8-s,)

'r=J / *'**
oo

I

x--?
C2,,1)

3 o,x

2r1)
4z

2xJr

:ry dy

I
= 9/64 (8-x) dz = -9/64t ,(8-x)

o
8

J=
o

144 6L

8

"r
1/4 (8-x)
la')
ooI I

{

(622 )dx =(41 )
Jo= .2J6 = 9Z'

,
2. Teltukn"r ah nonen iaersia torbadap anubu r ilan y ilari luaa

tlaera.h yar'6 altpo.toag ila.rl parabol a !2 = 8r oleh 1rtus
rektuua;ra deugaa EetggurakaD lnt egra1 lipat iluac,.

PeEyeJ.caalal, . r

y2=8"

= 4(&)

Titd.k fokuaqya F(2rO)

LatuE roktuElJra adal ah t = 2

v

o I

C

T (?.- r)av (2v - l)
24

4

l
-4

4,=J
-4

/r* ut

{-

2

24

-4

= 1Z/1 aatuan tuadlet

2
v tk dy

42

{,r{
4

Ix

(ay
t-)av (d.- f),40

,--

= 512 = 16/5 L



,,

42
'" = ,,[ f ,*2 d* dv

-4 v'r
= 1/' T x'

-4

2

4 2

J, dy

F
4

= 1/,
[.

(8
512

) ay=11 (8y- v7)EB
4

l
-4

6

= *4/z'r 14? L

J. Teatuko,r ah noueu Laeraia t erhadap auobu r daa y darl 1uaa
daerah yang ilibatae I oleh paraboLa I = x2 ala5 garls lu-
rus X = r tleagan E€rrggualLa'r Latcgral ],ipat diao

Peayelesaiaa t 
., xt

o

o

T dy alxLv
t

I
1

(trr )

.z
_r (r - *2) dtEI

,I )
1

)
o

o
T

dr

x

1x
,={{rvzav&-

al:

x

),
I

T
o

Ji0 ..x-
ry=

1

l
o

'1

,t= 1/, (x,

= 1/6 Batuar kuadret

- 1/, T tt

,6) a* = 1/t ( *4
1

?

x

),I

T

1

0

x )T
= 1/?3 = ,/14 L

1 1
2x dy dr f ,,, 4-x )dr

2ry
o

=(*4r 5 = 1/2o = r/1o LI
5

)





,4

11. Tentuk'nr ab rcnea Llroral,e darl, gurbu r dsn !r ilarl lrraa
daerab yang dlbataai olcb parabg].a y o 4r _ 12 daa tr
rl.e y = x deugaD Eelggurrakarr iategral lipat itua.

Peuyeleaiaa :
5 4x-t2

dy dx

,
{{o
E=5o
l.'-r *'
l--i
l'; o.'
-:<
:l -

" =/J
OrJ

1

4r-x2

= 1/,

= 4r1/14o 4sg/zo t

,I (]r - r2) ilx
G,3).

X:q r -x' =(E_ ,
o

I
,

)
,

l
o

2

x = )/2 aatuaa kuadrat

rx

o

,t
o

*tJ drI 2
v Ev dr = 1/,

,
J ,= 1/1 (6rx 48x4 + tax5

,

/{,* -,2)3 -
ox

o

(sd.-jsIf
+5

,
j
o

+2r I ?

6
-I )dx

dr

6
)T

) .4r-x2 24r
2'lrv 

J
x

,

"ro

-x

"=,[/*',,*
(5x

= z4r/29 = z?/1o L

- '4) dx = r+- {., io
,

,{
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5. Carllah f*, Iy daa Io ilari luas ilacrah y.nt terada ila.lau
roop y2 = *2(z - *) alcugatr oeagguaekeu lutegra]. lipat
duao

Peqyelesaian !

I I

2 rI/I;

=1l u@ ar

Iise"lkalr t 2-t=22

b.=lv82

L=-11 (z - o2)r2 a,,

ity d:r

42z )az

c& o)

x

?12z. +22

64/211 L

L= J
o

.[._
-rV2-rI

2

-r)*L- x'Ca o

o

o

t_
o

+'
-ll 2

= -4( 2|z5 - 5
)z

o

LT

'fiIi
allt'

,

?^rEi ,- z

/..,[*.t'ur* =z/r,f 1
o

o2
=zht x, (a-x)

o
E

= -4/, ( 8z'
5

2048{2.=-=
211

,zfr
15

oatuar kuadrat

9 11

1/2ax = -a/1t
fr

(z - ,217 u4 dz

o

l
vz117T )

I
? ^x'{fr z

' 
= J {d u' u. = 2'r x''li;

= -4 f (z - 2211 ,z itz
v2

dx
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ry=-4(+_4
T+627 9

)
o

zT v2
'ro24v2
,1' ,2/21 L

x
!a; zx

6

h
t$/r5 ?2/r5 L

)a2='y- {' I
= !) aaluan kuadrat

Io r** a, =(l4/zj1 + 12/21 )L 416/211 r

5. Carilah uonen iaeraia polar darl dacrah aU blat..g XOy ye,,t
y"tg dibataal olch parabola !2 - ?.x daa garlt lqrua y a a
delEar EergguEakar J.nt egrat lipat duac

Peayelesaiaa:

Y=>
L=

T
v

LL
2

ttx aly

Cz,z) t 2

v

2

2

o

tv - rlt av
o

,. = j frr,r, rr, * * =l ( *3, 2
,
JutJ2
L
2

:(y )

2
2

{
o

( *'-
, "f-*t*=,t-i-d, i



,7

7. carllah r*r I, dau ro uutuk luaa daerah ill tnrndraa per-
t ana y.-g berada aU. ],uar ]'ilgkaraq r = 2 ilan ttl ilalao
lingkarar r = 4 cose dentan Den6gutrskarr lute6ral l1pat
dua tlal aa koordinat polaro

Penyel6aaia.u:

i'L=)
5 ^4coae/ r <1r deJ,

{/l , ,4coaeJ rl
o2

- 1/2

o

= 2(2aiu9 coag + g)

alc

v
o

aatua! Inradrat

2iu g ttr de

de

e"vs o

f=2

r_- { coro

x =1/2 i" (16"or2e - 4) ae

,

- ilrl,'v'

I
!/l 4coe0

J ';[-;t, 
dr irg -

o2

T/, 4coeoj f ,'"
o2

x

=4 i,
Jo

(15coa4e - 1) gia2e ae

Tr1

= 1/4 l\
Jo

(4coec) 24
,{ 4 l alo2e de

4rr +
zTl+ ,v, L

T/, 4cose

J"r

,

Ttt4J (i5coae -1)(1 -"o#e ) ae
o

u Y' (-1 + oos2e + 15oos4e - 15coa6e)
\,/o

41f+ 9v3

-B-* (

I
v

f 4cose

f*'rilrde=o2
=.r/o j/'

o

o2
$coaeju"
2

4r co6
2e

rfoo.2e a, de



zo

I = .rrn 

f' (z5t.o.6e- 16coa2o) de

,r (64coa6e - oor2e) de

1211 + 11B il121r 1 ,fi.,
-ffif2

+I

r=?

o= -I

v

(.r,ns+ c"se)

20 +21
+

L

I I
2xo L

8. Carllah I* ttaa L, ttari 1uas ilaerah JraEB bcrada ali
da]ao liagkaraJl r = 2(eine + coee) dengaD EeugguBaharl

iat e8la.I lipat dua da]-aD koordiuat polar.

Peqyel eeelaa :

O: 3li-

_ |tt'r ,f(aiag.+ cog9)!= I I r alr de
!v+ "o

= f"o rr"ro2e * 2"ioe co6e +u-u/+

,IV4
=2 f

J-v+

"ou2e) 
d9

2(aine + coBe)l"z
J r-eiu e d! de
o

1

(1 + sinze) de

= 2Tl- satuar kuadrat

4

,rr/4
= (2e - coa2e) IJ-

-t/4

3rvr=r* Yt/u

4 
^2( 

eiue + coee)

J v2rdrde
o

,p
_t- !tr,

4
1T(/4

4,r
(4sin9 coee + asia2e 

"or2e * t) eiu2e

zJL
2,r= L

de



'.': 
:
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!;r {

2rilrdO 1T/ 4 z{aine + cosg)

=J J ,)oo"te dr de

,r/4 2(ain9 + coae)

xI
v

,v/4

4 ct/4

4
(4eiue coae + 2sia2e 

"o"2e 
* 1) coe2e de

L

Peq)reloaaiar:
1(/4 16zd

=1/4 r
J-n/,

4rco6g

o.yi L=

_rv4 o
Z(alne + coe9)

Ju.
o

dnu
rdrde

-r['z= 1'll =

9. Carilah mooen Jaeraia terhadap auobu I ala.u y dari aebuah

loop clari 12 = coo zg d€Dgar iategral lipet rlua dal a.o

kooralinat polar.

)

o
,r- z

<)

= 8rl 2e

^

t+ fi/

e dr de = 1//4

= vzy4 "o"ze de
J*ru

Tt+
= 1/4 (aLaze) 1

Lwu
- 1/2 ratuaa kuadrat

w4@
I f r]"ro

J-rvuuo

1ll+rru-wu

VGa6'
rx

4uio2e

I Ae

\f/4

T
-t(/

.ouzze aia2e dc = 1/16 I'ur"ou
lru

zae (1 - cosze) dze

4

- 'l/16 (coeze 
-Btr.2e + g - coa22e-ain2g - 2siu2e)

8. 

"

{'o
-tt+

%_q=+-q L



't

I

4A

T/4
r5"or2e d" de = u4)f oo.Zze 

"or2e 
de

_rr/4

.o"Zze (1 + coe2e) d(2e)

( cor22c * 
"or5ae) d(ze)

16 (cos2e ain29 + g+cos2eai u20 + 2ain2e)
2

fi/4 vcoEae

I
v

o-r/4
T/4=v$r

lqu
[tq

= 1/16 I
"-o/,

, ,

10. Carilab Io ilarJ, Iuaa daera.b loop r = BLD Ze dsDtea EGDg-

guuaka:r iatcgral. lipat dua dalar koorttlnat polar.

Peuyeleaaian:

! 2lT sln2e

r=5(DZe'

,If-8 1II--I
-T =--- L

L=

x =1/4

r dr ale

2
aLa 2e de

aia2ze d( 2e)

+e)

o o
2T

= 1/2J
o r
0 r2

J
o

I

=t/4( -sitl29 co.2e
2

= 1/2 aatua! kuadrat

2fi

"f rlo4ze de
o

o

tlT..ata2e
=J J,rdrde =V4oo

ztl
= 1/8,f aln+ee a62e)

o

= 1/8 (-ain 2e coa29 - lejrr,}g co62e + ,e)
2r[

l
o

=3W6 =3/g r

2

"r
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41

11. Carllah Io dari tuae daerah yeng berada iU da.tan kardi-
oida r= 1+coae doDgal Dctrgguoalraa lut egral lipat
dua alal a.E koordltrat polar.

Perlyeleaaian:

2ll 1 + eoae
t- I-r rdrde

2v
= 1/2

o.
x

= ,lt/Z aatua! kuadrat

21[ 1 + coa9

oo

J (1 + 2ooee + cos2e) do

= 1/4 (e + 4giue + ,siae 
"o"1o 

* 1p + coaze llDe + ,co6e +

o
2[

= 1/2 (e + 2clae + qlne coee + e/d 7T)
o

o rI
oo

Jf f a" uo

etf

='t14[fi + 4ooso * 6coa2e+ 4coa5e * 
"or4e ) doJo

coale aineT- + Jcoseraiag + y/8 )

+
2r
l
o

L
2E))
15



BAB V

YOIU},TE DI BAUAtr SUATII PIRMUKATAN

PENGAN INTMRAL LIPAT DUA

5.1. Voluue dalan Koortlinat Siku-eiku

Jiha i 6uatu fun6si tlua variabel ya".6 koatinu pada su-

tu daerah tertutup R ye"g tlibatasi oleh 6uatu kurva tertutup

yang nuLue bagiaa deni bagiaa all blate'g XOy, ilan t(xry) )z O

uatuk aeEua (xry) ai dalan tlarr& B, nalca volune V darl ben-

da peJal tll bawah pernukaa.B z = f(rry) daa ill atas ilaerah R

didefinielkan aebagai nilai iut egral lipat ttua daai f(rry)
pada R, yaitu :

v =tf" at =J,f t*,il at
RR

Uotuk nongbitung vo]'uDo iui juga diguaalcaa lEt 6gra.1 borulo'g

6ebagai berlkut :

v=IT f (r,y) itL
v

.{.

b ^(x)z f (rry) ay a:
(r)aR

vb ,(x) r

,*it*'" 
avr) ax

v1

ff
tlx

"rrc*1

e

at au

v {ft(xry) dL

(v)

t(xry) dx aty
2

B ( y)

-(v)' f(*,y) a*\ av
(v) /ic,

42

T



I
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5.2. Voluoe d8'IaE Kooralinat Sl1l.Ddcr.

Kadrng-kadug uatuktrrngal tertentu voluoe beaita peJal
y".g berada tll baua.h peroukaaa z= f(rry) loblh nuilah dlae-
leaaikan de'gaa oengguualcaa irteggal lipat dua ilal an koor-
diuat ellintler. Deagan uengingat hubuugaa koorctinat ailin_
der dengan koordinat siku-aiku, yaltu x = lcoagr y = raiue
daa z, = z, aaka runue volune ilajl ar koorrliaat aileuder ada_

Iah sebagal berikut :

JIzdL
2(e)

zrdrtlg
(o)

2(c)
f (xry) r ttr de

(e)

2(e)
F(r'9) r dr de

(e)

v
e-r

=T,J
9t t1

e^r
= ['I
-"., u 

',,

R

c

=I",
2 r

1

TI

5. J. Soal-eoal. tlan Penyelesaia',"ys1

1. f,itunglah volune Buatu b€nata y.ng dibataei oLeh aill.uder
22x +z = 161 z =Orx-y=Oala.n y=Oilenganoe[ggu-

aakaa iategrala lipat dua.

Penyelesaiau :
4x

'=f,r
4x

,<'t- z = tG
={r

zdydx

16-x dy itx

Y4

G,1,o)

('.2 =o

T
x 16-x 2

dx
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4

= 64fi satuar kublk

2. Hitu',g1ah voluoe alal ao ruang perta&e yong dibataei oleh
*2 * y2 = 25 dan bialeng y'E z d€uga! E€ngguael(aD latcgeal
lipat tlua.

Peayeleealaa:
, 25-x 2

v = -1/? 16-x a(r6 - x2)
o

- -1/, ('16 - *zp/z

"l- "f

2

4

I

V; dy alx

, 25-*.

z
oo,. )

2

Y

=I-t v dvdx
oo

=vzj(25-12)dt

= t/zo<zsr.- *)> i
,Jo

= 12r/, aatuaD kubik

l2+y a= z5

J. Carilalr voLune peraekutual darl ailiader-ellinder *2 + !2 = 16

ataD *2 * ,2 = 16 deugaa uengguaakaa iutegral lipat dua.

PenyeJ.esalaa:
z

/ "z1.rL

Volu.Ee yent akaD dicari ada.l a.b

8 kall volune yang t erlukia pada

ganb ar ali sebolahr lchlDgga volu_

oeuya adalah :

4 16-r

"r{oo

2

)'+7'= q 4;

I

i

)

Y v=8 z cl5r ilx
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4 216-x
Vr8 tt -26-x dy dx

8 (t6 - *.?1 iII

o0

4

o

8 (r6x-r
t

= 1O?4/, satuaD kublk

4. Carilab voluEc di rue-g p€rtatla darl auatu benda yong ili_
bata.si oleh x2 +z=9, )x+4y =Z4rx=Or Jr=O darr

deDgar ne]1ggutra}(aD integral lipat dua.

Peuyelesaian:
I l/4 (8-x)

, )
4

l
o

z V=

V=

t"roo dy atx

>t212 =9

,
= 1/4 (?z-9x4xz + *)) ax

o

= ,/4 (?z,t-2!:-&l *

oo

L

Y ,
J
o

4xr )
5 2'

37 t4) =^,48 = 1t85/16 aatuaa kubl.k

5. Carllah volume di bawah z = Jx dan dl at a8 daerah ruang

peltaloa yaag tllbatasi oleh x = Or I = Or x = 4 daa gllia-
der 12 + J2 = 2> denga! DeDgguna.kan lntegra.l 1ipat dua.

Peayel eaaiaa : 5-*2
z tly dx

4too
2-x

dy tlx

2

4

=-rfr*
25

oo

1 5/4 (8-x)

= I { (e-x2) dy dx
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4
Y=1I x 25-x2

dx
.2=3x

4
= -1/2I 25-x d(2l - x2)

= -(25 - x219/z

= !8 eatuaa kubik

2

Y
4

1
o

i-; 'r

:: I

'= z5\

5. CariLab volune beacla yarg berada at at aE btttaag z = O

daa di barrab bialeag z e ly darj- silender 4x2 + y2 = 16

dengar nenggunakalr integral lipat dua.

Penyeleeaian:
2

Y=2
{ {

16-4x
z tly ilx

z

2

0 o

oo
2

22 16-4x
))

= zt i[x tly atx

z

=1f, (16 - 4x2) ax

= 12 (4x - xt
t )

?

l
0

x
= 64 aatuaa kubik

7. Carilah voluue di ruaag portara aatara bldr''g-bld.ng z = O

dar z = x + y + 2 aerta di da.lau eillader xZ + yZ = 16

dengan uenggunakaa integral lipat dua.

Penyeleealan : 16-x 24

v=TT z tly tlx

2

7
oo

oo
T

J
o

4 15-x
(x+y+2)tlyrlx{

cdttilr * 8 -x2+
4

2

Y

U

, z+ yt= le

fr$u*
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lt- l-t/'y" - x\'/2+8x- x1 + xY16 - xZT + arc ain x
E 1i

o
128 + 241f

EatuaD kubtk
,

8. Carilah voluoe guatu benda yaag baglaa at asqya t[batasi olch

para.bolalda x2 + !12 = 2., bagian bauah oleh bide.g z = O

dan kiri-kauau olch ailiailer-allfuder y2 = x daa ! = xZ

dengaa neuggunakaa integrel lipat due.

Penyeleeaiarr:
1Vx

V=
.[,

z ily ilx
o x
1G

2

z

2

1

1

o

fkJ2
x

+4y )ayax

t* y * !a]t l,
x

tlx

(*5/2 , 4*9/2 - *a - glt *
1 ,

1

lE

,

-(

o

o

= (z*?/2* g#- i - dl715521

= 1/? aatuan kubik

o

9. Calilah volune tlari auatu benda y..g atlbat a6i oleb bidang

z=x+yrz=6r x=OrycO d,an z = O dengan Eengguna-

kaa int egral lipat tlua.

PenJrelsaaiaD ! ' 6 6-x
u=f,d (2.,-zr)dtdx

oo
6 6-x

=f f (5-xy)dya:r
JJoo

6^6-x
=i-(5v-*y-t') J a*
'oTf

\

l

J

T

r
T/
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2
, =/{,r-., - q.}l (5-x) dx

Z =6

2

6
2Z . 

^.r_J = -1/2 ( 6-x) d( 5-x)

6
( 6-x\ 2 dr

= -'t/6 (G-x),

0

o
Y 6

l
o

= 16 aatuaa kuedrat

10. TeDtuksni ab yo1uu€ ailiuder *2 * yZ - 4

sfs! lideng-bitlang y + z = 4 6a.g z = O

nakaa int egral 1lpat dua.

Penyelaeaia.u: 2{G

yc.g t erpotong

dcngaa ruentgu-

z

...) t2 -- 1

V=
-?

2

2

Y2

ftf."ur
-z try

4- v) dx ay
2

2

2

=2

8

{tu.-*'
VGl"Wv

x2 +yl= I =2J-
-2

2

dy

W dv-41 ,frrz tlv
-[,

= 8("Gz + 4arc ein )l
-2

2

2
+

-2
GFar+-v2)

{

{



..)li

v =t4yv4-y2 + 15 arc a:.:n y/z + G-ff/z j

= 161T Eatuan kubik _.

11. Carllah voluEe di rupng.perta.oa di dalao giliEder dengan

' ,uru*u,"',,,, a !2 + z? = 9 dan di luar parabolaida yz = 3x
d€nga[ urengguna]caa integral lipat duao

)

l,

Peqyelesalaa:

,y ?,
v= r

IJ f z tlx dy
Z -)r =9

oo
, vz/lar

=J J Vr,,*u,
oo

= 1/' T
o

v /tFu,
Miealkaa : y = ]aiae --r-r cly = ]coee de , naka

Y=1/, i" 9aln2e Jcoae Jcose dO

o

= 27/4 i" a1u22e de

o

= 27/8 f aia 2e d( 2e)
2

= z?/8 (-6iE2e co82g +9)
r/z

l

Y

2

= 2?/15Tf aatuaD kublk

,
2( -) x

o

o



co

12. Carilah voLuue auatu beEda yoag berade di ruong pcrtaos
ye.g illbatasi oleb ry o 421 tr=xdaux=4dcagaancn6_
gunakan lntegral lipat dua.

Peayeleaaian:

zdytkZ
4rU=J 
Too

4x
=Tr.JJoo:l:ia

x14

:E
4

ily rlx

= 1/8J xy
o

= 1/8 ,I atx

2

4

\
dx,j

o
4

o
'z

Zz. ?x -rG

= 8 aatuaa kublk

15. Carllah voLule auatu beada ye.g berada dt ilepaa bid.-g
x = o ya.g bereekutu deagaa V2 , ,2 + br = 15 dan ol-
linder y2 + ,2 = 4 dengal neDggunaka! lutegra.l lipat ilua.

Penycleeaiau:

VoJ.uae yeng aka! ttlcari adalab

crirat kalt voluoe y.n6 tcrlihat
pada 6a.ab ar aebelahl yaitu :

z {4-tz

'=r.t{,r-t-eia,ay

Z

,/',2'= r(,

I G7
T T (84 z-U,' z

2

2

t
T) dy

o o
*2> = lQ> 2

,/Jr
o

J 12 : I

F
I

i J
(22-y2)1la-y\1/2 ilv



Mi6a1karr:

tv2

Y = zalne ----, dy = 2coae ilg I Dala

v - 4/, ! (zz - 4aLa,Ze) 4coa2e ae
0
1/z

= 12/,T (11 - zsiDac)"ou2e de

T/2
)2/r1

(y'2

= 12/,T 9"ou2c * 2cor4e) de

(/z
= 12/1 ( 9eia0 coae + e/.,J

-o
+ 12/1 (aine coale +

2

Tr/z
Jeine cooe + ,e/4)

lo

= 28lT eatuan kubik

14. carilah voluoe iltsaD 9*2 * 4y2* 362 = y oteh blilang
z = O den8a.u Eengguhrka! lntegrat lipat ilua.

Penyelesaiaa:

Voluoe yong akan dicarl adalah

enpat kali volune yeng terlitrat

(9 + 2coe2e)co"2e dc

<), ',t<y\ z6z -1

pada ganbar eebeJ,ah, yaitu :

L ? 3/2 (4-xz)1/2
u = uJ -f z dy ax

oo

,1

2 (4-x2f/2
dx

z

Y
? l/4 (t+-*2)1/2

(r6-9x2-4v2) ay axF
4

o o

2

= 1/9 (l6y-9yx i
,

2
,/

l
o

)

o

47
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)1

, = rI{ 6(4-x\1/2- 3*2(4-rz)1/'- (4-*'f/z fIx

2

( lt-x

dx

2
+

'rV=4

=0+
o

t *tR + 2 arc ai-t x/2)

{ $-*2t1/2 d,,

2

(z z ) ity dx

2o
2

= [ ,u-*', (4-*2f/z
o

2f
o

,/22
)

o

alx

2

l
o

[ *o-*2))/2L--T- 14-*2 ,'1/2 a*

2

(
2

l
o

?

= 1t satuaa kubik

1J. Carilab voluue euatu bentla yang beraita ali alal aD sl1iEater

*2 * !2 = ! yrng ttibataei oLeh x2 + y2 + 4z = 16 di ba-

gian b avah tlan oleb blde,g z = 4 di bagiaa atas, dergan

nengguaakan iutegral llpat dua.

Peqyeleoaiaa :

Z

7
I

I

I

Volune yoag akaa tlicart ada)-ah

erpat ka.li voluoe y.ng terlibat
pada gaEbar aliaeb€Iahi yaltu :

, @

2rt l'Yz=c)

TToo 1 2

'W

t {;?il 14 - 't5 -.x2- tz) ay ar
4

=LI

,y

4

0o

x-+y2r tt =tb
oo

(x2 +y2)ayax

I

i

I

.
I

I

(--'- -
t'
I

I

I

I

I

I

I

./
l.
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t 6?
V= xy+2

3o

(
a.

d) dxl
o

<*,MIr* \L-*zf/z drs

,

,
= 'r/3 Qxz+ e) 67 u*

Miealkan : x = ]eine ----) dx = ]coae de, oaka

fi/z
y=1/ ,I (t8aia2e + 9) 9cog2e de

tr/2
=27 (a.iuze + 1) coa2c de

[,

,
(.(

t-

:,J
;' :.

'.:

j
-_-a

, ..J

o
z
-7
LJ

A

g
:.Y

2
=2? (rcos2e - zcoe$e) de

o

=27(leiu9 coae
2

alo9 coo9 -+ ,e/8)

n/z
+ F/2) -54 ,( aiae coa e+l

o
4

ry2

l
o

= zz (ttt/t+) - 54 or/$)

= 81V/8 satua.D kubLk

{
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15. CariLah voluoe auatu benila ysng dibataai oleh paDabola_
2?))ida x + y- = 4z siliuder x- + y'= 8y 6s! gjilang z = O

deaga$ DeDgguaaka! integra.l lipat dua tlal an koordiuat

oil_indor.

Penyeleoaiau :

z Dengan nengguuakan koordinat a11iu-

dor naka diperoleh

,2 2_ 2z = (x + y ) = I
4

22x+y=uy---, r = Saine

1r SainO

zrdrde =1/
If Ssine

r
Y

er:At

"=JJ ,JJ r dr do
o0 oo

--.rff . u
= ZrO I ar.n e dg

o

= 256 (-etlig coae +
4

t= 256 ( -ein e coae - Jeine coee + ,e/8)T

-If/4 / ainze ae )

0

1T

I
6

8

= !5 
.If 

eatuaa kubik

17. Carila} voluoe ouatu benda yang berada ali dalan eiliader
r = 2 dan dl luar kerucut ,2= ,2 at€ugan mergguaakai in-
tegr&l Llpat alua da-laE kooralilat siliaaler.

PenyeJ. esaia.n :

Volune ye.g akaa dicarl adalah

dua ka1l voluoe yarg t€rlibat pada

ganbar tll EebeLah, yaitu

zll 2

v-z f IzrdrdeJJ
00
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4fz
u ='f -[ 2r dr de

oo
2rr

= z/,

ztr

= 16/, de

v=4 z r tlr il9

Tl/z sine

de"rj
oo

'/

o

= ,21(/1 eatuaa kubik

'I 8 . Carilah volu.ne persekutua! pada ,2 * ", = 1 dan ailiuder
r = sia e deagaa neagguoakaa ltrt egral ripat dua darar ko_
ordinat eilinater.

Penyeleeaiaa:

Voluoe ye.B agau dicari adal ah

enpat ka1J. volun€ yang terlihat
pada ganbar di sebelahr y&ttu.

T/z eluelrJJ

z

oo

= u[ [ rv1-r2 dr de

.r_- jrn e

oo
rr/z

7

, +2-= I =''{ 
{
T/z

- -4/, f
-o
T/z

= -UrJ
o

einO

(-J)1/2 a(r-r2) ae

(rlf/z eine
d9

( 
"ot'g - 1; 69

l
o

= 4/, (c - aiae co6'g - 2sitre)

r- 4)

T/z

l
o

=z( ,
9

6etue.E kubik

2
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BAB VI

LUA.S PMIUKAAN SUATIJ KURVA DENGAX

INTEIIRAI, IIPAT DUA

5.1. l,uaa pernukaaa dalar Koorilinat Siku-aiku

Jika Ri bagian darl pernukeon z = t(xr!) |aa B ada.I ab

suatu daerah y.''g diperolch dengaa ueuproyekaikan Rr pada

bidaDg koordinat ya.g cocokt aerta f auatu luugel dari dua

variabel yaag koutinu peda auatu daerah R ye,,g illbatari oleh
auatu kulva tertutup yshg EuLua bagtaa tleal baglan di blde.g

koordinat, oaka luaa pbleukaa! (S) dari bagiaa Rr auatu per-
roukaan z = f(xry) sda.l ah :

.)J

JI 1 + (02)
ax

)
+ (e-e )

3y
dI21. S

2.S

R

jlka Rr tliproyekeikaa pada bitlsng XOIo

r + (9.:r)
ay

2 2+ (ax) all
?z

jika Ri tliproyekalka.n pada bidnng yOZ.

rf 1 + (aJ)
ex

+ (3J)

R

R

, e- 2 2 itr
az

jika R' diproyok8ikaD pada bldang ZOX.

5.2. Luaa Pernukaa! ttel aE Kooriliaet Sllluder

DeD€aD nengguaakan hubuagan x E r co6 er y = r al,n g

dan z = z, na.ka luas peruukaan darl bagiaa Rr auatu perutrka-

arr z = f(xry) meuJadi

56
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,7

1 c-

2. S=

x

s=rr
JJ

2

oo
4

4

r dr alg

Jika Rr (tiproyekaikaa pada bide.6 XOy.

,a 1+(,E)2+(?z)
"x 

AY
R

r dr alg
ey az

jika Rr diproyekaikan peda bidarg yOZ.

J'r' 1* (a*)z * (E)2

R

r+(fu)
ex

2 2+ (,2a)
az

rdrde

Jika Rt diproyeksikaa pada bld"''g ZOX.

6.1. SoaL-eoal alan PeDJrol ea aianqya

1. Carilah luas baglau eiLiualer *2* ,2= 16 yo,'g terJ.eta]< ali

B

dalao 8i1inat., *2* y2. 16 ilengan E€DgguraJ<aD iategral 11-

pat dua.

Penyeleaaial: Luaa ye'.8 akan dicari adal ah de-

lapaa ka}l luas yang terllhat pa-

tla geobar eebelah, yaitu :
4 {;;2

"=ufI

Z

21 + (az) + (oz tly alx
x v

2
)

tlij-

+1 t:rL>
=,-[ 

-[

1+(g)
z

+ (o) dy dx='r Ioo
Y ,lrG

x +z
2

.x oo z

aty alx
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4 \4eF \tr
"=rrf 16 tty ilx

22x + y = 4 tlergau nelggluakalr lutegrat llpat

VG

4

.ly .tx = r{
{

1

16-x 16-rz

=12
4r

J
dr( = 128 satua[ kuadrat

2. Teatukanl a}r luas baglan dari. bidang x + Jr + z = 5 di da-

oo

o

Ian eilinaler

tlua.

Peuyel esaLa.u :

2
2 2z s 1+ (az + (ao) ily dx)

-2-

=V,

\2 5x

16=
ay

*+J+Z=(' f f qYdx

lr!,tG
r ilFJ

2

2

(

a=,11
alx

t'* 1'= I -2

+ 2 arc eiru)
2'

= ?Vrll Batua[ kuadrat

J. Tentukonr ah lua.e dlarl bagiaa k€rucut *2* y2" ,2, dl d" -
I a.n priaroa tegak ileagan atasaya berupa aegitiga y.ng diba-
tasi oleh y = xr x = Or y = 1 dl blalerrg XOy deagan r[6nggu_

nakan integral lipat tlua.

t ..2-2+ \dz) + l*.) aly ttx

,2V
2

l
-2

*{,*tT

11

xo

Penyel eoaJ.an :

Sre
6r( oy
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11
"=I IOx

=I -rOx
1

=t
o

1+ (x)2+ (a)2 ay a*
a z

1+ z

22^'rJ'=z' 1'l

1+ x+v

- 2

aly tb

1

ily tlx

x
-z

(1-r) ax
1Y =vzf

Jo
7=-,

=vztx-5!)
1

l
o

2

aatuaa kuadrat
v2

-2

4. Carilah luas bagian kerucut

XOY atan ati da-Ia.o eilincler *2

integral lipat dua.

Penyelesalan : 4

= trz ati atas bidr.g
4y denga[ uengguaakaa

22x +y
2+y

t

2

1+(x) ( :-)2 a* ay
1z

(4)2* (adz a>, at
ax oy

,'tJ

t+ 
7.= aa ax 4G=

o

o- 4v-v2

4 4y-

+T

z+*. +y dx ily
9z

2
.Y ,T

=2

o_
+ V+y-y2

-9'2

o

o

122 dx tly

o

t{tr

4w-Z r,J
o

4v-v ?
alv

I
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4- 4va
1 4 - (y-2) d(y-2)?

-(

1

1

o

ry{+67 +zauc,'",8, j
!!) ( zt z(rtf)l

T Z- TJ
8v:

3
lT 6atuan kuadrat

J. Carllah luas bagian dari bola ,', ,'* z2 = 16 di luar
parabolaida x2+ y2+ z = 16 tlen6aa noDgg'hFkatr iat egral

lipat duar

Penyelesaiaa: (a?
" = UT J

2 2
Z

1+ (3x) + (ax) dvd
v zo

1 {an
o

oo
Ltla +1= 1b

=,[_[ 2 21 + (:I)
x

+ (-z) dv d:
x

=,Lf
V,,

G}
X-+ +z dy az

z tt71. 2
= u_[ 

_[

oo
1

oo
dy llz

ity dz

{rr-t

x

1
1

l6-y2-rz

V$-:-"1

=15 1

o0 (16-22)-tz

1

=15 [
"o

arc siu \t*" l
o

dz

1nI
U

=8 dz

= 8lT aatua.a kuadrat

--t
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5. Carilah ]uas
_22o0r x + y

1am koordinat ei} inder.

Penyeleealan

bagian bola x2+ y2* ,2 = fG, ili ttal an eilin-
5y dongan nenggunakaa integrel. Iipat dua da-

2 ?z
I; x

z

dy dx

rdrd0

d0

E,l
.d
*o
E=t': ct
l'_E <.a- CL

3o
_= :(

=z.

x2+y2.+22-36

a z - _rI'
x }Jtl L__,

rnaka ds = I+( )'+ .( )z z

Y z dydx='!oro*

x'*y'=6,

dengan uenggunakan koordlnat sillnder. :
*"+y2-6, o r-5slng

kr 6 slr, 0OJ
6

x
S = 4.f 6

,3GJT
t2I o\n 

'! 
o6srn 

u {ru-.r;-ko,re-r2)ad

s - -rzloh e(.:o - rr)t 6sIn 0
o

- -2,, I gW (5 cos g - 6)dO

24 I \n (5-6cosO)dg
0

-2a(60-5srn0)I
-72(n-Z)

rrr
0 -24(3r.-G)

7. Carl]ah Iuas bagian bola x2+ y2* ,2 = 4z tli dalan parabola-

ida x z deagau neng6unakan iutegral lipat dua dalan

koordlnat .s:lLinder.

PenyeJ.eeaian

x2+y2+22-42
?z x ?z v

2- zI;
r + (#), * ,#,, =

+y2

2 - z' j?y -
(z-2 2+22+

(2 - z)z

4

4-*2-ii

+x +



dengan nenggunakan koordlnat slIInder.

3

62

,q

L

)"'r-Ja =?

/i:7

c z = 0,
untuk z E 3,
diperoleh :

t
ds r dr d0

atau z = 3

maka x2 + y2

0

Perpotongan bola dan parabololda
x' +y2 =42- z2 =z o 22 _3;-o

S = 1Ztt
0

I/T ,-:rdrd0
t/ 4- r'

lT (4-r2; -t614-r: 
yOU

0

I 21r
0 '0

l

z''r12tJ-_ 4> - -Io z1r,-,,f1f; ao = Io2, 2 ;o

2tr- 2ol -4n0

8. carilatr luae bagian boLa x2+ y2*"2 = 2! di antara bld..a
z = 2 dan z = 4 dengan nengguna}an iategral 1ipat dua tta-
1a-or koordinat si1inC er.

Penyeleeaiaa

r= U2]

t
(

dS = i dx dy (llhar no. 6)
dengan nenggunakan koordlnat s t I inder.
ds=+rdrd0

/ 25- r''
*2+y2+"2 =25 o z2-25-12
untuk z = 2, rnaka 12 = Zl

z= 4, maka r2 19
2nI {rf 5rdrdo

t=/i
r=3

Y
s=.f

/E-:;7
/zs:-7 tf uo

r2n'0 5(4 - 2)d0 = to 0l 21t
= 20tr

?

Io 21t)1

=.
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9. TeDtuka:d.alr 1ua.o darl permukaar kerucut *2* y2- 922= o

di atss bid"ng z = O da.u di clalao ailinder *2* yZ = 6y

deugan oenggunakan integraf lipat dua ilalan koordinat
eiLlnder.

Penyel esaian

8

*.+y,_ezz=o_t=_#r*_*
, *,tl' * r#r. = r +#+: r *+ =+.1

x 'rJ - )22.-,o

l2* v 6y

or2=6rsin0

s = /0T106 sln 0

= 6\T0

= hr/ld

o r = 6 sln 0

j/ib'.a. ao

rnaka diperoleh:

s = II lrdrar ao
R,

di mana R daerah dl dalaru l1ngkaran x2 +y2 - 6y

1 = tnd ron !,,
= y,a

6 sln. 0

0
d0

1lt'o l8 sln2o dO

(tsln0cos0+!0)l

1

:
1I

0

10. Carilah Luas dsri bagian bola x2+ )r2+ = 25 yang berada
2

z

2 ?di dalan eilinder eliptik Zx v = 25 tlengan nengguuaka.u+

iutegral lipat dua dajlan koordlnat slllnder.

Penyeloeaian

5ds --

s

25-x
dx dy (llhat no. I )

2 ll
R

,
5dxdy

y2

di roana R adalah daerah dl dalao 2x1 + y2 = 25

25 - x2


