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KATA PENGANTAR

Menyadari akan kesulitan-kegulitan yang sering dialsmi
baik eleh para n :asiswa, dosen, guru dan lain-lain yang i-
ngin mempelajari lebih mendalan tenfang integresl lipat, ser
ta dengan kurangnya buku-buku mengenal integral lipat maka
penulis merasa terpanggil untuk mengatasi kekurangan ini de
ngan nenulis buku yang berjudul “Integral Lipat Teori, Soeal
dan Penyelesaian®,

Dalam Buku ini penulis telah berusahz menyajikan bahan
bahan dalam bentukpemecahan atau uraian-uraian yang mengan-—
dung unsur-unsur didaktik dan metedik yeng singkat dan prak
tis serta kanstruktif baik dalam teors maupun dalam penyele
saian soal-sozl,

Khusus mengenal soal-soal dalam buku ini telah diusaha
kan mengurutkagnya mulai dari tingkat kemampuan yang rendah
sampai kepada yeng lebih tinggi. Hal ini dimsksudkan agar
dapat nmengembangkan cara berfikir para pembaca dalam menye-
lesaikan segala macam bentuk scal yang ditemui,

Selain dari itu, pada kesmpatan ini renulis ingin me-
nyampaikan rasa terima kasih kepada sermua pihak vang telah
nenmberikan sumbengan fikiran kepada penulis sehingga penu-
lisan buku ini dapat diselesaikan,

Akhirnya semoga buku ini ada mamfaatnya bagi kita se-
mia. Kritik dan saran yang sifatnya membangun senantiasa di

nantikan dan dihargai demi kesempurnaasn buku ini.

- B
Padang, Januari 1989

Penulis
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BAB I

INTEGRAL LIPAT DUA

1¢1s Definisi Integral Lipat Dua

Andaikan R adalsh daerah tertutup di dalam bidang XOY
yang dibatasi oleh suatu kurva mulus bagian demi bagian,
Jika £ adalah suatu fungsi deri dua variabel yang terdefi-

nisikan pada daerah R, maka integral lipat dua dari f pada
daerah R, ditulis

~£f £(x,y) AL atam JT.f(I.F) dx dy
R - R

dan didefinisikan sebagai

jf £(x,y) AL = lim Z“ £(x, 7,0 AL,

N =roo

R _ _ i=1

asalkan limit ini ada. Jika 1limit ini ada, fungsi f dikata-

kan dapat diintegralkan pada daerah R,

Untuk menghitung integral lipat dua ini digunakan in-

tegral berulang. Misalnya akan dihitung integral lipat dua
b gy(x)

\f f (x,y) dy dx

a qr(x) | :
-maka dengan mengéunakan integral berulang, integral terse-
but diselesaikan dengan terlebih dahulu mengintegralkannya
terhadap y, dengan menganggap x sebagai konstanta dan seba-
gai batas=batasnya y = 31(1) dan y = sa(x). Hesil dari inf
tegrasi ini diintegralkan pula terhadap x dengan batas'--bata;
integrasinya x = a dan x = b, Secara singkat ditulis .

b, g,(x)

2
2(x,y) dy| dx
Ja-('fg‘-‘ (x) o Y




1.2, Soal=-soal dan Penyelesaiannya

12
1.Ifdxdy
1

0

k2

21

2 §3/2

3ff x/3° dx dy

»ﬁ

(r+y3)d3rdx

1 2
SEBE
0 1

1
=f(2-1)ay
0

= 1

2 2 k4 b4
Z.If(x + ¥) dy dx =f(x2y+1/333)]dx
2 1

4 2
j (x“ + 7/3) ax

2

L}

. > b
x+7/3x)]
2

= 70/3
3/2
2 ¥y
- f x%/2y° ] dy
1 0
2
1
= 1/4 ya ]2
1
= 3/4

1 VX
J %72 + 3w ] e
O x

17 ) .
J 2 - 2. xt/k) ax
0

1
(:2/4 - x3/1a - x5/20) J
)

= 7/60




1 x° . 1 x°
5e xe' dy dx = { (xe’)
2{{ \{xe g dx

1 2
f (xo™ - x) dx
0

2

1
= (el -5 ]
2 2 0
.-.1/2(3-2)
4 8-y 4 8-y
Goff y dx dy =ny ] dy
273 2 Yy
4 2
=f(8:r-23)d¥
) 2
4
s(ll-ya-éx_})]
> 2
= 32/3
. arc tg 3/2 "2 sec @ arc tg 3/2 2 sec @
7. f rarae= [ _z;f] ae
0 0 0 2 9
arc tg 3/2 >
= 2 sec @ 4O
4]
arc tg 3/2
.—.atgo]
0

IT/2

C

2

o

8.f J‘racosoflrde =

2 tg(arc tg 3/2) - 2 tg O

2. 3/2

=3

I1/2 3 2
\/‘ r’cos OJ 49
5 0
I1/2

J‘ 8/3 cos @ 4o

8]
0
8/3

e ——



II/4% tg sec @

II/4 tg © Bec §
3 2 Ly 2
9of f rcosGdrdO-:f_r_cosO] ao
0 0 o & 0

II/4%
= f1/4 tguG sec e cose do

0

Ik 4
=J‘1/h tg © sec @ 4@

)

E
=f1/4 tg o dtgo

0

/4
= 1/20 tgoe ]
)

= 1/20

2IT 1=coB @

10 2T 1-c08 @ 3 0526 ar a0 = f *' cos?e J dae
0o 0 o 0
211

1/'if (1=cos 0)4‘:0829 ao
0

211 > 3
1/4f (cos @=licos 9 +
0

5

6 cps4o-4cos 9+ cos60) ae

= II/% = O + 9XT/8 + O + 151T/96

korT/32




11, Hitunglah integral lipat dua dari x terhadap daerah Yang di-

batasi oleh y = xa dan y = x3 dalam dua urutan dengan menggu-
nakan integral berulang,

Penyelesaian :

3 Titik potong kedua kurva adalah
5 -
F=x 2
J=x
2
J=x v = x3

0= xz( 1=x)

x =0 atau x =1

Jadi titik potongnya adalah (0,0) dan
(1,1).
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12. Hitunglah integral lipat dua dari xa terhadap daerah yang di-

.batasi ocleh y = x, y=2x dan x = 2

Penyelesaian :

Cara I, ;/%jgxxz dy dx
0x

¥4 J=ax 2 2x
é,q) =fx2Y J ax
0 X
Y= x 2
@2 - [ @) ax
0
2
- -y X
0 g b5
X=2
=4
Cara II \/g T 2axa ¥/& 22
ara II. x dx dy + x dx dy
0‘4;2 2‘£;2
2 y 4 2
R ANE B
0 y/2 2 y/2

7/2!\:}g 3 a 1/ “(8 3) a
- v° ay + 1/3[(8-3) ay
) &

y 2 b b
=%y ]+ W3 Gy ]
0 2

= 4

13, Hitunglah intesr;l lipat dua dari y terhadap daerah di atas
sumbu X, yang dibatasi oleh ya= kx dan y2= 5 = X
Penyelesaian :

Titik potong kedua kurva adalah
¥2=5-x

ya'.:'l‘l

0 =5« 5x




Jadi titik potongnya (1,2) dan (1,-2)

2 5-y° ax dy = ¢ 77 y
Cara—;;. . ‘gi¥§; y / xy L-u d
=b/§ (5y - sz) dy
:;//w//////////% N -2 ]

14, Hitunglah integral lipat dua dari 1 terhadap daerah di kuade

ren pertama yang dibatesi oleh 2y = xa, Yy=3x dan x +y = &,

Penyelesaian ; .
Titik potong antara kurva y = 3x dan x + y = 4 adalah
x = 4 - x
bx = &

x =1 sehingga y = 3 dan titik potongnya adalah A(1,3)

Titik potong antara kurva y = 3x dan y = 1/2 x° sdalah
1/2x2-31=0

x2 -6x =0

x4 = 0y x, = 6, sehingga y, = 0dan 3, = 18

Jadi titik potongnya adalah 0(0,0) dan C(6,18)




8

Titik potong antara kurva y = 1/2 x? dan x + ¥y = 4 adalah

1/2:2=1F—I

-:12 =8 « 2x

xa+2x-3=0

(x=2) (x+ 4) =0

Xy = .2, x, = -4 sehingga ¥, = 2 dan ¥, = 8

Jadi titik potongnya adalah B(2,2) dan (=4,8)
Daerah yang terletak pada kuadran perntama adalsh I dan II
(1ihat gambar).

Cara 1. Untuk daerah I adsiah
1 3x 2 h=x
4y - ffa ayax + [ ayex
0x x_
2 2
1 x 2 bfux
= dx + dx
fy]z fx ,
0 x_ 1 X
2 2
1 2 g 2
=f(3x-£_)dx +J-(4-x-g_:_)dx
0 2 1 2
2 L 2 3 ¢
_(l-x’)_]wux-;_-x)_]
2 3'0 2 A
= 8/3

Untuk daerah II adslsah

[owffue
dy dx +
\[{:x 25_2_
2

Jg 3x 6 3x
= J dx + y dx
1 ;\h-x { JL%

2

2 6 >
j(‘iz—‘i_)"dx +f (3x- x°) dx
1 2 2

h6/3




Cara II Untuk daerak I adalah
2 V23 by
" J‘f dx dy +ff dx dy
0 y/3 2y/3
2 Vzy Y ot
PR IEEVER LI
0 y/3 2 ¥/3 t‘r;
2 &
=f (V2y - 3/3) ay + j(‘r-y-y/B) §
0 2 -
(4 9
=2
= 8/3 =
=
=
Untuk daerah YI adalah
) Voy 16 V2y
f dx a4y + J‘f dx dy
2 by 3 ¥/3
3 VZy 16 V23
sj x J dy + J X ] dy
2 b=y 3 y/3
> 16
=j' (sz?-‘++.v) dy+f(f2—r-y/3) dy
2 3

= 46/3

15« Hitunglah integral lipat dua dari (2y - ya)-1/2 terhadap daerah

di kuadran pertama yang dibatasi oleh xa = 4 - 2y dengan meng-

gunakan integral berulang.

Penyelesaian :
Viczy




16.

17.

10

: 2
Hitunglah integral berulang Jijé (x + y) dx dy dengan menu-
0

kar urutan integrasinya.

Penyelesaian :

23
ff(x+y)dxdy=
10

_ 3

] visz2z; o= 1 =J"(x + 3/2)
0

- 2 3

I5) el = (x +Z)J

L 2 2 %

x=3>

=9

- 1x
Hitunglah integral berulang dﬂj; xya dy dx dengan menukar
0x

urutan integrasinya,.

Penyelesaian :

1x 2 1 71/2 2

{{;ndydx--\of}f xy~ dx dy
122 y"/?
= =X ay
|

= bf 1/2 (33- y") dy

1
b _ 5
/2 (3" - 37)

n

172 ( 1/% = 1/5 )

1/40

. —— . A —— el -
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1 Vx

18. Hitunglah integral berulang dari \of (y + y3) dy dx dengan

menukar urutana integrasinya.
Penyelesaian :
1 Vx 3
JJS (3+7) ay ax
0 x
1y
3
by =bf‘£2(y+y)dxdx

1 3. ¥
& *= X C1.1) '=fx(y+y) ] 95

1
{(y-y +r4-y5)dy

1o X
1
3_ LH 5 6
= (y° - + ¥y - )
S 2 A S SR
= 7/60
. 4 By .
19, Hitunglah integral berulang ff ¥ dx dy dengan menukar urutan
2y
integrasinya.
Penyelesaian @
.k 8-y
JJ vaxay
2y
} b x 8=x
=SS vywva + /) yay .
22 2

7 g=2 2
CF-)Z) *Z) g
— NG ={1/2(x-4)dx+f1/2(x-16x+60)d.x

b 6

3 3. .2
1/2 (x_"= 4x) ] + (x7= 4x" + 30x) °
3 A ]

= 32/3

e
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20, Dengan menukar urutan integrasinya, tunjukkanlah bahwa

N
f\‘isinﬁé dy dx +\fj‘231n1_;_:;_ dy dx = 4;Tr+322

2 Vx 1!

Penyelesaian 3

2x 4 2
ff sinTx dy dx +ffsin1_[§dydx

§y 1vx ¥ 2vx ¥
2y2
=jf sin Tx dx dy
CZ-Z) = 1y 27
. (4,2) 2y2
=V = f 2y sinTx d([x) ay
' =1 1y T 2y 2y
2 2
S > = [=2y (cosTx ) dy
A M 2y 5]
2
=f:_@1°°51£1 dy
7 T 2
2
=k fycos'ﬁ a(ly)
2 2 e
H) 1
2
==t [y d(einTy)
s/ )
™ 1
2 2
==k (y einTy J+J‘sin1}_'; dy )
1! 2 3 3 2
2 2
= =4 (ysinTly ] + 2/T cosTy ])
.n.Z 2 1 2 1
=LI-“-+2)
KU+ 2)




2.1,

2e2e

BAB II

LUAS DAERAH DENGAN INTEGRAL LIPAT DUA

Luas Daerah dalam Koordinat Siku-siku

Jika f suatu fungsi dua variabel Yang kontinu pada su-
atu daerah tertutup R di bidang X0Y dan yang merupakan funge
8i konstan yang bernilai 1, sehingga f(x,y) = 1 untuk semua
(x,¥) dalam daerah Ry maka integral lipat dua

gr(x,y) dL ={de

Hubungan ini merupékan luas dari daersh R. Untuk menghitung

luas daerah R ini juga digunakan integral berul ang sebagai

berikut,
ﬂdL f (x)dydx f( ya(x) ) dx
a y1(x) 31(1)
ataun ) \ljde (y) " (y)
= x dy
‘[‘:{;(y) ‘f(f(r) )

Luas daerah dalem Koordinat Polar

Luas daerah dengan integral lipat dua ini, kadang-kad ang
lebih mudah pula diselesaikan dengan menggunakan koordinat
polar. Mengingat hubungan x = r ¢os © dan y = r sin © maka
runus untuk luas.daerah R di atas ditulis sebagail

r_(Q)

LI[dL= 2 r dr 4o

r (Q)

13
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2¢3+ Soal-soal dan Penyelesaiannya

1. Gunakanlah integral ' lipat dua untuk memperoleh luas dae

erah yang dibatesi oleh 3x + by = 24, x = 0 dan ¥y = 0.

Penyelesaian :
/4 (8=x)

sz dy dx
0 0 8ex)
8 3/h (8-x
=jy dx
0
8

J 3 (8-x) ax

5. 8
3/% (8x= x%) 1
0

24 satuan kuadrat

o

2e Gunakan integral lipat dua untuk memperoleh luas daerah

yang dibatasi oleh x + y & 2, 2y = x + & dan Yy =0,

Penyelesaian ;

C,0) 77

= 6 satuan kuadrat

5+ Gunakan integral lipat dua untuk menghitung luas daeral
yang dibatasi oleh parabola y = xa den garis y = 2x + 3,

L ~_j: 2x + 3

Penyelesaian :



3 2x + 3
L = y dx
i :£~ 12
3
=j‘ (2x + 3 = x°) dx
-1
3
= (% 3x - 52) )i
CU1) - 3 -]
¥ = 32/3 satuan kuadrat

| Ye2x#3

4. Gunaken integral lipat dua untuk menghitung luas daerah

yang dibatasi oleh x2 = 4y dan 8y = xa+ 16.

Penyelesaian :

b 1/8 (x%4 16)
. L = f dy dx

b 1/8 (x% 16)

= 32/3 satuan kuadrat

S5« Carilah luas daerah yang dibatasi oleh parabola-parabola

y2= b = x dan y2= b < bx dengan menggunakan integral 1li-

pat dua.

Penyelesaian :

.{/_/{.;'.'1; -22 r
B 324_4, =[ - 21_2-) ay

V% aex = 8 satuan . kuadrat

(O;-Z)_ £
~1
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6. Carilah luas daerah yang dibatasi oleh parabola y = 6x~x>

dan garis y = x.

Penyelesaian :

5 Gx-xa
L = dy dx
0 x
v 5 6x-x
*‘ [i] =
Nz
¢5.5) o x
2 2
2 =f (5% - x7) ax
Y=6X-X
0
-
° 5
B ]
b 3 0

125/6 satuan kuadrat

7+ Carilah luas daerah yeng dibatasi oleh parabola=parabols

F=2x = xa dan y = 3x2-,6x

Penyelesaian :

I | L=/ /2
0

16/3 satuan kuadrat
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------ e e = —-

8. Carilah luas daerah Yang berada di luar r = 4 dan di ga-
lam r = 8 cos @ dengan menggunakan integral lipat dua

dalam koordinat polar.

Penyelesaian : gs
Ay Titik potong kedua lingkaran g
/ r = ll- gé‘
- o
‘ / r=8cos 0 o
X - o
K 0 = 4-8cos @ :
cos @ = 1/2 .-':-—f
0=N/3 atau @ = ~T/3 h
/3 8cos @ T/3 > ?cos ]
L = rdr o = r_ a0
' 1/1;/3 ‘[ :Z/T/'3 4
T/3 2
=J[‘ (32 co8™@ = 8) q¢
-7/3
73 7/3 /3
332(c03051n0]+1/2f dO)-SOI
2 -1/3 2T/3 3
/3

= (16 8in @ cos @ + 80) I’V
-iif3

= 8(V3 + 21) satuan kuadrat
' 3

9+ Carilsh luas daerah yang berada di dalam r = 2(1 = cos @)
dengan menggunskan integral lipat dua dalam koordinat po-

1‘81'0 )

Penyelesaian :
2 2(1=cosQ)

r dr 4de
(4]
21 2(1~cosd)
= f -1; ] de
0 0

IKIP FADANG .
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2n

t
[

2(9 - 25100 + 8in0 cose + 9/2) |
- 0

2(2%= 0 + 0 +T)

6T satuan kuadrat

10. Carilah luas daerah di luar lingkaran r = 2 dan di dalam
kardioida r = 2(1 + cos @) dengsn menggunakan integral

lipat dua dalam koordinat polar. .

Penyelesaian :

o A

Ay
«ly2 Y2
/2 5> 2(1+cosd)
= r_ ae
W2 2 3
T/2

?Jf‘ 2(1 + 2co8 @ + canO - 1) de
2T/2

m/2 2
=~é 2(2co8 @ + co0s5°9) de@
=fi/2

/2
2(2s1n @ + gin20 + /2) ]
2 =Ty2

(8 +T) satuan kuadyrat

11. Carailah luas daerah di dalam lingkaran r = sin @ dan
di luar kardioida r = 1 - cos @ dengan menggunakan in-
tegral lipat dua dalam koordinat polar.

Penyelesaian :
/2 sin @

J/"r dr de

1=cos @
sin @

1=cos@

1/2 (sin20-1+2coso-coszo) de
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L7
L =\]P (cos @ - coeaﬂ) 49

0
{sin © - (1/2 8in @ cos @ + 0/2)}5/2

1/4 (4= T') satuan kuadrat

12+ Carilah luas daerah di dalam lingkaran r = 4 gin @ dan
di luar lemniskat r° = 8 ¢08 20 dengen menggunakan

integral lipat dua dalam koordinat polar.

Penyelesaian :

Luas daerah yang akan dicari
sana dengan dum kali luas da-
erah yang berada di kuadran

pertama. Lras ini dipandang

sebagai dua daerah yaitu da-
erah I dan II (lihat gambar)

Sehingga luas daerah yang di=-
tanyakan adalah :
L = Z(I + II’)

W4 L4eing /2 heine
=af :rdrdo +a/‘ frardo
/6 "V8cos2e: /h Yo
/4 . beging 72 48ing

=f ra] ao + rJ )

T/6 V8cos2e Wh 0

4 W2
= f (1651::20 - 8cos 29) d0 + f 163:’.n20 de
T/6 /4
L7 “N/4 T2
= 8(~8ing cos® + @) J - 48in2Q + 8(=gin® cose + 9)
T/6 /6 L

= 4/3 (27 + 12¥3 = 12) satuan kusdrat
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BAB IIIX

TITIK BERAT DENGAN INTEGRAL LIPAT DTA

3¢l Definisi

Momen (momen pertama) dari suatu daersh datar R dengan

luasnya L =_ﬁrdL terhadap sumbu x dan sumbu Y berturutety.-
R
rut adalah :

M, =,£rs dlL. dan M =\17~x dL
R Y R

<
Sedangkan titik berat dari daerab datar R itu adalah (x,¥),

¥ = ;EI_ "

=5 dan y = T

dimana

3e2e Soal=soal dan Penyelesaiannya

1o Tentukarlah letak titik berat dari luas daersh yang dibaw
tasi oleh garis 3x + 4y = 24, x = 0 dan Y = O dengan in-

tegral lipat due,

Penyelesaian :

_ 8 /4 (8-x)
4> L= dy dx
| h

8
= g/ﬁ 3/% (8 - x) dx
o ‘

2 8
= 3/ 8x - D) ]
CE

= 24 satuan kuadrat

8 3/4(8-x) 8
M =\/' x dy dx =‘/ﬁ 3/ (8x = xa) dx
y .
0 0 g O
=1/ (1% - ) | =6
0

20

Lt T e W e e < .



2.

21

3/4% (8~x) 8 . 3/4 (8-x)

M:s Fdydx = 13
2

f
(o] o
2 8 2
9/32 (8=x) dx = 9/32f (64 = 16x + x°) ax
0 .

2 3 8
= 9/32 (64x - 8x +x_)J=43
> o]
M M
x=—L -8/3 dan j.—-% .
L L

Titik beratnya adalah (X,3) = (8/3 , 2)

Tentukanlah letak titik berat dari luas daerah Yang diba-

tasi oleh x°= by dan 8y = X%+ 16 yang beradg di kuadran
rertams dengan menggunakan integral lipat dua,

Penyelesaian :
1/8 (x + 16)

& =x%6

G1:4) (4,4) 0
= . =(x-x) ]
%) . 2
X 0

= 16/3 satuan kuadrat

4 1/8 (x + 16) 4

My'=f£2 x dy dx =j (a-g)dx

o °
= (x zﬁ) ] =8
32
) fst (,2dy1g=): _ fu 2 ]1/8 (i+ 16)
x A s 1:_2

4
=j (a+x }_E) dx=(2x+:2 %a)l

= 128/5
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M M
x=—4- =3/2 dan §e—2 =85
L L

Titik beratnya adalah (X,§) & (3/2 , 8/5)

Je Tentukanlah letak titik berat dari luas daersh di kuadran
pertama yang dibatasi oleh yzs 6xy, y=0danx = 6 dengan

menggunakan integral lipat dua.

6 6
Penyelesaian :
L =
[ L=
4 Y %_
6
| e[ 6-35 a
%65 \“'6) 0 &
- = (6y = 3) j
— %3 0
x=6 ) = 24 satuan kuaﬂrit

y 6 6 i g 6 2 6 6 8 4
Y[f%éx y-%.%?dy=\g‘(1-h)d?

= (18y - y° 6-‘l*Z/
= %6]-35

: 4]

6 6 6 6

M = dx dy = [ (65 - 3°) = (3% -
x‘jc;éfy y \{ v %_ dy 3y I é
=51}

M M
¥ =—L <=18/5 dm § .—% . gn

L L

Titik beratnya adalah (x,7) = ( 18/5 , 9/4 )
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ke Tentukanlah letak titik berat dari luas daerah yang diba-
tasi oleh y bx, xas 5 = Zy dan x = 0 dengan menggunakan
intggpq} lipg? dua,
Pen&elesaian : Titik potong kedua kurva adalah

= bx emmmuasy 4y2= 16x

=5~ 2y w=> Uy’ (5 = x))2

= 16x =~ (5 = x%)2
xh- 1012- 16x + 25 = Q

(x = 1) (x3¥ x2 - 9x « 25) =

Xe 1l aweer ya2

Titik potongnya adalsh (1,2)

b 1/2 (5-5%)
ST
0 2vx
1 1
\j” (5/2 - x - 2x / dx = (5x - x> - 4:3/?) }
0 2z 2 & T3 5

= 1 satuan kuadrat

1 1/2 (5-x )
My ff x dy dx f(z x3 2x3/2)6x
0 2vx
1
= (5x° = x -ux5/2)] = 13/40
5 o}
2 2)
1 1/2 (5+x%) 1 5, 12 (5-x
Hx =\/“‘Jr ydydx = g%_ dx
0 2Vx 0 2Vx
1 1

o
o

= 26/15

M ¥ ,
x ==L = 13/40 dan Io= =215
L

Titik beratnya adalah (x,5) = (13/40 ;, 26/15)
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5« Tentukanlah letak titik berat dari luas daerah di kuadran
pertama yang dibatasi oleh 12- 8y + 4 = 0 dan xafs by gerta
= 0. dengan menggunakan integral lipat dua,

Penyelgsaian : -
Titik potong kedua kurva adalah

F 3
Y 12-8y+1}=0-98y=x2+1|-
4= 2 x2= by aced 8y = 2:2
g 2xa= xa + 4
8.}’=X+4
iS 2:1). X =4 weed x=2 atau x = =2
L
0 ®  Di kuadran pertama titik potong-
o

nya adelah (2,1)

L :=ffi/8 (:y+d:) f(1/2-§3) dx =(x/2-:2cz)£

X
T
= 2/3 spatuan kuadrat

1/8 (x% &) 2 4. 2
M ffa x.dydx--\{‘ (x/a-x3> do = (2 -yl;

32
_1/?
1/8 (x+1i) 2 1/8 (x +4)
ydy dx = dx
ff /¥ ]
° e 2
=f (1/8+x2-3x‘*)ax= (x/8 + x> = 3x) ] = 415
A "6 128 B 6 5
- M - Hx
x =—L = 3/b dan § =—% = 2/5
L L

Titik beratnya adalah (X,¥) = (3/4 , 2/5)
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6. Carilah titik berat dari luas daerah yang dibatasi oleh
parabola y = 6x = xa dan garis y = x dengan Renggunakan
integral lipat dua.

Penyelesaian 3
5 x-xa
by L =\j‘ dy dx
0 x
2
=J2 {(5x - x°) dx
0

2 3 2
(Zléc_-g_)-l

125/6 satuan kuadrat

]

M, dx =\j§ (5x° - ) dx
4]
625/12
2 6x-x4
Mx L] dx
X
=~f§ 1/2 (35x° - 12x° + xh) dx
(4]
4 2
= 1/2 (229-3: +§i J = 625/6
3 g
M . M
b — =5/2 dan ¥y = —%. =5
L

Titik beratnya adalah (x,y) = (5/2 y 5)
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7+ Carilah letak titik berat dari luas daerah yang dibatasi
oleh parabola-parabola y = 2x =~ xz dan y = 3x2- 6x

dengan menggunakan integral lipat dua.

Penyelesaian :

= 16/3 satuan kuadrat

2 2x=x - 2 2 3
= = 8x - & dx
M, q['yfnz x dy dx \/ﬁ (8x x”)
0 3x -6x 0
2
= (8 - xh | = 193
3 0
2 2
2 2x=x 2 2x=X
Mx = y dy dx =f f J 5 dx
0 3x2-6x o ? 3x =bx
2 : 2
= [ 16 0 b k= (267 4 <t - ) ]
o 3 > 9
= <64/15
M M
X = - S, 4 dan ; = . _ -‘ifs
L L

Titik beratnya adalah (X,¥)

H]
o~~~

-
-

|
~
\n
S’
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8. Tentukanlah letak titik berat dari luas daerah yang di-

batasi oleh r = tg 9 sec @ dan @ = T/3 dengan wenggu-

nakan koordinat polar untuk integral lipat duanya,

Penyelesaian :

ILJ; L =

N

3 tgo =ece
M_ = f f :Eccose dr d4e

c o0

W3
= 1/3f t530 secZO dae

W3 tgo seco
M, = 2

/6=T/3

/3 1g6 secod

: r dr 4o
5

Y3

'-1/2f thO sec20 a0
o}

3
v [ t6°0 a(tgo)
0

T/3
1/6 tg>e }/
o

1/2 V3 satuan kuadrat
0

V3 f "% atse9)
0

tgé secd
dae

ul"l

0

/3
1/12 (tg Q) J = 3/4

T/3 tge secd

x ff rsinOdrdOr-f r3sino] e

o 0
3 4
1/3f tg @ sec¢ d0

It

0
_ M
X = —L = 1/2V3 gan
L

o 3 3
¥/ 4
= 1/3 f tg © d(tge)

N

5 3
1/15 (tg”9) ] = 3/5 V3

§=—M‘—-=6/5
L

Titik beratnya adelah (X,§) = (1/2 v3 , 6/5)
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Tentukanlah letak titik berat dari luas daerah di kuadran

pertama dari daerah yang berada di luar lingkaran r = 4

dar di dalam lingkaran r = 8cos @ dengan menggunakan in-

tegral lipat dua dalam koordinat polar,

Penyvlesaian :

T/3 8cose
L = r dr do

1y 0 “k
=% T/3 2
/ =/‘ (32c08"@ - 8) do
0 _
Ti/3

A9 = (168in0 cos0 + 89) ]
ESS

?—
| » m/3
8(8in20 + Q) ]
i 0

4/3 (3V3 + 2T) satuan kuadrat

T/3 B8cosd /3 8cos
M = r°c0s0 dr 40 = f r> cose ] a0
J 3
0 [ 0 4
/3 /3
= 512 J‘ c0s'0 4o - 64 J* cos® A0
AU 3\ :
5 V3
= ‘{512 (1/4 cos”0 8in® + 3/8 cose sing + gg) - 648ing ]
3 3 J%o
= 8/3 (8T+ 3v3)
T/3 8cos@ 8cose
J‘ 2 173 5
M, = rein® dr 40 = J‘ r” sin® ae
o i o 3
/3 3
=\/“ (212 c0870 8in® - 6lcose) de
o 3 3
4 /3
= (=128cos @ + 6hcoso ) ] = 88/3
3 3 o
M M
- ¥ 16+ 6V3 § =X o 22
FEET Tzmeavs T =T o mise
Titik beratnya adalsh (x,y) = ( 16T+ 6V3 22 )

2T+ 3V3 2T + 3v3
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10, Carilah titik berat dari luas dasrah Yang berada di luar

lingkaran r = 1 dan di dalem kardioida r = 1 + cos ©

dengan menggunakan integral lipat dua dalam koordinat :

L]

X
pola.'r.‘. :;;’ C'S
0 %
Penyelesaian L0
G =<t
/2 1+cos@ oL
L= r dr 40 -
N /2 V1 =g
L/ 5 =
rz‘H’EOjQ X /2 2 1"'0050 :—-:.'
r=1 = f L. da =
-2 2
m/2 >
) x =f 1/2 (2c080 + 008°9) de@
=172
w2
= (8inQ + 8in® cos@ + O/%) J
-T2
= 2 + /4 satuan kuadrat
/2 1+cose
My = f racoso dr d¢
=T72 ™1
= 1/3 (3c08 @ + 3c08°Q + cos @) do
=172
Bz2

3 .
1/3 (39 + 38in2@ + 38in® - Bin” 9 + + 5in20 + sinkQ)
2 L ? & 32 -T"l,'/a

25T+ 32
24
T/2 1+coso

Mx = f f "rzsino dr 49
/2 1
/2 2 3
= 1/3 (3c080 + 3co8°9 + cos8”0) 8in® de

=N/2 :
/2 2 3
= 1/3 jr =(3c08@ + 3c08“0 + c0579) d(cose)
=Ti/2 /2
= =1/3 ( c0s%0 + cos @ + cosuG) ] =0

= e
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M M
X = =L 12 432 0 ¥ = X 29
L 6( +8)

L
Titik beratnya adslah (%,5) = (llLal2 , 09
6( +8)

Carilah titik berat dari luas daerah Yang berada di dalam
lingkaran r = sin® dap di luar kardioida r = 1 - coso
dengan menggunakan integral lipat dua dalanm koordinat po-

lar.

Penyelesaian

/2 eing
T‘:su:.oL=f rdrde
0 1=co8@
/2 >
=~/“ (cos@ =~ cos“9) ae

X 0

=i—¢eoxg

72
(8in® ~ 8in@ coso - e/2) ]
2

0

i

1 =-T/4 satuan kuadrat

T/2 8ine

My =U/“ \/ﬂ r2 ¢os@ dr d4d¢

0 1-c060
/2 3 _ > 3

1/%u/" (8in"9 + 3¢060 = 1 - 308”0 + c0870)cosO 4O
()

_ 15T - 44

/2 8in@
Mx =\]p :asino dr 49
0 I=coB@
= 1/3 J‘ (8in"@ - 1 + 3c080 - 3¢08“9 + cos Q)sin® 4o
0

i

3 4

e ST T don 5 = —x _ 3Mau
L 12(4 - T) L 12¢4 1)

Titik beratnya adalah (X,5) = (M . -M )
12(4 -T0) 12¢4 -

K
]
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BAB IV

MOMEN INERSIA DENGAN INTEGRAL LIPAT DUA

4els Definisi

Momen inersia (momer kedua) dari suatu daerah datar R

dengan luasnya L = \i]‘ dL terhadap sumbu x dan sumbu h'g
R

masing-masing adalah

_fr.2 (.2
Ix-ﬂy dL  dan I, —f[x dL
R R

Sedangkan momen inersia polar (momen inersia terhadap
suatu garis yang melalui titik asal dan tegak lurus dengan
bidang luasan) dari suatu daersh datar R diberikan oleh :

2 2
I, =1_+ Iy = le.(x + y7) 4L
R

4,2, Soal-soal dan Penyelesaiannya

1. Tentukanlah momen inersia terhadap sumbu x dan ¥ dari lu-
as daerah yang dibatasi oleh 3x + by = 24y x = 0 dan
y=0 dengan menggunakan integral lipat dua,

PenyeleBaian 3
ty 8 3/4 (8-x)
L ,/? dy éx
. A
3/% (8-x) ax

<Dk~\COcﬂs—\

5. 8
= 3/4 (8x - 3x°) ]
2 0

>
= 24 patuan kuadrat
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8 3/"’ (8-x) 8 3/"_ (8-1)

Ix=ff y° ay ax =1/3fy3j ax
o0 o 0

‘\"' 8 3
9/64 j (8=x)" dx
Q

-/6h [ (8=x)2 a(8-x)
0

) y 8
= =9/256 (8=x) ]= 1y = 6L
5 _
8 3/ (8-x) 8 3/k (8=x)
- 2 _ 2
Iy -ff x dy dx -f Xy ] dx
98 ] 0 O

8
) 2_ .3 - (20 -zt
_f(Gx z°) dx = (2x %’Jorash%
0

2o Temtukanlah momen inersia terhadap snmbu x dan y dari luas
daerah yang dipotong dari parabola yz = 8x oleh latus
rektumnya dengan menggunakan integral lipat dua.. .

Penyelesaian .
ya = 8x
= 4(2x)
Titik fokusnya F(2,0)

Latus rektumnya adalah x = 2

k2 4 > 3 &
L= ffaxdy = [ (2_.-5_) dy = (ay-%l;) ]
A

ot §f o4 - -

(]
i
'y
WY
"
&
N
)
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42 . 4 2
Iy=ffx2dxdy=1/3f x3J dy
2 2
" F - &
s ) (8 7y 1
= 1/3 (8 - dy = 1/3 Yy -
[ ¢ ¥ ]

384/21 = 12/7 1L

5+ Tentukanlah momen inersia terhadap sumbu x dan Y dari luas
daerah yang dibatasi oleh parabola y = x2 dan garis lu-

Tus ¥y = x dengan menggunakan integral lipat dua,

Penyelesaian :

1 x
r‘y - L = dydx
g 1
= = (x -« x°) dx
(1,1). 5
2 3 1
=(x%- x) J
2 3

1/6 Batuan kuadrat

1 1 x
Ix=ffyadydx =1/3fy3]dx
2 2
0 x O,

]

X

1 1
3 6 4 7

= 1/3 (x" «x) dx = 1/3 ( x -;_:__)l
{ B3

/28 = 3/14 L

X 1

1
Jxay ladx SJ(xs-xh) dx

1/20 = 3/10 1

1 x

y {faxadydx

X
y o5 1
( x' = x7)
el ;

frd
n
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Tentukanlah momen inersia dari sumbu x dan y dari luas
daerah yang dibatasi oleh parabgla y = bx - xa dan ga-

ris y =x dengan menggunakan integral lipat dua,

Penyelsaian ;

3 lbxax
‘ L =f f dy dx
¥ 0 x
2 2
V=x =f (3x - x°) ax
(3.3). 0 3
F=ax-x" = (2 - £ ]
b} 3 5
° V' X = 9/2 satuan kuadrat

"y
%
ql\J
&
g

3
1/3f{<4x - 333 x3}dx
0

1/3 f (63::5 - 48x4 + 121:5 - x6) dx
0

i

3
1/3 (6Ex‘*-4gx5+,ax -zh ]
(9)

b31/140 = k59/70 1L

i}

bxwx 3 bx-x®

3
Iy:fo dy dx xzy] dx
0 x
5
»@b .. £ ax (IE‘ )

243/20 = 27/10 L

Tz

IKIP_ P

LN S

vi

RN

RPUSTAKANN
ADANG .

34



5. Carilah I , I dan I
x' Ty °

2

loop y° = x2(2 - x)

dua.

Penyelesaian :

35

dari luas daerah yang berada dalam

dengan menggunakan integral lipat

2 xVZ—x
2

I = dy dx
X 9 '-;VZ-::

2 0
- 2/3f (2 = x)7 %45 = -4/3 [ (2 - 22> 4
0 V2

dx = 2z dz

0 2, 2
L = -4U/1(2 -2 )z dz
V2

0
-4f (.'az2 - 24) dz

V2
3 5 9
= =l 2_2_ - Z_) ]
3 5 3
= EL;@ satuan kuadrat
> 2 x\fz-x
=2/3f 33 J dx
0 0

0
5 7 9 11
= =4/3 ( 827 - 122" + 22 -z )
5 77 3 M ‘]Q.
< MV o onn 1L
231
2 x\‘E-x 2
I =f f xa dy dx =2f x3da-x dx
7 0 =xV2ex 0
O
= -uf (2 = 22 22 4z
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0
Iy = ~4( 827 o 125° + 62° - 29) I
3 5 A i
1024v2
- B2 32/21 1

I,= I+ I, =(64/231 4 32/21 )1 = 416/231 1

6+ Carilah momen inersia polar dari daerah di bidang X0Y yang
yang disatasi oleh parabola ya = 2x dan garis lurus yax

dengan menggunakan integral lipat dua.

Penyelesalan :

, 2 3
L=f dx dy
4 Y=
i | X 0 12
(z,2) 2
2:2).
=f(:r-.vf)dy
6 . 0 2
X 2 3 2
2 = ( - )
Y= 2x %— ]
0
= 2/3 satuan kuadrat

2 ¥ | 2 y
e [[65P wa- [ (20 wh o
0 “y° ) 2
Pl pa
2 2
2 2
=\]F ( x° - xg +y- xf) ay = (g% - 5 - _%g) ]
L3 2 2 3 10 1 3

= 48/35 = 72/35 1L
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7« Carilah Ix' Iy dan Io untuk luas daerah di kuadran per-
tama yang berada di luar lingkaran, r = 2 dan di dalam
lingkaran r = 4 ¢os@ dengan menggunakan integral lipat

dua delam koordinat polar,

Penyelesaian :

T/3 beoso
= f f r dr 49
0o 2
- W/3 4cos0
2
= 1/2 r ae
J ]
T/3
= 1/2 f (16c08°0 - &) a0
0
/3
= 2(28in0 ¢co0sd + 9) J
0

= M satuan kuadrat

3 heose /3 4cose
Ix=j fyardrdo=f fr351n20dr_d0
o 2 0o 2

/3
1/4f {(lrcose)’* - '24?} sinao de
0
/3

uf (160080 = 1) sine ae
0

/3
4 J' (16cos @ = 1) (1 = cosf0 ) ao
0

s 2 M 6
4J‘ (=1 + c08"9 + 16c08 © - 16c0s8”9) 4o

e
- Gy -

W3 4cos0 W3 hcose
Iy:J‘ fxardrdO::f f r2¢08%0 ir 4o
o 2 0o 2

/3 bcose
= 1/4 J‘ rteos20 ] ae
0 2
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/3
1/4 J’ (256c0560 - 16c08°0) d@

-
1]

i}

4f (61+cos @ = cos 0) de

L =1 T ) S 12T 4+ 113
= 2 22T+ 3

_ _ 20 + 21¥3
Io' Ix+ Iy _—TZ T3

8. Carilah Ix dan Iy dari luas daerah yang berada di
dalam lingkaran r = 2(8in® + cos@) dengan menggunakan

integral lipat dua dalam koordinat rolar,

Penyelesaian :

3%/4  2(8ine- + cose)
r dr 40

/4 >
=/} 2(8in ¢ + 28in¢ cos® +
~T/4 '

cosao) ae
34
2 (1 + 8in2Q) 4o
Ty

30/
(20 - cos20) J

-/y

2T satuwan kuadrat

31/4  2(8ind® + cose) 3Wh 2(sin® + cos®)

I = yzrdrdO =f f r3sin0drd0
* Nws M =417/ )
3174 2 2 2
= 4 (48in@ cos@ + 28in"0 cos“9 + 1) sine 46
=Wy
= 3T = ﬂ' L

2
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34 2(8ine + cose) 34 2(eine + cose)

Iy=f fxardrdo =f fr3c0520 ar 40
=T/4 ~o =Wh o
31!'/11- 2(8in® + cosQ)
= 1/11-] r coa ~ ] de
=T/h
3%/4
= 4 f (ksin® cose + 28in“0 cos<9 + 1) cos%0 de
AN

9. Carilsh momen inersia terhadap sumbu x dan y dari sebuah

loop dari r2 = COE 20 dengan integral lipat dua dalam

koordinat polar,

Penyelesaian :

cosZO

dr 4¢
g ff

/4
1/2 cos29 4o

=4 74"
LIz
= 1/4 (8in2¢) ]
-W‘*
= 1/2 satuan kuadrat
Yeos20 /4 Veos29
Ix=\[ f3sin0drd0=1/ll-f sznOJa"g
24 0 -4 0
/4 2 2 /4 >
= 1/4 co8 20 8in"Q d¢ = 1/16J (co5720 (1 « cos20Q) 420
=/4 =Ty4
2 /4
= 1/16 (c0820 8in2¢ + © = co8“20 8in2Q - 28in29Q)
4 3 3 . A
_37W-8 _ 3M- 38§ L
T 96 - hS



Wt veos2e T/4
Iy =\/ﬁ r3c0520 dr 40 = 1/#U/~ c05220 00520 do
~Wh o =W/
T/4 2
= 1/16U/- cos 20 €1 + cos2@) a(20)
=R/4
/4 > 3
= 1/16 (cos 20 + coa”20) d(20)
4 72"
= 1/16 (o820 Bin2e + © + cos 20 8in29 + 28in29)
2 3 3
_37-8_ _37-38 L
T 48

10. Carilah I‘_J dari luas daerah loop r = sin 2@ dengan meng-

gunakan integral lipat dua dalam koordinat polar,

Penyelesaian :

¥ 2T ginze
L = r dr 4o
IS ze ‘{ Br

2
2
1/2 J‘ 8in“2¢ de
0

¥ 2T
X = 1/k J‘ 8in220 d(20)
0
2T
= 1/4 (=8in2@ cos20 + @) J
2
0

1/2 satuan kuadrat

T sin2@ 21T
I - ‘fbf? ar 40 = 14 J  sin*2e a0

0
2T y
= 1/8 J‘ sin 29 d4(20)
0 2"‘
= 1/8 (-8in 20 cos20 - 38in20 cos29 + 30) ] :

0
3Wé6 = 3/8 L

40
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11. Carilah Io dari luas daerah yang berada di dalam kardie

oida r = 1 + ¢co8 @ dengan menggunakan integral lipat

dua dalam koordinat polar.

Penyelesaian :

2 1 + cos@

=\/" \j“ r dr de
0 O

. ar 2

= 1/2~}ﬁ (1 + 20089 + cos“Q) 4o
0 2%
= 1/2 (0 + 28in0@ + 8in® coso + e/2) J
2
(o]

3T/2 satuan kuadrat

= 1/3/?1 + Ycoso + 6c0520 + 4cos30 + coake ) 49

0

/4 (@ + 4sin® + 38ine cos 9 + 30 + cos°0 sing + 3c089Q +

2

3 .

Co5”@ 8ind + 3cos@ sind + 30/8 )

Sos’0 8110 + 30089 eing ]
Tl



BAB V

VOLUME DI BAWAH SUATU PERMUKAAN,

DENGAN INTEGRAL LIPAT DUA

5.1, Volume dalam Koordinat Siku~siku

Jika I suatu funpgsi dua variabel yaug kontinu pada su-
tu daerah tertutup R yang dibatasi oleh suatu kurva tertutup
yang mulus bagian demi bagian di bidang XOY, dan f(x,y) > O
untuk semua (x,y) di dalem dasrah R, maka volume V dari ben-
da pejal di bawah permukaan gz = £(x,y) dan di atas daerah R
didefinisikan sebagai nilai integral lipat dua dari f£(x,y)

pvada R, yaitu :

v =,{fz dL =\R/ft(x,y) dL

Untuk menghitung volume ini juga digunakan integral terulang

sebagai berikut :
b y.(x)

v =ff£(x,y) ax =]‘[2 £(x,y) dy ax
R a 'y,

(x)

b ya(x)

S )

a 31(x)

v =ﬁf(x,y) dL =ff f(xa:‘r) dx dy
R

c x1(y)
d xa(y)

fu/~(;/‘ £(x,y) dx) dy

c x1(y)

42
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5¢2. Volume dalam Koordinat Silinder,

Kadang~kadang untukfungsi tertentu volume benda pejal ..

Yang berada di bawah permukaan 2= £(x,y) lebih mudah dise-
lesaikan dengan menggunakan integral lipat dua dalam koor-
dinat eilinder. Dengan mengingat hubungan kcordinat siline
der dengan koordinat siku-siku, yaitu x = rcos@, y = reine

dan z = z, maka rumus volume dalam koordinat silender ada-

lah sebagai berikut : <

Y

~
©
ot

e 2
= qlm F(r,0) r dr de

01 r1(0)

2+3. Soal-soal dan Penyelesaiannya

1. Hitunglah volume suatu benda yang dibatasi oleh silinder

x2 + z2 =16, 2 =0, X =y = 0 dan ¥ = O dengan menggu-
nakan integrala lipat dua.

Penyelesaian
2 L x
f v ij/:)f z dy dx
™o
b x —
. =‘/f;/’ 16 - x2 dy dx
» ~0-0

1 Y

/ (‘i:‘?.O)

4
¥/r xV16 - xa dx
0

A= =0

\-
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L
V= -1/2] V16 = x° 4(16 - x°)

0

4
“1/3 (16 - x2)¥/2 l

64/3 satuan kubik

2, Hitunglah volume dalam ruang pertama yang dibatasi oleh

x2 + y2 = 25 dan bidang y = z dengan menggunakan integral

lipat dua,

Penyelesaian :
5 Va5 o 2
. v :\/r.J['z dy dx
ZIL ) 0 0

! 0 ©
A S / /5 ( 2
E ol F = 1/2 25 = x°) dx
// / !=. ~ _;- 0 5
7 ¥ 3
7 = 1/2 (25x-= 3_) J
?‘21-)'2:25' 0

125/3 satuan kubik

3« Carilah volume persekutuan darl silinder-silinder x2 + yz = 16

dan xa + z2 = 16 dengan menggunaken integral lipat dua,

Penyelesaian :

//,f’—J = : Volume yang akan dicari adalah
</ : 8 kali volume yang terlukis pada
\\\Ig‘““ : gambar di sebelah, sehingga volu-

PRAS LTS /rrv L i/’ menya adalsah

”~ ~

’ L b V16 - 52
\ 7 -r Y v = Sff z dy dx

)l‘f)r-‘--‘I( 0 0
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b V16 - x°
V-8ff\‘16—x253dx
0 0

j’ 2
=8 (16 - x7) dax
0
3 i
= 8 (163( -L) ]
3 0

1024/3 patuan kubik

i, Carilah volume di ruang pertama dari suatu benda yang die-
batesi oleh x° + z =9, 3x + by = 24, x = 0, y = 0 dan
dengan menggunakan integral lipat dua.

Penyelesaian :

3 3/4 (8-x)
Jrz V= z dy dx
0

3  3/4 (8-x)

2

0O 0

3/4\‘/‘3 (?2—9x48x2+ x3) dx
O

/%/ 3/4 (?Zx-ﬁ-BL} . xh J
. 2 3 L 3

1485/16 satusn kubik

"\

5. Carilah volume di bawah z

3x dan di atas daerah ruang
pertama yang dibatasi oleh x = 0, y = O, x = 4 dan silin-

der xa + ya = 25 dengan menggunakan irtegral lipat dua.

L VZB - x2
v =%£‘1£‘z dy dx
4 Vos o x2
=‘E["1C{~ 3x dy dx

Penyelesaian :



g
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2 4 5
V=3 f x¥25 - x° ax
4
= -J/Zf Va5 - x2 a(25 = x2) =
AN ' i
~ 4 ._(_'
W7 v = -(25 - x2)3/2 ] Ef
2 / / Xt-r'J 2_: z5 O i
e = 98 satuan kubik A
x : o
s
6. Carilah volume benda yang berada di atas bidang z = O =
dan di bawah bidang z = 3y dari silender 4x2 + y2 =16 .

dergan menggunakan integral lipat dua.

Penyelesaian :
: 2 W 6 = 4x2

V=2ffzdydx
4=

0

2 V16 - ux?

7=27 fo;'w dy dx
4 0

2
3%‘ (16 - 4x°) dx

"

~n

i
//////7//' v )
/{//%////// =12(4x-2;_3.)1
0
x = 64 satuan kubik

7+ Carilah volume di ruang pertama antara bidang-bidang z = O
v
dan z = x + y + 2 serta di dalam silinder x° + ya = 16

dengan menggunakan integral lipat dua.

Penyelesaian :

fz

2

Py Ay // ) l+ ‘
#‘ <4 = [ WM6x" + 8 x®s M6exyax
K 0

LN

§ ‘f -

P PP

o - N .
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<
n

b
{71/3 (16 - x2)3/2+ 8x = x3 + xV16 - x2 + arc sin xi}]
6 % o

= 128 v 24T satuan kubik

3

8. Carilah volume suatu benda yang bagian atasnya dibatasi oleh
parabolaida x4 Fyz = 2, bagian bawah oleh bideng z = O
dan kiri-kanen oleh silinder~silinder y2 =xdany = x>

dengan menggunakan integral lipat dua.
Penyelesaian :

}Z vV =

3/7 satuan kubik

9. Carilah volume dari suatu benda yang dibatasi oleh bidang
z2=X+Y,2=6,x=0,7=0 dan z = 0 dengan mengguna-

kan integral lipat dua.

Penyelesalan : . 6-x
(z, = z,) dy dx

{ 1 2

6=x

f (6 - x y) dy ax

0

<t
"
ox‘og“ﬂox

L+))

b=x
\/“(6y - Xy - 1_) l dx
o]
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v --j‘s{(G-x) - 561-_:51} (6-x) dx

= {‘ (6-251 dx
6

-1/2f (6=x)° a(6-x)

7/ (6-x>3

6

Z ]

2k Y
/// = 36 satuan kuadrat

10. Tentukanlah volume silinder xa + y2 = 4 yang terpotong

oleh bidang-bidang y + z = 4% dan z = O dengan menggu-
nakan integral lipat dua.

Penyelassaian :

/'\!
<\
y R

N
!
S
‘:7

2

2 -
+ f Visy? a(i-y%)

-2

2

B(IWI + harc sin y/2) ]
2

2



-y
H]

{hyvu-ya + 16 arc 8in y/2 + (4-y2)3/2‘}

167" egatuan kubik ..

11. Carilah volume di ruang pertama di dalem eil
v/

persamaannya ya + z2 =

dengan menggunakan integral lipat dua,

Penyelesalan :

-l
fl

t2 3 y?}
=‘Jr J[\ z dx 4y
0O O

3 3/3

{Jrudy

Misalkan 3 y = 38inQ@ ===y dy = 3co080 49
“ﬂ’/ 2 >
1/3 \jﬁ 98in @ 3cos® 3cose de
0
/2

27/4 j sin’20 4o

0
M/
27/8f/ Bin 20 4(29)

0 .
rr/ >

27/8 (~8in2Q cos29 + Q)
2

27/16 1T satuan kubik

49

f

-2

inder dengan

9 dan di luar parabolaida ya = 3x

=1)3{ xa ‘/9-:3—2—57

sy Maka
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12, Carilah volume suatu benda yang berada di ruang pertama

yang dibatasi olek xy = 4z, y = x dan x = 4 dengan meng-

gunakan integral lipat dua.

Penyelesaian :

42 szf z dy dx

S °
<o
.

L]
—x g
&

S
(“‘)

v

&

8 satuan kubik

13. Carilah volume suatu benda yang berada di depan bidang

x = O yang bersekutu dengan y2 + 254 2x = 16 dan si-

linder ya + Z

Soy dengan menggunakan integral lipat dua.

Penycolesaian :

ngzxﬂﬁ

]

2 Volume yang akan dicari adalah

Y e empat kali volume yang terlihat

pada gamber sebelah, yaitu :
2

2 Viay
V=’+[f(8-£-§f)dz.dy
- 2 2
- 00

h 4

T ) . vﬂ:;§_

1
<+
-~
Qo
N
]
A
i
]
\
~r
[ 7
g

i

2
Y (22 - 7 (4 - g2 g
O
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Misalkan : Y = 28inQ we=ed dy = 2c080 4G vy Maka
2
V=4/3 [ (22 - ksin®0) keos®e ao
0

2 2 2
32/3j (11 = 28in“Q0)cos<0 aQ
0

L]

72 2 2
32/3L[' (9 + 2¢08“Q)cos 0 aQ
0

72, 4
32/3 f 9cos @ + 2cos @) 4@
0

/2
32/3 (98in@ cos® + 9/2) ] + 32/3 (8in® cos-9 +
3
20

Ty2
36in0 cose + 39/4) J
¢]

281 satuan kubik

14. Carilah volume irisan 9x2 + 4y2+ 36z = 36 oleh bidang

z = O dengan menggunakan integral lipat dua,

Penyelesaian :
Volume yang akan dicari adalah

1% empat kali volume yang terlihat
pada gambar sebelah, yaitu :
} 2.1
ax'pay 5 360 = 36 2 3/2 (4=x") /2
—~ V= hff z dy dx
?‘.4?:“'“-\ 0o
V4 i
- 2 3/ (4-x)V/?2

<

U T

ST

4J/fh/F gzg-g;Z-hxaz dy dx

2 3/2 (‘-I»-x2)1/2
(36y-9yx°~ 3%—3) J dx
C

,,,,,,,,,,,,

il
-
~
O
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2
= 21}[:[6(4-x2)1/2- 3x2(4-x2)1/2- (4_x2)3/2 dx
o 2 2

2
=f (hex?) (bax2) V2 4y
Q

2
=f (hx)?/? 4

2

{x(h Y2 ] f bex2) 12 ax

0+3f(‘+ xz)va

2

3(::‘1‘4-::2 + 2 arc sin x/2) ]
2

Q

3 satuan kubik

15+ Carilah volume suatu benda yang berada di dalam silinder
X + 32 = 9 yang dibatasi oleh x° + ya + Uz = 16 di ba~
gian bawah dan oleh bidang z = 4 di bagian atas, dengan

nenggunakan integral lipat dua.

Penyelesaian :
Volume yang akan dicari adalah
empat kali volume yang terlihat

pada gambar disebelah, yaitu :

V_
b’ff (z-z)dydx

2

L..jf-xli-‘IG-x-z)dydx

3 Q=x

ff (x? -l-y)dydx




3 . Vo-x2

V:{(xay+;3r_3)l dx

3
= f (xWNoex® + (92272 4y
5-2—)——3 .

'

0

3
= 1/3f (2x%+ 9) Vo-x® ax
(8]

Misalkan : x = 38in@ weeey dx = 3co080 do, maka

72 L2 2
V = 1/3f‘ (188in @ + 9) 9cos9@ de
o ]

/2 2 2
27 \f {(28in @ + 1) cos“9 4o
0

172 2 Y
27 f (3c087@ = 2cos @) 40
0

Ty

= 27 (38in® cose + 39/2) J - S54{8in@ coa30 +
2 A
0
/2
38inQ cos0 + 3¢/8) ]
O

= 27 (3/4) - sk (37/16)

= 811/8 satuan kubik

R TR
i hdia".‘ﬂl‘o-‘

IR BPADANDG
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16+ Carilah volume suatu benda yang dibatasi oleh parabola-
. 2 2 s s
ida x + y = 4z silinder xa + ya = 8y dan bidang z = O

dengan menggunakan integral lipat dua dalam koordinat

silinder,

Penyelesaian :

2h

Dengan menggunakan koordinat silin-

der maka diperoleh

g T 8sine
V= I z r dr do =1/li[ [ r3 dr do
0 0 00
oy 3 " P
= 256[7 sin ¢ d®@ = 256 (-sin’@ coseqf 3/4[~sin 0 4ae)
. l{. "
0 0 4]

ki)
256 (-sinjgacosg - }giancosO + 39/8) l

tH

96T satuan kubik

17+ Carilah volume suatu benda yang berada di dalam silinder
r = 2 dan di luar kerucut z2= r2 dengan menggunakan in-
tegral lipat dua dalam koordinat silinder.
Penyel esaian :
Volume yang akan dicari adalah

dua kaii volume jyang terlihat pada

gambar di sebelah, yaitu

2 2

v.-.affzrdrdo
o © :

e



\

18+ Carilah volume persekutuan pada r2 + z2

V =
i
P
|—-—.-._*..
Y

"

55

2 2

2\Jf\u/“ 2 ar de
0 "o

2 2
J de
0

E/BJ‘ r’

0

2’
16/3 f ao

0
32W/3 satuan kubik

= 1 dan silinder

r = sin @ dengan menggunekan integral lipat dua dalam ko~

ordinat silinder.

Penyelesaian

42

Volume yang akan dicari adalah

empat kali volume Jang terlihat

pada gambar di sebelah, yaitu’

-3
]

T/2  sine
4 z r dr do
I
Tf/a 8ine
‘+f f rVi-r® dr de
0 0
/2 sine
"2f f (1-r$ V2 501262 a0
00
-4/3 jy : (1__1-2)3/ 2 'Tino do
0 °
W2 3
-4‘/3f (cos”® = 1) de
0 /s
4/3 (@ = 8inQ cos '@ - 28ingQ) ]
0

satuan kubik

2(3W = &)
9



BAB VI
LUAS PERMUKAAN SUATU KURVA DENGAN

INTEGRAL LIPAT DUA
! 5

641+ Luas Permukaan dalam Koordinat Siku-siku

Jika R' bagian dari permukaan z = f(i,y) dan R adalah
suatu daerah yang diperoleh dengan memproyeksikan R' pada
bidang koordinat yang cocok, serta f suatu fungsi dari dus
variabel jang kontinu pada suatu daerah R Yang dibatasi oleh

suatu kurva tertutup yang mulus bagian demi bagian di bidang

koordinat, maka luas permukaan (S) dari bagian R' suatu per-

mukaan z = f(x,y) adalah :

1. 8§ ..J]\/1 + (az) + (oz)

jika R' diproyeksikan pada bidang XOY,

) 2 2
2. s_{f\/1+(g?x) +(§§)

jika R' diproyeksikan pada bidang YOZ.

3. S ff\/u(a_z) + Gp° @

32

jika R' diproyeksikan pada bidang 20X,

6.2, Luas Permukaan dalam Koordinat Silinder

Dengan menggunakan hubungan x = r co8 @, ¥ = r 8in @

dan z z, maka luas permukaan dari bagian R' suatu permuka-

£(x,y) menjadi

an 2z

56
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J[]w\/1 + (32) + (_1) r dr 4o

Jika R' diproyeksikan pada bidang XOY.

b[jﬂ\/1 + GBx) + Qz;)e r dr 49
3z

Jika R' diproyeksikan pada bidang Y0Z.

I/‘V1+ @+ @n? = ar a0
=)

Jika R' diproyeksikan pada bidang ZOX.

6.3+ Soal-soal dan Penyelesaiannya

. 2 2
1. Carilah luas bagian silinder x + 2 = 16 yang terletak 4di
dalam gilinder x2+ y2= 16 dengan menggunakan integral 1li-

pat dua.

Penyelesaian : Luas yang akan dicari adelah de-

lapan kali luas yang terlihat pa-

\Y

da gambar aebela.ﬁ, yaitu :

V16-x
sff\/1+(az)+caz) ay ax
16-x

8ff\/1+(-x)¢(0) dy dx

h 16-x

8\/ﬁJ/\\/“x2 + 22 dy dx
o 0 22

/]
n

<t
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b Y16-x2 b V16ex®

s=8ff 16 dydx =32 1 dy ax
9 Viex® 070 |figu?
4

128 satuan kuadrat

“~—
&

2+ Tentukanlah luas bagian dari bideng X + y + 2 = 6 di da=

in s 2
lam silinder x + ya= 4 dengan menggunakan integral lipat

duae

Penyelesaian :

2 4-x2

s =f Vi1 + 020% (32)2 ay ax
22 Vuy? ax 3y
> Vo2

:V}f dydx
‘f=v3f24-x2 dx
-2

2
= 2V3 ( xV#—xa + 2 are siq;).J
2

-2
= 2V3T' patuan kuadrat

3 Tentukanlah luas dari bagian kerucut xZ+ yaq 22' di da -
lam prisma tegak dengan slasnya berupa segitiga yang diba-
tasi oleh y = x, x = 0y y = 1 di bidang XOY dengan menggu-
nakan integral lipat dua.

Penyelesaian ;
1

s=fj%+(az)+(g_> &y dx
0 x o7
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8 =£f\/‘l + (_35-)2-‘1- (1)2 dy dx

Z Z

Ly

a
bE|
-
\"’

~

Y

1

®

o

satuan kuadrat

il

2

4, Carilah luas bagian kerucut Jc2 + y2 = 322 di atas bidang
X0Y dan di dalam silinder x2+ yz = 4y dengan menggunakan

integral lipat dua.

Penyelesaian : 4 ,W_ya

SO ¥ - 1+ @2)% (32)° ax dy
xey S 34
>x 3y
= fV" + (i)2+ ('_,‘(__)‘2 dx dy
Sz 3z

?//

<
n
n
N
+
| L
N
+
n
&
&
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4
S = 5—%-‘3- Ve - g-2? a-2)
0

_ bvs - 3
= 3 {kilzél #y-yz + 2 arc sin (Izgi} }
2

) 4_;2{ %_ac%m}

0

= §%2 T satuar kuadrat

5. Carilah luas bagian dari bola x2+ y2+ za = 16 di luar

parabolaida x2+ y2+ z = 16 dengan menggunakan integral

lipat duas

Penyelesaian :

“It);r22=la

e
-
o
]
o]
Y

1§u/ﬁ 1 dy dz
2 2

16 1 dy dz
0 0 (16-22)-y2
1 V16-2°
16g/n arc sin —A— dz
0 2
16=2 0

1
8“8[- dz

8M satuan kuadrat
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6, Carilah luas bagian bola x2+ 32+ 22 = 36, di dalam siline
> .
der x + yz = 6y dengan menggunakan integral lipat dua da-

lam koordinat silinder.,

Penyelesaian ;

]
Nx

N3 Ml
"
I

o

MILIK UPT PERG3TAKARN

ka ds = ¥ - X2 - 5?7 )
mara s 1+ ¢ z) + z) dy dx

/z% + x° + yz

FA

dy dx=‘—gdy dx

dengan menggunakan koordinat silinder-:

2
x* + y? =6y © r=6sinb

s=4f%"651“9ﬁ6 r dr dé
’ 0 Jf (36-r?) o

- 12f o S sin 8 (56 -r?) !‘dcss-ﬁ)dé
S = -12!0;“Wr 2(36 - r’)"’]g”“ 6 de.
- -2 S k6.co§ 6 - 6)a6
= 24 fokn (6 - 6 cos 6)de. .

= 246 8 - 6 sin e)1*" - % (3n -6 -
= 72(w - 2) ’

7. Carilah luas bagian bola x4 y2+ 22 = bz di dalam parabola-

ida x2+ 32 = 2z dengan menggunakan integral lipat dua dalam

koordinat silinder.

Penyelesaian :

x* + y2 + 2% = 42
e _x_ 2
3x  2-z i3y I~z

. 2 2 2
1 + (%5)2 + (%5)2 = (2_2%2 t :)2‘t .

. —
i - x% - y?

IKIP PADANS
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dengan menggunakan koordinat silinder.

42 . ds = —2_ r dr d4
Vir?
Perpotongan bola dan paraboloida
x? + y? = 4z - 22 =z e z? - 37 = 0
- z =0, atau z = 3
untuk z = 3, maka x2 + y2 = 3. & . . 3
diperoleh :
2r /37
S =S L ae
* . Sr
2, V37 ~ |
==L e Mty g

-1 2T zm-rz)”]’f'de = 1,52 a9

- 2$ ]g" - 47

8. Carilah luas bagian bola x2+ y2+z2 = 25 di antara bidang
z = 2 dan z = 4 dengan menggunakan integral lipat dua da-

lam koordinat silinder,

Penyelesailan :

ds = g-dx dy (lihgt no. 6)

dengan menggunakan koordinat silinder.

ds = r dr df
Y25-r
x? + y? 4+ zz_= 25 = 2?2 a2 25 o 2
untuk z = 2, maka r2=21 = T = /ET
2 z =4, maka r? = 9 - r =213
%\ Y S:IZHIJE? 5r dr d8
42;144%‘ ¢ 3 /25 - r?

1,57 _s/25 T 7 ]gff

- . 0 /25 - ¢ dé

)

IOZ" 5(4 ~ 2)d8 = 10 e)é" = 201
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9. Tentukanlah luas dari permukaan kerucut x2+ ya- 922= 0
di atas bideng z = O dam di dalam silinder x2+ y2 = 6y
dengan menggunakan integral lipat dua dalam koordinat

silinder.

Penyelesalan :

x2 + y2 -~ 922 2 g » 32 _ x 3z
Y A 92 5 3y " 35
+3 1 + x=)2 4 2 . xHy 1l _ 10
f (O 2 e R L

wmaka diperocleh :
S =S/ %Jiﬁ’rdr o
R s

di mana R daerah di dalam lingkaran xz-l-yz = 6y
2

ST =6rsinf e . sin 8
//’_%/’//9-‘___*_3 - J’O“fo6 sin 8 %/TE rdr ée
2,2
Y -6'] = —;m fon 18 sinz'B dé

= 6¥10 (% sin 6 cos 0 +%6)]

T
4]
= 3n/10

10, Carilah luas dari bagian bole x2+ y2+ z2 = 25 yang berada
di dalem silinder eliptik 2x°+ y° = 25 dengan menggunakan

integral lipat dua dalam koordinat silinder.

Penyelesaian :

ds = > dx dy (lihat no. §)
Y25 - x% - y%7 -
5dx d
s =2/[/ o

R /25 - xT - y?
di mana R adalah daerah di dalam 2x2 + yz = 25



