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Kata pengantar.

i-enerbitan buku ini adalah untuk menambah pengadaan

buku mat-ematika didalam bahasa Indonesia. Buku ini juga

<iapi:t ;-embantu para mahasist:a untuk mendalami dasar-da-

sar maternatika secara mandiri, karena dalaur buku fini disa-

jikan teori , contoh-c ontoh mengerjakan soal dalam berbagai

bentuk dan soal-soaI untuk latihan-latihan.
I'enyusunan buku ini didasarkan pada kumikulum dan

sillabus .iurusan Mesin FPTK yang telah direvj-si. Disamping

itu tidak terbatas pemakaianya untuk jurusan mesin saiarta-

pi juga dapat di-pergunakan untuk siapa saia yang berkeingi-

nan r"eambah ilmunya dalam matematika.

i,iudah-mudahan denplan adanya buku ini akam menanbah

not i.;a si bagi sipemakainYa.

Penulis merasa dalam penyusunan bultu ini masih belun

ser,lrurna dan oleh sebab itu penulis harap kritik-kritik

yang rembangun sehingga dapat menyempurnakan isi dari ilmu

yan5 dipelaj ari.
;ikhirnya penulis ucapkan selamat memakainya dan sela-

rnat b e1-:: j ar.
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Bab. 1.

INTEGRAL TAK TERBATAS

Penda huluan

Pad.a diferensial bila suatu fungsi diketahui naka kita
d.apat menentukan ha-siI bagi diferensialnya' Sekerang begaina-

na irita rnenentukan fungsi asal jiks ha-si1 bagi diferensialnya

d.iketahui. untuk loencari fungsi aso.lnya jika hasil bagi dife-

rensialnya dilietahui inilah yang d'ipanakan INIIEGR'Atr'

Ten<I... integra] disinbulkeo denean /'
Untuk jelasnya mi:ril-ah kita' tinjc'u': penjelasan berikut:

7gx
cl.x

dy
{,,ly

x

*1d*
(*1a*
l'r --+E^

-1
-_>
_->

---)
_,

ll
Dari haI-haI yan6 tetafr tcita tinJau diates tadt oda 5 fuagr

x yang bcrbcda, sedangkar hasil bagi d'iferensialnya sarna'

Maka oleh sebab itu hlsil sesuatu Integrc'I selaIu ditarnbah-

k&n dengan bilanBan konten (C)' C disebut juga denSal kons-

t antrr Integrasi' Seuingga untuk contob kita diatas jika

Sekarang kita tinjau:
1.Y=[**t
2.Y=fixa'l

'' Y =l* *'
.y=+lt.+2o

5' Y = [{ * c

u,
dx

x'
x1

x7

x1

it

gz
cl_x

EZ
dx
ET,
dx
*z
dx
Ez
d.x

1x

maka *7ar=11,x4+C
,|
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Pena,mb ehan C dibelakang hasil ini me:rcndakan bshvira Integral
yarg kita kerjc-kan adaleh integral tak te-ntu. Jilca Integral
tersebnt tertentu atau terbatasrnaka pada ta-nda integraL di-
tentukan dengan batas-batasrlya; dlnana angka yang terletak
diujung bawair talda integral adelah bettas terendah den angka

yang terletal d.iatas tanda integral adalah batas tertinggi.
Kenuclian pada hasilnya bilangaJr C kita hi langlran da,rr diganti
<J.engan 6aris lurus saja dan pada ujung pangkal gari.s lurus
ini kita cantunka.n batas-batas yang telah tertara pada tandc

integral tadi.

Apakaha.rtinya.ini?.Iniberr.rtiial"'tIuc"r:bidangdataryang
dibatasi oleh garis y = f (x) dan sunbu x dengan batas barvah

irarga x yang terkecil dan atas adaleh har6a x yang terbesar'
I.lari kita lihat contoh berikut.

dv=
x7

*Jd*

g^r,
dx

1'-t'+(

3
alx

,) 4

81-7i

1v=2
Iv=v

(1)41

80
-4 = 20.

c1-y'=x
1tt

1-v1x
2+1x

+C

+C2x

{^?
l"u

1-4
1- 4=

2O ini adalah merulrakan luas 'Laerah yan6 dibatasi oleh fun6-

y = xi d.c.n surnbu x. Unb,rk rslanjutnya ini kita.a.Itarr r,renbica-

rake.n Integral tak tentu saja dan nanti kita alran kembali pe-

da integral tertenlu.

1.1 .1 . ndxx

Iqarilr.h kita tinjau hal yang beri!rut:

*2
7x'

1

1

+

.F

T-+*a

T;Nc
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1. l'=x
4.Yr=1

5.!'=x

1

4
-->
_>

t=f,**c
Y=\{+c
o=!*6*c

'l
v+n
traa

1

5-r7

C

*1+1 +C
+C

5

4+1x

i+1 +C--+

n.y nx
--> 

y = T-i-T xl

Dari haeil peninjauan kita diate's maka dapat ct'ibuat kesirnpu-

I an bahwa:

1 +1 +

Contoh-contoh:

(* * = $1 ,1"1 * c
/ d.irut. n / - 1

7r +C
n I n-rl:f'dx = c" ili- x

c -1t+1n+l

dx = TfriT*1/1+1* c =flx+/i* c

-1/)+1 * c =Z*2/1* c.

." I
,"'/

2x2dx =

..*td*

?*)

= ! l<r*.r>-fta(rx+Z

|G"*z

+C
+ C.

1

+

/1--IVxdx=
(a*
| 2t-){x

l-
=l "

1/1

-.r/tr* r77fi' x1

5 1x+2dx=

6. 4

1x+2

l lcr* 
* , )16a* = lg* * z)fra(vx * 4.+=(io "l

*-\.6$<* + z1tl+'r
2=9(1x + z)1/2+ c

lr" . z)-fra* = 
Jrr* 

+ z)-fta(vx+{.}

.,,,.11- -n .(ix+2)k+ c) =+

lz) +
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)7. fiI (

(2x + 1)5- lrn .1)-5a* = l:= 
+ tf5aPx+t)'L

x2+ 2x1fx + x )dx = (x + 2Vx + 1) dxI
2
v *v/2+x+c

*r(Zx + 1)-++ c

-4

x t'+
t, x

2.ft *2*

2;

t,
T,.

t
'1

t

+

dx B.

Cx11 .

=fr*2 *\*7/2n**c

I dx
B .\

ft

1

= /2.(-fr)(2x + 1) +C

(lp* z*1 dx 5,6t.+ zx)Za (5+2x).tl2

+

9.J
2(, + 2x) d(J+2x)

B(2x + 1)

*/** 2 ) dx

Z.o*'+2x+c

dx 12.

I

10. 2x t1

,1.+G+2x)1 +c

(r+zx]}1 +c

+4x)dx 2x

1
6

I ( (
2x

x1 +

tukanlah hasil IntbBraI fungsi-fungsi berikut:
Ten

1.

+.

10"

,r. I
.".J

c

,.

14"

l:*=4'l_!r_

'frY - a*)Ba*
)/.

I -2- -) 11 * z*)t

, xVx dx
26. (2x -5) dx

9. o 4x) dx

dx

dx
(1-2x)

2x1* 2*2

l<ur"" 
+ !) dx

lwE"*

(1 + 2x)

1r. dx
2x+J

I't5 x9ax.17" 18.

I
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I.1 .2. /.J dx
x

(n=-r; C

Untukn=-'1

/
1 4x

xx dx =Inx + C

Cont oh-c ontoh

dx
zx lw ftl"eP =ft];r2x +c

d(-7x+-2)
2-Vx

1
2

LD.(2-7x)

1

z. dx
2x+1

(gl+ = o (a<z*t
J2x+1 JZx+1

o.lxao = rt r,.(zx+1)

(*zg-c-tzt)a-r*dx _1--v2-1x

a-

(a*
)1"- ' 

'? 1

a(rx .1/1 d(]x-2)
2 Vx-2

1

vVx-

x+1 dx
x +2A.+1

x
x

2+2x+2
+6x+12

dx

5 an (7x -2) + c

oG?-*?,.4).A =lz ?t:1)-7; 2x+1 xZ +b<+ 1

=l|Lr.(xz+2x+1)+C
d x + 2x+ 12 -1

x +j + +12

7 yZa6y+1d x +

x +)x +6x+12

".1
,

+J

'tI=71

1 7a
In(x/+]x'+5x+12) + C.

5

dI
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So a1- soal

1
la*')w 2

,

I

la*
)w:;r
lt a*
)"*-.,

/(ex * +t ax
)xt+4x+29

. -1 xJr=srn d*t

4x_x+z
(1x+2) dx*n
'lV+9x.+1x-
xdx
2x +4

dx

7.

6.4. 5dx
x+2

,.1
?

x 1 dx
x 2x+J

10. 2x -6 dx

-6x+18

r..2.'1 .

Untuk ini subsitusikan x = a sin Y

ft=sinr

dx

2-x2a

Contoh-contoh:

dx
9-4x

2. dx

,-+*2

dx
1 2 (*)'

+x2'9(-
I=v

1

de,o'Z
Z

lt

, (*)'

Id(?x)
= tt sirilllx) + c.

i - 1?u"f

dx d(fu'x). v
42,
5*) d5

x)2

, - G+),
(2v7il*c.

2
11. sin" \9 x)+C.

1-( 2\$ x)2(r -
pa< 2

I 1

v5.
1= fi. sj-n-

. 
---.'-":;-. 

(\\\
1"-I'-rir;:r '''., ',, (, --
I -- ll',P -'- l-
l-------'

(

I

I
2

'' - (1*I )

)
2

(



-'1

7

dxdx dx
7

q

,*2 '2(1 -
d(w .v2x).y5

z)t "'l r - ($]x)2w
2

v2- W "t't-(

a(ffi x)!2,
wj
v2. r!2

WY
2

1 x)

I
a(

13- #i'
+C

r-(

\ rin-1( 1{v6 x)

dx dxd.x
2

v1-

dx

-z*-*
4 - (x2+2xt''l) 4('1 - (x+'1)

= San
x+'1-T )+c1 (

dx

l+4x-

2 v7.

t-( -4x+4)
dx

x- 2
1 ( )\T

<r(#).w d( ).wx-2*w
x- 2 w. x-2

w-)2't-(v1. 1-(
,x-2..
wT)

\T
= sin-1 \wt"-z') * c

)

-1

Pada umumnya bila pada penyebut adalah fungsi irasional dan
koefisien d.ari x2 kecil darl O me&a hasIl lntegral tersebut
pesti ke fungsi Invers [bigonometri. ( ein-1x).

-T'x+
dx

2

dx

dx

1 ( )

7- +4x+4

1-(x-2)
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dx
r.2.2. 2

Untulc dx
'2 2a +x

ini :

I(ita tinjau

2x+a

Untuk bentuk ini bila pada penyebut dida-
pati bahl'Ia Diskrinrinan (=D) dari persalraan

ku.adrat tersebut kecil dari noI ( D)O)
paka penyelesaieannya adalah den6an integ-

ra1 .0.1- jabar ( terlebih de-hulu d-iuraikan secara Al jabar ) '
Bila. D(O maka penyelesaiaannya a'kan kita bicarakan berikut

dx Untuk bentuk ini kita misalkan:
x = a,tg

dx=asec.-1v=t8

a + 2x

I

2
v
2v

5
a

2

=* Ic
1

es
(

a

dy

I I
2 Ia sec a slcx-Ers ehin6ga dx

u*2 a + (atgy) 7* ?te"y
2 secdy

,?">
2

sec v

te-1(f)

1
a
1
a

=+l
12(=4"5)

Idy ={r*'
+C.

1"

Contoh-contoh:
dx

dx

d(
<1.o2
?J-t

la*
) ug *-l *'^l

n ( a()x).i+)@z
4+9x

dx

1+

1 + (frx)

Z*>*"
dx

1
2

=t,IE ""8
1'r * ($i22(1+ x

z

= 3 t*-'r

2.
2 22+Jx

= li"
u2(
YT)

a(ffi x)
$ ve ts-1 (rlv6x)+c.

z
1 + t$*)
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1. dx
2x -6x+18

+4x+2)

lz.*t-t- dx=
a

dx

+9 I
9 + (x-1)

t1

=t,

=t,

1
5

t;

dx

1

E.
1)

+

*-7)z
a1ff-1.7

2

7 I d(x-
)

+ (*)' ,*)'+

1 1tg- x-1( ) c.

dxI t,
dx

x+2)

dx

+25
(a*
) 2, . *;rz

t,

x+2a( ).5

25 t,r
L

I
x+2T++ ,+r'j

x+2..
-r-)
* 1xizf
,r*> + c.

dx

, {r. ( ))
a(

1

1=5 tg-

2x
d('1+

5

2.

1-

dx +J
1

I
+

) ?_x1+x
-dx

+

I2,x)
1 I 5

1 + 2x 1+x 2

x +C$u{*2 + 1) + 5 "u-'
Soef--_soe!.

Integralkan fungsi;''fungsi berikut :

dx,| I I dx4.

,.

6.

1-4x
2

Zax -
dxI dx+1(

2 a+bx+ cx
dx

x +1x
dx

2+Jx- 2+9x -1x
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dx
16.

1?.

18.

19.

20.

22"

I
I
I

2x
8.

o

10.

12.

14.

dx

dx

1.. x-x

a+b
xdx

+-4x2
dx

2x +9
dx

dx
2x1+x-

dx

4x2+1

1 d:rx
2x

4
2

,r - ( -st-.-..--_)r-*n*2 2*2*5
,-,. (--* 

-
)*2*2x+1

2x' +16
dx

dx

4x2+5
dx

,

1+x+

1r. _-2t-2 ax

*2*4
2x-20^-

x2-Bx+25
15. -rr--glf----

+ 4

1.1.

i(ita tinjau bentuk

I
I 21. )

)x +4
dx

2x +2x+4
2+.

+a x

dx

2a2x

Sebelun ini kita telah mengintegral fungsi irasionaf di-

rsana koefisien dari x2 ya"g terd'apat d'ibauah tand'a akar ac'La-

1ah neqatif. Pada bentuk yang selcaremg kita akan mendapatlcaa

koefisien d.ari x2 tersebut adalah poeitif'

dx

+

I

I
I

I

I I

I
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ltii s allcan :

a22+x
22

dr( =

di( =

dx
2 *2

2 *2

=y-x
a+x y2- zxo * *2

2y* = y2- a2

*=Y2-u2
2y

4
2 2+2a

. g2)-'?.

dy

dy

dy

+
4y

2 22 +a )

sehingga:

dy

dy

y-x

!t3-,'-q2)

2a
v
+

("2* 
Z2) a,

2y' __
,3. 2( )

I l
a

+a

dy

dy

l
I

*2

+a v -a

)( 2

I a+ +a

Jadi
)+c
)+cI dx

I dy

= tn(x+
=.ln(x+

a +

2 2x

v

dx

=Iny+C

2

+a
+a

Kita tinjau lagi bentuk I x- a

Mi salkan :

,l#=y-x
*2- ^2 = y2- zxo n *2
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2yx o2* ,2'c 2v-+ a-
2y

2v(2Y) -
x

4 2_

I

4y

y-x

2.t

-2a

dy

22

dy

a dydx=
2

4

dx=

?Jf*tr
4y'-)2Y-- B av

2y"

sehingga: 22,WvZt"
2-a ) dy

(

I
I

l

v
(

a

+a
v

(v2- *2) *
"y-ef=f--'
4y

2
dy

?r,
)(

-2---2LP

l+
c= lny +

= l_n (x +

)+c.
*2- ,2 )

I df
,/W In ( x+ *2- 

^2
Jadi

Dari dua beatuk diatae kita iu8a dapat nenecahkanDya

dengan meusubsitusikan x = a tB 9. Untuk subsitusl ini
akan dibicarakan pada integral fungsi lPrigononetri

dx

)a



1'

Contoh :

1. dx

4+? 4+2
4+2

_2
>x
_2
>x

1O:ry

MisaLkan: v
2v
2

v

dy

vI

I

1

-rx
- l}yx + 25

-4

+o dy
1

?-

-+
x

.10

2x

dy

dy

o2 -- +
"T v-

1dx= lOOy
+402 1

'10
dy

dx=

dx

4+2 _2
>x

2x I{is:

u2* 4
1ov*

dy.

2 +4
1

4+ dy
sehingga :

2. dx

4y-rx
+4 dy

2 +2O

G+t
1ot-1

1 ,qr.
(r2*r4, ay

v- _dy
>v

lrttv.)

,|

q(y2+ 4)
v

1n(5x + +-2' *2)*c

2
v

2+2 2V

9

21 7*2-2=Y-Wx
,*2-2--y2-2ww+v
ZWfy=y2*2

oz+ 2
X = tL--

2

2
wy

dy
1

dx=

(
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* = uzf ,-ffE?=-:t\z at

= ?JLt2=4u2 a-
12v'

2 ( 2 dy
I

s e hingga

dx
, ?_{;/?;-2) a"
I *tzv-) "_ot#?

2 2

2

22

I

I

12y

1x 2 y-wx
2-z)

dy
2

2 2

1
dy

v

1

)2
v

b--
)vlwr* =v Iny+C1

w
7 2)+c

1

1

7 \1 ar,(Wx +

Dengan cera Y87!g sa:na maka kita sekarang daPe't secara lang-

sung daPat memPergural<an rumus

fun8si irasional Yang lcoefisien dari
j iks YaDg ditntegral tersebut

*2)o, sePertl contoh-

contoh berikut:
dx =\n<t**dTg?)*c25+9x
dx

,

6.

2
I In(2x + 2+4 )+c

2+4x
dx
2x

= ftvz'1n(v2 x + d!fi1*c

d:< tr In( 4x + d15 71 +c
V 16x

)-'+7

4

1

'r,l 

I

dx In(x + .1 + )*c
1+

dx In(x + ,t *2' t) * c

xI 1
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dx

)+6x+x
2

sehingga:

Misaakan: (x+1) -4=Y-Q-1)
5+6xlx2 

- 

- x,2'zYt*-7)+x2+6x+'9

2v$+i)
x+7

y2* 4
o2+ 4E-'

dJ( =
2

4

z,(xz- -!) dy
4yI

I
dy

dx

(x+v) -+ y - (x+7) v
2 4
2

+4 2 dy

4 dy
2y

(v2-^4r
zya

2 +

I

I

+4

dy

dy(
n2Y{=9
zy'dy

(+t)zvZ- v2- +

-gx- =lny +c
2y

v
+ )+6x+ + c

r.v.2. dx

fjelain dari cara I.r.4 diatas kita juga dapat nemecah-

kan soal nodel ini dengan subsitusi:
1=asine dan

21 = a tg. e

= rn{Cx;ul It

+2a

(x+1) -4

dx
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Contoh:

16

c

de
cos e

1 c''-X untuk ini misalkan:
x=asine -+sing=*

dx=a.cosOde
2

clx acosed0
acore

x2 = a cos e, sehingga:a

a-x

a +

a +x

El-n x
a +c

2

2^cos (,
--? sA-c o

Misalkan:

dx=a

x2- a2

e. sin e de
2I atgO

cos e

Misalkan:
x=atB9-+t6e=I a
. adeojK = ---r.rZ^cos t

do=e+c
. -l

I dx2

+ x2 = a sec O, sehin8ga:
ade

z

=fn(tge+sece)+c
=ln(*.*va2**21 +

^xsectJ=a-x=asec0--+
sin e de

cos o

= a tB e, aehing8a:

a sin€,^
cose cos e

atgOx-a
= ln (t6 e + sec o ) + c = In( sec o + tg e) + C

=rn(*"*r*2-u2) + Q

rT-va-x

dx lae
J-o"e

la*l-:=).1 2 2vx-a
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Integre.lhan soal- soal berj'kttt
dx

6+4xz
,.

clx

j+16 2

5"
dx

4x 16

7. dx

2+2x

o dx
2 +25

11 . dx
2x -2'

11. dx

+

I
I

I
I

1 2

4

6

B

12.

14.

16.

18.

22.

2+.

dx

+ 5
dx

2 _16

10.

dx

)+
dx

16 + 76x

dx

16+
clx

2x

9 -25
dx

1+4
dx

+2x+2
dx

T

+x+

1r.

17.

19.

21 .

21.

dx

25+9
dx

+4x+J
dx

8+2x+
dxc)O 20.

e-+bx+c x +4x+15
dx

+8x+l
dx

9x +6x+J

dx

+ 8rx + l
dx

'1 +x+

st .6\' '

gt
\'r

I
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4y

25.

27.

)o

dx

dx

+4x+4

+12x+28

26.

70.

,x+c
Ln5

2x, d(Zx).tt

yt 1
2x

4-2x-1

dx

2+6x+ _..2

dx

dx

4

2 +4x+12

+4x+1

dx

28.

dx

r.4.1 .

Con toh

J+24x+)

2 dx

a adalah bilangan consta[.
x +cdx a

Ina

a

xa

1- vx dx

2x2. , dx

,2xd(zx). = t'z c- -tu]
u-Zx''l

-+c
- -{!u a

dx,./
42x+1

47x+7* r2x+4 Vx+V* o912**ro*4d.r
4

2x+1

x+2

+ 1) dx 42x+1

2Ia4

x+24

/<. +x + C
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r.4.2. x
e

d.imana e bil.constgrl = 2rJ18...

Karena 1n e = {, naka untuk bentuk j'nl Ia a pada ben-

tuk I.4.1.daPat dihilangkan

C ont oh
1.

I
dx

2. .2* d* / u2*a(2*).r,
2x

e

dx

xe +cx
e

a.

4.

,.

t, e +C

dx

1x+1

-2

)x+4- e2x+2
Jdx

,2x+V(e
x+1 e

2x+1 x-1

f "-l* - 
to* *;t* ' 1

+

1Axe' Jdx= lxe'
2 a(t{i.a

I
I

\,,
4. "{x 

- za(*x)

4.e 2,Ax +C

e

2x+V x+1

c

x+'l )dx

e +C

u-(x+1 )*

"7* 
d*

"-5O+16Un

e-5t+1 Ua

72*a*

,2*5*a*

l e

e ft
@-L-sos-1-:
IntegralXan fungsi:fungsi berikut !

z. ( "a-l*a*
s') (',^'-b+cxu*

a:("-tud*
.r.'(;i*-'*

)dv .u.'(^'* u*

T - | az+?xdx

t . [u-1*a,
+. 

)("5* 
a*

'' 

)(""'*-'*

,u . '( .-'-' u,

r.l<"-?"- u2"

rc.1*?

7.

6.
o

12.

1r.

18.

eI+

1+

,
,r.l#

9I
x

x
+ x+2

20 e
x
+e dx
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Bab. fI.

INTEGRAI., FI'NGSI TROGONOMETRI

7r.1 -1 .

ra.1 .2. /

Contoh-contoh:

sin x dx

t. inxdx cos x +c

,

Contoh-contoh:
1 t.in2xdx=

I2. eirr 1r:l dx =

I,. cos x sin4x dx

I
15

I

sin 2x d(2x).1t,
( 

"in Zx d(2x) = - lL cos 2x+C

)
sin l1 x d(l5x).2

-2cosfx+C

+ coe lbr sin

in4x d(sin x)

1n5x + C

sLrrSrlx d(slnllx).2t;
2

tr

I ,rx dx

I
sL

sinlt'x d(sin ,rx)

*** +C

cos x dx

,. I
,.1
,.1

.o"'' 2* * = ( cos 2x d<4) 'tr = lz

=hsin4x +C

cos t'x * = ( cos t* a(fx)2 = 2

=)2 c,ot /o + c

Icos 2x d2x

coe 14lr< d/rxI
sin x cos4x clx sAx d(-cos x)

cos
=("o),r 6x +c

t:
' r l.l'

'- 1l(l

.t t,lli' -T 
^ 

' 
I

t - l'D-:- 't:-=)

l.osxdx sinx+ C
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5 I sin(a.x + b) dx sin(ax + b)I d(ax)L
3

r1.2. sin nx.cos nx dx

c ont ob-contoh

d( ax+b )

+C

(sin 5x + sin x) dx

(-cos 5x) + 11 (- cos x) + C

cos !x -lzcosx + c

1
a.

t,
"5

-1T
tt

/ 
sin(ax * u)

j.eos(ax + b)

I s1n

Icos2" Jxsinxdx=h

]x cos 2x dx = ll

=YtI

ft

(cos 4x + cos 2x) dx

cos 4x ax + ft|/ "o" 
e* a*

.)
I s:-n +x + l" ll sit 2x

"r,

1
B

sin 4x + lj''sin 2x c+

!11 r1n1xdx J coszx sin x
cos2x d(cosx)
1

5
v 1

1x) dx

sin 7x d(1x)

1

:TJ
os Vxc+xcos )

7 cosIx*v )x + C
cos

4. cosvxdxI ti cos Vx + 7) col,x sin2x) dx

"o, l* dx + 
'[ 

cos x sin2x 'fx

.* r* * l("inz* a(sirx)

sin 7x * ,!io7* + cv
1
v

,. tgxdx cos x
sin x .,c-- -- 'cos x-.co sx)

I l I a(

-l-n cos x + C

t
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6- Asinx
E-T-ZJos x dx =a d(-c cos x)1

b+ccosx
d coa x
b+ccosx

c

a-= -.6 fn

cos x

1

fsTn- x
)".

x+C

a d b+c cos x
b+ccosx)
(b+ccosx) + C

)

7. secxtgxdx

8rosec x cotg x dx =

1 sin xr-_
cos x- cos x

d(cos t<)- dx = cos2cos
1

x

dx

-1

=secx + C

sin x'
d sin x
s1n

- sin-1 x+3

t?" " * =/
sr.n x )

cos x

"-i7-* 
-- dx

sin-2x d.(sin x)

1

=-cosecx + C

gr.n x

dxtr.v.1 .
sin x

l:,pabi1a. sin x d.e.n coe x nerupakan penycbut suatu pecahan, se-
dan6;kan panglratnya adalah satu maka kita atan nenjunpai bentuk

sl-n x

maka kita misalkan: te)&=t.

aur, /e - " Untuk menyelesaikan bentuir seperti iniJcosx

sehingga : sin x = 2 sin llx coa !5x

2 sin cos
1

2 sin ")lx cos llx= -2.,-..-:-2:;-cos I:x + a]'n l2x

ZI



I

cos

2tsr-n x
1+t

cOSx=

llx

i -(-H-H)z
1+(
1-t

sin llx r2
cos kx'

2'

---- (ea-na-sama di-
bagi cos2lac)

--- (bagi de-
nSan cos

2 sl-n
cos )X

s1n1+

jadi

Jadi

gelfu---eitfu
costl{rx + sj-rr'lbc 2f*)

2

;;7
t21CoSx= TTt2

1
1, = tg )tx *-> ]6x = tg- t

x = 2 tg-1t
dx=2. -1 p'

-1 +t"

dx= 2dt
,T-rT

dt

dx
2. dthG

-l 
--

-t 2t,t 
----51+t-

dt Lnt+C =lntg16x +Ctsl-n x

I = l-n te l{x
si-n x
dx +C
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Contoh:

maka:

(a*
)l-*-Tuin *

Misalkan: te 1b = t
2dtq)r = -_-'-1r-'
1+t'

2dt

sin x

2 ctt

?.t;;7-

dx

J + 2sinx
1+tZ

,-2( )

2nt
l[iF1 * t

1

1+t +4t
1+t

l
I

2dt
z+6t-zF +4t

I zat
JrH *" . ,'

2dt
+ v

2

2dt

d( v (t+

1+

dt2

2

G*?)2*4 4.$*Z)2
187 I 2(Y<, . ?>

,UZr,ru-, Y (t+ E

?-rc

2J2
9B

,e-' v?zie /,* *
E

?+c
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rr. r-2. dx
cos x

it::lan bentuk ini kita juga menpergunakan subsitusi se-
seperti nada II.r.1. yaitu tg frx = t.

maka
zdt

dx T-* t2
cos X t1

-a

1+t-
. Karena Diskriminan dari penyebut

besar dari no1 ( D ) O) maka penye-
lesaiannya rnemalcai intcgral a.l ja-
bar. Untuk soal ini terpaksa kita
terima ciahulu Jiarena ki-ta bel.um

mempelaja-ri intogral aljabar.

2dt
1-:7

2dt
(1 -t)(1 +t)

=-1n(1-t)+1n(1+t)+C.

dt

't + t*, 1/tx

1- teri*

1t-t

+C=1r, 1-1.t + c =r.n1-t
.sl,n1

1
1n

+' cos
a n
cos

cos llx + sin

cos + sl_n
cos

cos
cos

=In

=In cos - sLn

1n

=1n

=In

(coE +st n

2cos

1+sinx

)

= }n ( sinx * 1-- )'' cogx cosx '

cos +s1

cos 1tx - sin llx
+ st_n +2sin cos

cos - 9l-II

cos x

In(tgx + secx)

sLn

lz atl-^-

)'t-t'
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Jadi,

Contoh Lain :

la"
j lr 2cosx Misalkal: tg llx =

dx

2dt

2dt;;?

dx ln( tgx+secx)+C
cos x

t
2dt..-.1.
1+E

2
1 t

coEX= -.-.71+t-

(-*- 
= 

(.

)1 .,. Zcos * J
' ---*:--21+2(*c)1+t-

+1 t2
2

1+t 2
)

1+
.r z(t - t2)
E

2dt
)(1 +t ,) -Tio:V,

2dt;';ffi
2

2-2 t2

J
'dt

2?lY;;*2,+t

2 -1 y2 ttg
5Y5

fite-1 \tst**c

)
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ez)

1

,

5

7

g

isoa.1-soal

fntegralkarr fun6si-fungsi berikut :

sin(a. + bx) dx

sin /lx dx

z" -r)dx
cosec(-1ix)dx

?sin x cos xdx

cos(a + bx) clx

ein lx dx

cosec(2x + 4) tur

sec(lx + 1)dx

cos x sinSx dx

cos x-:3 -' ox
gl-n- x

14 i.r7* 
"o"2*

clx

18 in l5x cos ,
2 xdx

4

cos(

lr

2

6

8

10.

12.

't

+11 . cos xsinxdx

dxt). tgx

It

I
I

l"

!y"

l.

srn51

cos

cos

s1n

c otg

lx sin 4x dx 16 og 5x cos ,x dx

1?.

29.

11.

ir.
ir.

s1n

)x sin /x dx

19. sin l{x sin fx
21 .

dx

7x cos 7x dx
+

26.

28

22

24

20 in(-4:l)sin(-6x) dx

Jx sj.n 5x dx

, sj:n2x dx
sLn x

dx
1+cosx
cos t dt

2+sint

cos

sin
d:<

t^)cos x
zcos-x2r. alx

2?.

sr-n x

dx
) I

t,

tl tefi(

10.

,2.
1+.

16.

Jx

x(sin2x + !) dx

'lx cos x dx

't,)"u.21-'f, *
5x sec2x dx

x sec2x d.x

7/r+x ,ir, x ax
4* 

"".2 * d.*

e;'

os

s
2- ,( ,x c osec 5x dx.otg

-.. i K.' \

- r r?_'
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Bab. III.

INTE-GRAI AIJABAR DAN INIEGRAL SEtsAGIAN

III.1.1. Inte8ra1 AlJabar

Parla bagian yang lalu kita telah mempelajari cara mengin-

tegralkan fulgsi pecah d.irnan;r. penyebutnya nerupakan ft':rgsi ku-
aCrat clan D < O. Sekarang bagaimana jika D ) O.

Kita tinjau bentu} :

p*o* o dimana D dari a-'.2* bx * c besar dari I (o) o).
ax'+bx+c

Dala-m bentul ini kita bagi atas:
A. Kedua akarnya tidak sama.

B. Kedua akannya saraa.

C. Gabungan antara keduanYa.

A Kedua akarnva tidak sana.

contoh: 1. dx d:r

2x )x + , (2x + 1)(7-x)+

l(ita anbil pecahannya saia tampa integral dan ki-
pecah menjadi beberaPa Pecahan.

A

!

B1 +
(2x+1)(7-x)

1

2x+1
k(1 - x)

1-x
+ B(2x + 1)

(2x+1)(7-x)
A-Ax+2Bx+B

(2x+1)(t-x)

28-A x+ A+B)
(2x + 1)(, - il .(2x 'r 1)(1 - x')

I(edua ruas kiri dan kanan nempr.myai penyebut yang

sama sebin8ga penbilan8nyE sanarmaka dapat kita ka-
takan:



?9

1= (28 - A)x + (7A + B), eehingga:

o=28-A 
--> 

o=2('t -rA)-A
=2

l'=27

R=1
B =+

6A-/t =2-?A

_.)A=1-1( )=z!2
7

sehingga :

.+'2
1

1

dx
+Idx

x
2.=1

1

2x+1 1

1

,

(2x+1)(]-x)

---gr,----

-4x+
2x

-4x+l
sehing8a:

-x

I I +

(2x+1)(7-x) 2x+1

= $' *. 1n(2x + ') - + rn(l - x)

=+ 1n(2x +'1) - 1n(7 - x)

=Lt^2x+1 + c( 1-x
,f

A B

x+2a
+7x-2 2x-1

A x+2 +B 2x-7
(2x-1)(x+2)

=(A+28)x+(21 -B)

-4J'A+28 rA=-4-28
?=2(-4-28)-B

=-B-48-B =-B-'B
-58=1'

B=-1

2.
A ; - 4 - 28 = - + - 2(-,) = - 4 + 6

A

a



1

,o

maka

-4x+ 2 v

x+2+Vx-2 2x-1
dx dx

-4x+
+1x-2

B. Kedua akarnya 6AIDA

contoh: - Zx +

4x+4

2x-1

2x-1 +C

dx=2

= l-n
(

, x+2

= 2. tt tn(2x - 1) ' V l-n(x + 2)

= i"Cr- - 1) - 5(x * 2)'
)
2(x+2)

-2x+l

= ---A--* +
(x - 2)*

= A+B(x-2)
= A+Bx-2B

B

(x-2)

B

?
A

=-2
=A-28=A-2(-'2):A+4..

dx
7

!-z 'l*7,,-'/x+?2- 4x+4 x-2lx
1=) 1 (*-2)-1 -zlr(x-2)

-2+1
-21n(x-2) + C

(x-2)

C. Gabung antara kedrranyeta.Il

, x4* 12*2-12x+ dx2 ,
(x: 1)
lzxz - 'l

+ 1)
4,t+ 2x +5

E
2x)- i*'tzxZ-12x+

Contoh:

5

(x-1) +1 ) (x-'1) (x+1)( -x + 1)

Dalan bentuk ini kita nenjurnpai penyebut yang berpangkat

aua yaitu ,,2- , * 1. Untuk pembilang dari penyebut ini ha-

ruslah pa,ngkatnya satu kurangnya dari pangkat penyebut t

(

(



jadi;
A

(x-'1 ;,
D

B

C"rf
c

+

11

x-1

+12*2- 12* *
(x-'l ) +'1 )

+

(

+
E<+F
xa-x+'l

(x-1)

+C

+

ma]<a:

,*5-vx+*azxz

sehingga:
2=C+D+E

-1=B-2C-4D-2D+F
O=A-B+C+7D-27

12-C-?D+28
-12=B-2C+4D-D-2F

5=L-B+C-D-F

Dari enam persallaan dengan enan variabeL' Eaka didapat

harga-harga:
A=2
B-2
C=1

sehinB8a:
dx

-12x+ 5 = A(x+1)(x2-x+l; + B(x-1 )(x+1 )(x2-x+'1 )
- rc''l' t ' t a(*-t )z(x+r )(x2-x+'1 )

+ D(x-1 f 1f'x+t) +(Dc+F)(x-t)1(x+1)

= L(x1+i 1 + s(x4-x'!* -,,4) * c(x5-zi*=:t:4i,:)J:;",;itf 
I_r,*\-,

+E(x)-2x'

(x+ 1)

. D=-',1
l,-2

dan F=-7

tc-tL' 2x)-rx'+ 12*2-'tzx+5=A

(v.-11G1 *t)
dx_-..-.4

(x-1)'
."lt*

+D -dx

-,.+

x+1
I ttx * tnx) drI '--?t -- "*

) ({-Y+ '

E
2x)- +

l
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^l a*' ') e-i;z
la*

-t-)x+1

= z (<*-'r;)

. ' l"t-;,. I
dx

x-1
2x dx

+

dx+2
-x+1
x-t )-2ax( (

+

+
(x-/z)

,l dx
x-1
dx

(z-:q-?)-sI
T*.r

?-i"t.
= z. 1 (x-a)-

-7+1
+ 2. 1 1x-t1-

-2+1

2 1

+ 1n(x-1 ) - 1n(x+'1 ) + tl tn (x2-x+1 )
dx

+

+ It tn(x2-x+1) -

2

GT

x1\----
(x-'1)-

'l- *"-'

Ia*
Jt.F+>

2 + 1n(x-1 ) - 1n(x+1 )x-'l
4
v 2

1- - z( --_-r *(x-1)'

+ th V x2-x+1)

1..-x-1+In-
x-1 x+1

2d (x-t5)w-24
2- 2

1 + GIt.*-fr)
)*rnIA+1nvx2-x+'1

x+1

|vl<*-tt> + c

I
-J-s--.l



S.;oal-soal.
Integralkan fungsi-'fungsi beri

1. d.x
?- 2

x -a

kut:
,. lf *,

dx
1-x
dx

I
I dx I

I
1 -,r?7g

x
(2x + 7)(x-1)
dx

5t

+

6

B

10.

12.

14.

(2 - x) ( 1+x)

2x Ll

9t- 4
2x- dx
(x - 1)

x, -4x+ x
- C.lc

(x+
xr_

1) (x-1 )
+

l
I

d
,

dx
7 99-2
9.

dx
t, ) (zx-'r)1r-lx)x-2)(V-x)

dx dx

bl+d*
",-I ?;+ * '"' !+)*;,,*

'"' l#l;zu*

11 -

1?

19

1-4

x+
x

I

l
I
I21

,r. l
,r. I

(X+1 ) (x-'1 ) (x+2 )

xl- +* *3*- dx
(xz+ 1)(x + r)

*v-+. 2x+ dx 20.

dx
+2x

xdx dx

22. alx
+ 1)(x-2)

24 v*2 * dx

t,

I

I
I

,,-l*?,i* (x-
4x+1;-f-

2
26. 6-15x

x(x-2 ) (x+] )(x+
4xi*

;1x+7)
x+6 2x-1

1;- ,r'?
dx

dx 28-

)o. dxdx,,.J
(x - 1)

dx
$+6x+

I
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711.1 .2 Integral sebagian

Dalam difrensial Perkalian dua

1eh hasil bagi difrensialnYa U.V'

14

fungsi Y = U. V' diPero-

+ V.Ur atau

d(u.v) U.Vt + V-Ul

UdV+VdU

tsila kedua ruas kiri dan kanan persanaan diatae kita integ-

ralkan diperolehlah:

d(uv) UdV+ vdu

UV UdV + vdu

UdV UV vdu

atau:

VdU UV udv

Dari hasil iabaran diatas dapat dilihat bahwat sebagian dari

sukunya d.iintegralkan dan sebagian lagi tidak'

Apakah gunya integral ini ?. fntegral sebagian ini diper-

gunakan untuk menyeleaaikan soal-soaI integral yang tidak

dapat diselesaikan dengan rumus-rumus dasar integral biasa'

Pada umumnya bentuk soal-soa1 yang memakai rumus-rumus

integral sebagian ini adalah seperti beDtuk berikut ini:

Bentuk 1. xn. lnxdx
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z. if *'sir, ^* a* atau

/ *'bo" n* a*

,. / *". "'* dx

u. -/ 
.^*. sin nx dx atau

,/ "t*. cos nx dx

dimana n dan n adalah bilangan konstan.

Bentuk 1. xn.rn x dx

Bila nenjumpai bentuk seperti ini naka tita harus

memindahkan xn tersebut kebelakang d - nya, susudah itu

baru kita meEper8unakan ruEusnya.

contoh-contoh

J
?ada sosl :-nj. xn = 1, jadi bisa kita perguna-

4 In x dx.

kan rurnus. 1.an6sung.jt"';; =';:;;; - /'' =x.Inx-x

2. x21n x dx = lnxdx

x.
+C

lnxdx

, dx)x .1nx-

dx!x

,. t
.*1x1n

I I
dxL

v.i,:,

,

+(
*,

)
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* *r,
*-*

i(
*",

x1 .In x -
.In x1 +C

+C

Iv. x2"1n x d.x
_ -4.,In x clx .i't

IL( In x. x' -

lr
l-n x dx'
1 ax)x'

dx)

x )+c

I I
1

tl

1!,

1,, x

4 .1nx- xx
y-( x4

F *4.1., * =316

(

.In x - l(
4x + C.

Bentuk 2 xnsin nx dx atau

Ialam menyeleeaikan bentuk-bentuk iai siD nx atau

cos nx kita pindahkan kebelakang d - nya.

contoh-contoh:

Ix. sin x dx

/ / d( cos 2x).112 x?sin 2x dx 2x

-11 / 2x dco s2x

i(*^.o" ,* u*

I1 x d(-cos
( x. cos
( x. cos
x.cos x

ft(x2

15 (x2

't5 (x2

i )t;{! i"f
-r sin x + C

x)
)

.cos 2x -f coszz.zx dx)

.cos 2x - 2 {oszx dx)

.cos 2x - ,/* d(sin2r)16

fi $:2.cot zx z.ft. x d(sin2xj
2

tr .cos2x-l(xrsin2x-

I
x

sin 2x. 1. dx )



I

,?

=-11 x

fi *2.coszx -ll x.sin 2x +i/ sin}xdx

2 .cos 2x - ll x.sj-t 2x

-bcos2x +C

I
2. co srrx d-x =

( *2u("intt*)-z = z ( xza(sioe)
,rr*r.r,,* _ ( ri*1..2* *>
z(x}siilix -', ( x.sinllx dx)

Zx2siilix - u['x d(-cosfx).2

2x2sin11x * !G."ortt* -( cosla..'t c'x)

zxlsin'fix + 8x.cosr4x -'al "o.t* a".

2x2 sj:nl4x + Bx.cosldx ' 16sin16x + C

/*2a("ir,+*).1t14 = f (*' d(einaxi
)or*'rr,'u* - ( .ir+*!z* a*)

f, x2sin4x -L(*.uin+* *'
{ x2sin4x - i[ " d(-cos4x)'{

,( x2sin4x . ll* acos4x

il x2sid+x * f,[*."o"+* - [to" 4x'1 dx)

I x2sin4x + $ x.co"+x -'$ a:.:r.+x +

4. ( *2 cos+x ax
)

=
c

f

Bentuk 1. 1 / xl.effiax )
)

Ilntut< bentuk ini yang kita pind'ahlcrra kebelakang d-nya

adalah etx. setelalr clipindal:kan baru kita Eenpergunakan ru-

mus yang ada.
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contoli-contoh:

2x1 x.e dx 2xxde .11 t1 xde

2x

2x
e

Yi (x.e

,A

I I t 2x

= llk.e e .'l dx)

# (x.e2x fre
b.)*c

= )l x.e _ ,1!,
2x

dx

2x
l"'*&,

*2uo2x+1

2x
I

c+

2. .e

I

2 2x+1

xdx
E:-+T-c

Ix

= ft(x .e

)2x-tx.e dJ( =

I
2 2x+1 e

2x+1 2x dx)

( *2.u2**1a"2.**1 .r/,

(

2 Zx+'lx.e,5

tL (*2..2x+1' 2 x.u2**1d*)

I x.e dx2x+1

* *?"x*1- | xde2x+1 .'tr

ft *?"&*1_ ,rl (x.e2x*1 _ "2x+'l*;

= ft *?.**1- ,5 x..2**1 * 14 "
2x+1

(

+C

1. (

It xde -Zx-1

15 (x.e -2:r.-1 -2x-1

=-l7x.e -2x-1 +Tl

( *.au-2*-1<+)

dx)
I

te 1

( dx- 2x-1
e

=-/zx.e -2x-1 t -2x-1e11 +C
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Bentul< 4 enx.sin nx dx atau eEX.cos.mx d.x

Untuk bentuk ini yang kita pindahkan kebelakan6 d-nya

ad-alah eo'. S"t"1ah kita pindahkan baru kita nemper5Sunakan

rumus yan8 ada. Dalam penyelesaian bentuk ini' kita nantj-'

nya akan menjumoai lagi bentuk soalnya senula. Untuk menga-

tasik janBan sanpai be::ulang,maka yang serupa dengan ben-

tu}: :ioalnya bagian kanan kita pindahkan keruas kiri '

Contoh-contoh:

2x
. sin lx dx /s 2x

1n 7x d(e

ll (sin 1x.e2x

Ti sj-rr 1x.e
2x

).tt = lt ,1 tr ,x d.e2x

,^
- i/ "t*.cos )x.1.dx)

- Z / cos 1x d'(ezx)tr

4/-2>r-qJcosrxoe

1 e

2xfr sj-n 7x.e

l5 sj-a 1x.e2x ,
4 ( cos 7x. e2x

/
J"

2x (- sin 7x).7 dx)

2x cos ,x. e
2x

,$ sj-a 1x.e

2x
e .sin 7x dx

.sin 7x dx 15 sjr- 1x.e2x 9
E

9
4 cos.sin 7x dx =e (ftsi-n1x vx)

.sin ,x dx
2x( lt sJ-n 1x 9

E coslxe

_2+
9-E

2x

4
B
2
T'

(.?)"/ "
47 /1/e+./

/
Je

2x
"2*. 

ao* 7x

2x

2x

9e2x (sinIx - 7V coslx + C

/
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Z
"2x.cos Ex dx cos %x d(Ax).Yi = ft cos l5x de2x

2x

(cos J6x. e

2x( cos llx. e +t5

2x(cos l5x. e +11

2xll (cos fzx.e + 11,

2x /."*t-trntx)ri dx.

f .'*..io ftr dx)

f sil rt d.Gz[.ft )

f ,r, ft* a.b)

/ rr^ ttx d.e2x- 15 cos kx.e2x

2x 1
= fr cos frx.e + E

,,n

It

4

1*6

fr cos llx.e + B

( sin llx. e2x

.2*."o" ftx.f dx)

sin 11x. e
2x2x1

2x .coc 16 x dx

"2*."o" llx dx = fr cos yy.s2x +
U

sin 14x. e

1/*J"
(1 +

1
z7to )

I

1Ef .'*-"o' ftx dx =

i|"'*'"ot ftx dx =

2xe (15cosftx+ sin 15r )I
16T 2x ,|

e ( cos ,{x + sin l6x )6
2s,Iq e . cos llx + 2

T7 .2*..irrl5* * 
"

P T P,F, 1l P l.l S't rEr,l]i l

G:--UI r,tr t'
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fnt
1.

7.
c

Soal-soa1 ! .

e8ralkan fungsi-fungsi
xsinxdx
xlln x d:c

x. ex dx

x2sin 4x dx

x2coe x d.x

x41n x dx

"7*ri., 4* d*
ein 2x- o5xdx

(*2- *) 1n x dx
(x - ,)2.e4xax
x2.u* d*

x sin 2x dx

* 
"-]* d*

*7 u-*d*
xeEdx

xe^dx
Inx.
-- 

clx
)x-sin x dx

-x 2-e . xoiK

x cos ]x dx

x-1n x dx

berikut:

2.

4.

5.

B.

10.

12.

14.

16.

18.

20

22.

9.

11 .

11.

'15.

1?.

19.

21 . Vxlnxdx

4t

-9o'u
tL>

-<vl> "
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