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Buku ini diterbitkan untuk :

- mengantarkan para mahasiswa kedalam lapangan matematika yang
sangat mereka perlukan dalam pemakaian praktis.

- membantu kelancaran jalannya perkuliahan Justru banyaknya wak--
tu kuliah yang disedap untuk Qenyalin.

- membantu mazhasiswa Justru kurangnya buku-buku matematika di-
perpustakaan yang serasi tujuan, apélagi yang ditulis dalam
Bahasa Nasional.

Penyusunan Topte.

Semuz bab disusun sedemikian rups schingge betul-betul dapat
membantu mahasiswa dalan memecahkan soal-soal Persamzaan Diffe-
rensial dan mentransfer problem-prollsn prakt.s yang dihadapinya
kedalam btentuk Persamaan Differensial.

Untuk itu setizp bab kani lengkapi dengan contoh-contoh peome~

cehan sozl dan soal~sozl latihan yang terpilih dan terarah.

Penya jian.

e

v

Bukun ini dapat diterikan pada semua Jjurusan Exacta dan‘Teknik,
dengan penskapan-peneksnan tertentu yang disesuaikah dengan ju-

rusannya masing-masing.
»

T

Bagi Fakulte sfikadem: lain yang mermbutuhkan Fersamaan Differensial

nakok/bantu buku ininun dapat dipergunakan.

4

sebagai mata kuliah

Terakhir kritit yang merbangun akan kamil $srima dengan hati terbuka.
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BAB.I, | T

PE‘?D“HU 1 N

Materi"Persamaan'Biffér6n51al merupakan lan jutan dari Hltnng Diffe-
rensial dan Integral Justru itu pengetahuan tentang hltung dlfferens1a1
dan !ntegral hendakiah dikuszsel betul dengan perkataan ].a.ln " siap untuk

", Untuk mengenal bermacam-macam type dari persamaan diffee .

dipergunakan
rensial, maka sebagai permuisan disini kita mulai dengan terminclogy yang
terdapat daldam buku ini.-

R Persamaan Differensial ( P.D ) T 7

P.D. ialak svatu rersamean yang nenganduag satu atau lé‘bihv direva.tiv
} . |
atau differsneial--diffovensial. 7 *
Contoh : L
. < N
1. dy = % +3 ."5""7‘4'!'-?_2 G-5xt3 = i--g = Ex = 0 t, 4
- dx J20m 3 it M o= 1
3. xdy + ydx + y::iy = 0 Lo ¥+ y =3 1‘
5. ¥F"V o~ 2(7") &y 8in ¥ 6. (y") " +{y") 42y 11
. - o
. 2 2
~z 20 Ly U ?
7. -a-z = 22-&:{:‘—: 8. <o. + :'-5 D-_-——z = 0 ;
o 4 X Oy° Dz *
No.3 adalah suatu contok P.D. yang ditulis dalam bentuk differen-—
sial-differsnsial dan equivalent dengah : ' . _ )
e, ay * ;
) ( z=+y );E;-by_o 7 ;
I-2; Persamaan lefereilal Biasa T
B N ‘E : ! - .
*¢¥ika dalanm P.D. t¢rdapat hanya satu perubah bebas dan direvativnya
adalak direvativ biasa disebut P.D. Tiasa (1) s/d (6).
I - 3, Persapaan Ihffure 151::'.1 Partisl
Jika dalan suatu Z.2. Ssrdapst dvsn atoo 1cbik perubah bebas, - se-:
dangkan derivativays aoanlsh oopts 1 ;_5,51‘-_% F.D. Partiel (7) s/dg
{8y
I -3, Dpa s r
'Order/,t_ingkat dari suwatu F.D. ditcninaan oleh ‘tingkat tér'binggi dari
derivaéiv yang terdacat dalam:pexf'sama;,anlferseb’ut.
E 3 - 1 —
- - :.‘7 - . - S —_ CE e it e




: ) - Persamaan (1) (3) i (4) dan (7) disebut bererder satu (2) ;

() dan (8) beroruer dua, dan (5) berorder tiga.

1“5”5_6.-3_“‘:_2 o e

L e
Degree/pangkat suatu P.5. ditentukan oleh pangkat dari derivativ
- tertingsi yang terdapat dalam persamaan itu

P Pérsamaan (1) s/d (8) disebut berdegree sate kecuali (6) berdeg-

ree dua.

w1 - 6. Asal E. D,

* Kebanyakan P.D. bterasal der? trobleme- tronlume physies, technies,
3
geome try Q?n schagainya .
E Berikut ini hznys d:berikan se2lyra 2cmtsa an gelar ionya- dapat
? ;£ dilihat Bab IV tentang Axizrze-.
} Sebuah benda dengan massa .5 wergern menvitd 3ustu garis lurus
: yang terjadi dengan sebush Degas Feparti gambar dibawah int
i hd -
? - - Xitz ingin menentukan
- — I .
i ’IYVVBXBQBBCJ aajvﬂf ] .
? bﬂi persamaan gerak dari ben-
§ , , L l © da ini, jakni kedudukan
i - i ] V.

benda pada setiap waktu.t

Attt e

Berdasarkan hukum Newton ke E;;yang;ﬁenyatakan.bahwa :

;e - -

MR e

gaya yang diperlukan benda sama dengan hasil ka¥li massa dan

perecpatannya. Deungan hitung differensial telah diketahui bahwa

2
d= a
kécepatan v = 5% dan percepatan 2 = E_;
o ' as

Recepatan dan percepatan

gerakan atau kekanan dan negatil 1T eniaa

Bisamping itu peges menghas: 1kan ~u v SEIT fB “ove srahnyd ber-

lawanan dengaen arah sor akayw dro o fooaaoed ThR-

-:vﬂ;ng dengaﬂ Jarak

perpindahar bendsa,

Jadi 1 f o= - k.x- 0 ae
s S

PRY SN

v



LY o SCRLEE ¥

L 2V

iy

- G-

Dengan demikian persamaan gerak

d2 d2 k
¥ S X - - xx atam ==X + _
2 2 M

dat at

( 1ihat contoh 2 dalam I - 1 )

I ~ 7. Penyelesaian Umum,

dari benda diatas penjadi @

Penyelesaian/ jawab umum dari suatu P.D. ialah menentukan suatu

hutungan fungsi antara perubah:

memenuki persamasan itu.

~perubah. nya, tanps derivativ, yang

Tentukan jawsd urunm dari 7.0, =zdx + yiy = 0

~

Jawal.

.,
[yi}

¢ wcastin intsgrnsi.

dy

dx

X3
vy = C C
¥ g+ lx-t-

ruasg

2

2 2 ~ o
X ¥ o 2
5+t5 = 5 atam = + ¥ = ¢
Gontoh.2.
d2
Selesaikan F.D. ——% = X
ox
Jawab.
2 . _
—;% = x , kalikan kedua ruas dengan dx
dx
) .
dy R . .
-5 dx = x éx , integrir kedua
dx
2 .
dy = g‘dx +‘Cldx , integrir lagi
by »
Catatan : '

T ]

1. Konstamta integrasi dapat dipilih sedemikian rusa sehingge bentuk

*

hasil terakhirnya menjad: lebih sederbana ( 1that pemilihan 3o

pada contoh no.l1 ).

2. Dgri contoh diatas dapat diambil suatu kesimpulan bahwa jawab umum ™

£

L]

suatu PD berorder n menghasilkan n konstant sembarang.

. 3. Jawab umum disebut juge dongan hentuk primitif.

T




| Penyelesaian/ jawab khusus suatu P.D. dihitung dari jawab umum
dengan mendifinisikan nilai-nilai tertentu kepada setiap kons-

tantanya_', yang memenuhl syarat-ayarat yang diberikan.

~

! na telah dipilih e = 2
‘Ditinjan dari sudut geometry jawal umum suatu P.D. merupakan
- -suatu famil: kurva, sedangkan jawsb khusus adalah salah satu
] dari kurva tersebut.
2 2 o _
X 4¥ =c =dalah famili lingkaran dengan
g T [ '
// - o
T IS N pusat { 0,2 ) dan radius yanZ semba—
/ 4 N :“.
; ;" - -~ ")‘ ‘- .:
. dy ! \ i rangan
- \ \‘\. e ¢/ 2 i
. AU !
- N a7
N ] L
N \\ -
i
L ¢ 7z . .
S 1 X +y =+ 2da.ebh galan so4v. 1art famili
% lingkaran ite dengan pusat ( 2,0 ) dan
i N
b ! ' : .
; " N L 7, radius = 2.
P : i <
; -

. e

F - = -
a

B *

l - ‘ :
| .

3 * -

.

3

.f

E =

' E

‘VE | ) i

:

5, ,

t

E

! - .

E.

E .

. 2 7z o
Misalnya x +y =4 adalah Jawab khusus dari contoh 1 diatas dima_

s —— et -

.

L)
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PERSAMAAN DIFFERENSILL ORDER ¥BE.TU .

Dalam bab II ini akan kit2 uraikén bermacam-macam type PD order
satu Peserta metoda penyelesaiannys masing-masing.

Bentuk wmum PD order sztu ialah :

(1) F ( z,y,y' }'=0
Jika bventuk (1) ditulis dalam differensial~differnsial kita perolah :
(2) M({(x,y)dzx + 8 {x,y ) dy =0
dimana M ( x,y ) dan ¥ ( x,y )} adalah fungsi-fungsi dari x dan y.
L IT - l; P.D. DENGAE PERUBAH EERPISAH
\‘_/j ____________________________
Jika (2} berbentuk atau dapat dirutch menjaii bentuk @
(3) ¥ (x) ax + ¥ (y) ay = 0 -
dimana M(x) adelah fungsi dari x ( konstant ) dan N(y) adalah fungsi
dagi y ( konstant )}, maka (3) disebut PD dengan perubah terpisah.
Penyelesaian :
Kedua ruas dari {(3) dapat diintegrir secara langsung ; jadi Jawetb
umumnya :
(4) / Hwax'+ ) splay = ¢
Contoh.
Tentukanr jawab umum dari PP berikut : \
' dy =x ay Xy
1. T 22 e 2. =~ =6
dx v < ix
d P 2
3. EX =cotg x b2 ¥ 4. { 1+y fﬁz + (1+x Jdy =0
x o s _
dawab,
1. EZ =X atau x ax - Foar = @
ax v . -
, Z - = ¢
X -7 ¥ = ': 4 z - = o

iz = e ataun e Ix . < i,: E 1. 2 - o2 = ¢ , o .
dy : A
3. Tz = C0t8 X tg ¥y atau colgy dy - uxts x du =

siny = € g8in x B .
> T .
- . B .
— — e o m mian - — il - -

L
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 7” e
2 T 2
4. ( i+y ) dx% (( 1+x ) dy = Q atau. .-
! o
: dxz + dyz_ = 0 ; are tg x + arc'tg'y = arc tg e
I+x 1+y ' |
5 tg ot v g S0 . A
mengingat tg (4 +72) = _§___~_f_E§_:L__ ' dengan £ = are tg x
' 1~ tg A tg% '
- danﬂ = are tg y, makas hasil diatas menjadi :-
‘ : EXT _ o oatan Xiy = & ( l-xy )
- ]._H

‘$OAL-SG&’I. JATTHAN

- I e e L L ———

Pentukan jawadb umum dari PD dibawah ini :

&
3 2
1. x7dx + {(y+1)"ay = 0 . 2. 4y dx + x dy = O
: 2 E
{(1+2y)dx + (4~x")day = 0 4. y2dx - xady = 0
5. W 4y 6, & _ _ =¥
dx =~ x (y=3) " dx T cotg x
L o Tentukan jawad khusus dari PL berikut yang memenuhi syarafwsyarat yang
diberikan :
3 ¥
: 2 i -
7. ( 1+x ey - xy dx =0 3 x=13; y=2
. _ <
- -X . ” )
. B.eosydx + (1 + e ) sinydy =03 x =0 3 vo= =
.
) II - 2 PD YANG Dﬂ.t’n: DIREDUKSI HMENJLDI FD DEHGAT PERUBAR TERPISAH
: 11-2-1. PD_HOMOGEN. AN
‘' Ketentuan :
% Sustu fungsi f{x,y) dissbut Romogen derngar derajat n jiks meme—
| | ! 0
} mahi bhubungan : a
(1) £z, ky) = £ (x,y)
dimana k ( k £ 0 ) adalgh konstatn: -° - .
; Contoh :
i 3 2 —_—
! 1. flzx,y} = x ~2X y ; fungsi hémogen terdomaiat tis., borena
% - f{m,ky) = (“ex 33 -2 {kx ) kT - %J_zjrlxiy} = uoolx =)
E ; ) .
; 2. £(x,y) = 2x-5y+6 ; fungsi ini buken nomegsil, kerena :
5 ?0ox,ky) = 2kx-5ky+6 ; terngnta k tidek dapct difakborkan keluar.
: A :
X . c-
E 3. £(x,y) = ey/ + tgg% 3 fungsi homogen berderajat nol, karena %

H

£lkx,ky) = o X/EX, ’ée'g' - x° ( JE, tgg-; ) = k£lx,y)

Y



LS

Jika f(x,y} adalzh fungsi yang homogen

)

£x,y) = f0ax,iy) = £2,0) =7 (L

Ketentuan
Persama&h Differéhsial

{(2) M t x,ﬁ.) dx'+7H t.x,y ) dg =0

‘ j)g‘

:.f"

ézn jikn diamdil s?é', maka

MILIK PERPLSTAKAAN
~1HIP.PADANG -

disebut homogen jika M (x,y) dan ¥ (x,¥) keduanya fungsi homogen deﬁgan ' :

dera jat yang szma.
Penyeleszian o

Substitusi y = vx"; dy

persamzan

P oux,v) Az 4 . x,v) dv =

X Ca

pisah dalam

Bukti :

v dx + x dv kedalam (2}, akan ferbentuk

0 w2l PO dengan perubah tep~

O0lel karons PD homoger <iruo” ¢ Livlis fnla., benbuk @
k;& ay =7 { g ) 3 dma doagon suistitizi oy o= v, maka (3) menjad{‘;
dx X ! - ' :
L, av 2x
v AX + X dv = F{3v) éx atau gl ndalah D dengan
FAv)w X
perubazh terpis=ah. .
Contoh
Tentukan jaweb wsui: dari PD berikut :
_ 2 2
l.2xzydx + { x4y )Ydy =0
. o
2. (x +Vy exy ) dy -~ y. dx = 0
Jawad -
z 2
1. 2 xy dx + ( xd+y Yody = 0
Metoda.I.
Subsitusi y = vx ; dy = v dx + = dv
2 2 IS * .
2x (vx)dx+ [ x +(vx)"] (vaxexdv) = 0
o - o
x L2v dx + (L+v' ) {v ax + x dv )} = 0
3 .2
(v743v) ax + x (A4 ) dv = ©
2z
dx s ~
s -l"‘f_, - dv = 3
V. 437 L -
B 1 . , 3 1
ln x4+ = 1In (v7+3v) = =2 1n C
3 3
3 . - - o .
x (v3+3v) =C 3 gonti v = 2 ; diperoleh y3+312y =0
=
= -

F

¢

I U | S

.
L_h ‘



: =
Motoda . IX,

‘ . ) . _

: 2xy Az % (x2+y Y dy = 0, kita susun dalam bontuk .

| 2 2 ,

[ X dy + 2xy dx + ¥ dy = O .
Kombinasi dari dua buch suku pertema merupakan differensial total
dari x2y atau d(xzr), dengan demikian hasil'integrai.henjadi :

. G .2 . .

‘ xzy + ¥ .. atau 3x § o+ y3 =G

. : 3 3 .

| e

’ Catatan : .

S Metode II ( pendsk )} kebtetulan dapat dipakai dalam pemecahan
goal diatas, akan tetapi bukanlal suatu metoda standar untuk FD *
Homogen ( lihat II-7 )

» . 0 :
2.x+vyuy@—yﬂ=0

Disini substitusi x = vy ekan 1.0Bill mengiiung i, warena perhi-
‘b’ungannya.kit mudak darl gpod T7Ur ey :irzunakon substitusi -

b ¥y = vx ( periksalah )

- '

. THdi :

E Substitusi x = vy ; d4x = v dy-* y 4&v

i e '

i 2 2

| ( vy + yfy vy 4y - yi(vag+ydv) = 0

s - . -
(v+ Vire iy - (v dy +y dv ) = 0 :

i atau EZ - "'"(-l'z—" . =
v Yid~-v)
f Iny -2 Yl—v =1n C

i
]
<

=¢ atau ¥y e

3 _ yez\z?—? 2V 1-

; a b a 4]
i { X DY+ cl)dx + ( oX+

i »

. ]
':".*02) ':4.:;" = O

K e ~ -~ <r e T~ -r . .
dimana H(x,y) = 313+b1g+01 don Flz,m) = a X+b, i+,
. T z > .
.

Penyelesaian :

1. Jika harg=

ja; A -

, ! T =0 3 subscivaesi aombor o b L
| | ® b l A - e

l T <l 2 ¥ - - T CING S
: 4F = e

. 1

akan menghasilkan PD yang berbentuk :

P (x,t) d¢x + € (x,t) dt =

AN T——— e

adalah FD dengan perubah terpisah dalam x dan

. .
Lkﬁ__.- . - L e e e

»
R
1

i



_59 -
2, Jika harga
2y *2 | o
oo £ 0 ; substitusi x = x'+k , dx
bl b24

¥y =y'+k , dy

ax'

dimana x=h, y=k cdalah penyelesaian dari persamaan~persamaan

b =0 da x =0.
alz+ 1y+cl dan a2 +b2y+02

Kita akan memperoleh FD homogen yang bentuknya

. i | [ ' (] ¥] L I
( ax +b1y Yax' 4+ ( a,x'+b.y Y dyt = ©

L 3

Selanjutnya substitusi lagi y' = vxt, dy! vdx '+x'dv

sehinggz menghasilkon persamsan @

P (x',v) dx' +Q (z',v) év = 0

adalah FD dengan perubah fernisah dalam x' dan v.
Contoh :

Selesaikan PD berikut

1. ( 3x+2y+1)dx - (3x+2y-1)dy = O

2, { x-y-1 ) dx + ( 4y+x-1 ) ay

1l
]

Jawab

1. { 3x+2y+1)dx ~ (3x+2y-1)dy = O

-
3 -3 )
=0 ; substitusi 3x+2y=t, dy = EE—EQEEE'
2 -2
(t+1)ax - (t-l)(§E§§SE -0
(5t-1)ax ~ (t-1)dt = O
-1
AX - zg=7 b =0 .
1 5 ,
X - --t + 55— 1n \j‘!t - 3__- -35_‘_
5 P
E(X"yy + 111(193:-7-.1.\.:;, - + a
1 1
=54£0C; = M
-1 2 ,
. P Aot A

Substitusi X =x'+h=x'+1 ;de = ax!

¥y =y'+k=y' ; &y

1]
j=1

]
-

<l

o




-Eersamsén menjadi :

(xt=y')dx' + ( 4y'+x' day' = 0 ; ®D honogsr
lagi-; y':vi'fﬁydy'zvdx'+;'dv

" kita peroloh ; |
( l;v ) ax!? ; ( av4l ) (v dx' + x'dy ) =0 atan

dx! 4v-1 . dx! 1 8v dv

— ot m———— = e o F . e o omee—e =

2
4v +1 : T4v +1 4v +1

2
Inx* + 21In ( 4v° 41 ) + +arctg 2v = ¢
*

1 . -

g

2 2
In x'" ( 4v +1 ) + arctg 2v = ¢

2 2 2!
In { 45" +x'") + arctg '%T = ¢ atau

2 2 T
1n L_4y +(x-~1} “] + arctg E%i =@

I1.2-3. PD BENTUX

¥+F (x,y}dx+x G(x,v)ay

1

Penyelesaian : Substitus: y =

W
LX)
=N
L‘i
It
;
I
|
1
]
I

Ini akan memberikan hasil :
Plx,v)ax + Q(x,v)dv = Q ; adalakh PD dengan perubah terpi-

sah dalar x dan v,
Contoh :
) 2 2
i Selesaikan PD : (y-xy )dx ~ (x—x ¥ldy = O
Jawath

2 2
(y-xy dax - (x+x"Pdy = ¢
¥{(1-x)dx - x(1+xy)dy = ©

Substitusi y= E ; Ay = =~ lEE

Av—vax
(1-x}dx-x (1) E:E_;é;, = U

z‘_

v

Tay

vdx —x(1+v)dv = 0 atau 2 éi A

N

i
s

Mt
ot
fin}
Q

2
C e atau x =¢C ye

d41M

i

} ’ 2 1Inx - In v—
f
|
|

. A
il

Y



Persamaan—persamaag_yang tiiak ternasuk type~-type diatas tetapi

dapat direduksi menjadi PD dengan perubah terpisah yakni dengan lan

bermacam-macam substitusi.

Dalam hal ini tidak ada suatu aturan umum

dalﬁm proses pemilihan substitusi tersebut.

Contoh :

Tentukan qiwab umum PD dibawah ini:

ay

2
1, == = (y-4x)" 2.

[*7]
o
Fy

%ubstitusi e r T

I

I
44x+dv = v 3 ropn oL

-
1 Ve

X4 T ln sTEO= i,
T+e :

In e =1nc¢c - 4%
v—

v+2 n =4

. _
= Y-z} agav dy

ay
iz

2
= tg (x+y)

z
(y—-4x) ¢ex

dy = dv-=-dx

;:-2- =LV e atan :;::g 5 = E}

2
2, g% = t& (x+y) ; substitusi x+y=v

2

dv~dx-tg vdx = 0
a

ax - --‘15- =0

1+tg v

2.

dX ~ co8 vidv = 0

X ~-%3v - % sin 2v =

SOAIhSOAL LATIHAT,

c

Selesaikan PD dibawah ini.

(x3 3

)
1. lax - 3xy dy

]

3. (x+2y)ax+(2x+3ylay

5. { 2x sinh i + 3y eosh

2
6. ( x2+y

L/

JAX + x y dy =

atan 2(x-=r} = ¢ + sin

r

)ix -~ 3x cosh ;4 dy = 0
X

(x=2;5y=1)

Te ( x+y Jax + ¢ 3x+3y~4’? Ay = n

-

2 (=+y)

e




§
2

—_— L .

8. ( 3% - Tx ~ 7.} dx '+ { 7r -L3x + 3 ).dy = ¢
9. (2 -5y + 3 ) dx ~ ( 2x 445 -~ 6 ) ¢y = 0
' ' ' 22
0. y { xy + 1 ) dx + x (L+xy+x y ) dy = 0
' o 2 . 2
11. (y - xy ) ax - ( x + x ¥ ) dy =0
S . 1 5 -
12, (2 + 2x2y2 ) ¥y 4x + ( X y% +2 ) x dyru_o o
2
3. y' = -2 (2x + 3y )

2 2 2
14.(2xd+3y2-—7)3fdx-(3x +27 ~8) yiy =0 @

15.'(#& ~-2s8iny + 3 ) dx + { 2x - 4 sin ¥~-3)cosydy =0-

Jike ruas kiri dari
(1) 7 M (x,y)dx + U(x,yldy = 0

merupakan differensial +total dari fungsiZ_ (x,y) ; 3adi jika

Mix,y)dx + N(x,y)dy = 4 F(x,v) maka (1) disebut FD.Exact.

0leh karena d F(x,y) = 0

= , maka
adalah Jawab umum dari (1). ' ; . -

Ketentuan :

Syarat yang perlu dan cukup agar (1) =dzlzh PD,Exact :

oM o I
(3) — = D
: cy  Dxy
Bukta : 3
$=‘
Differensial total dari F(x,y) ialah :
4'\? -
(4) d Flx,7) = 22 g9z 4 =% 4y _ 9
4) 4 Flx,y Tx E s
Dengan membandingkan (1) dan () pits peroiak
P s .
il Mix,r) dan &2 .. T, N
, ox TrT ' '
Dari kedua hubungan ir- Julnsluz oznee

Penyelesaian :

Methoda.I. Oleb karena S dx . i .
Ox

meémarut x, kita pPeroleh :

4 & dunhges agagintegrir

{5) F(x,y) =J/_XM(x,y)dx + k{y)

dengan mendifferensiir (5) ke y, didapat h

.
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El% =‘£;% jfo(x,y)dx + k'{y) = Nix,y)
- 2

. _
k' (y) = N(x,y) - ~% /XM(x,y)dx dan
J¥ T :

x(y) =J/f[-N(x,y) "-;E; j/mxﬂ(x,y)dx"? 7 dy

Jadi jawab umum (I} lengkapnya ¢

Fx,y) =‘/r xM(x,y)dx +‘/r2rN(x,y) —-%;%‘//xn(x,y)dx_Z dy = ©C

Jc)

Atau dengan menjabzrkan hubungar Z—- dx = N(x,y)dy
“ ¥

~4

T e s r o
F(x,3) = / yh’ax,y)d;: + / ;r Mix,v) - =<

—

)

jf H(K,y)dx_/ dx = C

L ]
(" periksslah ceboga . latihes N
£

Contoh :
Selesaikan : PD . (Z:w: .+ . 7. o J
_ |
Jawad : M{x,y} = 2m4y ; .00 . o-.d |
3 M K
’&’...._ = 1 3 e = L
oY oE

t
L

F f&,y) =J/‘(2x+y)dx + ki
2

= X +xy+k(y)

=X + k' (y) =x - 3

kK'(y) = ~ 3 qan k(y) = -3y

2
X + Xy -3y=2¢

Integrable kombinasi :

Untuk PD Exact, kita dapat menyusun suatu kombinasi suku-suku-

nya atau group

]

Yang bisz langsuns 2% integrir. Dari contoh soal Ai-—

atas :

3 Cisusun mejaino:osE R —55'7‘-()/5/&?'1‘{&4‘.;

g

(2x+y)ax

!
—
el

!v
"
b
ot

i
2
.

2% dx ~ 3d¥ 4 i{>y) -2 J atno
X —- 3y + xy == C
( lihat TI-i-10. cor.cr manl, $oaf )

Tentukan jawab umum dn.s

1. (x-yldx - x dy = ©

o i
2. (x+ycosx) ax + sin x 4y = 0 L E
- T o !
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3

3. {2x" +3y Y ax + (3x+y -1)dy =0

4. (2x + 37y + 4 ) dx + ( 3x + 4y +5 ) dy = 0©

2 2 2 2 Sl
2 2 x ¥ 3
) 5. ( 2xye™ Y4y e 41)ax + (x"6 ‘+2xyeV ~2y)dy = 0
6. Tentukan juga jawad umum dari soal no.l s/4 5 dengan methoda
integrable kombinasi.
.
I-4. FAKTOR INTEGRASI,
- ' - , ]
Jika bemntuk : °
Mx,)ax + T{x,y)dy = €, bukan oxact, maka kite selalu
dapat mencntukan ssbusl fungil Tz, Rehiqggav: *
U(x,y) [l“f(x,ty‘)i}: + M= Y7 : =0 730k P BExact.
Dalam hal ini U(z,y) 2isetw. tiZor “uisoprss
Contoh :
2
(2xy +y)ax - x ay = 2
% _
: oM 228
atnggiend === ; J42d1 porsar-an buan craeck,
¥ Tx T por buzan exact
A¥an tetapi komtinasi ¥ 24X -~ % 4y teréapat dalam
¥y 4x - ¥ dy x
e = 4 { =)
. . . 1 .
Apabula persamzan diatas dikalikan dengan -5 kita peroleh @
¥
0 2 x ax + <% df-% - A ¢, adalah exact.
- v
[
[
i 2 b'e Z
: X + 7= Cateu =y + x = ey
| 3
i . 1 s o ; .
dJadi U = =5 disevut faktor “.tazrasi untuk rersamaan diatas.
;Y
Untuk mspe:tukon voktsr wogresi 1ari FS otvue tertentu
l.,\_
sebeénarnya dap:? 1irumisian svitu 2y oran . . cker teoapi dengan
Jalan pemerikeasr seviordi oo:osnt 2odmc Lo —onewiTni kebutub-
? an kita,- e
i A
! Berikut ini diberi¥e . ©iurops ocont o Luiiegrasi kombinasi
: . _
;: yang sering terjadi :
i
(1) x dy + ¥ ax = <3 (xy)
(2) T - X G ¥
x2 x



I o ."315:.-""'—.,":",_{:1"‘2 P ITA RS ST S S

£

(3} ‘xdy - y 4T - :’éi'(';-§§3

_____.sgn.,,—-—-

it

s ew e s ciemenb 00T

xdy -y a ;
(4) LT - O are te

w1
S

87 -~
(5) E—:‘Z:—*E'E C'Q( % 1n Et{ )
£ Z X=-y

fl

- 2 2 - T
(6) LR AT SRV S TS SUE: "“'y Y'x . ety

2 - v . e

*) Bagi yang irsin mempolaj:?i,1§pih:gaiam:t§htang faktor integrasi

maka bebernra sturns LTS irupnsXan sshEgai bhorikut

Jika : DM N - .
(1) LI ZT gy b1 ko alsEr It (x)ax
U o — LT -
e o T > “aly)
(2) Frmmme——se 2 = - 20h G fanhew Dt Iensirgs o/ 8y

AN

»homogin dan Mx + Ny £ 0

I
<

{(3) ﬂ(x,y}dx + 3z, Wy

faktor integrasings —-me-meeece

(4) y-f(x,7}dx + x.g(x,y) = 0 can £(x,y) £ g(x,y5

faktor integrasimya --—-- ——

. ) q o .
(%) xpy (aly dx + blx dy ) + xrys(aeydx + bzxdy ) =0

dimana p,q, 2,585, b b2,r -Gan 8 konstants dan

s
[

£ 3 faktor integr asi berbentuk x y

Selesa;kan NCTSTmL 1LewTl o Lidotonor momeari frgvor integrasi :
1. {2y - 22 )3y — = 37 = ©

3

3 -

dy éin v
l=xc o8y

1
l
|
|
|
|
5
i
|
i
[
|
1
4
-
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7. {cos y + 5 cos x ) dx.+ (. 8in x - x g:= - )

¥ dy = ¢ -

Tentukan jawab wrum FD verikut ini dengan nenentukan faktcr integrasi
terlebih dahuju :

5
8. { x2 +¥ +Xx)éx+xydy =0

-

- o 2 2 '
9, {2 xy4ey + 2 xy3 + ¥ ) dax + ( x¢y4ey - xdy -3 }Ydy =0

10. x( 4y dx + 2x ay ). 4 y3( 3y dx + 5x dy-) = 0
VN

-  1I-5, FD. LINE4R.
= Bentuk standara #p Linear order satu ialak :
dy

(l) a-i--l-P,Y_Q.

dimana P dan Q masing-masing furgsi dari x.

Persamaan (1) discbut linear kercna berpancgkat satu dalan peru-

. . dy

-‘bah tak bebas y dan deagyatlvnya -
L ‘ci'.'__.
i -
. Penyolesaian :

Kite tulis (1) calam bontux :
? {2) dy + Py dx = @ °x .
; Kemuddan kalikan (2) gengan SuZbu fungsi x yang skan kita tentue
; kan misalnya.R, sehingga ruas kirinya berbentuk‘integrable kom~—
i binasi ; kita tulis

. )

. (3) " 3y + BRPy dx = RQ ax
f , ~ *
: - Ruas kanan (3) dapat langsung diintegrie karenz R dan g keduanya
; fungsi dari x 3xja.
b Sekarang kita hitung ‘R sehinzza puas iri dari {3)
? (4} R Ay + BPr ax = (Ry) atac
? Rdyq-fi"r;éx:::dj-f;R
f
| R = RP ax ta2
! .
L c'R - .
l —_ = I X

L 3

Untuk memperoleh hasil yans m 2rl R maka konstanta
integrasi giatas dapat Gihilarshe

U dlembil =ama dengan nel.
Dengan memdbandingkan (3) 13-

n (4) Giperoleh

d(Ry) = RQ dx
menjadi :

fan Jawab umum dapi. (1)

(L]



(5}

e o | LIK PERPUS TAKAAN
dimana R = &g - ' Iw" DANG - -

-

Ry = / R ax + o | ,_ W—

contoh :

Tentukan jawab nmum dari PP berikut @

1. & _ y=e " : 2.xdy =2 ( x4 +.¥ ) dx
dx .

* 3. {x-38iny )dy + tgy dx =0 |

Jawab :
2 2x

1_9¥--—:=6X P:—l;Q=9

ax

T _f -

R=o"" % _og _/ﬁx = e dan substitusikan kedalam (5).

kita peroleh
Iy o= J/ R dx + o |

3.

PERPUSTAKASN HUP ©ADANG

o [ ! KOLEWSI pioar: toy |
P |
|

[#]

TIDAK. DIPINJar% 2

e o KHUSUS DAKA DALAM B:RPUSTAZAAN
0—-’,{.:}; - :f:+c o1

4 ) 4
xdy =2 (2" + 3y ) az
ay 2 3 -2 3
ot AR} . = 3 = 2%
iy Y= 2z7 ;3 P = g X
2. - - |
R — J Pax _ ,/; =&z C e in x - x 2

¥ = x4 + Cx : l

(x-siny ) dy + ¢ vy 4x = C

ay b2y —

Kelihatan babwa persamaan ini.bukan lénear dalam y dan gg . |

. k£
akan tetapi bilas x diambil schagal psrubak.bebas, naka rersa-—

maan diatas Japat ditulis ¢

%g + ¢otg y.X = cos.y aialah lincar dalam x dan %E'

Jadi rumus (1) d=2pat juge bertznbuk @
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--E§'¢ Px = @, dimana F dan § mmsing-rmasing fungsi dari y
3 . .

JrP ay eafbotg ¥y 4y - e In sin = siny

Vi
&

Haail akhir menjadi @
Rx = ,/’RQ dy-+ C

L2
sin y +

o

x sin y = j/’sin ¥ coz .y ay + C =

2
atau 2x s8iny =siny + C

SOAL-SOAL IATIHAN,

1. gg =€ + ¥ . 2. vV + Wy = 2x
3. ¥' + ¥y = sin =z A.xyt o2 By = 3 41

v l_X -

k
7.3 _ 100 +2x -y T AR S s
fodx T 50 + = Tty T @OT ORI

.
o

: Z iy P
E 9. g% =y {2x+35 ) e mm e (410 = X 40xP

AN
IT-6.. FD. BERFOULLI.

1

Bentuk stzndard o Bernoulli izlsh

dy n
(1) E+P;V=Qy

dimana P dan Q masing-masing fungsi dari x dar n adalah konstanta

kecuali 0 ataun 1.

i~ Untuk n=0 ztau n=1 Persamzan (1) menjadi PD linear ataun FD dengan

. perubah terpisah.
[ Penyelesaian :

Perasamaan (1) dapat 23 R

E - AERa T Sguel SF dlinear dewgar

n jalan men-
substitusikan genan? Tl

_ Ralikan (1} cengrn ¢ &
E - —r B T
|E (2) yl’l:{:+ F'.fr— - -
? 4x .
{ stitusi I-n o S 2 s
: Substitusi : y =vq*gan N s -~ = r o0
d A Il
(3) 224 (1n) Pz= ( 1en ) q
ax - .

Bentuk (3) adalahl PP linezr falar z dsn oo

&z
o



ey

Bila y diganti dsngen-x de

ditulis dalam bentuk :

R o TR
-

» * dergan y meka rersamean (1) dapat pala ..

dx Y
{4) _-+][~‘x-.—,9.,:|§Tl
ay
dimana P dan § furngsi-~fungsi dari y. ’ ’
contoh :
Teﬁtug Jjawab umum dari D divawah ini :
p 7 R -
1. cos¥¥ sin x + 2 0
. = ¥ ‘ ¥ =
o, &r _ 4 133'
ax  _4 4 y2 .
Jawabd :
dy . z
. 8 —_— = n =
l. ¢o de ¥ sin X + ¥ 0]
d 2 o ~2
Eg -y tg £ = -y scec x, kalikan Zsngan ¥
~2dy -1
= - tg ¥ = ~ sec X ataaq '
Bl
-2 ay -1 i
-y E:/‘: + ¥ tg X = sec X
Lo } 43 iz
Subs his = 3 - -{-—g = m—
titusi ¥ g ; =¥ e 3z . .
dz ’
E}-f-tgx.z:secx;P:tgx;Q:secx
[z tg x - -
Ree x_efgfdxz_e .'i.1'1<:<3sx=$ecx
Rz= /Raax+¢
secx.z:/secx.secxdx+c
eX S tg o+ atan gee x =¥ {4z xz+¢c )
g
o, & _ Xy
- a = ety
* x4+y
dx x ¥ PN N z :;,-
@y 4y ,3 7 T e
3 dx 3 4 N4 .2 0z ,
—— m— aeas = = AT 1L .27t wm emam - Y
dy Ay 4 b4 !
. . . 4 3 4L
Substitusi 1 x = =z LA -
dz Z 1
—_—— - = s F= -2 dan @ =
iy ¥ ’ ¥ v
— - — ——— —— F_ F Wiy W

™



-
|

B=e Pay =e” Y -0 siny.

Rz = fRO. dy + G'-_-jfy—ly dy + C

- 2
vy l.x4 =y + G atau =t = ¥y +:Cy

SO0AI~S0AL IATIHAN.

———— —— ] L . et ke e ey g

' dy 24 dy
3. 3% =Yy rxy =2 4. = =

5. Bentuk umuw PD Rizeats zdalan

dy .2
EE:P-!—er_ ¥

dimana P, Q dan 3 adniat fu--g

" ’selesaikan (5) jika :

2

a.P:xE;Qz—-: R:E"E‘,;.
b. P=sec'x 5 4 = tg = ;i R o= -1

o

[ ]
i)
4

e

<]

LU



oy

punyai bentuk :

(1)

dy

.: a I.——‘
diman .? iz

telal

atan

diganti dengan p

ARGKAT TI¥GGI

diberivosn

bvahwza PD tingkat satu mem-

. - . 3 .2
Jika pangkat datrp lebih besar dari satu seperti dalam p"-3p x42py=0,

maka (1) dissbut
kat 3 ). Ununmnya

ditulis dslam Tentuk

n n--1
{2) ) +?T(x,y}; 4

Penyelesaian dari (2)

samaan te:sebui menrnjadi sa&

persamaan differcssiaz

dan dapat dixztagorikan sebagal salah satu

sebagai bherikut @

e
W,
]
[E4)
i
w

éo

tin

dar

IAKAN URTUK

Jika ruas ¥iri dari (2) dapat dipandang

lam p dan darpat lluraivan atas n fakbor linear
) (p-F ) (p-F, ) ...... (p-F } = 0C
(3 A R S = a
dimana Fl , F oo veno.. ¥ oadalsh fungsi-fungsi
2 n
tanta.

Hubungan (3}

PD tingkat satu pangkat-tinggi ( dalam contoh pang-

;% satu pasngkat n dapat

ngan jalan memecah per-
ckat satu pangkat satu,

i beterapa kemungkinan

sebtagal polinomial da-
ganﬁreal dengan bentuk

dari x dan y atau kons-

plek saxursnp-Kursngnya satu faktornya sa-

ma dengan nol ; ati peunvelosalan ool iU

L

: tvyo :o2aizh dongan menjadi-
kar setiap fakiownye mgon doungan vl T
dy iy . ¥ @
(43 == = F_(=,7} <L g {x,3} ) -t = F o{x,n)
& dz 3 e v Ex %o ! [ n 7
Jika penyelesaian dari {4) masins-zaciz, hBialaa
peny
) wt ,
y o f_ .
fl(x,y,c)zO ;£ lm,y,e)=t ;. £ {z,7,00=0
maka jawab umun dzri (2) =dalsh perkalian
E
(5) f o {x,7,e} « £ (Z,¥y,¢) ooovoun.. £ {x,7,e) =0
1 H ] 2 ] ] H
" Y
£
Gy ;] IR A I O
=i - 21 ~-
— [P — P—— l— - - . —— i

ey

|
|
|
|
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Gontoh 1. 2
________ ay ay
2 ax

4x

d
P+2 =20 -——3—‘Z+2=0

* Jadi Jevam wrwmya : {(y +2x -2 ) (y+3x-¢) =0
Gantoh 2. 2 2 c
e et p + (2 +3y + 5 Jp- o +xy o0
{xp + 2 = + ) 3 > = 7
dy
XT== + X+ ¥ =
ax .
ix
d . - —
e
ix . X ’ a oo

W=-/xx +c —> 2Ty +x ~c¢ =0

= ydy+§:dz=0—~—-;--2 bz-—czr
Jawab umumrys :
: 2
(2xy +x -¢) (2  +5 ~¢ ) =0

....—-.-_..._______-.__-.__—

a. Persamaan tidak mengsndung perubah tak bebas ¥ ; x = 7(p).

Jika (2) tidak mengandung ¥ scdangkan xz dapat dinyatakan
gebagai fungsi dari 1R

="f(p) ; differensialkar ke -y

1
1
H]

=y

D2

Mg
I

&

[oh
&
]
-
[}
——
e
R
Ry

{ adalal?;a wab umunays.
v . i

S BT



Contoh :

Jadi jawad umumnys wmenjzdi ¢
3
X=7 +p
3.2 3
y=%r + % +C
b. Persamee:n menganiunz x,y dan p ; % = f£(p,¥) >

Jika

(7}
maka

7,

g {y,p,0 ) =0,

X =D +

-

———

ay

11

K

dy = { %p3 + p ) dp

L Z
2" + 30 + C

¥

2) uvensondung x,y dan p sedongkan x dapat dinyatakan sebagai

dmmi n ¥y
o= DT,y ocilvlorersinika i owe
. _® oA - -
- L A
e = — = ——— ot e — - 4“ g
oy B LT ! .
. ,
- ,'I'r\
- - - e T TTL L v A o ey 4 y
; = I\ ,‘P.;‘:J S A U S L regeat satu.
& -
- vel siay " = Tey T 3s
penyeiesfian LAPrL = = L Thal
o
}

T

jawab urunnyz diperclch derngan nengeliminir p dari () dan

dike mungkin <tou dengar nmenyatakan x dan y secara terpisah

sebagai fungsi dari p.

-

p(i+r )ay - y(2-2")er iy
X = ===t E--—-—-—:-—__;. = -—
2y P

2 “
2p dy = ¢ ( I+p Jay -y { 1=p” ) 2-
(1 -z Y (par+ydp =290

1)- 1l -2 = O p=il

Setelah p = £ 1 disutstitusikan kedalar’ persamaan
wt

vang diberikan kita percieh ¥ = + x
2)., DAy + 7y dp =0
W =c

o

disubstitusikan kedalan persamaan diatas

. e o
dipercleh ! ¥y -~ 2¢x + ¢ = §

naka

A
F



Catatan @
a., Jawaban 1). y = + x, kelihatan +idak

b. FPersamaan mengandung x,¥ “mn - ; 7

(8)

andung konstantaz ¢ dan ja-

2 2
waban ini tidak pulzs dihitung dzri penyelesaian umun ¥y -2ex+e =0

seperti‘halnyé dehgan jawaban khusus.

Dalam kel ini y = & x disabut penyelesaian 51nggulalr.

Jawaban umum 2).
7
i

Jika (2} tidak menganduns x se

fangsi dari p.

'y = £(p) ; differensialian ke x
ar dp
—— = - f' N ] e
iz~ ? ()3
; £ (p)
i4x = ——52— dp ; dan ¥ = t{p)
X =
Gontoh : 2
----- y=1p +3
dy . A~ an
e
dx = 2 &, = x
dadi dawet voamoooy
X
y= (Z0°

Jika {2} mengandung

fungei dari x dan p ; jadi ¢

E

/’—-21 ¢p adalah

X,¥ dan o sedonzian v s

2
¥ -2¢x+c =0, melukiskan suatu sisten parabola yang

menyinggung garis-garis y="1 x.
3ohubungan dengsn Lentuk kurva

yang deomikisn nmeks garis-garis ’

+ ¥ cisebat °n"elcpeda

¥y

jawab emumnya.

B L
o
-
-»
- - - N el
- P - - 4ir
"‘"r‘ )

iuwztekan sebagai

y=1£f( x,n )

dy L,f of Uip dp

- = = e—— _—— il g F - PD +i

=0 = T T tau (X’y’dx } adalah tingkat
satu pangkat satu,



LA

a".'

Jika penyelesaian dari p = F(x,y,;ﬁ) adalah

() v g (x,p9,e) =0
* maka jawab umumnyz diperoleh dengan mengeliminir p dari (8},dan
. = ) :
{9) " iika mungkin "

atau dengan menyatakan x_dan ¥ secara ter-

pisah sebagai fungsi défi T.

»
Contoh.1. 2
—_——————la XD = 27D = X
x
¥ = px - % D
dyp
P~z =&
a . dn N dx
._;Z:_—* =%p+“§x———'§—-—-g-—
dx &
P
\p+#}_22:(‘--§g)\1“
ax _ Az
- i X . Sl 1 o
¥y = = PE - T e I b ¥ = iox — e
- £0
Contoh.2. o
- X =gy + 3 L
Tulis 7 sebagui fungsi dari x dan D
x N N
¥ = o =1 ; differcensialkan ke —-x .
EZ=p=f—§—ig -SB atau
dx T 2 gx dx
« D :
3 2 dp
— Y =2 =
P =p+ (x+p =z =9
( > ) dx x4 “2 o at
T F 1D A 2 = v atau
d= x -~ .
35t g~ = ~—_ adalah FD linear tingkat satu.
D 3 2 -
T -p p -1
3
R = ej 2 -P - VE_IE dzn
r
AE ’ =
TV p -1 " dp P 2
—meeimS = e =SB o s In (e VPP-1) 4 o
Vo -l
Jawab urmnys iélah :
- ‘ , z
X = --—g:: In {p+Vp =1) 4 —-9§::
-1 S ' o -1
3 . : P2
¥ = -p=- et In ( p + \/ T -1) + ——251:
AV | \/F; -1

e e ——— .. .




¢. . Porsamaan Differonsial ¢'Alerbert.

K Jika dalam psrsamzan {(8) linear dalam x, jadi :
. . t
(10) ' y=xTH + £(p)
disebut pefsamaannya d'Alembert -

' , ib3) 4p &
ot = Fn) x It (n C-.:..f-. ? - = 7
{(n) + x {p) =+ £ (p) o= T

- L 3

2]

f
o

;:—: ~x F'{p) = £7(p)

o
[N
om
i
£
=
}‘f
t

‘«.J
[}

i

incar tingkat satu ( contoh 2 diatas )

d. Persamaan Differensinl Clairen

L H -0 PN

. L
Jika dalar (13) Fyp’ = 5 =ire *
{(11) ¥ oo+ 2o
disebut persamanrnra 319 want. .
Penyelesaian ururmys Afrzrelel Joagcs v Ere s 2N e, jafi o
¥ = ex - fia
Contok.1. . ,
—===~-22" "Tentukan jzwvabd umcr is~ri ID
3 e 2 "
Y= + 7 + %p + 7
: Jawab urumnnya ialah :
! 3 >
: F=¢cx +c¢c + 3¢ + 2
é Contok.2
L ontok.2, . -
J =—w----icl  Tentukan jawab wiim dapi PD ¢ . N
2 2 , . 2
€OS ¥y p + sin X cos y p -~ 8in ¥ cos = = 0
’ Jawat
[ ; ’ P GOS du E
; Misalkan : sin.y = u, sin x = v ; 2325 ¥ _ %4
| Co8 X av
i: s
| Persamean menjali :
3
i du Sdu . 2,
. U=v ==+ 1 22 { persam=ayn 2laiprant |
iv 27 AL 1 nt
: . ! r
!! _ Javal urmurmnya ¢

P4 =
' U =cCv + ¢ afaw sin v = ¢ i

i SOAL-SOAL IATIHAN :

2 2 2 , - : :1 3 —
1-p-3=0 Zooxy p Ty ) e oy =0
2 Z Leo3
f 3. 2p7+3p =x+y . -+ G e
; o . - -
! 5. ¥ = 4xp + 2xp o, ¥.¥ :é_: xm o+ 1
? 2 . L ]
i T7-x=-xp =0 ... - . 2. v = px + 1np
{ -
|
i
% .
i
}
L o o - o B e e agame el o om _ E



Dalam taL ini akan

satu.

iv,1. GEOME“R4

‘3*\
¥
e

E

-Tra jektori- -tarjektori Orthogqual.

Tra jektori

sudkan suatu kuarva yang memotong tegok lurus

-

vang diberikan., Setagaimens telal

satu dapat

ﬂ.l\ n ir
f(z,y / 3y €
o f r Yoo
(1) Sy F,0s =
-
Untuk swatu harge ¢ dersentu, 27 2041 =ris
termasuk =sistem (1).
Apabila dikstalmi, suatu kurva L yeng acocltons

anggota dari

Jika ada sz

gota dari sister (1) maka L

<

etanu

~~

sister

S

-

PERPUSTAKAAH P

'(G_EKSI Biﬁ;%?” ; i W

orthogonal dari suatu sister { family ) kurva dimak-

£, 7 SN
etian-dzri sistem kurva

Lahwa benituk umum PD order.

wung { Kurva )} yang

tegaw lurus sertiap v

1) wmala I dinamawss brojokicri dari (1).

=
ztu sisten Wurva I yang memod o4g tegak luras set1ap ang- -

orthogonal dari persamaan (1).

Jelas kirenya bahwa pada setiap tltlk potong L

(1) garis-garis singgungnya tegak lurus sesamanya.

geomerti tel
*

+

2 ar

Contoh.1. .
Tentukan trajektori-trsjoritor: ov*ho
nx ( 3
.
Jawpb
¥y = &) o4 "rig—, T
* &
=70
ot O
k
RKoeffisiza orah ungnl sewboraags 3
* -~
Elhinir n dari 7 - wx dan &C:": ==

Al "" 1’;’;}1.([’{] S

dinamakan sistem trajektori~trajektori

. AU
dengan sisten

Dengan pengertian

iiketahui bahwa hasil kali koeffiszien arah dari garis-

enal garis-garis lulus y.=

fcl v

|
|
|
|
|
;
1
|
%
:
:
|
|
3
|
if
k



TR e e

LRl b A

1
N
e
i

&% o=y - ' |

iﬁﬁﬁéi&i&ﬁ diintegrir, maka diperoleh pérsamaaﬁ trajé&%ori;trajgktori yang
P e P ol

“diminta itu.
: * o) B .
¥ +* V¥ = c¢ ; merupakan sistem lingkaran dengan titik

vesatnya pada titik’pangkal 0.

) 1 ] i.
\\\ S R .
SRS ) “ =
—+ - T ———e—
: i o - :
. R
- / E \\‘ -
e j -,
/'-/-} { ",
N i b +
. _!‘ -
L
Contoh.2,
Tentukan trejektori—trs ' hicwi orie 23 Tewiog

.2 -2
Jawab lingkaran yang melalui titik pang-

kal 0 dengan pusat pads surhu x.

dy : _ s s s .
2x dx + 2y E; = e¢. Eleminir ¢ dari kedua persamaan ini, kita

2. 2 2 dy .. . -
4+ ¥ = 2% + 2xy 53 dar miringnya llngkaran—llngkaran ini

pade setiap titik (x,y) diberikan oleh

: -
2 2
dy L. ¥ ~-x .
dx 2xy
k . . N -

#kibatnya PD dari trajektori-trejekbor: yang Qikehendaki ialah : ,

. . -
oy ez

3x. T 73773 ; merupakau suatu FD Homogen derajas 2 ( periksalah ).

X ~¥
Akan tetapi persamzan ini iarat juga disslesaikan bise ditulis.
’ ’ -
‘Alam bentuk :
2 2 .
2%y dy - x dy + y dy = 0 "
Kombinasi dari dus suku rertanz ferkandunz dslan diffareqsiﬁl
2 =
. X '
dari = , . .
x 2 ¥~ x d3 S
2 (2) = Z¥y_4r - ¥ dy : |
y_ [
Jadi : 2xy dx - x4y + ycdy = 0

[



T

F— 4
. :
ta-rata dari momentum mv atau - |
d dv ' i
(2) Fe=ox (v ) = km km
o= ¥ — = —~— = a .
dt dt ;
i
. N av . |
dimana =z = T T rercspatan partikel dan I
k = koeffisien rerbandingan yans besarnya tergantung kepada
sisten satuan yang dipakai. |
Apabila kite nemakai sistom satuan cgs { centimcter, gran, second );
artinya nma2gsa divihur dencan gran-dyne rereapatan dengan centimeter/
second dan F daler dyne motz k = L, 7w ikxa © dinyatakan dalan
gram, moks X = = a3 SE0LT emi/s .
. = )
dika yang diperguncicn itu 3is%arn fue { feot , dimana

L]
. -2G -
P - -
EEX_QE_:_§h§€ + dy = O i
P e
Y2
X
d('—)"'d.‘f:'\)
y »
2

. 2 2 .- : .
5 +7=c" atau X + ¥y = c¢y', adalah trajektori-trajektori

orthogonal yang dicari yang berbentuk lingkaran~lingkaran _
dengan pusatnys pada sumbu y dan melelui titik pangkal G. . °

Hukum Newton tentang gerakan :

.1. Suatu partikel diam atan beérgerak menurut suatu garis lurus de-

ngan kecepatan konstan y keeu2li ada pongaruh g2ya lain yang me-
robah keadzan itu.

2. Rata-ratz perobahan women

LI

[
]
L)
H
=3
)
xy

3 4

dari ; ikrl i4m Lorbanding lurus de-

ngAn gay2 yans beverja padanya dan brpapal sama dengan gaya

tersebut.

3. Aksi = reaksi, sedangkan arahavs birlawanan : N

- .- ~

Pandanzlah sumtu partikel Qengan massa n Pergerak dengan ke~

cepatan v ditawah pengaruh sua+:

dengan hukum 1 dan 2

1%
]
i}
e
o
rrj
b!
3]
p
@

diatas kitz perolch Lhahwa £zy< ¥ Terbanding lurus iengan waktu ra- .

massa diukur denzan pound,

e foot o din Fodongan pound-

1

-

Pandanglah sustu partikel dengan nmassa 100 1b bergerak sepanjang per-

mikaan yang kasar dibawah pengaruh suatu'gaya setesar 30 1h. ]




= 30 -

Migalkan gaya gesckkzn 20 1t dan ftahnnon udara 4alanm pound éama ’
dengan duakali keccepatan partikel dalanm foot parsecond.

- Tentukan kecepatan dan jarak yang éilalui partikel pada akhir de-
‘ .

tik pertama.

Kisalkan x ( foot ) Jjarak yang dilalui partikel dan v kecepatannya
pada setiap wakiu %,
. Regultant zayz yarpg bekerja pads berds adalah

30 - 20 -~ 2v = 10 - 2v

Jadi menurut (2} kit~ maralia vorsausarn
e &
10-- Zv = ==

. av g S, . :
[ atau : 505 T 55 dt alan ZU onmier ienzen peranah terpisah.
Cara.l
dv " g
) —_—— = = A%
5=v j 5

K
~
N
J
I

. &t + 1n € atau
=50

5 - T = C‘—gt/so

LY

Untuk t = 0, v =0 ..» C 3

C -t /n00
5 -V = 5 e gt/)J
: -zt/50
V=5 (1-¢e"~ /5 ) ft/s=c
~32, - =
vV . =5(01-ce¢ 17/59) =68 (1 -¢ 0,6434 )
t=1
3
i R
| =5 (1~ 0,5255 ) = 2.37 £+/sec )
| ..
E Kita tabn behws
i dx
= == dx = v At
! 33 atau dx %
i )
! Jax = J vt
-/
:::5/(1-0*“'U 5 -
: - S0 e
-5 [ t + = g = + &
~ [
Untuk t = 0, x = ¢ . .
| ; O gt /E °
! x=5 % 2_{9 /50 -1 £ s
g -
f
] - 5C¢ ( ¢,5255% - 1 )}
- = ! = ———— Y Yo
x| =5 ( 1+ 2555 ~= ) = 1.31 1t
1
i -

n



we
<1
it
3

Untuk £ = 0, v = 0 dan % = %

J o BIp 3, €750 4t
(5 -v) Vgm0 [F
Ao io 3 .

In === = ~ zt/50

s '
— . e i
oo l"" 3 “: <
fo T e T B ) ) -
- ST . .
=5 [ % ?:i a :t// bos :
|
v =5 (1 = 1,31 f4 j
1
Contoh.2, 1
1
Secrang peneriun, terjun dengan kecoepatan 176 ft/see ketike
parasutnyz nulzil terbuks. Jike tekas sara dengan
> _ 3 o
wy /256 1b, dimana w ju-lah berat dari orangnya dan parasut.
Nyatakanlah kece-airn v dari wektu t setélah
parasut ie rbuaks,
Jawab.
£ T, s T Ly
Gaya yang bekerjs nodn sisten = -~ tzhanan udara.
W av
—_——— = W -
£ dt
av dt 1
. a8
v —-£56
Untuk t = 0, v = 276 “zun t =% , v = v



1V.3, MEKANIKA

DEFLECTICON atau IENTURAY

Sebuah gelegnr yong an
yang lain B terdczst bevan
Ditanyaksn

a. “Lenturan Maksicuns,

b. Sudut lenturen rnkairag- .

% @. -Ientaran dan sudint Iounbueos

maksimum jike diketahui gelegar
- A
mal 16 dengen 1 - 935 gn’ don B
P =1,2 ©idan F = 1 ton.
dawdb :
EI_Y":L.X
Mx = = P} + Px
Ely¥ = = P1 + 7x
T W -—\2
Ely" = - P1x + #%Fx + C_
Untuk x = 0 7' =0
O=O+OJ‘C_‘ :_:O
Ely' = —~ Pijx + 7=
PO S
Bly = -3P1x + - & 5 ¢
&} .
Untuk = = ¢ , ¥ = 0 = i
Ely = -P1x" « % B

a. Ienturan d4i 3 ( ¥ i

|

\
b
'._J
+
1
oy
'-_l

ET
ymax =
-F1-

¥ = F7ET

mex

it dar wada ujung

N
N

{ tanda - menentukan apan )



- 35 = -
naka 1 _ 100%
q = —m—Fmeeoo oo ein ( 126~ % —~ g?} + 4 e T
(100+144 77 7)) _ :
' 3 s
Untuk t = 9, ¢ = 0 maka & = ——-Z- —_— dan
254367
1 — - }%e;;OOt
Q = == —— 5—1 . Sin { 120 KL - g) + ——-————."5-
2{25+3677 )" _ ; 25436/
'l L ) L
Co § = =——m—rm—me T5TT sin ( 1204/t - 9—') + A e 100%
(100+144 7 ) *® )
~100% |
e

1

:

|

|

f . |
Hukum-hukuam perindahan panas ! : : J
. 1

|

dari 1

A

3
GO

i. Jumlah paﬁas gLz tu bengé berbanding lurus dengan massa dan tem- |
peratuarnmya i
!
II. Penas mengalir dari tomperatur yang levih tingsi kepada tempe- |
ratur yang letihrendan. : . - -
| | |
IXI. Berkurangnya panas suatu bends berbanding lurus dengan selisihb
éntara temperatur terda dan terpsratur nmedian dimana benda itu '
beradsa.
IV, Jumish genes yang melalul swade ponerpang Sorbanding lurus de-
ngan penampar: itu ﬁan gradiont temperatur: rokunl perubahan
rata-reta temperatur terhaday jivak, nermal ke penampang. 1
Contoh.1. |
|
|

Setuah bole tembsag

. 0
rang panasnys menjadi 70

0
%0 . Hitungle® kapan pan2s

La

e

berada diudzra sclamd 15 menit, berku-

Jika ¢iketahui temperztur udara waktu itu

: A A D
venda menjadi 40 .



B - %6 - -
) } Jawad :
Spal ini dapéf'ﬁi;eoéhkaﬁ lengar pertolongsn hekunm IT dan III.
Misalkan T temperatur benda pada saat .t menit, meka dengan III T
aT =x (T - 30 ) atan
it
a7
—— = - k 4%
T-30
k ‘diambil negatip karena benda menterikan panas untuk t = 0,
T =100 dan ¢ = 15, T = 70
;70 an ;15
! T—B—ﬁ = =k i',’ dt
“.100 ‘o
bo7o 115
In T - 30 | = - kt
100 o

1!140-—11‘170:-—-15]&;%:9

Untuk t =0, T = 100 den . = t ; T = 49

740 4 r®

—— = ok at
T- :
j 100 30 o

In 10 - In 70 = -kt

)
Ml
[e]

~15%kt ~15ic - 40,1
€ e Jt = { )=

=

ot
=1 B
]
n

tin 2 - 15 9 L
7 7

t = =Ll = 52 menit.

kita keoada ¥D Partiel, mea,; 40 - loo ivairoL L_siri.

—
I

Misalkan g ( kal/sec ) =<-:3-" oz - T Tomctan tolmdud

suatu penampang seluns & com? dmn toim: ] oipe ool ciizan, misal-
kan t° t Pu Bitin ¥ : 3 - 3
g__.q: empcra?ur seatu $itik ¥ dori nowmio Cim 1. = Jewsk dari
_titik a8al yang dipilih ketitit 7.
i DPengan hukum IV dipsroleh :
at

(5) q = X& i

TR T

T

~



wr

T

- %7 -
dimana K = kosffisien hantaran yang besdrnys tergantung kepada sifat

material dari benda fersebut.

Oleh karena temperatur berkurang dslzim arah aliran, maka dengan II

dt - .
== bertanda nezatip.
dx -

Dengan demikian (5) menjacdi

A
(6) G = — X o
ix

Sekarang pandanglah sedbuah pipa yang berbentuk silinder ¥ang berisi

uap. Pipa dilapis dengan suatw bahan lain dsngzn kesffisjien hantaran-

terjadi masing-masive . 2on x. éorn termzoraturnys 4. dan b .

i
|
[a¥

g )

A

Derngan syarat stea’v-sitate panas akan

ir seecars radial

dan penampang - yang

ns rupakan permukaan dater

"

dari dinding pipz

Jike panjeng pidp=

il
™)
.

o
[

Persamaan (6) moenjcli :
o

~

qQ = - 24 Kixx

{

=
H e o s £ o= = Ann 7 — = *
Untuk x = Eia b= E = X, t = 28
; XZ ax A oy ;/t
q —_ = - 24/ KL /; at
x
4& v,
1 1
Zy _
QIn ~—— = ~I%ET (% - %t Y agau

[

EUEL {4, -t
(7) § = mm—mmm e Teen
e
; Ll ~
1n -2
7"?

Sebuah pipa panjangnya 20 mctaw

¥ em, dberiei nep dari

1nin dengun keeffisien hantaran

0
100 c. Fipa dilrvis dangan susd
0,00225 %al/cm dan fetalnys 10 em. Jiks temporatdr hagianliﬁérisekarang
menjadi 35, hitunglsh : : -

a. Panas yang hilang psrjan ) i

b. Temperatur tengah-teniah dari pipa yang terjadi.

. oy -
- e [T —— - R - e - ale - r Y g~ - -

I




TR MY O w e T m—— — —

Volume alr yang keluc- Anmz walitc t cdalzkh

- 38 -
Jawad : Dengan rumas {77)
2HEL (v - %,

3 2

&, Q = ———————— —————————
m (2
S
l .
30

I =20 m = 2000 com Kl = g— = 15

=
]
o
=)
o
[\
N
v
H
]
=
\n
+
[
Q
It
A"
N

ot
n
s
o]
o
L
il
WA
i

" 50 v {100 - ER
q = 272 8,00225 . 2000 (100 - 35 ) .1 cce

In { 28/15 }

= 3588,0257 kal/zoc )
Jadi jumlak ;eonss gang 2ilzug T=i0m
a4 = 3600 . 3586,0257 ¥zl = 1.20C IC? =1
b. Radius sampzai dirding Sengeh Jarl pirt. olab
xé=15+§§: = 20
B 2 L 0,00H25 . 2000 {100 « 4 )

IV.6. MEKAKI¥X? PLUIDA,

Sebush corong berisi air, sudut keluar melalui pipa adalah 60° dan pe-
naapang vipa 0,5 emZ. Tinggi air dalon corong pada $ = 0 dalah h{0)=

10 em. FPada waktu t = 0, mulut pipa dibuka  dar adr mengalir keluap,

Titanyakan kapan corong itu zkan koscng.
Jawalb : . . /

\
————— \ /
A

kY

Y
N N N e /T Y
SUSE et/

- \

- /

(s} - . - onY =08 Ty : \2 jf -
: ’ :
dimana v keecepatan 2lir-yn . in. E\ _j" EA}CU
. / :
Menurut hukum.Torricei}i teco— : ' Xa 4{7
patan zai esir yons menr-liv :\§$f/
melalui suatu szluran adainzi s i;
(9) v =0,6Y\ 2zh ' ' ;%
dengan g = 980 cm/sce2 dan ‘ aé
h = tinggi zat cair ketike itu. -

e

4 T Y



.

;

Subsitusiknn {9} kedal

(10) AV = 0,3

2m {8} ®itz psrelsh

Migsalkan perobahan veolume air Zzlam corong -dalam waktu t

(11) DAY = —-Trsah

—

a *
(12) AV = =

h berkurangnyz tinggi air dan r

z

h tg 30°

1l

= h/V3
=/~ h
3

Sekarang ¥itn perelch kesamasn dari (10) dan (12)
- i -
*
ST = /7
D, 2gh Tt = = 3 i % rakel
’ T Tz F
Aot ~34 7
P - :
ST
dh ~%% 2
o e 4 E ~. -~ - = e .
— o = XU TEMED T e —— RGN
. v
$hn
*-5/23 oAt 0 Cietie S an
i ih = ~ ¥ 2t 5 ooFY B sribnh terpissh

t:gz

Jadi corong akan koSong; bila h = O; maka t = 10 second.

IV.7. 1IMU KIMIA.

Contoh.i.

Dalam suatu rea
sata molekul =zat = dan
Tt = 0 jumiah molekul 4
apabila dalsm wakiu %

X, naks jumlak melekul

il
=
[
e}
il
(S I
=
o

. 5/2

~¥’° ) =1¢ - 0,035 1

terbenturish sotu molowul zat C. Jika pada :
dan 3 masint-vesins misalinya & dan b dan
¢ yangs terbentuk menganding

don @ osetelsh wakiu t zenjadi a-x dan ¢

ditulis Zengon 1




i
:

" Selosaikan proses reaksi diatns jika dikedakui = o= 5, bt = 4 dan untuk

ot

n
-
<

t =5, x =1 dan tertukan nilni x sesolah i

dx i
(5ox1l4cx) -k at

P |
gx_ dx oy

4-x S5-x

Untuk t+ =0, x=04dan t =5, x=1; t = 10, » -

gy 11 15
(1%} In =—2 ° = bt dan
4"'"X BN i
o - e
T ERIE
(14) I 22E L
G=X - —-n -

Selanjutnya vagi (14} <ergzen (1%) “varolen :

5-x 4
In == - —
3-x__ 5 Ten o s
—.—_—Z—__E——-— = i, = - WEa
in = - =
.3 5
5-x 5 ;16 .2 62
x=: ' =

Contoh.2,

T —— — —

Suatu tenki berisi 100 gn

el

larutan garam dari 50 1b., Kemidian dimasuke-
kan 3 gal larutan permenit yang setiap galnys mengs ndung 2
Dengan_jalanjmenggoyang»goyangkan terjadilak larctan yanZ homogen.

Tentukanlah berat garam yanz tinggal dalam tanki setelan 30 menit,

Jika diketahni reta~rata larutan yans keluar 2 gol nermenit.
Jawab :

Jika;?émisalkanlbe;at garem dolos tanki sedcloh % menid sanme dengan
X pound, maka : Rata-raits tambahen Eiran permerit — L { iv/menit )
poun 8 1 Hate _ : o3 ib/menit

Garanm yang masuk permenit = 3 ( g81/1b ). 2z { 1v/0c1 ) = 6 ( 1b/gal ).
Ratawrata tambahan laruton cermenit = 3 g2 - 2 gel o= 1 gal,
-

Jumlah larutan setelah t meuit meviodi T 200 + %) .nl,
Konsentrasi larutzn setelrnh - venit = ~i§——

: T 100+%

- Iy L V x N
Garam yang keluwar permenit = 2 ( gal/renit ) . 501% ( 1b/gal ).
2x
= ——=Ze { Ib/menit )
156G+t

L

-l 4



TN
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Sekarang kita peroleh kesamaan sebagai beprikut @
~ Rata~rata tambahan garam _ saram yang masuk garam yang keluar
s = - Can yang
( 1v/menit ) - { 1b/menit ) (-ib/menit )
atau @
ax _ ¢ 2x h
at = 1004+t
ax 2% s
33 * 1557 & 3 adaiah FD linea» order satu.
- 2dt
4 100+t 21n(100+t) z
R =e = e =(100+t)°
(106 + t ) x =, 6 (200 +« t )°0F
Untuk t+ = 0, w = 52; % = 30, X = X -
b ;'.:: z ) — “'
{100 + £} % = SR .
=L ) Rk
x-=0
120%x - 202 o .2 - T~
o 2022307 - 350 a0
13C°
TR0
= 250 - =ia=
T7ES
= 171 1%b. . S
50AL-S0AL _ . . .-
1. Tentukan trayektori-trayektori orthoge:al yang melslui titik -
( 0,1 ) dari sistem garis lingkung y = 2x + 0¥ Tl
2. Tentukan trayektori-tfayektori orthogonal dari ellips
2 : ~
4x +F = cX

Syatu partiiel beratnye 2C 1b bergerzk memurud suatu garis lu-

% mays konstan yang besarnya

rus horizonsal fivawz. POnWIITUS SuUL
dalam pound 3ame foengan wnTIy v&3i Toesnsata dalam feodl”
Hitunglak keez7aven par-iiscl an f08W 7.3 ¢ dlaluinya 'setelak
%+ detik.

Suatu bende dap: 100 1t dis.t.nken coci smetu tempatb. Jika ta-
hanan udara tertanding larus demgzai keeepatannys - dan kecepatan

maksimum adalah 173 £t /desik. “entukan kecepatan benda pada akhir

detik ke lima.
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‘Suatu tanki mula-mula berisi 50 gal air. Femudian dimasukkan kedalam

tanki tersebut rata-rata 2 gal larutzn garam permenit dimana setiap
galnya mengandung 2 1b garam. Dengan jalan menggoyang-goyangken tanki

diperoleh larutan yang horisgen dan pada saat yang sama kKeluar dari

‘tanki rata-rata 1 gal larutan permenit : .

Ditanyakah :
a., Jumlah garam pada saat tanki berisi 60 £al larutan.

b. Konsentrasi garam dalam tanki pada akhir menid ke 20.

Sebuah pipa dengan diameter 20 c¢m dialirkan uap darj 166°¢C, Pipa di-

5]

lapis dengan suatu beahan tertentu yang tebalnys 5 oem. Temperatur ba-

. ' o A . i .
gian luar menjadi 40 C. Berapaiiah seharusnya tsbzl lspisan itu agar

..anpaya panas yang hilang berkurang 20%.

Sébuah pipa diketahui diameternya 10 cm beprisi uap dari 100°C. Pipa

dilapisi dengan dus maczim bahan penycket masing-masing 2,5 cm tebalnya,

yakni dari asbest ( ¥ = 0,00060 kal/em deg, sec )} dan yang lain mag-

-:-nesium ( K = 0,00017 cal/em deg, sec ;.

Jika temperatur permukaan luar adsalakb 3000 dan panjang pipa 1 meter,
hitunglah panas yang hilang per-jam apepila asbest pada bagian dalam

dan magnesium yadz bagizn lusr dan sebaliknya. Bandingkan jJjuge kedua

. hagil diatas untuk tujuan effisiensi.

Suatu induksi dari 2 henry dan tahanan dari 20 okm dihubungkan seri

~

~dengan suatu emf dari E volt, Jike pade t = O, arus i = 0. Hitung

kuat arus setelab 0,01 detik anonbile !

a. E = 100 vol%t.

b. E = 310C sin 150 % volt.

Apabila suatu sakanan R ( obw , & cuilw ozoisitint © 0 farat ) die
hubungkan seri dengan enf B ( wvol® ), sen s:oicu < . Loulemb ) pada
" Kondensator dan arus I ( amp ) didborikwan coleh

aq Q dG . 8% x ‘ak

R == Tz = B oo + 2= =

Baggreo=% T=m "@wTTT:

Jika R = 2000 ohm, 0 = 5 x 10--4 Tarat untuk ¥ = 0, I = 10 amp

.oy T

Hitung kuat arus ketika t = 0,Cl detik jika :
a. E = 100 volt.

b. E = 100 =in 120 %

. Yo

e
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Suaéu'tanki yang berbeniuk kerqcut lingkaran tggak_@anrpuncaqua
kebawah, mempunyai lobang paia alasnyz yang besarnya dapat diatur
dengan sebuah katup pengapung adalah berbanding lurus denggnAdalamnya
ajr dalam *anki pada getiav menit. Berapa % waktu yang diperlukan un-
tuk membuangkan separoh dari volpme aitr -dibandingkan dengan untuk

mengosongkan tanki sama selali.

. : i s ¢
Sebuah bola terbage dipanaskan hinga temperaturnya menjadi 100 C.
. . . - . . g -
Kemudian pads % = O bola diceclupkan kedalam air dari 30 C. Setelah
% menit temperatur tola -l

G C. Fitung wak¥tu yang diperlukan

sehingge temperstur Lolo menjaci L.

Percobman pads el pTorimz or 0T nioam redzladm sebuah ruang-

o

an yang tenmperaturaye TU00L 3ttalcvoonaw m nit termometer uwenunjuk
s} " , s o !
angka 45 F. Tentukan fonperiiar dng lltwnjuaxan termometer tersedbut

setelah % menit bornls dalern rmelgol LT

Dalam suatu kehiduuan dakteri, jurlannys menjadi dobol setelah 4 jam,
berapakeh jumiah vakteri tersebut seteiah 8 jam jika pembiakan bak—

teri itu bertanding lurus dengan waktu.

Sebusk gelegar yang panjangnye L foos, 3ijepit horizontal pada ke-
dua djungnya dengan memencangkan ujung—ujungnya itu keﬁada ‘tembok
penahan. Tentukan persamaan dari larutan elastisitet batang terse-

bui 3iks terdapat bedan yang uniform scbesar g 1v/ft.

Suatu bhatang panjangnya EIrft; terdapat beban yang'uniformjdari

q 1b/7t yang disowong peia ujung-ujungn?a dan pada titik tengah-

L]

nya.

$iws temgsT 4z entukanlah persamaan

Ambil Bisiv —coymnoloan mode

<l
-

lenturan "1lustisisg
P 4

crE on Rstorvnoacalslr fo30 4 55\/733 JaL /

~daish 42% dari

eriilbyor Gugn hedon v LR7 irnt

nitai yang ciperolul Filke ihang a4 gntong duz pada titikx tengahnya.

=
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