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KATA PENGANTA}

Sudah menJadi kenyataan di perguruaa Tinggi di lrdonesia,
tidak banyak buku - buku natematika ySng di olah dalan bahasa In
donesia. Umunuya literatur ya:lg dipakai sela1u d,alam buku yarg
berbahasa asiag baik yaag berbahasa Inggris atau bahasa Belanda.

Sehubungar deDgan ituJ-ah kami Dencoba nen)rusua sebuah bu_
ku yaag merupakan salah satu pegangan ustuk mahasiswa tingkat
Sar j a:ra jurusan matematika.

Buku pegangan mahasiswa iryi kani beri judu-1 :
IIP;NGANTAR TLI{U UKIIR PBOYqTTIF II

Terujudaya buku ini adal-ah rnerupakan bantuaD ya-ng diberila-u oleh
Proyek Pembiaaan Pengembangan perguruan Tinggi, p4T - II(fp pa -
datg, L9?9 / 1980, dalarn memper-banyak buku ini sehingga para oaha
siswa Capat rienanfaatkannya" I'laka sudah selayaknya kami sebagai
penJrusua nengucapkan ribuan terima kasih atas bantuaa yang teJ.ah
diberilraa oleh P4T yang karni utarakan diatas"

Kami sangat berkeyakinan, bahwa materi yaug kani sajikaa
dal.am diktat iai nasih dal.an serba kekura.ngaa, dan untuk itulah
kami nemohon bantuan pemikiral reka:0.-rekan sejawat dalan meuyen-
purnakan buku ini, untuk lebih bermanfaat headaknya. U:rtuk itu
kami mengucapkan terina i<asih.

Pada:rg, Februari 1980

Penlrusrrnt

Drs. Rustan Nurdin MA
NIP" a,otE7o94
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BAB I
PENDAEULUAN

ILutu Ilkur Proyektif ialah suatu cab..6 natenatika yaa6 nenpela -
jali sifat-6ifat kalau diproyeksikan suatu beada, naka
proyeksiuya berubahl tetap, dan eebagai.

Garis-garis pada bidaag Euclides ( tiaa6 datar ), ditanbah de-
rl8a:l satu tittk tak berhiagga ( ./) ) , dieebut garie proyektif.
Lagi pula ILau Ilkur Proyektif sangat bergaatuug pada field ( bi-
daag ) tempat bekerJa. Fieldnya tenpat operasionalaya natenati-
ka iut rungkia bidang kompJ-eks, bidaag nyata, bidang dimensi I
( n,| ), dioeusL ll ( R2 )s atau Eield Eodular berkarakt eristik 2r
at au Jr dan sebagai.

CoatoE : Dalan bidang modular berkarakt eri stik Jr haaya akaa men

punyai unsur modula Orl, daa 2. Senua bilangaa bulat Ji
ka dibagi dengat 31 akan mempunyai sisa Or1 dan 2. IL!
1ah yang disebut nodufo J.

1o 2

!'5(' 6
.-21

'9

'.4? -'zz
r .1o

11 -2'
8
-11'-112'r" -111

Kls I KIs fI KIs III
wakilnya : I wal<i1aya : 1 wakilDya 3 2

ILnu llkur Proyektif dala.m buku inir dr.jabarkaa deaga.n menyajikaa
terlebih daliulu sifat-sifat traaeforoesi, grup traasforuasi, da11

Besudah itu bervarian, group of aotion, Proyek6ir Cross Ratio ser
ta titik tetaptrya suatu Proyektifity.
Catata]x : Algka-angka dalan lingkaran sembaraDg letah. De.larn ke-

Iae I angka-angka:rya : O13 t 6, -21 ,9r -111 daa dalaE
kelas II : 1, 4t 7, -22r 1Or -'112r dan kelas IlI . Zr5r
'11 | -2rr 8, -11r.

1
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Defirdai

Fa6a1 1 : Transformasi

Suatu hukun yaag neaggabuagkaa ouatu titik P dergal -,
suatu titik P disebut traasformaai.

tP T P T = trauofornaai.

P

Pr

Titik P berobah ke P , suobu tetap.
Ka.]-dr dari suatu tiitik P dibal,ah suatu traDsforaasi terdapat sa-
tu titik Pl, maka dikatakan 1 Ia',gan I ( 1 - 1 ).
'Jadi llancferraasi nen8hasil-kan satu titik P tunggal.

Bentukluruu suatu transfolrnasi adalah 3

*1Y
T

1

x =f ((

( =s( x J

KaLau diketa-hui garis ,in8kun6 
c ( = kuBpulan titik-titik), na -

ka pada unuxnDya hasil transforoasinya c dibarah suatu traasfor -
nasi T r merupakan suatu garis lingkung c pula dan berlaiuaa de-
ngaa c.
DhLam traasformasi itri meucakup masalah 3

a. Rotasi
b. Refleksi
c. Trans].asi
d. Ideatitas.

a. Rotasi ( Penutaran ).
Dalam masala.h ini yang perlu lita ketahui

1. Titik pu6at Rotasi.
2. Arah Rotasi ( sudut lotasi ).

b

adalah

t,

v -r

)
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Perhatikan ganbar"
Pada ganbar bampak segitiga ABC di -putar sejauh / sebesar sudut Ordengaa
arah berlawaaan dengan jarul jam.
I.iaka : A, mapping dari A

Br napping dali B
Cr mapping dari C

daa O adalah titik pusat rotasi.
Rotasi tersebut biasa ditul_is deagan :

s( or@ ) : ;a ---- Ar
,. g _-___ n'
i c 

---- 
gt r-

\

A 3 C ------ Ar Br Cr
Persamaatr umun dari rotasi dapat diuyataka.E deagan

/ x.'\.

i Y'rj
cos @

sin @
-sin@

cos @) ',.v i
Persanaeut diatas dengaa muCah kita menperolehntrra bila kitahat gambar dibawah ini.
Kita nisalkan tltik A terl_etak pada sumbu X dari
sunbu koordia.at Ka:.f, ssius.
O(OrO) sebagai titik pusat kita putar A
sejauh e, dengan arah berlawaaan dengaajarum jan. Kita memperoleh titik Al
fentu sudut AOAI - e dan titik A' (xrry,)
dapat kita tul-is dalam bentuk laiu : '

1r =3cosC xr=rcos(Q+O)
yr = r sin C Xt = r sL:r ( J + O )

dari cos ( @ + O ) = cos @ cos O - si.:r @r sia Osia(@+O)=sil1 @. cos O + cos @. si.:r O
maka : fir = r cos@. cos O - r sia @. sin O

Xr = r sia @. sia O + r cos @. siu O.

1i

Y
t
I

I

/li ,\i

Ar (r cos:r-r r siu:<.)

l(x1y) x
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kareaa titik A (xry) t<ita ambil pada eunbu Xg

= @O daa tentu x=rco6o daDy=r 6iDO.

-yeiroO
fycosO

tentu 6udut AOA

Se-

- sirr 9O

cos !O

harga x da.:: y kita subotitusikaE p.d" xt dan yt.

/coe@

i sin@

contoh : Titik p(2r5) kita putar dengan o sebagai pysatl
Jauh POo positif. Tentukaalah pr.
E"r"!." @ = 9Oo x=2 y=6

kita dapat :xt =xoos@
yr = y sia@

meEurut persamaaE l= 1"iis

Persanaaa ltu kita tulis : / xr I
R {. yrl

s lrx Ii,i
ia@

6@
t

co

2,
I6i

o \t

"li
9oo

90

os

Ln

, 1-6 \
/ \a /

,'t x'
iyt

x
o

1y

i =;'2 cos 9oo - 6 sia loo

/ = i, .- 9oo + 5 cos poo

iladi xr =-5 da[yr =2
teatu : pr (-6,2)

Soa]. : l.Segitiga ABC Cinana n (lro ) : B(4r4) atarl g(Or4) 
r

diputar dengaa pusat titik pangkal sejauh 45oposl. -
tifl Tstlf,ukatrlt ah koordir-t Ar, Bt dan Ci. Kenudiaa
ganbarlah bangun Ltu.

2..Ilka selitiga ABC 6oa1 no.1 diatas setelah diputar
itu diputar lagi sejauh 1!o positif, teatukaalah mat
tik peuetaa::ayao

b. REPI,EKSI ( Peucerninaa) .
transfornasi yang tidak neagubah j aralr disebut Isoreetri.per _
hatikenl ah ga4bar disebelah iai.
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P.o......... Pr

Q 

----- 
Qr P

PQ = Ptqt
c = aebuah cerniD
Eiti}-titik pada cermirl
dipetakan pada dirinya 6endiri.

persallraarr 3 jx'

\v'

Pr/

a ,L,

L

R

Titik-titik yan8 pexce taanrJra adalah pada dirinya sendirirtitik
itu disebut titik invarialt. Seperti titlk S, L dan R.

Ada baikrya kita melihat refleksi ini dengan menggalggap suEt -
bu-sumbu .koordiuat l(aretsius seba6ai cepmia seperti tergambar.
Kita c er_iakan titik P (xry) dengan cer iaaya adalah surnbu X,m'tr'
Ea.}ta aka! didapat Pr (xrryr 

^yTentu: xr = xdany, =-y
xr = 1rx + ory
yr = 9.*+-1 .y

i x'l i1 C\,,'x1
iladi:lv, j=io _t .jt.t )
dan bila lita anggap sunbu Jr,

sebagai cermia, akaa didapat

Aj'(ax2y) _ _ _ A(x'v)

0 I x

1
t=

1o
U !;x \!l it i\v)

/. )
\v I

SelaaJutnya blIa garis I = x 6ebagaj,

oernin kita akan dapatkaa persaraar
Ar (x )v,

/o
\1

*t 'l

v';
1\
o/

Akhirnya kita akan Ee!.enuka!, persaaaan unrur dari refleksi lni
yaitu :

I xt t a br, ,1 x .
li Id,iv I\yl

i
I
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CoDtoh

nal<a

Jadi
Soal

Akibat dari suatu pemetae.i: kita per.oleh persanaatr :
xt-= 1x + ly dan yt = x - 2y. fentuka.n At (xtryr)dari
pemetaar itu. Jika dihetahui titik A (6rr).
Caranya : Persamaatl : x

v
kita perdapat persamaaa

| =3x+5yI = x:.2y
i x\
[ "l

t*'r- l,
(v'.j- \1

El

-2il3r\
,. @./

!'6 t

\r /
i*''.-:r 5',iy'/- lr-z J

At ( frr@ ).
1" Segitiga A-BC cinana A (1r2) ; B (6rr)aaa c (5fi) kita

corminka[ dengan geris y = xr tentukaalah inagouyao
2. Duktikanlah bahwa refleksi denga! Sb.y daa difanjutkar

derga:r refLeksi deagan sumbu X sana dengatl rotasi de-
ugaa 1800. I

cr IRANSL{SI ( Perpindahal ) Y
Ar (xr v

a

I

I

si dengan T =

)
Perhatikanlah ganbar disebelah kanau ini :
Titik A(x;y) Cigeser rleajadi titik At (x'ry,)
Akibat dari pergeseran iturterjadl pero-
bahan x r:renjaeli xrnsehingga xr = x + a
dan y nenjadi y' I dixoe,na yr = y * bo
Sehingga kita d:pa; persa&aa :

;xr', ,x\ iaily',i= ivl * 'b;
Iranslasi diatas biasa dituL
Cgrltoh : Misalnya titik K (

akarr diperoleh Kr s

c

b

>)

x
{

b

x
- 

jaI
aS denPall I =:- I" r b j
51 10) kita tra:rsIa
ebagai berikut :

ir\
'\5 i

h

x

A

Y

Fr

x
Pr

I

I

I

h

x

A
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i a \
\..., 

)

xl l,

yt.)
5 +

)
/t

1Or \5
Iilaka : Kr ( Brt5 1.

Sekaraag kita lakuka:r traaslasi itu berturut-tulut sepertL ter -
ganbat. Titik P ditranslasi dengan T, didapat Pr I kemuc'lian Pr

dLtranslasi lagi dengan t, diperoleh Pr I .
Maka P ( xly) ---1---- P'

tr^
pr 

---!----- 
pr r

darl T 
Z

l{aka persamaan untuk
P ------ Pr I adalah

ic.=ra;(;)qBiLa

I

ti

ia
\b

ix

i... v

tx\+l
I,Y ,j
./ a+c '\
il
1.t+af

ic,*:.rO,
v

atau x

v

Contoh : Titik q (-2r1) ditranelasi berturut-turut oleh fi
/3'u"r,r^
\ ,..' z

naka qr :

,)l
= ,z,)

1*l I=i'*)* /2 + 5'ry'; r,y/ \)+Zi* ?l i5'i
+ 5l-'.6i

tentu :

iradi Qr 1 516 ).
Soa]. : Teutukaalah koorrliuat Ar t Br datr Cr akibat trauslasi f

I

-t

t-2
I

\1

i)o'" % = i-ll

r*' ,
\ r'.,,

1

dirnana A (Or2) n(5rz) aa:e s ( Iro ).

d.ELEMEN.........

I
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d. ELE},I]IN IDEi.i?IfiS ( !;remea netral ) "
Pengertia.:o : Suatu baagu.n dikal-ika:r den8an elemen ideatltas -

tidak berobah. Dalam ha1 transfornasil bila sua-
tu ba:rgun ditransformasikaa dengan eleneo identi
tasr maka hasilaya adalah ba.nguJr itu sendiri.

Bila kita tinjau ker,rbali dari masalah-rnasa1ah yang telah kita
bicarakan na-ka :

'1. Dal-aro rctnsi :

s ( cr A ) "s( or-A ) = I (I=ioeutitas)

2. RellgEs:L :

K:Lau kita lakr:l<an refl-eksi terhaCap cermin yattg 6a

na maka hasillya adalah I.
_2JnCi:R'R=R-=I

Untuk jelasnya lihat 6ambar :

Kita dapat membuat persamaaa

unur0nya :

/ *'\
['',,/

iti x'\
l:

\. Y"l

o

1
A.

Pmaka: xt =xdalyr =y ,,

Contoh:
Titik P (zr4), ditrar: - !ar'66si denga!,

elemeu ldeutitast maka hasilaya
juga titik P sendiri. ia,v)

Bukti :

'/ 
xt' 'i -I !-

\ Y'l

)\,
/,
Io

" \ l/'\1!1,4i
i, \i+/

7.

R t
t u.vj-?

,Iadi : I'r ( 2t4 ).
Selarjutnya ada baikaya kita melihat apa yarrg dioamakaa :
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a. Tit ijr in rari.en
Pada suatu tra:rsformasi
F:T T

T adalah invarian.
Padt rotasi ada satu titik invaliau yaitu titik pusat ro-
tasi. Pada refleksi ada satu garLs inverial yaitu cerniD
sEndiri. Pada translasi tidak ada iuvariau.
Pada identitas setiap titik invarian.

b. Rotasi yana berturutaa.
Jika rotasi pertama disebut S ( orA ), kedua S ( orB)da!
ketiga disebut S ( OrC )1 maka kita akan mel,ihat :
1. s (orA).s(orB).s(orc) = s(otA+B+c)

2. s (orA)"s(o.B)= S(0rs).s(orA), sifat konutatif.
l. s (orA). s(0.8) "s(o.c) = s(o.A).s(o.B) s(o.c)ra66o6ie-

tif Iow"

4. s (o.A).s(or-A) = r (elenen ideotitas )

5. s-1(orr) = s (or-4,) ( elenen fuvers ).
co DEa refleksi berturuta! :

1o ferhaCap dua cernin yaag saling berpotongaE

t
I

1
R

RR

R
2

1

R

=s(or2A).
=Ri=f(identi'. )"

TTZa da! Rl " Rz -2d

1

2o Terhadap dua cernin yang saling tegak lurus.
Ra. R, = s (Or18oo) adalah H = half-turu

J. KaLau cerminnya sejajar :

R d jarek kedua
cermin.1

Dua kali refleksi disini bero'bah nenjadi traasLasi'
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Faeal 2r TraasforDasi"

Fenpgrtia:r :

1. Gioup aclalah set yang tidak kosongt dimana berlaku oPerasi 1l'

nea:r yalg memeuuhi sifat-oifat berikut :

,Jika a3 b, c dG. maka :

1. a * b t'G Can a.b t. iG ( closure )

2. ( . b). c = a ( l.c) ( Assosiatif)-
7. Terclapat unsrE e (identitas ) pada Gt hingga a'e = e'a = a

untuk semu.r a {.G.



1'r,

4. Untuk setiap a (G, terdapat ar (G hiagga aoar =ar.a=ee{G (Invers ). .fika pada G tersebut berl.alcu hukuu Ko_
mutatifl naka disebut ! croup Abiliall ( jlahan kuLiah AL
jabar Moderu - Dra.Murtiaaa Ramli ).

2. Traasfornasi neliputi
1o lbanslasi
2o Rotasi
J. Refleksi
4. Ideatitas.

Suatu himpuaan transfornasj. disebut Grou TraasformasL j ikat
ar nelrtr]rulyai dari setiap transformasio
b. tertutup dalan operasi perkalia.r. dari setiap dua tral-

formasi.
c. memiliki identitas
d. nemenuhi. sifat assosiatif uatuk hasil kall, tra:csforma-

1.TRAI,ISLASI
Hasil kali dua tralsf.asio

Easil kali dua translasL adalah satu traaslasl, ya:rA dilan
jutkan dengau translasi yaag Iain.
UEpannakan : q1 Eemeta-kaa titik p ----- pr

I, memetakan titik Pr --- Pr t

Easil ka.Ll, kedua tra.uslasi ini dapat kita Eyata-kan :
aZ" f,1 (P) =P'r

Keterangaa: T,, dikerjahan dulu, kemuCian dilanjutkar Ta

Contoh !eorr"coo.r..r

I

I
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Ccntoh :
1o Mi6. r.t <f I drr\(': )

maka

,/ ,,ix
[,o.\ dan titik P ( 2, -1) adalah :

\t_
i tt

v

pr' (4,) )

Sama halnya : (

(

. i'-'t + 3'\* [ z+z]
!z'', i 4\+l i = I I(.+l ',.:/

/ *\
it\vl
i2
(-, j

i

1

I

l

:

)5
1

()()

z. r2o \ = r')t * (Z) = ( -2:Zr 
= { f; I

)+r-l)=(Zi:)=(t)

xr 2
I

3
y' )+(

ll*t
2

xi I

)
4
1

()(+)

x

5
1

(

(

-1
2

-1
2

) )ytt

T

P''' ( !ll-.)
Jacli hasil kaLi dua translasi adalah suatu traaslas5' ju
ga ( tertutup dibawah operasi perkal.ian ).

1
2

tr o T, = qo A2 ( korutatif /.

Secara umun himp'translasi dapat kita tuli ska! 3

1.qoTa = T"+b ( tertutuP )

2.%(\+[c) = (uu.%). r" (Assosiatif)

).T*.T.= f = f (trdentitas )

4. r \'r., ,T (Komutatif )
a

r (rnvers ).

(o Tz
1

a!,
b6. 5'%'r"
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1'
Berhubungal ha1.1 s,/d 5; maka hinpunaa tra.nslasi Eerupaka!
Group Traasformasi dal dioebut jug. Group Abillia:r (Group ko-

I

I

!

I
l

I

i
i

I

I

I

l

nutatif ).
2O ROTASI

Easi]. kali dua Rotasi :

Easil kali dua rptasi adalah suatu rotasi yaag diLanjutkaa Ce

ngan rotasi yaa6 J_eia.

rllka A _ At dengaa rotasi S ( Ore- )

At _ Atr d.eDgaD rotasi S ( Or i )

1" sz r s1 : s ( oroi ) . s ( o.: ) =s ( ort,-.ai 1

(tertutup Cibawah operasi perkaliau atau perkalial
dua rotasi nenghasilkan rotasi juga ).

,.s(o
s (0,

,- s (0r 31 s(or if )

)"s(orn)
(komutatif )"
= Ittor.r) :s(orf )

(s)

2. s ( or.-i) . s ( or:1 = s ( cr f

j.)
ti

)

I

(

/ *l\ v./

Assosiatif ).
4. s (0, \> ). slor-o.1 = s (or-a). s(or d ) = I

5. s- (or'-r )

(Ada eleneut Identitas ).
= s (or-cl) (Ada elenent Invers untu.k setiap

eleneut ).
Kalena memeuuhi hukue-hukum oiatas, naka hinpuaa:r rotg

s5, merupakaa suatu Goup Transfornasi da:r disebut juga dengaa
Group Ab lLLiau ( c,roup Konutatif ) o

Uatuk jeLasoya dapat kita perhati.
kan ha1 dibauah ini :
Pers"Matrik rotasi :!t xt 

l
--t l
J./

_f cos - si:1- \ sin cos

= sd putaran.

\
!

tL*,t-!

(a
i
!

I
I
I
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Sekaraag S ( o, ,t I
1/ rr D

| '-,
i OAr tt

s (o, it+,1 )

i z''.,

tri
l= lI \-t

(0,i )

OA

OA

oAll

oAr r

OA A(xry ).
at(1rr' Yrr)

{r?**) + ooi;
f +.x ) + "io 0"1 1+
(? +:'). sln o"') ;
in (p +,, ).( r sin o'i ) +

= r coa 6'1 4 r sin o./
( 

^l
=r cos )(9 +,L)+O" 1i+r sia

= rl cos]( ? +o). cos ci -oia
r siu (.'+>). cos o + co

= "o. 
(l +:*). ( r cos o'i )

s

(
(

s

ix(v

sin (.i +-l). (r 
"o" 

dV ) + cos (:3 +;'). ( t si:l o:+).
rrl cos. (,3+.,) - sin (i+. ) ,/r cos O.

l=ttrr; . ;"/ si.n (t+,) cos (f +.r)lrsin Ol

Detrga! demikia:r berlaku S (or r- ). s (or:-" ) = s (ct3+a)
(hasiI kali dua rotasi, juga merupekaa rotasi")

&@!
Dihetahui titik P (zrJ) airotasikan dengan sd.9Oo dan ke-

nudian dilanjutkan den6aa sd 9Oo

fentukaa . Prt,,'*r r, yr r.) S(O

,/x, ,\ /cos.t8oo - si.:r r8oo \

r rt'l = li sin.r8oo co= t8oo.i

= /2 cos 18oo - , sin 18oo

(, .- 18oo . J cos 18oo

.'. Ptt 1-2, -7 1

REEIEKSIO

IIaJ. irri daPat kita n$atakal :
t

1o R,(P) = P atau PR., = Pl

2. Kemudian kita lanjutka-n lagi

Ump. R, : nemetakan titik P 

- 

Pt

R- : neneta-kan titik Pt- Pt t-2

" PusatEy

,goo).s(o
aO.
,goo) =s(or 18oo)

I

R (pt) - Prr
2



t-
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Kedua refLeksi ini dapat kita nyatakan

R ( P ) = PttR2
1

I(e !er1r4ga4

Contoh f

dikerjakan dahul-ul kemudian dilanjutkan dengau B,

: P (rr4) 

- 

Pt (3r-4) 
- 

refleksi terlradap sb-x
: Pr (fr-4)- Pr I (-rr-4)- -rt- -rr- sb-x

R2 : Ri (p) = Rz R1 (rr4)

=R2(3,-4)
= (-9, -4 ).

._4)

Selanjutnya rnarilah kita ti:rjau himpunar refleksi.
Apalcah hinpunan refleksi tersebut rcerupakan suatu

Group Treasformasi.

1. Pada oerroiu ya! tr saliue teeak lurus :

Perhatikan contoh I
R^ = s ( o,18oo )

Rt

Bt

2
-'l I

I

i

Pi.:!) R

i,
l

I

I

I - v- -iI li.t ')

prr ( -J

J}

a R
1

(Perkalial dua refleksi menghaeilkaa suatu rotaei (S) detrSatl

pusat o dan sd putata! t8oo) yang disebut ' trllal.f Tlrr'trrr ( H )'

2. {.
Dua ceruia Yang berlf)torga.o :

Untuk ini kita tiujau R,

R- : P Pr'l-
R- : Pi Prr2-
z IDM =z pro!{

L prON =/ Pi tON

L POPT r = lp6pr + I ProPrr

= 2 tlftoPt + 2/ NOPr

= 2 (L MOF| +'NOPi )

= 2 '' l4ON

,/ti
Rr

/ ,.y

P,

! ,'-l_ '.'t': / -4 r- x._' t-_

= 2:-.r. .

€:
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Maka Rr', *, = t ( O, Z ,-x 1

iPadi perkaliar dua refleksi oenghasilkan satu rotasi S(O,Z *-j)
(:r = sd antara ke,l'-ra cermin ).
Jika kedua cermin s.n. : nf = I ( fdeatitas )

f. rlilra kedua cernin si.iaJa.rr

/l

r
t:_
L-
:-
t:

(
./

I4 4.D

Disial dapat kita l-ihat : /A3c _f 4'3'gr
SelaujutAya : 4 AtDrCr _4 A. rBrtctl

Penetaa:r ABC _ AtrDircr (Tbaaslasi). .'. Rr, R,1= tr d (d=ja-
rak ).

Dari peucermina! (1) , (Z) aa:r (5) aapat disirnpulkea :
Eimpuaaa refleksi buka! suatu Group TraasfornasL kareua hasil
i'ra1i refleksi bukd nenghasilkao refl-ekei, tapi roenghasiaka.a ro
tasi atau dapat juga nenghasilkau traaslasi.'
Jika kita lihat refleksi dari d.ua cermi[ yang sa3.i ni, i da! rg.
tasi * putaranl ma.ka al<an terbeutuk suatu @oup lbaltsformasi
yarg disebut rrPour Grouptt dari keLin.

Dan Group ini merupakaE Gqoup Abiliall (Group Komutatif ).

d



Yx

Y

x
H

I

x

"a

I
H

r H

E

r
Y

x

I
H

x
Y

o

I
H

x

Y

Traasfornasi f

'li:: x 0H=Y6G

2.(xoH) oY = xo (EoT)

,3I= x0x
T=I

J. Ada cl-enent ldentitas ( I )

4.xeiEi =r * Invers( xrc)

PEP($TAI( AAII IIUP PADAI€

r(0_Et($ mim [m,
TIDAX DPtlrJltt(/lH

(trt f,E DrHrl 0run rsijgBufft

(.fissosiatif )

Mis.Refleksi terhadap sb x = X
llll --wJ -!Rotasi ! futaraa =E

Refleksi Identitas = I//-c=JrrErxryial
Disebut Group, karena nemenuhi

syarat-syarat berikut s

u

'1. Closure

Y

H E:H

5. x.9.!- = :-?-x (komutatif )

=I

fG

H H

_.4

i
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Peneertiatl fararian

BAB IT
INVARIAN

da:r diketahui puJ.a Transfornasi.

= x cos? - y sirl 7
= x sinul + y. t.D

l' t*i ,ri )

Io Kalau suatu titik P di bawah oleh suatu Transformasi

TJx' = f ( x; Y )
)
( vt = s ( *t v )

eehiagga terdapat Pr.
Kal,au sekiranya P = Pr maka P dinanakan i[varian di ba-
wah Transforrnasi T"

Contoh . P ( 2r1) dibawah transformasi.

T.i*'=f(xty)=2x+V-5
/V'=C(x;y)=3x+2y-g

jawab:
xt =2.2+3-5=2
Jt =3.2+2.3-9=3
Pr(xrryt)=P'(2"3)

(xr Y) = Pr'(;gt r rt ;
maka P invarian di bavah Transformasi T.

II. Jika ada dua titik P dat e dengaa i, (x, r V, ) aa:r a

dand(P're'l=(xi

(xrryr)

1*j xi/)
vr

p ( xr, yr)

Kemudiaa ada fungsi d ( p, q )

Q' (x| r vi )

a( "2 rJ
x( .2*?)

2)
+(y -v1 1

2 2-x) +(vi-vi))

1S

I
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Jika ternyata d (Pr Q ) = a (P,, Q' ) maka d dina,maka: i'tevariaa
dibawah group M

= fir:rgs i hubungan aatara P dan Q

kunpulan titik-titik variabel di suatu dae-

I=

nah ( domain ).
suatu bilaagan terteutu
group dari transfornasi tit ik
hasil trensformasL
g ) = f ( Ct ) untut< tiap transfornasi

d

Defir,isL!.IikaC=

Cr=

Jika f (

ri rT j

i'l=

l

, maka f Cinanakan in-raria:r C di bawah i T

Contoh : Jarak antara iiua buatr titik adalah invaria:r di bawaJr

a. di bawah trarrslasi T .
b. di bawah trausformasi lH i

Penyelesaiaa :

a. Misalkan titik I, ( *,,r fr) c.an Q ( x2t J2) , dua buah titik
yaag diketahui dan translasi.

r fx' =x+a
=y+b1Y'

titikP(x.,ry

titikQ(xrry

Pr ( xl

Q'(xirri)

vL

(x

(x

=Y2

1+ a

+a

+b

rvi)T

1I

1)

Jarak titik P iengan e =\-/ f *,r- *r)2 + ( ta- tr)z

)

I
1

x x +a
1

?

(xirvi
(x)rvi

*i=*z
Y{=vr+u
maka titik Pr

titik Qr

)=F'

) =Q' z*at

rY1+b)
y2+b)

tlarak titik Pr dengan 6lr ( x.+ a - x2- a )2+ ( r.,+ t - yr-b)2
!, .2 , )zi( *1- *2, + \ Y1- Y2.
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Jadi jarak ( P, Q ) = jsrak ( P, I et )
Terbuktilah bahwa jarak alltara dua titik invarian di bawah Tban

slasi T '
b"Misalkaa dua titik P ( x1 r Vr) aaa e ( xrr V, ) darr transforma-

t,ix. = x Cos v, - y sia*
i./J' = x sitl'l + y cos+

yaug r,rembar,ia titik P ( x, r l-, )

ke titik P' ( xi , yi )

dan membawa titj.k e ( xar Vr) ke titik qr

xrco rl! - y,

(*i I vi )

I
1

I
1

x

v s:.nr'+ y

sin'/'

cos /+

sia *

cos 7

1
*1

Jarak ( Pt , e, )

2cos': - Y2

, sit++ !,

.Iarak(Pre) -\ ,,

Y

( .,,- *r)z + ( v1- -t)'

-xL +(vi-ri)

xi x

yL= x

( 2 2
)I

1
x

+

,( "iau. ) 
2

( x,, si.:r' + Jr, cos'-t - x2 si.EY - y, cos 1 ) 
z

x.rcos'?- y1 sin f - *, "o" i'+ y,

22tx2 co6 ,(+= \i(
2 2. 2 2

x1 CoE trr + y1 6LD ./ + 2 .2.
Y2 srn q.

2 2.,+ xl san /+

^z- zrlx}cos, ii

22,2222.
Y1 cos ri+ xA sr-[ a + !) cos--

^ 2 - -2 )- 2!{Z sin? - 2xrx, siaao - Zy,ry rcosi
/*f t"o"z.* s:.:rt) + rf ("o"? + ":ri ) + *!t"o.$+.:.o? )

*Y2 2 2,Cos l, + sl,n i-r , 2x
r 
*e( 2 -2,cos ; + san 9,I (

4
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? )
)-2y ( cos + sLnY

1 2
_t ) 2**z 2

1

?+y -2x x ?J 
a!- ri2 1

+x I 2

i/(*,,- *r)2* 2(yl
2 )

Jadi jarak ( Pt I Q' )

Sifat Invarian

jarak ( Pt r qr ).

l,lisalkan kita ketahui titik P

dan transfornasi.
|;/
lL: lxr=ax+bv
tt

lYt=cx+dY

( xr, ,.,) dan titik Q(x2rvr)

0a

c

'2
..tJ2

+

+

+

+ax

*.1

vl

b

d

)

)

"2

y2

titik P ( x.rr V,l)

titikQ(xr.fr)
IaIu kita bentuk lu.ngei d ( Po Q )

Pr x

nl

t
I
,|

1

;J, I I( x) vi

dan fungsi d ( PtrQt)

bYr

I

v)

o2 * 5Y2

I
1

I
1

x

v

xr

vt

bYt

dYtax

+
1

1
ayoz

by2

2

I
1

1

xi

..tr2

x

ba

I
2

I
1

I
1

x

I ax2

uz * cY2

?

o1 * dy1

d

x x'l

1
c

dari sini ternYata :

I

I
i
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*,1

v

*z

?

+

*2

2

I
1

x

I
'lv

x)

t)

tetapi kedua bentuk ini dapat dijadikan 6anatdengan syarat

x
1

o

1

yan6 berarti ( xr, yn ) c.n (

kareaa

) colliner

sifat invariar -

x? , Y2

b

d

/ O, maka tentulah
c

nenpunyai invarian . Usaha ini disebut

Relasi Invarian.
MisaLkan C = kuropula:r titik-tit-. ':.ri suatu daerah D

P(C)= lseu.*ikinan titik-titik juga yang ditentukan
tunggal pada C

F ( C ) berelasi invarian terhadap C di bawah transformasi j T !

bila untuk tiap-tiap C dari D berlat<u pt (c) = E ( c1) l dirnana

Fr = hasil transformasi F
Cr = hasil- transformasi C

I
1

x

I
Iv

"2

vi
o

naka dikatakanlah titik P dan Q nempuayai sifat invarian di ba-
wah j L i " Usa}a menyamakan ruas kiri = ruas kanaa sehingga dia
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Penjelasaa : Misal C = kunpulan titiL-titik pada parabola C

(C=parabola)
f (C) = fokus dari para bola
G (C) = direktrik dari parabola

Apakah hasil transfor'masi F ( C ) at<an merupalcan fo
kus d.ari parabola ya:eg baru. Dal ape.kah iuga direk-
triknya bersifat demikiat ?

Kalau Pr ( C ) aan Gt ( C ) dan nerupalran fokus da-

ri direktrik dari parabola yan8 baru maka dikatakan
F(c)eanG(c)
I ( C ) cl-an G ( C ) berelasi invarian dibawah traus
forr".i iT l.

Contoh:
1. Fokus d:.n direktrik suatu paraboLa, beralesi invaria:r -

terhadap larabole li bawah Eroup ' y i
Bukti :

Kita gunakan sife^t parabola, bahwa T K titik-titiJ< yang

berjarak sa:la terhadap suatu titik dan suatu garis(fo-
kus dan clirektrikuya ).
Kita ambil sembarang titik F pada parabola C

!'l

titik ! _::_ Pt

F --j.Ij- pt

6 jJLL s,
jaCi Pr pada Cr

i,
Jarak P ke E <li bawah; 11 i = jarak Pr ke Ft

begitu pula jarak P ke G = jarak Pr ke Gl

Fr berjarak sa:na terhadao Pr dan garis Gr

Jadi Cr = par:aboIa dengan Fr sebagai fokus dan Gl

bagai direktrik.
BenarLatr bahwa f ol<us dan Cirektrik berelasi di bawahj M

6€ -
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2. Buktik-n bahr.ra para.tol-a di b:r.reh rAf fine gr"..p i A I t"-
tap tetapi Direktrik dan fokus tida} berelasi invarian
terhadai: parabola dibawab .t r.ip ini ?

J a.waLr
j
I
Ai xr=ax+by+c

Jr=cx+dY+f
persanaar parabola = y

-c

A
xl

(

2 oZplt

bi
div

x

e

f
La -,!I:--I_' + ce -_et

dxr-by.+bf-dc

(ox-try+bf-de)

z - ,ai
Y = c Px-
(-cxr + ayt + ce - af )?

hilangkan aksennya.

2p ( dx'-bvl +bf -ce )

( )
2

-Cx+eY+Ce-af

- Fr / c

a -2acxy+
(2ace - 2a2t + 2 pav)

2p.' dc ) = O

ini nerupakan parabola yang fokus
tr(priace+af-rab+1, G

I -"22p

dim

2p
.A

)(2acf - Zc'e -2pa d) x +
,22^ ^ 22

Y + (c-e--2acef + a-y--zp . by +

22
v

22cx+

(

dan Cirektriknya

2acf - 2c2 e-zpi o

))

ta 
= \i r-"2** \

:)
/ r -a'y 2+ Zacf-Zc e-2t) d+ 2p =Gt(C)

-?'.. t 1
--z'
c

C
I.I
I

I

I

I

!

0

-te F(ap, o)

---- .- 2- ,,. .,
- _ Ly /ro
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dEx++p=o+ p = c (cr)
r.. a

F (*pro) i'i ) (*ap+e;*cp+f )=F(Cr)
cr (c) / G ( c' )

F' (c) / r' ( c' )

Maka dikatakan fokus dan direktrik tidag bereLasi Invarian.

J" Kalau P terletak parla segrnen garis yang berarah FrP, naka ti-
tik P beretasi invarian terhadap P.rdan Prdibawah Eroupl lU.Buk-

tikan.
Bukti :

Misal segmen g:rris variabel c l'ertitik pangkal lr(x.rr Yr)
dan bertitik ujung I'r( x2r !r) mata F ( c ) adal-ah titik P

yalg membagi segmen Baris P.rPritu
Misal ! ( *, y ) nembagi P.,Pa atas perbancj.ngan k : 1 naka:

. p, ( x2r !2)/.

dx-by+bf-Ae+i

t'i^ tj

?,. ( x,,r Yr)

( x-x
(x-x

(t+r

) : ( xa- x.,) = k : 'l

+ xz-x ): ( x-x,,) =k+ 1

I

1
k

)x-(t+1)x=-kx + klc
1 2

x +kx
1

k+ 1
ahaJ.o g : y =

v ky+
x 1 2

k+ 1

Ilisa.lkan Pr ( xr r yr) dan ri( xi r r{) (xi r viP
I )

adal-ab titik-titi-k setelah ditransformasikan di bawah
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xl
yt

xl

=ax+by+c
=dx+ey+f

=a x1+ kx2 +
1+k

1

Y1* kY2 * 
"+k

+. by + bky

b
1

xl= * k*i
1+k

F(c)=(x
Fr ( s ) = (

c = ( x,r y.,)

Ft ( c )

analog : Yr = 1

cr x

+c+ck)

-'1 +k

(

( ax +

rI

**2

a

1+k

1+k

1 1 2

1 ax,,+ by,,+ c ) + k ( axr+ bJr+ c )

k (xi+xxj)
+ky

(

1

1+
vt"1

xl t

)

y' )

*r, ! r)
( c')

tvl)1t
(*i rz )

f

Maka dikatakan P berelasi invarian terhadap P,,dan PrdibawahJA I

Soala-soa1

1. Buktikatl sudut dBC j,nvarian dibanah group M

2. Jarak aatara sebuah titik dan sebuah garis adalah invaria!
dibawah group !1. Buktikan :

J. Kal.au P terletak pada sepen 8i".! -s ya!8 berarah ,,", ,*t. .
titik P berel-asi invarian terhadap P,dan P, dibawah grouqi1.

Cimana :

r al
=ax+by+e
=cx+dy+f

Buktitrar I

-o-

(*,



Fasal 1

ts AB lII
: GROUP OF HOTION

Deii.nisi
Apabila dua buah transformasi ( atau f 'trih )S dan T Cigabung ci-

manaSnembawatitikFkeP'danTrnembagaPlkeP|l'nakaopera
si (lanjutan) kedua transformasi itu disebut notion dan dinyata-

kan daLatl bentuk :

T€=M:ixr =xcos@-y sin@ r a

lYt=xsin@+Ycos@rb
llisalnya kita ambil sebuah contoh :

"/,,7'
/'\ L'

I

I

I

*

Suatu translasi S

suatu rotasi T

xl = x + a

yr = y + b
'xr r= xrcos@-ytsin@

yr | 
=y 

I sin@+y I cos@
P

naka TS . i-xt t = (x+a)cos@ -(y+b)sin@

i y" = (x+a)sin @ + (y+b)cos @

i xrr= x cos@ - y sin@ + a cos @ - b sin @

)

j Yt'= x sin@ + Y cos@ + b cos @ + s sin @

a cos @ - b sin @ dan b cos @ + a sin @ adala]: bilangan

konsta:r dar nasing-nasing cliniselkaa P dan Q'

TS ixrr = x cos@ _y sin@ rp

I Yt' = x sin@ + Y cos@ + Q

adaLah suatu notion.
Kumpulan transformasi yang berbentuk Eotion disebut Eroup

Bukti : H

t'I
itul-is f M i

nbuktikan apakah 7I'[ i nerunakan suatu group.

xr=xcos@-ysiD@+a
Yr =x sin@+Ycos@+b

- iyt = x cos@- y sin@,+ al'l\

ly'= * sin@,+ Y cos@,+ b1

27

notion dan

Kita akan rn

d

e

{
I

14
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H (xr =xco@2- ysin%+a2
yt =xein@r+ycos@2+b2
:.f = x co&, - ! ai.t@, + a,
yr=xulo@r*ycosorib,

Syarat group :

1ol!rlt.' harus aierupakaa suatu notion
t't2

jxr=x cos(@r+@z)-y sia (@rr€r) + p
Jyr=x sln(@r t@r)+l 6oo(er+€a) + q

iladi hasil ka].i 2 buah ootion adalah motion

2. Ilarus neopuayaL lnverae
!1, : {'xt=x cos@r-y siu@r+a., xr-a1=x cos@a-y si-a@, 

/c
1V'=x eit@.+y cos@,+b, Jr-b1=x siao,l+Y cos@1 ,/s

(x, -a1 ) co5@i = a co62@1 - lr sin@rcos@,

(y'-b, ) eiu@, = ,. ulo2@1 + v sla@, co@, +

(rt-ar)oos€r+ (Yt -bf) sfur@, = :i(s65%, + uu%r)
*= (xt - a, )cos€,+ 1:t - br)sln@,

2

^,

H1!
I
I
I

t

xr=(x cos@l-y sit@r+a, ) coe@Z-(x gin@1+I oo@1+b, ) slro@r+a,

yr=(x coe€r-y sb@r+a. ) sfu@r+(r sLn@r+Xcoe@,+b1) coo@r+b,

x r 
=( cos@., cos@2-sil@1sin@r) x-( s ln@, c o s@ar+o s@,l si.@r) I

+a,' coo@a-b, aLt@r+a,

yt =( co s@, sln@r+s5.n@rcos@r)x+( cos@, coo@e-sta@t sir@e) Y

+a, si.o@r+b, co@r+u,

o@t
ta@

1

i

I
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rr-a.,: x co@1-Y s ix@.l

yt-b.l: x sin@.,+y cos@,

ix sanel /
x eow rf

- sir€, I

I

cos@ |v -b

- s i-n@

cos@

y:( yt-br ) cosO., - ( x, -a1

t{1 :,fx' -{ r-a1 ) cosa, +(y-b., ) si:rQ.,

i v':(v-b1 ) costD., -(x-a1 ) si-uo.,

Jadi M., ne rotrnmyai invers.
,. Ilarus nempunyai- identity.

MrS 11I t*-o., )eoso.,+(y-b,, ) sinQ1i

@

@

cos
lJ1s

cos @ x-a
s i:: @ y-b

L\
( x' -a1 ) sil@,, -(vr -b 1 ) cos@., : -( sil2@r+co. 2o, )r

) s irr@

1

I

co sG - r(y-b ) cosQ

1

1

1

( r-a1 ) si:re ., s i:eC .,+a.,I
)

yt (x-a., ) cose ,+(y-b., )sile si-aO + j(r-t, ) coso
(x-a1 ) si:ao cosc) 1+b.l

xl (x-a ) 
"os 

2c
I 
+ ( r-!,-)-s:rq-eosc, - /v-}')sirffi 

1t 
( x-a., ).2^

s t-rt Lj1+ai
rq r"=(x-a., t 

+ ( y-ht ) s i.rn2o.,.+( y-u., ) co s 
2c., 

-( t;=r)--sO)

i

I

sie€-, eosC.,+b,

xr=(x-a1 ) 
"os2o., 

+ (x-a, ) s i:a2o.,+a,

y'=(y-br ) si:e2c., + (y-bt ).o"2o.,+b,

xt-(x-a., ) ( s::t2c, +co"2c,, ) * *. yt-(x-ht ) (si:r2c.,+co"%, )*t.,

tt.,ttjl : xt:x yt=y
dadi menpmyai id.entity,

t xt:x -e.r+t.,

fvr:v -b,+t,



4" Harus trenpunyai sifat assosi-atif.
, x'=sos(@1+@a) (x cos@r-V sin@,

(M2M1 )Mf { +y cos@r+br,)+ p
+e

,o

,)-sin(@r+@r)(x sin@-

ly'=sin(@1+@r)(x cosQr-J sin@r+ar) +cos ( @., +@a) ( x siao,
+ y cos@ +b,)*Q

) cos@

sin @r+sin( @ ,rt€r) cos@,

cos@

)
+@2)sin@11 x-
Y*(t,Cos(G-+(g^.,')t4

i gos(e .1+e 2)
-b-sin(c-+O- i

)tc

,-sin(xr=. cos(@t&z @1

?

I
I in( O, +@r) cos@r+cos(@,+@r) sini)r,. x+ i-( sin(o, +ea)

sin @r+cos(@ 1rc2)cos@, 
( y+arsin( O., +@, ) +brcos

(@"+c-) + olt/

Ix'=x cos(oiJ.@Z{€f )-y sin( @1+@^+€J) +arc os ( @., +@2 ) -ursir
) (a.+Gtr) + P

i r'tv sin(@ j+@ 24@1) +y cos(@,+e r+@r) +arsin(@f@a) +b,

_ cos(o,,r_@r)+ e

-' x'=x c os ( e..,r.rea ) -y sin(e .,+@r)+arcos@r-brsin@,,+a.,

i f '=x sin(@,r.e,)+f cos ( @, +e, ) +arsin@..,+brcos@, +b,

) ( x'=co.O, i* "o"1e,r+ar)-I sin(@.,+@, ) +arcos@.r-brsin@1+a.,1 -')
,1 

sin@, I x sia(@it@J)+t cos ( @,, +.@r) +arsia@.,+brcos@r+b., 
J 
- ,r-

1 y'=sin@r.x cos@.,+@r)-y sin( @rr@r) +arc os@1-b5sin@1+al

t41M3

r{2(M1Ml

,fx sin@a+Ar) +y cos i@.rt@r) +arsirl@., +brcos@, +b,

I sin(o-r.o- )lt)

+L.

i

I

cos ( @,,+@, )i+ ar( cos@., coe@r-sia@., sin@a ) -br( sir@1

c os@r+cos@., si n@2 ) +a,, c os@r-b,,, sir@
yr 

=( 
, sinc2c os ( @, +G, ) +cos@,r-sin( e ,, {.@f

^+a^2.. I
) i +I , 

cos@.,+or)

cos G -,-si.n( @- +€- ) sin @^(. t ) z\
sinQ- ) +b-( cos@ - cos@^-sin@t)tZ

+a ( sin @ +cos@cos@

si n@ +b cos@

, 1 2 1

s in@ *"1
1 2 2 1 2

a{ ra!{ lt{ip PAoat€

t(0LEt(st Hilfi"i tltil
T!t)AK [t!D[r;r,u !H( 6_rt

P€IP(JST

Iqus,s 0tPr(4 Dtur PEfiruITUil



MlLll( i'En[-
r!.iE - F

STAi(AAN

=.dilG 
-

U
11

sin@1{€2
fa z+o 1) -y s in( @1 +@2+@J) +arcos( @.,, +@

) +P
,)+a,

yf = x sin(@1 +@r+@a) +t cos ( @,,+@rr@r) +arsin(@ 
a+@ r) +u,

sos(@,+@a) + Q

Jadi (M2t!1)M3 = vL2(t41t'11)

Definisi:
Obyek-obyek yang melnpunyai korespondensi satu-satu dengan semua

pasanBan beraruran dari bilangan-bilangan real disebut titlk'

Definisi:
Korespondensi yang t erdapat antara titik dan oasangan-paoangan e1e

roeD disebut sistem koordinat.
Pasangan bemrutan dari nllangan real yang

ng a.n tiap titj-k disebut koordi nat -koordi na't

(*'= x cos (@
!

i

I

Definisi:
Ilnu Ukur yang mempelajari tentang kunpulan dari invarian-invari an

sifat-sifat invari,an dan relasi-relasi invarian dari suatu kumpul

arl titik dibawah g"orp iMlOiuebut Ilmu Ukur bidang Euc1-ides'

Definisi:
ApabiJ-a suatu transformasi
t

dari Broup iu] dapat nenbawa suatu kum-

putan titik kekumpulan titik Yalg

tik itu dj.sebut kongruen (A ).
lainnyar maka kedua kumPulan ti

Dalil- :

Setiap dua garis adalah kongruen dibawah

b erkoresponCensj, de

t it j-k itu.

M

maka".... ...

Bukti:
Persamaan garis : fu1 a BY + c

koefisien arah . m = tg@ = -
=o

A
E

' sec'o tg-a+1

2@=

1{

1-z-
+G @+1



j.'!

,2
)

B*fr,- ^ :i 1naEa cos , =i;..- =,
l/tg-@+1 i

)
B1

1l^ .u'-
1 B

-V
+1

sin@=cos@19€
=-4

B

B

V az*vz

.A
tr i a2+82

Apabila garis itu ditransfornasikan kesunbu x maka I

M xr=x cos@-, sin@+ a menjadi

Ir=xsin@+ycos@+b

4-:-:L-Y-P
',1 lz+sz -..i a'+B'

M

iv

t-

-,A eX+
,.1 A.+ tsc a2+ B?

Y+Q

Ditrans fo rnlasikan kesunbu x berarti Yr = O dan ini nerupaka.n trar:

formasi garis dx + By + c = o dibawah 11. sekarang kita perhati -
kan 1,,= 

"1,., 
x + B,,y + t,, = O

lZ= AzX + BrY + CZ= O

akan ditransfornasikan 1,rke lrdan sebaliknya.

1 -4 Y = o berarti H1 netrbawa 11 kesumbu x*1

1, _u3+ y = O t, M2 rr 1' kesuabu x

-4nalca M.-' nenbawa sunbu x ke L1

u-2 rr tt..2 x ke 1a

Dengan diagran dibawah ini dapat kita oimpuJ-kan

1 L
\q\ 1

Sunhu X

11
-,-l|,,2 fI 2 2

2



I

,,

ma.l(a 1
-1M 1,1

2 1-1 1

I

2

1^
M!I1 2,

1

-1Jadi transforrDasi M }I nembava Lz I

ll -1 ltM 11
21

o

,il(x - xo) +

X-xO+
B

Y=b+ss
telah kita peroleh sin @

1 2
keL

o

t_ keI
2 1

21
1

Jadi ada transformasi yang nenbawa I,, ke 1 dan sebaliknyar maka
z-

1

DaIil
Sebuah garis dapat dianggap sebagai 2 buah garis yang menpunyai

arah dengan arahnya t)
Bukti :

Persanaan garis lurus I = ax + By + C = O

melalui (xo r yo ) *-, ix +3v +C'o
B fy-yo ) =o

=ov-vo
,A

Yang akan kita buktikan ada 2 buah garis yaitu
x=a+scos@

in@
-d.

t, ,, 42+ 12
cos @

B
-1 +82

A=-sin@

B=cos@

Haka x - xo

a2+ B

i-?;;t

"o"o!',7F*n2 -si A2+B

x-xo y-yo

"o=o'\ 
/i?il2

=o

sin@ 
-'r-h?+ D2

=s(s=pararaeter)X-)co
cos @

v-vo
sin @



I

,4

x-](O
--:-: = s )x=xo+scos@
COS \Y

v - yo = S -----+y = yo + S sin @#
Jadi teftiApat 2 buah gari.s yanE nempunyai. arah @

Definisi:
Sudut @ disebut

G=xo+s

lv=vo+s
DaIil
Kalau I,,dan 1,
berarah naka C

sudut arah dan garis yang nenpunyai persarnaal

cos O adalah garis yang berarah
sin @

dengan sudut arah @rdan @aadal-ah 2 buah garis yang

- @1 adalah invarian dibawah';M r

2
Bukti : 1 : lx^= xo+ S^L^: i-xr= xo a 5,

/ Vr= Yo + S,,

cos e
sin @

1

1

1

1

+@)

+ (, .,)

cos @

sin O
1

2( Y2= Yo+ s2

M 'i*'jv'
=xcos@-ysin@+a
=xsin@+ycos@+b

1^ M _Z-1
'II ,|1

M. 1

1

= yor + S,

COE r

sLD

+@)
+@ )

(@

+a
+b

+1, )

+@)

@fP = wr(ror.d z[ )

I
2

L.-\ i*\
l,i

= (xo + s,cos @,)cos @- (yo+srsin er)sin @ + a

= (yo + sacos @,, )sin @ +( yo + srsin @.r)cos @ + b

lxi=xoccsO+S ,,ccs @ cos O1- yo sin @ - Slsin @ sin @.+ a

{yi = yo sin@ + S,,sin @ cos@,r+ yo cos@ + S,cos @ -sin @r+ b

ri

*l= *o cos @ - Yo sin c9 + S,
yr=xosin@+yocos@+S1

*l= *o cos @ - yo sin @ + a + S,'

J'= xo sin@ + yo cos @ + b + S,,

--t
^l = xor + S cos(@

sin(o

i 1

(e
1

@

,|

I

sln
(

1

1

1



I

,5

a!a1og

!2t = x1t =xot+S2cos (Or+e) eZ+A= W2 (nod 2f )

y2r=yo'+S2sin(Or+O)
W2 = tt1 = @2 + @ - @2 - @ = @2 - A1

Sudut antara 12 | dan Llt = @2-@1

1rr dan 1., = e2&1

jad,j @241
(

dibawah j M
!

Lnvaraan

Definisi:
Suatu titik adafah titik tetap dari suatu transfornasi bila ha-

sil- transfornasinya berinpit dengan titik itu.

Definisi:
Titik tetap suatu rotasi Cisebut titik pusat Can niLai O disebut

sudut.
Translasi yang ticak menpunyai titik tetap nernpunyai sutlut Oo

Da].il :

Tiap translasi dapat 'Jianggap sebagai hasiL kali 2 rotasi diua-
ba satu diantaranya sembarangan ( Uufan identity )

Dukti :
Misa-Ikan translasi itu T

Rotasi itu R

M = F-17

R!l= t (R-1r) = (tn-1) r = rr = r
Kita akan membuktikan M nerupakan suatu rotasi :

tu=r
(&t)u-1 = ru-1
tr1yy-1; = ru-1

-1Rt =TM
-1R =TH

Jika H adalah traasfasi naka H-1 5uga suatu translasi ,tentu ?M-1

juga translasi sehingga R juga traaslasi, sedangkan diketahui R

adaLah rotasi" Jadi M bukanlah trarislasi nelainkan rotasi.
SoaL-soaI. ". " .. " ".

)

\



@:s4'
Du&tlkhalah r

1. Ka1au P

r

1
dan P, terl-etak pada garis (t. = xo 1 S cos d

fr=r"+Ssia@
naka Jarak yang.berarah 52- Sldali P,,ke Pradal'ah

fi
dibavah IH it)

2. Tra.uEforoaei darl. eebuah sisteu koordLaat cartesius ke'

dinat cartestus laiaaya ditentukan oleh peroanaaa l{

I-Euatu Eotion eerupakan suatu tranelasi ata.u suatu

ngaa titik tetap.

4. Easil ka].i 2 notion nerupakao sebuah uotion daa besar

nya sara deagan 3mJ.ah sud.ut kedua Eotiotr tadi nod. Zjf-

I

:t
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traaaL 2 r PROIEKSI

Deftubi

c
D

{
B

Traaeforoasi titik antara I dan It yang dit entukar
ngaa syarat bahrra yarrg berkorespondensi kolLiuit
titik c ( C a uar 1 daa 1t ) diBebut proyeksi

( /.o.c
.f

IL,
ir'.

L

t
1r

1i

1
,|

,|

e t_l.!:, )

garis berara.h oelal.ui A ( a. b )
(x=a+xr Cos @)
1f =b+xr Sin €

pat eroeter / larak.
)' o ( x, y ) dan B ( x. o ) rorrhier

I

o

xl
Supaya c ( or c

Cc
TO
xy

x
d-, + xr
(Syarat

c1
01

Cos@ b+rr SLoQ 1

, titik kolinier )'

t

o

Dajll]..r o

a

{

I
I
I
t
I
I

i



:.li

ItsIlI 3

Catataa t, titik koliner P, ( x.,rf,,)

i ee[tta1 atau p*ralel-ifiap proyeks

itee L dan 1l ditentr*aa oleh euatu tra!8fqqarii
6i.nguJ.ers llner ilaa pecahan yan6 tertertul.

dB
b
.d

tzl!z

x2

,l:i
...-;: - 8x+bX'= -'-C:E+Cl

l"
l"

Pe(

lo
I ) d.a4

"1

*,

t1
y2

t,

1

1

1

coS

o

I
a+tl coe @

I
a + xr oos@

O atau

13:1L
t1 -Y1

cl
o1
b+o+rr sln @

c

-c
b-c+xt ei.D @

-c
b-c + xt ei.a @

:r2-x1
x1 -x1

t

o

I
a+xr

2b 1-
bf- bf :.

sO

o

1

=O,
1

o

o

x(b - c + xr sin@ ) + C ( a+ xf -coe € ) = O

a(b - o ) + xt r sln @'+.ca + xt c cos @ = O

(r eLn@+ c coo @ ) xt = ( c - t) x - Ca

xr
(c-u)x-ca

- xsin@+CCos@ trl= ur+o
x+d

Jlka : C titik pada 1 -------) C / O

-g ttttk Dad. lt ---t1=Y-b = tg
c - b = tB.

-. a-* + tg
a

Aunls

( r,- a )
(o-a)
=o

c -ti

..:

:----

,!.i-

:;?.-



Ke nungkl,nan perubahan :

4 titit< ;--- Permutasi 4 t = 241 ada 4 y.''B cana.Jadi add +
jeais Croes Ratio, yaitu :

($rcD) i (Acr BD ) i (ADrBc)

(ABrDc); (AcrDB) i (ADtcB)

CoatoL : '

l.fuJxjukkal1ah harga-harga Cro66 Ratio untuk senua
dari titik-titik ArBtC daa D. Jika A(2r1) r B (1

c(-1rl) ; D (
12)
1to). - '

{-ayi&.
(ABrcD) = bc

-1

(ABrDc) 
= ad

! uaiac
i;a'

2

1

2
o

2

1

1

1

1

1

1

1

1

o

2

)
1

2O-2
1+2=2+'1 .o-1

bc
bdi"" i

2

o

1

1

1

1

1

o

1

1

2
1

1

2
1

0

2

2

1

= 4-1FT
lr ol-r 1

iT--T
lr z

2
1 -1

:i;T' L
2

1+2
o-2I

I

I

(AcrBD) ab
ad

cd
cb

1

o
1

2

1

1

1

1

4 1

o 1 -2-1
(aarnc) = dc

dbac

21
12 1=L221

1

2

tl

.l-,t.-nf. 
_

ab



t-'-?l"+l - *j

cb

(ADrcB) =

ab

(asrcc) =

(irg r nC) =

DefenisL : Jika (ABrc

titik yang

D) = -1r maka titik-titik ini dinamakaa tLt
terpisah halmonis.

-';.::

2
1

1

o
1 1

2
-1 1

(AcrDB) sd

ab
i

1 o

-2 -1

1

1

-1

o

2

o

1

1

1

11

2

b

4-1
2

1

1

ac d

dc 2

1

=2+1 2?
14-1

Q-"1-qh
2. Jika titik ArBrC dan D pada.cotrtoh 11 Tentukanlah Cross-

natio ( AArBc) i (larcc) aaa (ABr AC )

ilewab t
(uroc) =

ac
iab

ab
f"l

1

2

2

1

1

11

Z

ac

ac

aa
ac

1t t-.i,

bc

1

2

bc

!s.
ba

1

2

2

1

2
2
2

1

t5

1

1

1
1

1

1

1

I

2
1

?
1

= 2-2 1+2 o

2+1 1-4
ik-

.:i+=,=*i.. af

l"ai

=t

1

I

t
I

I
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Defenisl 3 Jika (AB'CD) -1 r maka A dan B memisah C dan D oecara

Ilarmeniso A dan B i C datr D dinanakan Harno!.1,6 Eeka -

Da111

wao, atau A dan B Harmonis sel<awan terhadap C da! D'

Dalam R1 O adalah koordinat non honogent artinya x =

O dan O adalah titik terkecuall artinya a =L') ' 
mal<a

ada dua buah titik Y dan Z dengar koordinat hon hono-

gen, dimana Y dan Z adalah Harmonis sekauau terhadap

OdanO'3ikaY+Z=O
1 Lqe3dinat titik non homogen Y = Y

Z koordinat titik non homogen Z = z"

kal-au o koordinat non homogen x = O ---) homogen (O'1)

kalau Ottitik terkecuali y =L- ----1 homogen ( 1rO)

kal-au Y koordinat titik non homogen Y = y --) hono

gen ( Yt'l)
kalau Z koordinat titik non homogeo Z = z -"') homo-

gen ( 211)

(Oo'rYz) = -1 jika Y + 7,=o -'--l ! = -z
nenurut defenisi :

(oo ,YZ)
OY

OZ

gJ

I

I
I

o

o

z

y1
z

l=

I

o

1

o

1

1

o

1

z

-2 1

J

, z 1v
z

naka jelaslah bahwa ya dan z harmonis sekawan terha-
tl

dapOdan0e
Da1i1 I Dalam R, pasargarl titik-titik yang dihasilkan

oleh ax{ + ?b X1X2+ . xZ =*o dimana b2- 4 ac / o ueni

sah harmonis titik-titi[ '- dan O iika b = Ot

lo'r l

I
I
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I

titik a danb (abrOO )
2

x1

1 b=O
a +2bx

a

1
v1

Y1 1

1

o
1

)2+zu(x1)+c=o
1tz

.2+ax2=u
( x1

x2

misalkan x1 = Y

xz

Cross Ratio ( , 1Y2t

dalan R I rro 
1

lv, o

xZ
2^-

b2- 4r." =lo
dan Y compLek

2

Bukti:

.

!t

v2

o

2

)o

oo

v 1

1

1

1
o o 11 1 Yllz

,t1 y2
I
1

!2
o

EetrurutdalilY+z=O
,(Yzroo)=-1

a( rrr2t oo ) = Yf Yz= A
a

----) Yr+ vr= o ----) ( rrvr, o o )

=g =o
a

kalau(Yzloo)= 1

1
1

Oy
Oz

!
I

zl
o1 J.

-1
&

1
v
1

o
1

1

v

I
o

1

1

I
0

I

lz
1,1
lo

=t,(oo ryz)

=-1'

-z
seharusnYa g

I

gE
Oz o

z

'l

/ (ooryz)

1

I
o

1

I
z

jadi ( yz,OO )

= -z = -1
z

I
z



4Z

Dg}i* : Dalan Rg O titik *erkecual-i dari*sistem koord:i aat pro -
yektif non tioirogen , maka kawan O terhadap titik x = a

dan x = b adalah titik x = * ( a + b ).
a

----> o

------) A ( at1

r-----.l B ( br1

= -1 ----) jika x = I ( u + b ) aon homogen

----) holoogennya C (* ( a+t ) r.f )

Defenisi : Pasang€! AB memisah pasarrgaB CD ditulis AB 
_-; 

CD

Jika (AB?0D) o dan AB tidak memisah cD jika (aBrcD)=O

ditul-is m {co
gonlqll-: 

,)

J. Bnkt ikan bahwa titik yang dihasilkal oleh x\- 4xaxr+ 5x

= O. nemisahkan harmonis titik yan8 ditentukan o].eh :

O ----) x =

B-- x=b
(o x , AB )

3

(1ro)

)

)

2
2

Bukti :

?"2

5"trX-- 't X'l

4xaxr-z*1 =o

=0 0*. /1xz+

a
2*1
2*z

*1

^2
Y non homogen

4xt
2

+5=o----Y2-4y+J=o
Ync= 2+ 4-,

=2+1
titik yang dihasitkan persamaan f --t A(2-1r1) ;n(e+1tf)

))
1x' - 4xrxr- ? xi= o

)
1zz - 4z - ? = o ---+ztz= 4 110'T-

titik yartg dihasilkan oleh persamaa! 1I --)C(-1t1) i
D(?/jr1) atau D (7,J).

t
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Da1an koordi-uat Homogen

( ABr CD)
bc

bd
2-1

2

1

3

1

1'l

1

1

1,1

1

7

?+1

7ac

"ai _.r- L

1

= 2-1 +1 6+3a - ?

i+t' + /
( 1 -1) . -1 *1!

3+1
-ir

6-)i-F -1 -ri
+ til(=(7 1)(-1 +, 't) (-r 1

(-i - t1)(-i+31) <t*it < t-,i I

)2(-r *=(
2- -64-16) =-1

( t + 9)(9 + I ) 'loo

jadi (ABrcD) = -1 ---i AB memisah harmonis'

@:
1.Jika(anrco)=).-

Buktikan : a. (ACTBD)

bo (A.DrBc)

c. (aarDc)

d. (AcrDB)
1 -).

e. (,torco)

A-t
2" Bu.kfikal : (nnrco) (ABTDE)(ABtBc) = 1

,. Buktikan : a. Pemisah adaLah sifat proyektif dali 4 titik
b. Jika AB genisah CD maka AB nenisah DC daa CD ne-

nisah AB

c. Jika AB memisah CD ma'ka AC tidak memisah DB da'tl

AB tidal< rnemisah BC.

-o-

-n -
=1

1

^
I

ai



a

dt
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TITIX TETAP SUATU PROYffiTfiITY

Da1i1 : Di Rflsuatu proyektivity nenpunyai 2 titik tetap nyata ber

I-aina.n, atau 2 titik tetap conplec sekawa[ atau suatu ti -
tik tetap ( dihitung titiJ< rangkaP )r atau proyektivity

identity.
Yang dikatakan titik tetap ialah titik yang sama hasilnya sebe -
lum dan sesudah transpormasi yan8 ka]-au kita deterninaakan harga-

nya sar,ta dengal nol.

i '-1 xBukti :

Titik tetap

2x +a
1

^zz*1*u1z*z 
uz1*1

+

+x

oi1

ozl i',,uzz *zixltz

2

Z

'l

,|

a

a+Ix
I

t
1

2^*1*z' ^12 
*z = u2*1

( (,:l
-r 7' i
)'(

1

1

21

x x

xi

*Zu11*1
1

*z=

22 "1',-2 *11

uZ "2

1

I
,|

x

x

"2

xi
1 x

oo
+a

^21

21

+(uzz-.tt)

2

2
'12 

*z

lni adalah suatu Persa-
maan kuadrat o

i-ni di-namakan proyektivity = iden-
tity.

22

x "2 o
1

Pada persamaan k"radrat tergaltung pada Diseriminaot :

Ka1au : D > O ---) 2 titik nyata da:r berlainan

D = O --> 1 tit ik nYata"

D a O ----> 2 titik yang complex sekawan'

Bila ar, = ( ^zA- aa.,,) = "f ,- O

1 1
onaka a "22

uzz i o11 u11o a

tladi bei:tuk proyektivity atau identity ia1.ah

49

#;
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I
1

I
2

x

x

I
I

0)
I

l

u11*1

uzz*z

elsanaan kwadrat

1

I
2

x

I
1

t
2

x - ^11 ^1

= ui1 *2

atau x a^ẑt xuzz = u11

ideotity

Kita lihat Pada P

Q disebut berbentuk binary
nom daLam x1 dan xZ"

Kalau Q ditraasPormas ikan

1

uz2 *z

2*2 * 
"*2

( ral6kap ) dalam x1 dan x, atau Poli

menjadi Qt

T

--i Q '-+ Q'

ini secara biasa"

* 22"2

2 2
=o*1 +2b cx^

22 2
ab ac x-

+b *z+ac
2*z

x

I

a(

a

Qt dan Qrr

Qr tetap
;Lkibatnya

kut :

Dari Q (

r a y'o A

2ax + 2ba
1

2

(

)

xat xr)

21
x ) 1

I
1

I
2

x

(r.)

i_T =t

,'--l

lr
i x'^

ui z*2u1i* j+

u?'l*1+

a

x1r x

ll

T
= i' ( aaaxa + aarxr)

f 
,io bilangan tetaP.

it'(urrx,r*uz2*z)
hanya berbeca d.alam 13 

( tlf"og,rr tetap ) saja

ekiuvalen dengan Qrr

tinbul rnasalah-masaLah yang didefiuisikan sebagai' beri

1

0

*r*?*

*1*2+= !(ua

= 1(.
a

?

2

+

= ! iluz*z*zua*
= ! 

'iG 
x.+b x.a( | '

1
x

x ab
-2 2+b *2

)

)*u"$-az

b2

)+ * j*2
-2+b x

)2* *?, ac

z2

)

I

*z
1

I
2

(

I

)

2*z
I
1)

t
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Ada suatu transpornasl G

2

I
1

l

2

I
)tx(

ax + bx

2>o

1 2

dinana k =

atau k --

atau k

naka Q ( x,,

atau 3

atau i

Da1iL:rya

ac-b

-:z

kx

kalau ac - b
)

- -2kalau ac - D

kalau ac - b-

ac+o o

o

' xr)
).. ,| = *'l

"\'
)+ xrf = O

ini dinamai bentuk-bentuk

KANONIK
2

bergaatung kePaCa harga k nya.

IIl a=o, C /o indek (1) dan (2) dapa't ditukar dall kita meuda

Patkan hasil sePerti diatas Yaitu :

z) = I i< "*r* 
ox.,)z+(ac - t2l *', j

fII.a=Or C = O -- Q,( x.,r xr) = 2b xjx.= o

= xf x\ + xzt xrx; x12 * *Lz

Beatuk Q apa saja = O dapat diubah nenjaili sal.ah satu bentuk ka-

nonik" Detrgalt perkataan 1-aia tiap q ( x1+ xr) = o adalah ekiuva-

o

Ien proyektif denga! salah satu dari .i 2 ?Ix; =xz
,/l.)2lxl+x-("1 -2

*2'l

=o

=o
o

oi Rf, sistim Q ( x,,r xr) = O dapat digantilbila kita

memilih koordinat-koordinat ya:ag sesuai dengan salah

satu dari persamaan-persamaen berikut :

22*1 =*z
22*1 +*z o2

1
x

o

0



hltLttr

- ll(l'l - FAu,Ati6 -
2

Contoh : (1 ) Titik apakah yang terjadi dari persamaan :

)?
Q ( :-,+ xa) = xi ' *'t*?- 2 x, = a

x" - 2 x

x'r=2x,
Jawab 0^2x.Z- z xZ =

xr-Zx,rxr-Z x/

2*1 -*1
2

xa+ xr) - 2x*r( ,(x'r+ xr)

)
I

xr= 1 *,t = 2

= o ( 2 , 1 ).

& xr-1(

?

1r1)
(x-2x)(x+x)=0

*1 * *'l

v

x1+ x2= O -'>

Titik tetaP n

*1= - *Z xr= '1

ata dan berlainan :

Contoh : (2) Tentukan suatu transpormasi koorCinat yang nemudah

kan proyektivity /xl - 2 xr+ 5 xa menjadi salah -
satu bentuk ka-
nonik.

Jawab

"i-Y*1-*z
oTitik tetaP

Q(x.x)=
x

x
x

2

5*2=
+5x

1
*Z

0

*3.= otirt,.,-|*r)2-1?+

l\=txr-lx,

I 2

21x xlxl- 2 x1"2

Q(x,,;xr) 3x -3x.,xl-5x
1

K= \

2
1

2
)

2
2
2

=o

) =ou= 1 -+ ( 9 x.,- 9 x,jx2' 15 x

9 *f 9 *.r*z* 3
*z' x -15x o9

E

x
2

2
?

)1

t (

-69

u hanya memPunYai satu titik tet
proyektivity itu aemprxlyai 2 tit
'berlainan dan eliPtic jika ProY

6e-.
xi _69 *z

Definisi 3 Di R tu proyektivitY adalah !rebolic

t
1

x

tivi
l-i c
nyat

1 uo'
ty it
j ika
a dan

jika proYek-

ap. Hiperbo-
ik tetaP Yang

ektivity nen''
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punyai
Titik

titik? c ompl-ex

l*-l'
I xt

s ekawan.

+ax

x

1
+x

( a-^
ll21 1

a
12

au21

2 -ra
aZ )xlx.'a.1xz o

tetap

Transpormasi dalan R

() u1'l

x
2

uzi *

*z

xr

Proyektivity aclalah parabolic 
^11

u11

Proyektivity ada).ah hiperbolic ar, z.z

o

o

o

a^. /o

Proyektivity adalah eliptic o11 - u1? 0

o

I

x +(

I

j

(

)

xj
1

1

"'t2'-2

* fr*z

lL
2

(a) Parabolic xr

vt

xr 't - e' x',

xi +Px

.j
'1

I
1

it

"')

"r\

o
2

(b) Eiperbolic xr1 =c(x,l

xt = 3x +.lx 4+ E+o1 2

(c) rtipti"

Contoh

* , ,.,,

Jika Zt - a1?

q ( x., r *z)

ProyektivitY nenjadi x

P

(

x

+o(x d.f , ,,J)
a I o

2
*z) 1

o
2xz*11 a*1*z-"zl

2u21*1

o

f
xr,

x x

u11

21

1

adalah hiPerbolic
oz?

l

I
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Kal_au il = o --g, :: t .,,
I ident ily

/:
= !" +x

.>-

l-* *G x

x;<

Dalam be!,tuk nol1 homo

1

xt, = cl x,

II

(a) Parabolic ProYektivitY xr

(b) Hiperbolic proYektivitY xr

Cr(ABrCx)-(A'Br
ilvaria:c dibawah J z-t /

t'-

b ct

x
2 =)(
I

t etap

1

(" + --' *2

t= .---( x x(c) etiptic proyektivitY xl

Dalil
ix +j *Z

Jika suatu proyektivity yang diketahui di R.,,* adalah para-

bolic hiperbol-ic da:r eliptic maka koordinat-koorcinat da-

pat dipilih demikian sehingga proyektivity itu berbentuk

seperti diatas "
Jiha A dan B adalah titik tetap yang berlainal dari sua-

tu notr parabolic proyektirity, x adalah titik variable ti

dak sama dengan A dan B , dan xr adalah hasiJ- transporma-

sinya c R ( ABr XX ), adalah tetaP"

Unpamakan titik C (f a, a, X ) aaa hasil trarsporrnasilya

DaIil

Bukti
, c, x, ) - ( ABrCt 1r ) tarena cR

ac b x

I
)

la "'i iu x

a

la x

"l
-r I

Ir
ir
It
I

ib

"'ic

x

la

b

bx

x

c c1

b

c

c

a

a ^t

ia x'l lb x
naka(A3r

c

x X' ) = ( A B r C C' )

ii
ri

I
I

I

l

I
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!e!qlAi_s,i :

Jika A dal B irCalah titik tetap yang berlainan suatu rron pa

rabolic proyektivity, rnaka harganya ( n B t x xr ) yang te-

tap itu disebut karakteristik proyektivity sesuai denga.n

urutaix A r B"

Karekteristik proyektivity suatu hiperbolic proyektivity de

ngan titik tetaP x - 'l da:rx= - 1

(A) (B)

CATATAN
1.," + -t1 = o * 1*J*

)ix

e116moHo f xz nol homogenixt

It'*2
9-r +d

i,*r*
(AB r x x' ) adalah bilan8an tetap nyata dan o t atau

jika traespornasi titik tidak mengubah 2 titik conplex se -
kawan.

A dan B dan ( ABr XXr ) adalah bilangan tetap yang conp

1ex den8al harga rnutLakr rnaka transpornasiaya itu adalah su

atu proyektivitY"

.G

t
I

I

:

i
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