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sumbangan fikiran yang berharga baik secara langsung mavpun secara tak langsung
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" IRISAN KERUCUT

Irisan Kerucut adalah perpotongan atau irisan antara bidang lengkung

kerucut lingkaran tegak dengan bidang datar. Benluk kurva irisan kerucut itu

bermacam-macam, tergantung patia kedudukan ‘bidang datar terfiadap sumbu

kerucud lingkaran tegak.

Misalkan, setengah sudul puncak Kerucut adaiah; dan sudut antara
bidang datar dengan sumbu kerucut adalah 8, maka macam -macam kurva irisan
kerucut dapat ditetapkan sebagai berikut
1) Jika # = 90" atau bidang datar tegak lurus sumbu kerucut, maka Kurva irisan

kerucut berbentuk lingkaran. (gambar 1-1a)
2) Jika « = B, maka kurva irisan kerucut berbeniuk parabola. (gambar1i-1b)
3y Jika « < B, maka kurva irisan kerucul berbentuk elips. {gambar1-1c}

4) Jika a > f, maka kurva irisan kerucut berbentuk hiperbola. (gambar 1-1d)

127 Lingkaran 1h} Parabola » tc) Elips (d) Hiperbola
b= u=p u<f ax>l



Bentuk-bentuk kurva irisan kerucul dialas terjadi apabila bidang datar
tidak melalui titix puncak kerucut. Kalau bidang datar melalul titik puncak kerucut
maka irisannya dapal berbentuk titik, sebuah garis lurus atau dua buah garis lurus.

Defenisi -

lrisan kerucut yang berbentuk parabola, elips dan niperbola adalah
tempat kedudukan titik-titik yang perbandingan jaraknya ke titik tertentu
dengan jaraknya ke garis tertentu mempunyali nitai tetap. (Drs. Sarfono
Wirodikromo :65)

Titik api (fokus) : titik tertentu dan garis tertentu.

Garis arah : direktriks.

Eksentrisitas(e) : nilat perbandingan tetap.

Nilai eksentrisitas e menentukan macam dari kurva irisan kerucut.
1) Jika e =1, maka irisan kerucut disebut parabola. (gambar 1-2a)
2) Jika 0 < e < 1, maka irisan kerucut disebut elips. (gambar1-2b)

3) Jikae >1,maka irisan kerucut disebut hiperbola. (gambar1-2c)

T

{a) Parabola - " (b} Elips (<) Hiperbola
e=| R O<ex<] e>|



HIPERBOLA

l. DEFENISI

Hiperbola adalah himpunan titik-titik dafam sebuah bidang yang selisih
jaraknya terhadap dua titik tertentu pada bidang itu adalah tetap. (Drs.

Sarlono Wirodikromo : 161)

Kedua ftitik tertentu itu masing-masing disebut fokus atau litik api dari
parabola. Misalkan titik-titik Fy dan F, masing-masing adalah fokus dari sebuah
hipe.rbo!a dan jarak F{F; = 2c. Berdasarkan defenisi hiperbola, titik-litik pada
hiperbola yang selisih jaraknya ke Fy dan ke F; sama dengan 2a (2a tetap dan 2¢
>2a >0) dapat dilukiskan dengan cara berikut.

Buallah lingkaran yang berpusat di Fy dengan jari-jari ry (= c-a) dan
lingkaran yang berpusat di F; dengan jark-jari (2a + ry). Lingkaran yang berpusat di
Fo ini memotong lingkaran yang berpusat di Fy pada titik-titik yang memenuhi
definisi hiperbola. Dengan mengambil nilai ry yang berbeda-beda maka kila
mendapatkan titik lain yang memenuhi definisi hiperbola. Titik-titik pada cabang
hiperbola yang lain dapat dilukiskan dengan cara yang sama, hanya saja lingkaran
berjari-jarir ¢ pusatnya di F 5 dan lingkaran berjari-jarir 2 pusatnyadiF 1.

Sebagal ilustrasi, pada gambar dibawah ini diperlihatkan cara melukis titik-
titik pada hiperbola dengan FyF2 = 2¢ = 10 (¢ = 5) dan selisih jarak yang tetap 2a
= 8 (a=4), nilaic-a=5-4 =1, sehingga r = 1. Untuk nilai ry yang kita pifih, nilai

r; ditenfukan melalui hubunganr s=(2a+r ¢)=8+r 1.

F112345
19 |10 141112 | 13




Berdasarkaﬁ tabel di atas, lingkaran yang berpusat di Fq dengan jari -jari
r (rn=1,2,..,5) dilukiskan dengan garis penuh dan Iingké;an yang berpusat
di_Fg dengan jari-jari 1, , (rp - 9,10,...,13) dilukis dengan garis lengkung terputus-
putus. Titik potong antara lingkaran-lingkaran yang berpusal di Fy dan lingkaran-
lingkaran yang berpusal di F, dihubungkan dengan kurva yang mulus sehingga
diperoleh tempat kedudukan fitik-titik yang bebentuk hiperbola, { gambar 2.1).
Tilik-titik pada cabang hiperbola bagian kanan diperoleh deng'a'n' cara melukiskan
lingkaran-lingkaran yang berjari-jari ry dengan pusat di F» dan lingkaran-lingkaran

yang berjari-jarir , dengan pusat F 4.




ll. SIFAT-SIFAT HIPERBOLA

1. Perpotongan antara sumbu mayor dengan hiperbota disebut puncak.

2. Ruas garis yang menghubungkan kedua fokus disebut sumby mayor .

3. Ruas garis yang melalui titik pusatl hiperbola dan memotong tegak lurus
sumbu mayor disebul  sumbu minor

4. Sumbu simetri persamaan hiperbola adalah sumbu x dan sumbu y. Sumbu

simetri yang melalui F ; dan F , disebut sumbu utama atau sumbu nyata.

5. Sumbu simetri yang melfalui titik tengah Fy dan F> serta fegak lurus sumbu

mayor disebut sumbu sekawan atau sumbu imajiner .




lli. PERSAMAAN-PERSAMAAN HIPERBOLA
1. Persamaan Hliperbola yang Berpusat d! 0(0,0)
Untuk menentukan persamaan hiperbola yang berpusat di 0(0,0), kita pilih
sebuah hiperbola dengan sumbu utama berhimpit dengan sumbu x. Fokus di
titik F1(-c, 0 } dan Fy(c, 0) serta puncak di fitik A¢(-a, 0) dan Ax(a, 0) (dengan ¢
>a>(0). Perhatikan gambar berikut ini :
Misalkan titik P(x, y) adalah
sembarang litik pada hiperbola.
Berdasarkan defenisi hiperbola , maka

berlaku :

PFy—PFy= 2a (nilai 2a tetap)

Jarak PFi= Jx+c) +(y - 0)

. Jix+o) 7

Jarak PFy= J(x+c)? +(y - 0)?

= Jo+e) +y?

Sehingga diperoleh hubungan :

Ve +e +y? = Jix +¢)? +y° =2a
@ Jx+e)Y+y? =2a+ Jx +e) +y?



& (x+e) 4y’ = 4’ +daf(x-e) +y* +(x-c) +y?, dengan
mengkuadratkan kedua ruas

persamaan.
@ X +2xctl 4y = 4a2+4am+x2 —2xc+ct +y?
g 4am= —4a? +4xc
& afx-cf +y’ = —a’+xc

@ a'(x®-2cx+c?)+a’yt = a® - 2acx + %P dengan  meng
kuadratkan kKedua ruas

persamaan.
<@ azxzulazcx+azcz+a2y2 =a*~2a’cx+c%x?
o (Cz_a2k2ua2y2= aZ(CZ_az)

kedua ruas persamaan dibagi

dengan a®(f —a?)
Karenac > a,makac ? > aZatau ¢®-a?= 0, kita tetapkan nifai ¢ — a® = b2.

2 2
Sehingga persamaan tersebut menjadi i-z— ~ ’;—} =1 atau »x* - a’y? = &%%°

4]

Dengan demikian dapat kita simpulkan bahwa persamaan hiperbola yang
berpusat di O(0,0) , Fokus di Fy (-c, 0) dan Fy(c, 0) dan selisih jaraknya
lerhadap kKedua fokus sama dengan 2a adalah :

2b2 —)?202 = a2b2



dimana hubungan antara a, b dan ¢ ditentukan oleh & =c’—a® alau

b=Ji-d®
A. Titik Polong Hiperbola Dengan Sumbu Koordinat
Titik -titik potong hiperbola dengan sumbu-sumbu koordinat dapat
ditentukan sebagai berikuf:

a. Titik polong dengan sumbu x diperoleh jikay = 0

b"’x? = a2b2
& .1'2 = az
& x=ta
).’2 yz
Jadi titik potong hiperbola prinbe iy 1 adalah A ((-a,0}dan A .(a,0).
. a

Dalam hal ini titik-titik A1(-a, 0) dan Ax(a, 0) berfungsi sebagai litik puncak

hiperbola. Ruas garis A A7 = 2a merupakan panjang sumbu mayor.

b. Titik potong dengan sumbu y diperoleh jikax=0
~-a’y’ = a’®?

& y’ = —b?

Karena b’ > 0 (berarti -b? < 0) maka y®=-b lidak mempunyai

penyeiesaian

2 2
Jadi hiperbola x—z - ‘;—2 =1 fidak berpotongan dengan sumbu y.

s

Oleh karena hiperbola ini tidak memotong sumbu y, maka sketlsa
grafiknya terdiri alas dua bagian (disebut cabang), yaitu cabang sebelah

kiri sumbu y dan cabang sebelah kanan sumbu y.



Titik By (0,-b) dan By (0,b) dengan b= & —a menyatakan titik-titik
ujung sumbu minor . Ruas garis BB, = 2b merupakan panjang sumbu
minor._
B. Eksentrisitas dan Persamaan Direkiriks

Hiperbola dapat didefenisikan dengan memakai sifat fokus dan
-direktriks sebagai berikut :

Hiperbola adalah tempat kedudukan titik-1itik yang
perbandingan jaraknya ketitik terfentu dengan jaraknya ke
garis tertentu mempunyai nilai yang tetap. (Drs. Sartono
Wirodikromo : 164)

Titik tertentu itu disebut fokus hiperbola dan garis tertenlu itu disebut
direktris hiperbola, nitai perbandingan tetap itu disebut eksentrisitas hiperbola

yang nilainya.
i . , o x* vy
Nilai eksentrisitas dari persamaan direkiris hiperbola —2—'b—2=1
. a

dapat ditenlukan dengan cara yang sama dengan nilai eksentrisitas dan

x'z )’2
persamaan direkiriks padaelips  —~+=5 =1 yaitu:

o
o

o . c
1. nifai eksentrisifas e= —,
a

o | A

a
2. persamaan direkirks g, = x=-— dan gy=x=
’ e



10

C. Panjang Latus Rectum

Ruas garis polong yang melalui fokus dan tegak lurus sumbu utama di

sebut lalus reclum ..

Pada gambar 2.1 Lalus rectumnya adalah ruas-ruas garis L.l dan

3

2
Lobo’. Panjang iatus rectum hiperbola —; —L= 1 dapal dileniukan sebagai

l S

o
=

herikut ;

unfuky = ¢ didapat

@ ‘m=-—5-l=-——5—=—, sebab ’-a’="¥
b a a” a
4 2
o Yoy = yete
a [+

(‘ b? B
Titik-titik ujung latus rectumnya adalah ¢, o dan c,—&- .
AN

) 28?
Panjang latus rectum = jarak {itik-titik ujung latus rectum = z(zj = —
a
xz yz
Jadi panjang latus rectum hiperbola printy i 1 adalah
25°

LL =Ll =——
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D. Asimtot Hiperbola

Unluk memahami pengerlian asimiol hiperbola, persamaan hiperbola

2 VZ
— — == = I kita ubah sebagai berikul :
a b
X2 yl’
— =1
a* b
2 2 2 2N
y X X a
o — = = —1: — 1__
at  a* a ( x2
YZ bz ’ az)
& =3 = ~ 1_'—'
% a‘[ X

2
Kalau nilai x mendekati fak berhingga, maka nilai a—, mendekati nol
. X

a? b
atau (l———z—J mendekati 1. Dengan demikian y mendekati i; atau
X

b b
y mendekati £ —x. Garis-garis dengan persamaan y = +—x merupakan
a a
12 ),2 x? ),2
asimtot bagi grafik hiperbola —2——?=1. Jadi, hiperbola _z‘b_:z:l
[44 d

memiliki dua buah asimlot, masing-masing dengan persamaan :
b b
y=--x atau y=-—x
o a

Perlu diingat bahwa asimtol hiperbola bukan bagian dari grafik

hiperbola, tapi merupakan garis-garis pertolongan yang dapat dipakai untuk



menggambar skelsa grafik dari sualu hiperbola. Asimtot-asimtol ini bertindak
sebagal pembalas dari cabang-cabang grafik hiperbola. Perhatikan gambar

2.2 di bawah ini :

Kedua garis asimtot dari suatu hiperbola fegak lurus, maka hiperbola

demikian disebut hiperbela orogonal.

il

b ) b
h= y= —Ex , gradiennya  m, = s

b b
b —x , gradiennya m, = —
a a

)‘:
Jika 4 tegak lurus h make m xm, = -1 (syarat bagi dua garis tegak

jurus).

SANE: b? ]
G N
a

N/ a
Jadi persamaan hiperbola ortogonal dengan sumbu utama berimpit

dengan sumbu x adalah :
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2

I =

2

2
2
2 2

=lalau x’-)y’=aq

n
In)

Sekarang perhatikan hiperbola pada gambar 2.3 berikut. Hiperbola ini
berpusat di 0(0,0). Sumbu utama berimpit dengan sumbu y. Fokus di titik-
titik F1(0, -¢) dan F(0, ¢) serta puncak di litik A((0, -a) dan A(0, a). Dengan

mudah dapat di tunjukkan bahwa persamaan hiperbola ini adalah :

dan hubungan & = ¢ —a® tefap berlaku,

2 2
Beberapa hal yang periu diperhatikan pada hiperbola y—z—;—zzl

]

adalah

1. hiperbola ini tidak memotong sumbu x.

2. pilai eksenlrisifas e= —,
[#]

’ a
3. persamaan direklrisnya adalah g, =y = ~Z dan g,=y=—
2 4
. b b
4. persamaan asimtotnya:L 4= y=-—x danlo= y=—x
a a

Berdasarkan uraian di atas, kita mempéroleh dua macam bentuk baku

persamaan hiperbola yang berpusat di O(0,0), yaitu :

'1,2 2
1. —- i—z = 1 merupakan persamaan  hiperbola horizontal.
a




y2 x?

-
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2. —=- el 1 merupakan persamaan  hiperbola vertikal.
?

2. Persamaan Hiperbola yang Berpusat di M(h, k)

Perhatikan gambar 3.1 yakni sebuah hiperbola dengan pusal (h, k),

sumbu mayor sejajar dengan sumbu x, panjang sumbu mayor 2a, dan panjang

sumbu minor 2b. Dengan menggunakan defenisi hiperbola, dapat ditunjukkan

bahwa persamaan hiperbola adalah:

2 2 Y ls(y—k!)z—-i—'(\-h)
(J""k) (x~h) 1 ' : : ’ “\
2 - ] = . . H . R ’ ,
a b . R R o e tion
Alh—n
) Fyth : O AT
MU R
Gl
/“' S KU S5
ol 77 o 3
. 3
E.E.\‘:ll—%/ .\\=I.- \K]E\'—"l{»:l"

A. Hiperbola pusat di M(h,k) : sumbu utama sejajar dengan sumbu x

y ol mimR=-Fle-i
N, F;U:.Ekqf;') T
2 ; S\ .
, .- :'—=‘(_)’—U=I_-(x-k)
BT T e
: Al k+0) :
..----_..--.--_-..--._~:.-.--.'--.' ......... e Lona

f}
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Hiperbo!a di alas mempunyai sifal:

a. Persamaan sumbu utama atau sumbu nyata adatah y = k- dan persamaan
sumbu sekawan atau sumbu imajiner adalah x = h.

b. Koordinat puncak adalah As(h-a, K) dan Ax(h+a, K). Kordinat titik ujung
sumbu minor adatah B (h, k-b) dan B o(h, k+b).

¢. Koordinat fokus di F  y(h-c, k) danF a(h+c, k)

d. Nilai eksentrisilas e = <
o)

e : a a
e. Perasamaan direktriks adalah g, =x=h—-— dan g,=x=h+—
e e

f. Persamaan asimtot adalah

]

1

E()'—k) = -—-E(x—k) dan ! E(y—k)= 'E'(X—h)

w

g. Panjang latus rectum L = ;

h. Hubungan & =c¢° - a® tetap berlaku.
B. Hiperbola pusat di M(h, k), Sumbu utama sejaiar dengan sumbu y
Perhatikan gambar 3.2 yakni sebuah hiperbola dengan pusat (h, K).
Sumbu utama sejajar dengan sumbu y , panjang sumbu mayor 2a, dan

panjang sumbu minor 2b. Dengan menggunakan defenisi hiperbola, dapat

2 a
. - (y-#) (=-8)
ditunjukkan bahwa persamaan hiperbola adalah i 1
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Hiperbola di atas mempunyai sifat

a. Persamaan sumbu utama atau sumbu nyata adalah x= h, sedangkan
persamaan sumbu sekawan atau sumbu imajiner adalahy =k.

b. Koordinal Puncak adalah As(h, k-a) dan Aa(h, k+a), koordinat titik
ujung sumbu minor adalah B ¢(h-b, k) dan B »(h+b, k).

¢. Koordinat fokus di F ((h, k-c) dan F a{h, k+c).

d. Nilai eksentrisitas e = hd
o

a a
e. Persamaan direklriks adalah g, =y= k- > dan g, =y= k+;

f. Persaman asimtot adalah

(x—h)

Lol

L= ()’—k)= —%(x-—h)danlz E(_)‘-—k):

20

“g. Panjang latus recfum L= ;

h. Hubungan 5° = ¢* - a” {etap berlaku.
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Bentuk Umum Persamaan Hiperbola

Jika bentuk baku dari sualu persamaan hierbola dijabarkan, maka

diperoleh bentuk umum persamaan hiperbola,

(x— /1)2 ' (_y - k)2

a’ b?

o bz(xf B - az(_y —}:)2 = a’bh?

@ b(x7 = 20k + B2} - a?(y? - 29k + 1P) = @77

@ &%~ 2Whx +07 —a®y? - 2a%y - %P a% = 0
& bxP—a’y? — 2b%hx - 2a’ky~a®k-a¥? =0

dimana =4

—28°h=C

2¢%k =D
(6°° - 2 ~ a?8%) = E
maka di dapat persamaan terakhir,

AC - By’ + Cx+ Dy +E = 0

A, B, C, D dan E bilangan riil (A=0, B=0, A=B)

nasglel9dcon-

— .

-:r‘.,":"}%—;i‘(::";“. g

AN
R\ 0
\‘x'\\,\& -



V. Contoh Soal

I. Unluk Persamaan _Hiperbola yang Berpusal di O(0.0)

2 2

-y X X
1. Diketahui hiperbola  ———
16 9

1.

Tentukan : a. Koordinat litik puncak
b.-Nilai eksentrisitas
¢. Koordinat fokus
d. Sumbu transversal dan panjang sﬁmbu seka;fvan
e. Sumbuy simetri
f. Panjang latus rektum
g. Persamaan direktris

Penyelesaian :

a. a2=_ 16, makaa=4

229 maka b=3

dengan demikian, kita peroleh litik puncak : (4,0) dan (-4,0)

b. nilai eksentrisitas : ¢ = <
a

c2=a?+b2
=16 +9=25
c= 5
S
e: —
4

¢. Koordinat fokus : ( =+ ¢, 0) sehingga didapat Fy(5,0) dan F »(-5,0)
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d. Panjang sumbulransversal=2a=2 .4=8
panjang sumbu sekawan=2b=2 .3=6

e. Sumbu simetri adalah sumbu X dan sumbu Y

f. Panjang latus reklum= —=—=—

. . a
g. Persamaan direktriks x=1+—=1%
14

2. Tenlukan persamaan hiperbola yang berpusat di 0(0,0), sumbu utama pada
sumbu x melatui titik (3,1) dan (9,5).
Penyelesaian:

misalkan persamaan hiperbola yang berpusat di 0(0,0) dengan sumbu

e

2
utamanya sumbu x adalah 5 - ’;—, =1

=

' 32 32
falui titik (3,1 — - =
melalui titik (3,1) Pty 1

9 5
melaluititik (8,5) = priaT i 1

81 25
—5—-3=1

B

816° - 25a* =a'b* ... ()

persamaan (1) dan (2} di eliminasi :



20

oh2. g ?l=a’bh?

8ib2-252%=2a%°

7202+ 24a22=0

24a%= 1727

subsitusi (3) ke (1):
8h? - a?=alph?
gh?. 3b? = 3p %p?

6b 2=3b*

Dari a2=3b? diperoleh a 2=3.2=6

2 2
maka —5-Tz=1
a” b
x? ,2
=Y
6 2

Jadi persamaan hiperbola yang berpusal di (0,0) dan sumbu utama pada

e
2_ .

O\I ku

sumbu x melalui (3,1) dan (8,5) adalah

13
3. Jika eksentrisitet suatu hiperbota adalah T dan jarak antara kedua fokusnya

37, tentukan persamaan pusalnya !

Penyelesaian :



Diket : e= b
12
72c=37
Dit . pers. hiperbola
Jawab

misalkan persamaan hiperbofa

37

2¢ =37 =
—>C 5

eksenptrisite} ;e =

,
b2=¢2. 52

- (-
2 13

b2 1369 49284

»

2
X y
—~-z=1
a” b
C
- = = —
a
37
-2
S
1
222
13
2 (222)’ 49284
T 13/ T e

231361-197136

4 169

b2 34225
T 676

676
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4225

Dati a? 49284 dan &2 > ka diperoleh
= = maxka :
169 676 P
2 2
ety
¢ b
x? _ ¥: = 169x? _ 676y° _
49284 34225 7 77T 49284 34225
169 676

13
~. Persamaan hiperbola dengan eksentrisitet 12 dan jarak anlara

169x* 676y
49284 34225

kedua fokusnya 37 adalah

4. Tentukan persamaan hiperboia dengan titik puncak (+6, 0 ) dan dengan
L 7
persamaan garis asimlol y= ig*‘

penyelesaian :
litik puncak (-6,0) dan (6,0) merupakan hiperbola horizonlal dengan a = 6.

Untuk persamaan hiperbola horizontal, persamaan asimtoinya adalah

b 7
y=1 el Oleh karena persamaan asimtotnya diketahui yaitu y= igx ,
maka : b 7—>b— !

a6 7T %"
=—(6)=7
12 _)"2
Jadi persamaan hiperbola untuk a = 6 danb = 7 adalah —-—=1



alau 49x 2-36y-1764 =0

2
=1

wl\c
=

2
5. Diketahui persamaan hiperbola Ta -
Ditanya: a. Koordinat litik puncak
b. Koordinat titik ujung sumbu minor

¢. Koordinat fokus

d. nitai eksenirisita

. persamaan direktriks dan persamaan asimiot

f. panjang lalus rektum dan skelsa gambar

Penyelesaian :

xz -yz )
8. ~—-—=1,a°=64 makaa=8

64 36
b2=236, makab =6
c’=al+ p?
c?=64 +36
¢?=100
c= 10

Koordinat tittik puncak A 4 (-8,0) dan A (8, 0)

b. Sumbu minor B0, =+ b) sehingga didapal B 1(0.-6) dan B (0, 6)

¢. Koordinat fokus F( xc. 0) sehingga didapat F

d. Nitai eksentrisitas e =

26

[T
[
S
1l

= ]

1(-10,0) dan F (10, 0)

23



a g8 -
e. - Persamaan direktrik g, =x = —— = - — = —_
c 10 5
~a & 4
T
. & 6 3
- Persamaan asimlof /= y=-Zx-_—y-_2,
a 8 4
/ b 6 3
18V ="X=~x=—x
’ a 8’r 4

f.Panjfang latus rektum = — -2 ""_ % _g

skelsa gambar

6. Tentukan persamaan hiperbola yang berpusat di (0,0)
a. Tilik fokus (x4, 0) dan Titik puncak { =3, 0)

b. Titik fokus (6, 0) dan panjang sumbu mayor 8

Penyelesaian:



a. Fo:k.us di.F;(-4, 0) dan Fo(4, 0) , Titik puncak di (-3, 0} dan (3, Q)

merupakan hiperbola horizontal denganc =4 dana=3
b2 =c? -a 2

=16-9=7

Persamaan hiperbola Ry

2 2
) 2 2
—-—-—=1lalaux“-9y“=63
5 7 y

b. Titik fokus di F4(-6, 0) dan Fz(6, 0) merupakan hiperbola horizontal

denganc =26
Panjang sumbs mayor 8 satuan —=2a=8
a=4
nitai b? = ¢*- a?
=36-16=20
2 2
Persamaan hiperbola —-— ?;—2 =1

x* ¥
-E—:?-—Ez 1 atau 20x 2- 16y 2 = 320,
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I Untuk Persamaan_Hiperbola yang Berpusal di Mh, k).

1. Perhatikan hiperbola dengan persamaan 9x*- 16y° - 18x - 64y - 199 =0,
Tentukanlah : a. keordinat titik pusat
b. koordinat titik puncak.
c. koordinat fokus.
d. panjang sumbu mayor dan sumbu minor.
e. persamaan asimtot.
Penyelesaian :

Nyatakanlah terlebih dahulu persamaan kedalam bentuk :

(x-h)? (_y— k)z
az - bz

=1

< 9*- 16y 2 18x - 64y-199=0

< 9x?- 16y % 18x - 64y = 199

< 9x?- 18x- 16y *- 64y = 199

& 9(x2- 20 - 16(y 2 +4y) = 199

& 9(x?- 20+ 1)- 16(y 2+4y +4) =199 + 9-64

< 9(x-1) 2-16(y+2) 2= 144

2 2
o - 16[y +2) _ 144

144 144 144

- (x-1)? _ (y+ 2)2

=1 sehingga
16 % 99

a=4,b=3,dan c=+16+9=425=5,h=1dan k=-2

a. koordinal titik pusat M(h, k) adalah (1 ~2)
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b. koordinat litik puncak = (h  +3, k)
= (1 +4,-2)
= (1+4,-2) dan (1-4,-2)
= (5,-2) dan (-3,-2)
c. koordinat fitik fokus = (h ¢, K)
= (1 =5,-2)
= (6,-2) dan (-4,-2)
d. panjang sumbumayor=2a=2 4=8

panjang sumbuminor=2b=2 .3=6

b
e. persamaanasimtol .  y—k=4—(x—})
[#]

3
& y+2=iz(x—l)

3 3
¢_)'+2=Z(x—1) dan y+2=—z(x—1)

2. Tenlukan persamaan hiperbola dengan pusat (1,-3). Salah satu fitik
puncaknya (4, -3) dan panjang sumbu imajinermnya sama dengan 8 satuan.
Penyelesaian :
Diket : pusat (1,-3)
titik puncak (4, -3)
panjang sumbu imajiner = 8 safuan
Dit  : persamaan hiperbolanya

Jawab :



pusat (1-3)maka h=1 dan K = -3.
titik puncak (4,-3) - (h+a,K) = (4,-3)
(14a,-3)= (4-3)
maka 1+a=4
a=4-1
a=3

panjang sumbu imajiner 2b =8

persamaan hiperbota dengan pusat (1,-3) ,a = 3 dan b = 4 adalah:

(x - 1) (y+3)2 1
32 - 42 -

e 16(x- 1) 2-9(y +3) 2 =144

@ 16 (x2-2x+1)- 8y ?+6y+9)=144

& 16x7-32x+16-9y Z-54y-81-144=0
& 16x2- 9y?-32x- 54y- 208 =0

Jadi persamaan hiperbola tersebut adalah

16x2- 9y - 32x- 54y - 209 =0

(x - 1) ('y+1)2—l
64 36

3. Diketahui persamaan

Ditanya . a. Koordinat titik puncak

b. Koordinat titik pusat

28
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¢. Koordinat tilik ujung sumbu minor
d. Koordinat Fokus
e. Persamaan sumbu utama , Persamaan sumbu sekawan
f. Panjang sumbu mayor dan panjang sumbt minor
g. panjang latus rektum
h. persamaan asimtot
i. pitai eksentrisitas dan direktris
Penyelesalan:

(x — 1) O+ 1y

64 36 1 ,merupakan hiperbola horizontal dengan

a’=64 =>a=8
=36 >b=6 »c’=a’+h?
= 64 + 38
=100 =c=10
a. Koordinat titik pusat M (h k) = M(1.-1)
b. puncak A(hta, Ky maka A 1(9,-1) dan A 2(-7,-1)
¢. Titik ujung sumbu minor B(h, k £ b) maka didapat B 1(1,-7)ydanB 2(1,95)
d. Koordinat fokus F(h x¢, K) maka didapat F 1(-8,-HdanF 2(11,-1) |
e. Persamaan sumbu utama y = -1 dan persamaan sumbu sekawan adalzh
x=1
f. Panjang sumbu mayor = 2a =2(8) = 16

Panjang sumbu minor = 2b = 2(6) = 12



- 268 2(36) T2
g. Panjang fatus reilum = —

h. Persamaan asimtotnya: y- k=t
6

y+1=#% -é(x -1)
3

y+1=% Z(x -1

' 3
A E)'+1=-z(x-—1)

3
Izay+l-—-z(x—-l)

. . c
i. nilai eksentrisitase= —
a
10 5
e= _— ==
8 4
persamaan direktrisnyax=h  + £
, <
_1 8_ 32 37d 1 8_ 32_ 27
gr=x= +£—1+ 5 =5 9 g =x= "Rl
4 4
2
, x+2) (y-1)
4. Carilah persamaan asimtol uniuk hiperbola ( 16) - (y 5 —=1
Penyelesaian :
: " 5
_— . . (x+2)" (r-1)
Asimtot hiperbola dapat diperoleh dari persamaan 6~ o - 0

Dari persamaan itu kita peroteh :

30



(-1 (x+2)

9 7 16

(y—l)’ =-1—95(x+2)

2

3
y:iz(x+2)+1
Kita peroleh
3 ' 3
y=l+z(x+2) atau y=1—1(1+2)

3 1 1
Sy=14+—x+1— atau y=1-—x-1—
YEIFEITY Y=

3 1 3 1
C))’=T4-I+2E atau y=—zx——2-

Jadi, persamaan asimtot hiperbola tersebut adalah

Y=4*7 %2

3]

dan



IV. KEDUDUKAN GARIS TERHADAP HIPERBOLA

Kedudukan sebuah garis lurus g terhadap hiperbola, secara geometris

dapat ditunjukkan pada gambar berikut :

l/
e

Pada gambar di atas (a), garis g memotong hiperbola di dua titik yang

berlainan yaitu di titik A(xy,yy) dan di titik B(xz2Yy2).

Pada gambar (b), garis g memotong hiperbol_a di satu titik (dikatakann garis g

menyinggung hiperbola), yaitu di titik S(Xs.Ys).

Pada gambar (c), garis g tidak memotong maupun menyinggung hiparbola.
Kedudukan garis g terhadap hiperbola dapat dianalisis secara aljabar

dengan menggunakan konsep diskriminan sebagai berikut; |

» misalkan persamaan garis g adalah y = mx + n dan persamaan

2 2
hiperbolanya adalah :—2-;—2=1

. . “ +n)°
+ subsitusi y = mx + n kepersamaan hiperbola, didapat x_')_ (mxbzn =1

a

bA — a¥(mx + n )2 = a%h?
b?x* — a%(m?x? + 2mnx + n?) = a%b?

(b? - a’m)x? —2a*mnx —a%(n? + b)) = 0



merupakan persamaan kuadrat gabungan antara garis dan
hiperbola.
« nilai diskriminan dari persamaan kuadrat gabungan itu adalah:
D = (-22°mn)? - 4(b? — a’m?) {-a? (n? + b?)}
D = 4a’m’n’ + 42%(0n? + b* — a%m?n® - a%?m?)
D = 4a’m’n’ + 4a’b’n’ + 4a%? - 4a‘m’n? - 4a* b’m?
Kedudukan garis lurus g terhadap hiperbola &*:=tukan oleh nilai
diskriminan D sebagai berikut:
1. D> 0 < garis g memotong hiperbola di dua titik yang berlainan.
2. D=0 « garis g menyinggung hiperbola.

3. D<0 <« garis g tidak memotong dan tidak menyinggung hiperbola.

Contoh soal :

2
1. a) Tunjukkan bahwa garis x — y + 2 = 0 memotong hiperbola 54_ - % =1di

dua titik yang berlainan.
b} Tentukan koordinat titik potong itu .
¢) Hitunglah panjang ruas garis yang dihubungkan oleh kedua titik potong
pada soal (b)

Jawab ;

2 2

a X—-y+2=0 = y=x+2 Substtusi y=x+2 ke %—

didapat
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= 2% (x'+ dx+ 4) =8

=¥’ —4x-4-8=0

= x'-4x—12=0, persamaan kuadrat gabungan garis dan hiperbola
Nilai diskriminan D :

D = (-4)*~ 4(1)(-12) = 64

Oleh karena D= 64 > 0 , maka Qé'r‘is X —y + 2 = 0 memotong hiperbola

.2 Wi
| %_ :‘8_ = 1 didua titik yang berlainan .

Dari parsamaan x*- 4x — 12 = O,didapat:
x’-4x—12=0
= X+ 2)(x-6)=0
= X=-2ataux=6
Untuk x = -2 didapaty=-2+2=0 = -2,0)
Untuk x = 6, didapaty=6+2=8 = (6,8)
Jadi koordinat titik potong garis x- y + 2 = 0 dengan hiperbola

2 2
% - 18_ =1adalah A(-2,0) dan B(6,8)

b. A(-2,0) dan B(6,8) maka

panjang AB = (-2 —6)2 + (0—8)° = 1647 64 = 8,2

Jadi panjang ruas garis AB = 32 satuan panjang .
2. Tentukan tempat kedudukan garts x — y = 0 terhadap hiperbola

2

vx?p
R A
2 4

Jawab :
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Hiperbola %— -14 =1,garisx—-y=0makay=x

2,2 2,0 42 52
i 1= 0makat w120 = -1
2 4 4 4 4

P

It

0

Nilai diskriminan :

D = b? —4ac
=07~ 4(3)(1)= 1
4

Jadi D > 0, garis x — y = 0 memotong hiperbola di dua titik yang berlainan.

3 a) Tentukan nilai a, supaya garis 4x + y + a = 0 menyinggung hiperbola

Xy

12 48

b). Tentukan pula koordinat titik singgungnya .
Jawab :
a dx+y+a=0,makay=-4x—a.

Subsitusi y = -4x - a ke persamaan hiperbola , didapat:

< (4x-a) _ .
12 48

© = 4x? ~ (162 + Bax + 2%) = 48
= 12X+ 8ax + (a° + 48) =0
Nilai diskriminan D :
D = (8a3)% - 4(12)(a’ + 48)
- D = 64a® —48a’ ~2304

- D= 16a‘-2304



h

Supaya garis menyinggung hiperbola, maka nilai diskriminan D = 0
162’2304 = 0
= a’~144=0
=>@+12)a-12)=0
= a=-12ataua=12

2 e

' -

Jadi supaya garis 4x + y + a = 0 menyinggung hiperbola ';—2-- Ay

48
untuk nilai
a=-12ataua=12

b.Untuka = -12, substitusi ke 12x? + 8ax + (a®+ 48) = 0, didapat
12x% ~ 96x + (144 + 48) = 0
= x*~8x+16=0
= (x—4)°=0
- X=4
Substitusi a = -12 dan x = 4 ke garis y = -4x — a , didapat
y =-4(4) - (-12) = -4, sehingga titik singgungnya (4,-4)
Untuk a = 12, substitusi ke 12x° + 8ax + (32 + 48) = 0, didapat
12x% + 96x + (144 + 48) = 0
= x*+8x+16=0
= (x+4)2=0
=X =-4
Subsitusi a = 12 dan x = -4 ke garis y = -4x — a , didapat
y =-4(-4) — 12 = 4 | sehingga tittik singgungnya (-4, 4)

Jadi koordinat titik- titik sinaaunanva adalah (4. -4) dan (-4. 4.
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V. GARIS- GARIS SINGGUNG PADA HIPERBOLA

A. Garis Singgung Melalui Suatu Titik Pada Hiperbola

{1, Untuk Hiperbola Dengan Pusat (0,0}

¥

~Yoo1 melalui titik
o b

b
bl b

misalkan titik P(x;,yy) terletak pada hiperbola

P(xy,y1) dapat dibuat sebuah garis yang menyinggung hiperbola disebut

garis singgung hiperbola seperti terlihat pada gambar berikut:

¥ | paris singyung

[t

| .
Persamaan garis singgung yang melalui titik P(x;y;) pada hiperbola

i-:—,'_: 1 dapat ditentukan dengan menggunakan tafsiran geometri turunan
PR
yaitu Y — Y1 = mX — xq), karena titik P(x;.y;) terletak pada

hiperbola maka nllai gradien m dapat ditentukan dengan tafsiran geomOetri

I'4 B .
turunan dari m = L%}(,.Y)Dengan mengambi! diferensial pada persamaan
y ,

2 2
< d _—- —-d y—,, :dl
a“ b
c:-z—fdt—-%:,zdv:(l
a” b=
- _1'2 y?' dd t 2}' 2\.‘ l
hiperbola = -Z_= didapat < 4 = =X 4
P a* bl p bz b a2
& _ 2 b
v a®’ v
& b




.. v
adi m= = xy)
dx

P by . A
subsitusi nilai m = T‘— ke persamaan y —y; = m(x - x1) didapat
a2’y
,

b x
y—-yi= =1L (x-x)

4”3
famg a:_}yl - az}]: = bg.\:\'l - bz.\'iz

)
}Drl _ .LTI _ VIZ _ .‘fl-
XA ¥ |

masing- masing ruas dibagl dengan a%b? Karena titik P(xy,y;) terletak

2 2 : 2 2
pada hiperbola :—2-::3=1 maka beriaku %—%ﬂ .

subsitusi nilai ini kepersamaan terakhir, maka akan diperoleh =2
JERY

Jadi persamaan garis singgung melalui titik P(x1,ys) pada hiperbola

2 2 : :
Z--Z_ =1 dapat ditentukan dengan rumus il R 4 W

Dengan menggunakan analisis yang sama, persamaan garis singgung

2 2
yang melalui titik P(x;,y;) pada hiperbola vertikal x—-fz—zl dapat

>
o

ditentukan dengan rumus -{)—;L-il.z 1.

a? B2

Contoh soal
2 2

1.Tentukan persamaan garis singgung hiperbola dengan persamaan -Z_;&-—%: 1 di

titik yang berabsis 1

Penyelesaian



X =10 =~ ~l_=]

titik tersebut (10,3) dan (10, -3)

Persamaan garis singgung di (10, 3) adalah

10x 3y
64 16
Sx ‘3,1)

. 22
2. Tunjukkan bahwa titik P (26,2 terletak pada hiperbola ';_6—.%.=1 kemudian

tentukan persamaan garis singgung hiperbola itu yang melalui titik P.

Penyelesaian:

-

subsitusikan titik P (24/6,2) pada hiperbola :_-*?
=]




ini berarti tititk P terletak pada hiperbola.

persamaan garis singgungnya adalah

16 8
_Z\fgx_ﬁ_
16 8
= J6x - 2y =28

jadi persamaan garis singgungnya v6x -2y = §

2 _
3. Tentukan persamaan garis singgung hiperbola 1—7 - :4_8 = ] dititik (4, -4)

ra

Penyelesaian

= —dy-x=12

max+4y+12=0

jadi persamaan garis singgung hiperbola adalah x + 4y + 12 =0



1

4. Tentukan persamaan garis singgting hiperbola y?- X% = 9 dititik (-4, 5)

Penyelesaian:

2 ;20
a® A
Y(3) = x(-4) =9
4x + 5y =9
4x+5y—-9=0

jadi persamaan garis singgung hiperbola adalah 4x + 5y-9=0

2. Untuk Persamaan Hiperbola Yang Berpusat di M(h,k)

a. Persamaan garis singgung yang melalui titik P(xi.y1) pada hiperbola

ek -k

2

5 i dapat ditentukan dengan rumus
a b=

(x=M}xh)  =k)(v-k) -

2 e
a“ f}_

b. Persamaan garis singgung yang melalui titik P(x{,y) pada hiperbola

(v-kP (x-m)°
’ _

3 1 dapat ditentukan dengan rumus
a 2

= k)3 = k) _(x=h)x—h) _

1.
a’ b?
Contoh soal ;
1. Tentukan persamaan garis singgung hiperbola (>(+1)2 (—L:—lh= 1 dititlk

3

(1,-2)



Jawab :
(X+H1)(xr+1) - 5“—'—"———1);"" D

= (x+ D)1y~ FTDE-D 1)2(2 -0

= 2x+2+y-1=0

= 2Xx+y+1=0

2. Tentukan persamaan garis singgung hiperboia (—"1"414” - (";62)‘ =1 dititik

(5:_2)
Jawab :

@-13)' (x-2)°
144 16

o, oI -13) (-2 -2) 1
144 16

o WoI32-13) (x-2)(5-2)
144 16

= -15 (y = 13) - 9 (3) (x- 2) = 144
= -15y +195-27x+ 54 -144=0
= =15y —-27x+105=0

= 27x+15y-105=0
=>9X+0y-35=0

3.Tentukan persamaan garis singgung dititik (3,-2) terhadap hiperbola

(x-2)° (v+1)? _
4 2

1




Jawab :
Persamaan umum garis singgung melalui titix P(x; y1)

WA -h) O -K0y -K)

a b

1 .

_ (x=2)(3-2) _(r+b=2+1

B 4 2

— (x—2)+(}'+1) _
4 2

]

= 2(x-2) +4(y+1)=8
= 2x~4+4y+4=8
=X+ 4y-8=0
= xX+2y~-4=0
4. Tentukan persamaan garis singgung (3.-2) terhadap X2 - 4y? + 2x - 24y - 31=0
Penyelesaian :
X2+ 2x—4y?-24y-31=0
(x+ 12— 1-4(y+3)+36-31=0
(x+ 1)2—4(y+3)*+4=0
= (x+ 1)+ 1) —4(y+3) (1 +3)=0
= x+1)(3+1)-4y+3)(-2+3)+4 =0
= A(x+1)—4(y+ 3)+4=0
= 4x+4-4y—-12+4=0
= 4x-4y-4=0

== X-y=1



A4

-2
S.Tentukan nilai a supaya garis x + y = a menyinggung hiperbola '%_ 14 =], dan

tentukan koordinat- koordinat titik singgungnya.
Penyelesaian:
a X+y=amakay=-x+a

' 2 2
subsitusi xy = -X + a kepersamaan l%-— 34-“ =1

X (mxta)?
8 4

1

= x* - 2(x?—~2ax+a%) =8
. -:% +4ax-2a-8=0
karena garis menyinggung hiperbola maka nilai D=0
D= b’-4ac
0 = (da)? - 4(-1)(-2a> - 8)
0 = 16a’—8a’-32
0 = 8a’—32
8a’-32=0
a’—-4=0 ,a=+2

2 2 .
jadi supaya garis x + y = a menyinggung hiperbola %-— VT =1 maka nilat

a=-2 dana=2
b.Untuk a = -2 subsitusi - + dax — 2a* — 8 = 0 didapat
x'=8x -16=0
(x-4)(x+4)=0

Xx=4



subsitusia=-2danx = -4 kegarisy =-x+ a
y=-(-4)+ (-2)
y=2
tititk singgung (-4, 2)
Untuk a = 2 subsitusi -x* + 4ax — 2a° — 8 = 0 didapat
X*+8x—-16=0
(x—4)2=0,x=4

subsitusia=2 danx = 4 kegaris y=-x+ a

titik singgung (4, -2)

jadi koordinat titik singgung adalah (-4, 2) dan (4,

-

6. Apakah titik {!;--,o} terletak pada hiperbola =1 dan tentukan

(x=2)" (y+1)
10 9

persamaan garis singgung yang melalui [?0] pada hiperbola tersebut.

Penyelesaian

-3 ; 2
subsitusi titik {%,o} hiperbola (xw..) ) (y«; D’ _,

f16 Y
L3 7/ (01 _

]

45



o1
9 10 9
10
St

1 =1, ini berarti titik P terletak pada hiperbola

Il

o e (160
Persamaan garis singgung melalui titik i(—éﬂ,o i adalah
rd

\

i

(x-A)y -l (w-R)y-k) _
a* al

\3 7) eno=y
10 9
10)
(-2 10
V3 :_()’"‘Uz
10 9

N ] ‘_._:_'
) :}.H-.:.__} t:I

3 9 :
= Hx~-2)-3(v+1)=27
> 9x-3p-48=0

o 3—3-16=0

i

1

<~

e e [ 16
jadi persamaan garis singgung melalui titik , -g—,o
\

(x=2 (1) _
10 9

1 adalah 3x -y —-16=0.

/

”

44
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B. Garis Singgung Melalui Suatu Titik di Luar Hiperbola
Persamaan garis singgung yang ditarik melalui titik P(x,.yy) diluar
hiperbola, dapat ditentukan dengan menggunakan langkah- langkah yang
sama seperti persamaan garis singgung yang ditarik melalui titik P(x1.y1)

diluar lingkaran, diluar elips dan diluar parabola vyaitu dengan

xx o oWy
menggunakan rumus L‘—, - -E:—; =1
e :

Contoh soal ;

! 2

1. Tunjukkan bahwa titik p(0,0) terletak diluar hiperbola %—{;—:1.

Tentukanlah persamaan garis singgung pada hiperbola tersebut melalui
titik p.
Jawab :

Xty , ) -
Subsitusikan titik p{(0,0) pada hiperbola 19— - I'T =1 didapat (5— % <1, ini

artinya p terletak diluar hiperbola.
Misalkan persamaan garis singgung yang melalui titik p(0,0) dengan
gradien m adalah y - 0 = m(x - 0)

2 2

Persamaan hiperbolanya ‘(7 - % =1

HEQy* =36=0. ... (2)



a2

subsitusikan persamaan (1) ke (2)
=4 -9(mx)%- 36 =0
=4 - 9m3* - 36 = 0
= (4-9m)*-36=0
Diskriminan dari persamaan terakhir adalgh
D = 0% - 4(4 — 9m?)(-36)
=576 -1296m?
karena garis menyinggung hiperbola haruslah D = 0 hingga
576 —1296m? =0

= 1296m?* =576

2= ST
1296
— (576
~ V1206
24
m=+__
36
2
m= +—
3

2 2 ‘
Persamaan garis singgung untuk m = 3 adalahy= 3% sedangkan untuk

m= — adalah y = . 31
3 3



1 2

2. Tentukan persamaan garis singgung hiperbola f; - 1.3.* - 1 yang dapat

-

ditarik dari titik (1,4) diluar hiperbola
Penyelesaian:

titik {1,4) diluar hiperbola

gradien kutup titik (1,4) adalah

x 4y

12 3

= x—16y=12 ,x=16y + 12

2 2

x* y

—..-.—:I

12 3

2 2
:_(16y+12) __2}_:1
12 3

44y +3)*
B 12

vl
—— =1

3
= 4(16y° + 24y +9) -y* =3
= 64y’ + 96y + 36 -y? -3 =0
= 63y’ + 96y + 33=0
= 21y + 32y +11 =0
> 2ly+ 1)+ 1)=0

~11
Yi= — ,yz2=-1

21



untuk y = —7111 maka x = 18y + 12

\
= 16(‘_“J +12
21

_ —176+252
21

untuky=-1maka x=16y+ 12
=-16+ 12
=-4

Titik singgung adalah (;,1%) dan (-4,-1).
. /

4

kY

Persamaan di titik [EZHJ adalah —0% + 1Y 4 15+ 11y =63
21° 31 2112 213

Persamaan garis singgung dititik (-4,.-1) adalah

Jadi persamaan garis singgung yang dapat ditarik dari (1,4) adalah

19x+11y-63=0dan x—y+3=0



Ln
M

untuk m=:l—?,didapat y= :Ex +§ + 4
11 i1 1]

< 11y =-19x + 63
o 19+ 11y-63=0
untuk m=1  didapaty=x—1+ 4
> Yy=EX+3
& X-y+3=0

jadi, persamaan — persamaan garis singgung yang ditarik melalui titik

2

P(1, 4) ke hiperbola 1‘—_} - i{ =1 adalah 19x + 11ly-63=0 dan

<

X~-y+3=0.
4. Berdasarkan soal nomor 3 koordinat titik singgung nya.

Penyelesalan :
L ~19
Subsitusi m = ETH kepersamaan

(1- 4m?) 4(-2m? +8m)x -4(m? ~ 8m + 19 )= 0. Didapat

~19,%Y, L[ .-19, _-19) (—192 -19 Y
I—4(—2) |x? - 4] -2 ) +8 X -4 (—) ~-8(—-—)+19!=0
[ (11)J L (11' (11)J 11 11 J
/ ] — 722 ’ 3 3y
(11340 o7 1) g6l 12 Y
o121, (121 121, V121 11 J
-1323 , 9576 17328

o+ x - =0
121 121 121

1323x% —9576x + 17328 = 0 , kedua ruas dikalikan dengan (-121)



441x* - 3192x + 5776 =0, kedua ruas dibagi dengan (3)

(21x-76)*=0

. .
Untuk x= —2—? , didapat

1( 76 )
1= —| —19{—)+ 63
* 114 (21) 6)1

_ 1(-1444 3323]

+
L 21 21 .
1(—121
"l:..._ —
114 21
y= ~11
21
rd
koordinat tittik A| l,——ll]
217 21

subsitusi m =1 kepersamaan

(1 = 4m?)x? —4(-2m? + 8m)x — 4(m? - 8m + 19) = 0, didapat
£1- 4(1)% 1% — 4{-2(1)* + 8(N)}x -4{(1)°=8(1) + 18} = O

= -3x* -24x-8=0

= (x+4)?2=0

< x=-4

A

5]



Untuk x = -4, didapat:
fo+3
=(-4)+3
Y=
koordinat fitik B(-4, -1)

Jadi, koordinat titik- titik singgungnya adalah Al .= 1}

C. Garis Singgung Hiperbola Dengan Gradien Tertentu.

1.Untuk hiperbola yang berpusat di 0(0,0)

2 2
Misalkan gradien garis singgung pada hiperbola % - ; =1 adalah m (

(%)

m diketahui)

Persamaan garis dengan gradien m adalah y = mx + n . Nilai diskriminan
dari persamaan kuadrat gabungan antara garis v =mx+n dengan
hiperbola itu adalah D = 4a%%(n’ - a?m® + b?).

Syarat bagi garis singgung adalah Diskriminan D = 0, didapat:

43’6 (0 —a*m* + b)) = 0

(" -a'm*+5) =0

2>
n= i\fazmz - b*



't
rA

Subsitusikan nilai n kepersamaan garis y= mx + n, didapat

-

yv=mxtya m -6

Jadi, persamaan garis singgung pada hiperbola '—;—;;’2 =1 dengan
7

gradien m dapat ditentukan dengan rumus vy = mxt Va*m® - b?

Dengan menggunakan analisa yang sama, persamaan garis

2 2
singgung pada hiperbola z_ :2 =1 dengan gradien n dapat
ad

z

ditenttukan dengan rumus: v = mx+ Ja’ - b'm’

Contoh soal:

1. Tentukan persamaan garis singgung pada hiperbola

3t
a. —~=-=1 yang mempunyai gradien 1
25 16 yang punyai gradi
[ - .
b. —-—=1 yang sejajardengangaris3x+y+ 10=0

"169 16



f_ﬂ
0-

Penyelesaian:

2 p
a. Persamaan hiperbola ;—5— ‘;—6 =1, merupakan hiperbola horizontal

dengana=5danb=4

Jadi persamaan garis singgung nya adalah

T
= y=mxtJa'm' -b*

29}’=Ltim
= y=xt JE:E
:}-‘:xi\’g
= y=x*3
x-v~3=0atau x-y+3=0

. 2 2
b. Persamaan hiperbola 1—%5 . 1, merupakan hiperbola vertikal

dengana=13danb=4
Garis singgung sejajar dengan garis 3x+y +10=0,atauy = 3x-10
Berarti gradien m = -3

Persamaan garis singgungnya adalah
=D y=mxt Ja* -b*m?
= y=-3xt J2s5

= y=-3x15

3x:y-5=0atau 3x+y+5=0



el it

r L2

2. Carilah persamaa’n garis singgung hiperbola %— T =] yang mempunyai

gradien -1. '

Penyelesaian:

. 2 2
Garis singgung bergradien —1 pada hiperbol o %— =1
2 2
P
8 4
2x Ly
8 4
wo_x
2 4

y = —

X
2y

}

Misalkan koordinat titik singgungnya adalah (xy, y:) maka kita mempunyai

2 2
sisitem persamaan % - }T‘ =1 . (1)
. - _\:1
y=—1=-1 ... )
2y,

Dari persamaan (2) kita peroleh

X
;‘— = -1 maka xy = -2y
LV

kita subsitusi nilai x; ini kepersamaan (I)



X% —2y,?= 8

(-2y1)* ~ 2y, = 8

4y,? - 2y,*= 8

2y,°=8

y1=%2

Untuk v, = 2, maka x; = -4.Dengan demikian kita peroleh titik singgungnya
(-4,2) dan persamaan garis singgungnya adalah

Xy oony I
Yy T T
a b

Co—dx 2y

g

8 4

Xty=-2
Untuk y = -2 maka x; = 4 . Dengan demikian kita peroleh titik

singgungnya (4,-2) dan persamaan garis singgungnya adalah

f.l;_\.__}-j;)"zl'f}i_gz r_\:..l..)_)_:z
a b g

2. Untuk Hiperbola Yang Berpusat Di M(h, k)
Rumus persaman garis singgung hiperbola yang berpusat di M(h,k)

dengan gradien m dapat ditentukan dengan cara yang sama separti rumus



persamaan garis singgung hiperbola yang berpusat di O(0,0) dengan
gradien m.

Rumus-rumus yang dimaksudkan itu dapat dirangkum sebagai berikut;

. 2 N 2
1. Persamaan garis singgung hiperbola ( ,h) _ ,f‘) =] dengan
e 3
gradien m adalah (y - k) = m(x - h) + v am® el
NERY N RY
2. Persamaan garis singgung hiperbola (3 1’”) e b’h) =1 dengan
a 3

gradien m adalah (y - k) = m(x - )+ Ja* - b*m*
Contoh soal :
1. Tentukan persaman garis singgung pada hiperbola

o (2o ) (y+2y

=1 yang sejajar dengangaris x-2y+8=0
00 o yang sejaj gang Y

=1 yang tegak lurus garisx + 2y - 14=0

p -3 1)
S 49 6

Penyelesaian:

o (x-1)° 2y

100 =1 merupakan parabola horizontal dengan

a’=100 dan b2=g

0 - - - " . 1
Garis singgung sejajar dengan garis x - 2y + 8= O atauy =~ x+ 4

Berarti gradien m=—£

—
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KESIMPULAN

Sesuai dengan elips perpotongan garis y = mx + ¢ dengan hiperbola
2 2 :

A dapat ditentukan sebagai berikut:

2 2

X

4}
b3 — a¥(mx + ¢)* = a%b?
@m? - b + 2a%c’mx + a’b* + a’c*= 0 l
D = 4a’b? (-a’m? + b* + ¢*)

Jika didapat:

1. ¢®<a’m?®-b?, maka garis tidak memotong hiperbola

2. ¢* a’m?® - b®, maka garis memotong hiperbola didua titik yang berlainan
3. ¢? =a’m?-b?, maka garis menyinggung hiperbola

hingga di&apat

3 el

- R

a. garis singgung hiperbola f—-h -gf =1 dengan gradien m adalah
a

y=mx +yalm® - b

2 1

b. garis singgung hiperbola %— ;z =1 dengan gradien m adalah
a

y=mX £va®-b'm’

c. garis singgung hiperbola (x_,h)- b ;zk)' =1 dengan gradien m adalah
a' -

y—k=mX-h) tVa'm® -5



G-k’

d. garis singgung hiperbola

2

y—k=m (x—h) £a’ - bim? .

(x- 1N
b2

=1 dengan gradien m adalah



V1. DUA GARIS TENGAH SEKAWAN PADA HIPERBOLA

Untuk menjelaskan apa yang dimaksud dengan dua garis tengah
sekawan marilah kita selidiki dulu soal berikut ini:
Soal: Tentukan témpat kedudukan tengah- tengah tali busur suatu
hiperbola yang sejajar dengan garis y = mx
Penyelesaian :
Misalkan garis yang sejajar k persamaannya y=mx+n ..{1), m
merupakan parameter .
Garis ini memotong hiperbola b>* — a%y® =a%? , bila koordinat x
tidak memotongnya memenuhi persamaan :
<> bAC ~a® (mx + n )= a’?
o b ~a? (mDE + 2mnx +n?) = a®b?
< b® = a’m%* - 2a’mnx - a’n® = a’b?

o (b2 —a®m¥xt - 2a%mnx - a’n?-a’b?=0

b —atm?®

—2atmn
dengan: x; + X2= - | ————

2a*mn

s —_—
bl_a'lm-
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Misalkan T adalah tengah- tengah tali busur antara kedua tititk

1
potong itu, maka x, = -
-am

T terletak pada persamaan (1), berarti : y; = mx + n

: _ b — atm?
Jadi yy = mx+ x| —

am

2
e e )

Ternyata tempat kedudukan itu adalah persamaan linear dalam x
dan y jadi merupakan suatu garis lurus. Namakan persamaan (2)

garis i karena persamaan (2) tak mengandung bilangan tetap
tentulah i melalui titik pangkal O.

Defenisi :

Garis k dan | disebut garis tengah sekawan suatu hiperbola yang
satu merupakan tempat kedudukan titik tongah semua tali busur

yang sejajar dengan yang lain. (Drs. R. Rawuh hal: 13)



Hubungan antara koefisien arah kedua garis tengah sekawan dapat

1

ditentukan sebagai berikut: misalkan garis i=m’, maka m = 2
am

bZ

am

Maka: mm’'=m

-

Rumus: mm's 9—;

2

Jadi hasil kali kedua koefisien arak dari dua garis tengah sekawan adalah

. 2
tetap yaltu sama dengan é; .
a

Catatan:
1. Jika titik ujung garis tengah sekawan pertama (x,yy) dan titik ujung
géris tengah kedua adalah (x;,y2) maka berlaku hubungan

X | ¥

_L:i.-_. M ——N

a b ' b

Y
[2

2. Titik ujung dua garis tengah sekawan adalah keempat titik potong
garis- garis itu dengan kedua hiperbola sekawan, dengan syarat bahwa
bilamana dari Vdua garis tengah sekawan itu hanya dimaksudkan
panjangnya, maka kedua garis tengah sekawan itu dibatasi oleh titik;

titik ujungnya.



bé

VILHIPERBOLA SEKAWAN
. x! W2
Perhatikan persamaan : ‘"f‘g—z=‘1- yang mana persamaan ini

o

.2 2

. . A S
juga dapat ditulis sebagai : g:——\T =1, merupakan suatu hiperbola yang
a

memotong sumbu-y tetapi tidak memotong stmbu-x: ‘Hiperbo!a itu

diperoleh dengan menukar = dan % dari hiperbola 1-,- - !-2— =1.
a a b

Fokus dari hiperboela baru ; F1(0,c) dan F»(0,-¢) dan asimtotnya tetap yaitu

x! 2 .\.'1 2 .
-j: =1 dan —-2——;:—1:-1 dinamakan dua

a

=S

y =t

x Kedua hiperbola

“l

2

d

L

hiperbola sekawan. Oleh karena ke-empat puncaknya adalah (+ a,0) dan
(0.xb) , maka ke-empat garis singgung di puncak itu haruslah membentuk
suatu empat persegi panjang, yang sisinya sejajar dengan kedua sumbu
koordinat , sedangkan titik-titik sudutnya terletak pada kedua asimtot.

5% ika kedua asimtot suatu hiperbola : bx*-a’y’=a’h? tegak lurus

aa

sesamanya tentulah hasil kali kedua koofisien arahnya:

PPl =808y 18215 ab 22
a a a a b

Persamaan hiperbola menjadi : a’x-a%y’=a’a’ atau Xy’ = @

Hiperbola demikian ialah kedua asimtotnya tegak lurus sesamanya ,

dinamakan hiperbola ortogonal. Kedua fokus menjadi ; F(x aﬁ).



Contoh soal;

Gambariah sketsa hiperbola berikut.

x'l y'.!

16 9

(x-3)" (y+2)" _
64 36

1

Jawab:

2 p
X v

i6 9

Pusat:0(0,0)

a’=16->a=4

bl=9 > b=3

z=a?+bp2=25>¢=5

Titik puncak: A; (4,0) dan Az (-4,0).

Fokus : Fy (5,0) dan F3 (-5,0)

Sumbu simetri : sumbu x dan sumbu y

&7



1 1

Asimtot didapat dari Y 9
16 9

v
9

Beberapa titik bantu :

Jikax¥5makay=i

=10

Jika x =6 makay= i%y@=3,4

Sketsa hiperbola




p (73 (p+2Y
© 64 30

Pusat ; P (3.-2)

a’=64 »a=8

b’=36 > b=6

?=a’+b?=100—+ ¢=10

Puncak : A (11,-2) dan A2 (-5,-2)

Fokus : Fy (13,-2) dan F2 (-7,-2)

Sumbu simetri ; garis x = 3 dan garis y = -2

o9



(x-3) (+2) _

Asimtot : 0
36
2 (x-3)
36 61
36
+2)2 = Z(x-3)?
(y+2) 64(1 3)
yt+2 = i—:}(.\'—3)
4y + 8=+ (3x-9)
dy=-8 = (3x-9)

Dengan demikian persamaan asimtot hiperbola tersebut adalah:
4y=-8+3x—~9dan4y=-8-3x+9
=4y =3x~ 17 dan 4y = -3x + 1

(6) Beberapa titik bantu :

Jikax=32-10~3+8 4 maekay=0

w|ee

Jika x =13 maka y=2,5dan-6,5



Jikax=15makay=-2+3y/5~4,7 dany=-2-3./5~ 8,7

(7} Sketsa grafik

72
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SOAL-SOAL LATIHAN

Untuk masing-masing hiperbola pada soal nomor 1 sampai dengan 10, tentukanlah:

a. koordinat titik pusat

b. Koordinat titik puncak

c. persamaan dircktris e
d. nilat cksentrisitas

¢. koordinat fokus

f. sumbu simetri

2. persamaan direkiris

h. panjang Jatus dan rektum

e o (=20 43’
64 36 144 25
. 2 -
L S G0 (=3
10 6 54 27
2 2 Y BPIY
e 8-(.x+3) () =1
12 4 40) 9
L 432 , 2
4_£1__£:1 : o (x+4) _(}fZ) -1
16 20 28 36
2 2 -3 »—1)2
5.2 .Y 1 o, =3 G-l
32 32 16 9

Untuk soal-soal nomor 11 sampai dengan 13, carilah persamaan hiperbola yang
beberapa unsi.\mya acalah sebagai berikut:

11. Pusat O(0,0) dan puncak A(3,0)
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12. Pusat O(0,0) dan puncak A(8,0) dan nilai eksentrisitas ¢ = l—l-
4

13. Pusat 0(0;0) panjang sumbu tranfersal =16 dan panjang sumbu sckawan=10

14. Ujung-ujung sumbu sckawan adalah B,(4,-1) dan B.(4,5) panjang sumbu
tranfersal. adalah 10

15. Titik pusat (-1,3), titik fokus F(7,3) dan panjang sumbu sekawan =8

16. Buktikan bahwa persamaan parameter suatu hiperbola dapat ditulis juga scbagai

1+122

£t

_ 2t 1
vy=b 1_(,_,dcngant—tg Ego

17. Buktikanlah bahwa koofisien garis penghubung kedua titik @ dan pada
hiperbofa
b2 — a*y? =a’b” adalah: b cos 1(:;7— )/ asin ~1—((p+ W)
* -3y ' 2 ‘ 2
18. Bagaimanakah bentuk persamaan garis singgung di titik (x.,y1) pada hiperbola

(x-a) -8 _|
a* b

ay
2 1

| . oyt
19. Tentukanlah persamaan garis singgung pada hiperbola 56" 1 yang :

a. sejajar garis x+y+1=10

b. tegak lurus garis x -2y =0
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2 2

. . X
32. Hiperbola =~ - f—z =1 dititik (-4,6)

.7 x-3)? ~-1)? .
33. Hiperbola 18) _& - L 2 1 duitik (-3,3)

(x+1)? (y-2)!

34. Hiperbola
32 25

= 1 dititik (7,-3)

Untuk soal — soal nomor 35 sampai dengan 37, carilah persamaan garis singgung

pada masing-masing hiperbola untuk gradicn garis singgung yang diberikan

2 2

35. Hiperbola ;—8 - -%— =1 dengan gradien -2

. c+3) (»-2)° -
36. Hiperbola Gt 3 = -
p 3 2% 1 dengan gradien -3

(x+1)* (v+5)°
32 9

37. Hiperbola =1 dengan gradien --3

Untuk soal nomor 38 sampai dengan 40, carilah persamaan garis singgung yang
dibuat melalui titik dilular hiperbola yang diberikan pada masing-masing hiperbola

berikut:
2 )

38. Hiperbola *— ~2_ =1 dari titik (2,0)
12 18

- 2 2 .
39. Hiperbola 91) e ;’22) = 1 dari titik (4,-8)

(x+3) (y+1)
2

=1 dari titik (-2,-3)

40. Hiperbola
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