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.IRISAN 
KERUCUT

lrisan kerucut adalah perpotongan atau irisan anlara bidang Iengkung

kerucut lingkaran legak dengan bidang datar. Bentuk kurva irisan kerucut ilu

berm acanl-m acam, tergbntong' o'ada kEillrdukah'biddng' datar terhadap sumbu

kerucul lingkaran tegak.

Misalkan, setengah sudtl puncak kerucul adalah a dan sudul antara

bidang dalar dengan sumbu kerucul adalah P, maka macam -macam kurva irisan

kerucut dapat ditetapkan sebagai berikut :

1) Jika p = 90' alau bidang datar legak lurus sumbu kerucut, maka kurva irisan

kerucul berbentuk lingkaran. (gambar 1-1a)

2) Jika a = P , maka kurva irisan kerucut berbenluk parabola. (gambarl-1b)

3) Jika a < B,maka kurva irisan kerucul berbentuk elips- (gambarl-1c)

4) Jika a > p,maka kuMa irisan kerucul berbentuk hiperbola. (gambar 1-'ld)
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Bentuk-bentuk kuva irisan kerucul dialas terjadi apabila bidang datar

lidak melalui titik puncak kerucut. Kalau bidang dalar melalui litik puncak kerucut

maka irisannya dapat berbentuk litik, sebuah garis lurus alau dua buah garis lurus.

Defenisi:

lrisan kerucul yang berbenluk parabola, elips dan hiperbola adalah

tempat kedudukan titik-titik yang perbandingan jaraknya ke tilik tertentu

dengan jaraknya ke garis lerlentu mempunyai nitai letap. (Drs. Sarlono

Wirodikromo :65)

Titik api (fokus) : titik lerlentu dan garis lertentu.

Garis arah : direklriks.

Eksentrisilas(e) : nilai perbandingan tetap.

Nilai eksentrisitas e menentukan macam dari kurva irisan kerucut.

1) Jika e = 1, maka irisan kerucut disebut parabola. (gambar 1-2a)

2) Jika 0 < e < 1, maka irisan kerucut disebut elips. (gambarl-2b)

3) Jika e >1, maka irisan kerucut disebtd hiperbola. (gambarl-2c)
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HIPERBOI.A

I. DEFENISI

Hiperbola adalah himpunan lilik-lilik dalam sebuah bidang yang selislh

jaraknya terhadap dua tilik terlentu pada bidang itu adalah tetap. (Drs.

Sarlono Wirodikromo : 161)

Kedua titik tertenlu ilu masing-masing disebul fokus atau titik apl dari

parabola. Misalkan lilik-litik F1 dan F2 masing-masing adalah fokus dari sebuah

hiperbola dan jarak Ff2 = 2s. Berdasarkan defenisi hiperbola, litik-litik pada

hiperbola yang selisih jaraknya ke Fr dan ke F2 sama dengan 2a (2a tetap dan 2c

> 2a > 0) dapat dilukiskan dengan cara berikul.

Buallah lingkaran yang berpusat di F1 dengan jari-jari 11 (r1> c-a) dan

lingkaran yang berpusal di F2 dengan jarrjari (2a + 11). Lingkaran yang berpusat di

F2 ini memotong lingkaran yang berpusat di F1 pada titik-tilik yang memenuhi

definisi hiperbola. Dengan mengambil nilai Ir yang berbeda-beda maka kita

mendapatkan titik lain yang memenuhi definisi hiperbola. Titik-lilik pada cabang

hiperbola yang lain dapat dilukiskan dengan cara yang sama, hanya saja lingkaran

berjari-jari r r pusatrryadi F 2 dan lingkaran berjari-jari r 2pusatnyadi F 1.

Sebagai ilustrasi, pada gambar dibawah ini diperlihatkan cara melukis titik'

tilik pada hiperbola dengan F 1F2 = 2c = 1O (c = 5) dan selisih jarak yang letap 2a

= 8 (a=1), nilai c- a = 5 -.i = 1, sehingga r > I. Unluk nilai r1 yang kila pilih, nilai

12 ditenlukan melalui hubungant 2= (2a + I 1) = $ + r 1.

l1 1 2 3 4 5
f2 I 10 11 12 13
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Berdasarkan tabel di atas, lingkaran yang berpusat di -F1 dengan Jari -iari

11 (r1 =1 ,2, ..,5 ) dilukiskan dengan garis penuh dan lingkaran yang berpusal

di F2 dengan jarvjari 12, (r2 = 9,10,...,13) dilukis dengan garis lengkung lerpulus-

putus. titik polong antara tingka ran- ling ka ra n yang berpusat di Fr dan lingkaran-

lingkaran yang berpusat di F2 dihubungkan dengan kurva yang mulus sehingga

diperoteh lempat kedudukan tilik-titik yang bebentuk hiperbola, ( gambar 2.1).

Tifik-titik pada cabang hiperbola bagian kanan diperoleh dengan cara melukiskan

ling karan- lingka ra n yang berjari-jari 11 dengan pusat di F2 dan lingka ra n-lingka ra n

yang berjari-jari r 2 dengan pusat F 1.
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II. SIFAT-SIFAT HIPERBOLA

1. Perpotongan anlara sumbu mayor dengan hiperbola disebul puncak.

2. Ruas garis yang menghubungkan kedua fokus disebul sumbu mayor .

3. Ruas garis yang melalui titik pusal hiperbola dan memotong tegak lurus

sumbu mayor disebul sumbu minor

4. Sumbu simetri persamaan hiperbola adalah sumbu x dan sumbu y. Sumbu

simetri yang melalui F 1 dan F 2 disebut sumbu glgrna_'atau sumbu nvala.

5. Sumbu simetri yang melalui tilik tengah F1 dan F2 serla tegak lurus sumbu

mayor disebut sumbu sekawan atau sumbu imaiiner .
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III. PERSAMAATI-PERSAMAAT{ HIPERBOLA

1. Persamaan Hlperbola yang Berpusat dl O(0,0)

Unluk menenlukan persamaan hiperbola yang berpusat di O(0,0), kifa pilih

sebuah hiperbora dengan sumbu utama berhimpit dengan sumbu x. Fokus di

' litik FlCc, 0 ) dan F2(c, 0) serta puncak di titik A1(a, 0) dan A2(a, O) (dengan c

> a > 0). Perhatikan gambar berikut ini :

Sehingga diperoleh hubungan :

8t L'
-t-r_

o /:r.. ot x

(x +c)z + 1'2 =2a+

Misalkan titik P(x, y)

sembarang litik pada hiperbola.

Berdasarkan d efe nis i hiperbola

berlaku:

PF1- PF2- 2a (ntlai 2a tetap)

Jaruk PF1= (x+c)2+(y-O)']

(r +c)2 + 1,2

Jarak PF2 = (;r+c)'?+(y-O)'?

(r + c)2 + s'2

(x + c)2 + 1'2

I

adalah

, m aka

rrG{,.0) A,(a. Ol

0)

L

(.r + c)2 +.y2 (t+c)2 +.y2 -Za
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(x+c)2 +y2 4a2 + 4a (x - c)' +.y2 + (.r - c)'? + yt , dengan

mengkuadratkan kedua ruas

persamaan

x2 +Zxc+c2 *y2 =4a'+4a

+a

(x- c)2 +y2 +x'-zrc+c'+s,'

4)

+4a (t-c)2 +y2 = -4az +4xc

(x- c)2 +y2 = -a2 +xc

a'1x2-zcx+c')+a2y2 =aa-Za2cx+c2x' dengap meng

kuadratkan kedua ruas

persamaan.

a'tz - za'ct + a'c' + o'y' = ao - za2cx + c'xz

(r' - o'lr' - o')' = a' 1c' - a'1

r2<" ---
c'

v2
' _l

c- -a'

t]=r.r"u

kedua ruas persamaan dibagi

dengan a2 ("J - a2)

Karena c > a,maka c 2 > a2 atau c2-a'?= 0 , kila tetapkan nilai c,-e2 =b2.

22

Sehlngga persamaan lersebut menjadi
r v

2 I alau 52-t2 -.'r' = ^=b'b

Oengan demikian dapat kita simpulkan bahwa persamaan hiperbola yang

berpusat di O(0,0) , Fokus di Fr Gc, 0) dan F2(c, 0) dan setisih laraknya

lerhadap kedua fokus sama dengan 2a adalah :

x2
--a -
a

222avx 2b2- a b 2
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dimana hubungan antara a, b dan c ditentukan oleh .b2 = cz - a2 atau

b= c2-o2

A. Tilik Polong Hiperbola Dengan Sumbu Koordinal

Titik -titik potong hiperbola dengan sumbu-sumbu koordinal dapat

ditenlukan sebagai berikul:

a. Tilik potong dengan sumbu x diperoleh jika y = 0

b2x2 = a2b2

<) .r a

.> x=la

22

Jadi lilik polong hiperbola

Dalam hal ini litik-litik AlGa, 0) dan A2(a, 0) berfungsi sebagai titik puncak

hiperbola- Ruas garisA rAz= 2a merupakan panianq sumbu maYor.

b. Titik potong dengan sumbu y diperoleh jika x = 0

2 2 2t2-a-Y =aD

+ J' = -b'

Karena b? > 0 (berarti -b' . 0) niaka y2 = -b'? lidak mempunyai

penyelesaian

x2--a-
a $ = , .0.,.n o r( -a,o) dan A z(a,o)

Jadi hiperbola
x2

a' t' = , ,,0"* o.rpotongan dengan sumbu y.

Oleh karena hiperbola ini lidak memotong sumbu y, maka skelsa

graflknya lerdirl atas dua bagian (disebut cabang), yaitu cabang sebelah

kiri sumbu y dan cabang sebelah kanan sumbu y.
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Tilik Br (0,-b) dan 82 (0,b) dengan b = Jc, - ", merryatat(an f ilik_titik

ujung sumbu minor . Ruas garis B,B2 = 2b

minor.

merupakan panjang sumbu

B. Eksenlrisitas dan Persamaan Direklriks

Hiperbola dapal didefenisikan dengan memakai sifat fokus dan

direktriks sebagai berikut :

Hiperbola adalah lempat kedudukan titik-lilik yang

perbandingan jaraknya ketitik terlentu dengan jaraknya ke

garis lerlentu mempunyai nilai yang tetap. (Drs. Sartono

lMrodikomo : 164)

Titik terlentu itu disebul fokus hiperbola dan garis lertenlu ilu disebut

direktris hiperbola, nilai perbandingan tetap ilu disebut eksentrisitas hiperbola

yang nilainya.

2

Nilai eksentrisitas dari persamaan direktris hiperbola
x
o'b 2 1

dapat ditentukan dengan cara yang sama dengan nilai eksentrisitas dan

persamaan direktriks pada elips
xZ

-+
v2p = 1 yaitu:

1. nilai eksentrisilas e =

2. persamaan direktriks
e

dan gr= a--a'

c

a

e
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C. Panjang Latus Rec{um

Ruas garis polong yang melalui fokus dan tegak lurus sumbu ulama di

sebut latus reclum ..

Pada gambar 2.1 Lalus rec{umnya adalah ruas-ruas garis LrLt' dan

L2L2'. Panjang latus reclum hiperbola

berikut :

unlukY= c didaPal

* ';= I dapat ditentukan sebasai

c' J'
1

a b22

L4

2a

b2+ J=+;

v2 C ,'- a2 b2!- - - 
_ r - 

- 

- -ba'a' sebab c2 - c2 = D2

)'

Titik-titik ujung lalus rectumnya adalah

Panjang latus reclum = jarak titik-titik ujung latus rec{um =

( n2\ /' a'?)t,-;) oan [c,-J

/a'?) 2b2,l 
- 

I -\ a,/ a

Jadi panjang lalus rectum hiperbola * ';= r adarah

lh2
f f _ f r __

a
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D. Asimtol Hiperbola

Untuk memahami pengerlian asimtol hiperbola, persamaan hiperbola

22x

d' b2-

x .v

I kita ubah sebagai berikul

a2 b2

)'? l? ,t (
<? ----- = - . - I = -=la' a' a'(

a7

)
1 2

-{

5)

o')--t
t')

vb<r : = t-,a

.y2 b2 t-
b2 a

l-

Kalau nilai x mendekati tak berhingga, maka nilai mendekati nol
a

x

2

2

= xlx m erup akan
a

2

(' mendekati 1. Dengan demikian y mendekati tl atau
a

atau 2x

bt-x
a)

y m endekati G a ris-garis dengan persamaan y

asimtot bagi grafik hiperbola

memiliki dua buah asimlot, masing-masing dengan persamaan :

alau .f = -x

Perlu diingal bahwa asimtol hiperbota bukan bagian dari grank

hiperbola, lapi merupakan garis-garis pertolongan yang dapat dipakai untuk

x'
(1'

Jadi, hiperbola * -'; = ,
)''
F=t

b
.J = --x

a:



menggambar sketsa grafik dari sua{u hiperbola- Asimtot-asimtot ini berlindak

sebagai pembalas dari cabang-cabang grafik hiperbola. Perhatikan gambar

2.2 di bawah ini :

Y

o

8!(0. b)

Fr(-<.01i

b

r,((.0)

' 
^r(d.0)

x

/{r(-<r.O)'.

B 10.4)

Kedua garis asimtot dari suatu hiperbola tegak lurus, maka hiperbola

demikiandisebut hiperbola ortooonal.

b
h:- J = --r, gradiennya

b
h= I = -x,gradiennya m,

n\
b

t7

b

lurus).

Jika 4 tegak lurus 12 maka n\xnh= -1 (syarat bagi dua garis tegak

b2
d-=b'[-1),(t) = -,\ a,t \a,' a

Jadi persamaan hiperbola ortogonal dengan sumbu utama berimpit

dengan sumbu x adalah :

-'---"'-"'{
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x2

a-

v21; = I alau
a

a.v, 2

Sekarang perhatikan hiperbola pada gambar 2.3 berikul. Hiperbola ini

berpusal di O(0,0). Sumbu ulama berimpit dengan sumbu y. Fokus di titik-

titik Fr(0, -c) dan F2(0, c) serta puncak di titik Ar(0, -a) dan A2(0, a). Dengan

mudah dapal di lunjukkan bahwa persamaan hiperbola ini adalah :

2, x
2 I atau b'y' - a'x a 22 2ba'b

dan hubungan b' = c'- a' telap berlaku

Beberapa hal yang perlu diperhatikan pada hiperbola

adalah

1. hiperbola ini lidak memolong sumbu x.

2. nilai eksenlrisilas e =

a

2t I2 ,2AD

9
a

a
3. persamaan direklrisnya adalah 3r=)=--dan 8r=)=;

bb
t=-;, dan L 2: !=-x4. persamaan asimtotnya : L

Berdasarkan uraian di atas, kila memperoleh dua macam bentuk baku

persamaan hiperbola yang berpusat di O(0,0), yaitu :

x2--r-
a $= r r.*nrtanpersamaan hirrerbola horizontal.

2

1



22

l:'(l-

14

rt = !,, -,,,

v x
2 I merupakan persamaan hi erbola vertikal

.l2 Ir?

2. Persamaan Hlperbola yang BerPusat dl M(h, k)

Perhalikan gambar 3.'l yakni sebuah hiperbola dengan pusat (h, k),

sumbu mayor sejajar dengan sumbu x, panjang sumbu mayor 2a, dan Panjang

sumbu minor 2b. Dengan menggunakan defenisi hiperbola, dapat di:unjukkan

bahwa persamaan hiperbola adalah:

(.,l,=
i
I

Ij.

(r
i-

f

',,,,l
/r, r,.r) t--1

i,. ()

o

A. Hiperbola pusat di Mft,k) : sumbu ulama sejajar dengan sumbu x

r,.(r'-r)= -;(r-,,r

Blh - t' t\

.:nll I t'-

^lh:k 
- rl

r+r)
= 6, - rr-=fio - r,r

=l+L

.cr-r=t-i

t.lh.'t - ,.,

.\---------:'

ir



1.5

Hiperb,ola di atas memPunYai sifal:

a. Persamaan sumbu utama atau sumbu nyata adalah y = k dan persamaan

sumbu sekalvan atau sumbu imajiner adalah x = h.

b. Koordinat puncak adalah A1(tr.a, k) dan A2(h+a, k). Kordinat titik ujung

sumbu minor adalah B rO, k-b) dan B 2ft, k+b).

c. Koordinat fokus di F rft'c, k) dan F 2$+c, k)

d. Nilai eksenlrisilas e =

d a

I
(l

e Perasamaan direklriks adalah 3r

f. Persamaan asimtot adalah

=r=h--e
dan p"=x=h+-

/, = (.r,- t) = -b-1r- o1 dan lr: (,- i= :
2b2

g. Panjang lalus reclum L =

h. Hubungan b7 = c? - a' tetaP berlaku.

B. Hiperbola pusat di M(h, k), Sumbu utama sejajar dengan sumbu y

Perhatikan gambar 3.2 yakni sebuah hiperbola dengan pusat (h, k)'

Sumbu utama sejajar dengarl sumbu y , panjang sumbu mayor 2a, dan

panjang sumbu minor 2b. Dengan menggunakan defenisi hiperbola, dapat

(y-t')' (,-fr)'-,
dituniukkan bahwa persamaan hiperbola adalah -;= - --V- = t

(x-h)

a
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f. Persaman asimtot adalah

g. Panjang latus reclum L=

p,=v=k-- dan

:i:\_-:..--.:--...:.

tr.,i-:r.i-

t.i i' i'-l "
: :...i.,

ll
,r

i-i-
lj
-j,

_i-

,,',
I

.i

I

'.Ell x

Hiperbola di atas mempunyai sifat

a. Persamaan sumbu ulama alau sumbu nyata adalah x= h, sedangkan

persamaan sumbu sekalvan atau sumbu imajiner adalah y =k.

b. Koordinat Puncak adalah A1(h, k-a) dan A2(h, k+a), koordinat litik

ujung sumbu minor adalah B r(h-b, k) dan B 2(h+b, k).

c. Koordinat fokus di F r(h, k-c) dan F ?(h, k+c).

d. Nilai eksenlrisitas e = !
a7

a a
Persamaan direklriks adalah

t, = (y - k) = -;G - h)dan tz =$ - tc) = it, - nl

h. Hubungan bl = c'- a': tetap berlaku

2h2

a

:

i

.,i
I

i

'I

i

4

i

l
I

I

l!7,'

'1

I

I

i.

Ir

i
.,,,i

i

!

I
.1

rl

-IJ

-",

r,! |\-1
i. 1

l .i..
I .\i
ti

- t ''
...1.....,r!

!
:t



Bentuk Umum Persamaan Hiperbola

Jika bentuk baku dari sualu persamaan hierbola dijabarkan, maka

diperoleh benluk umum persamaan hiperbola,

(,-h)'z (v-k)'.' , _1
o2 b2 -r

e b2(x - h)2 - a'(.v - t)' = o,6,

.o 6'(.r'-zxh+h2)- ar(y2 _.t),]: + l:r)= orb,

+ b'x2 -zb2hx +b2h2 -or!, -zazr,-_ oznz - oro]- -_ o

+ b'x'-a')t - 2b2hx - za2ky - a2kz - azbz = o

dimana b2 -_ A

a2 =B

-2b2h = c

za2k = D

(b'h'- r't'' - a2b2) = g

maka di dapat persamaan terakhir,

Aa2 -B-y'+Cr+ Dy+E = 0

A, B, C, D dan E bilangan riit (A+0, BrO, A*B)

ttzrr,JlLlgooo- ll,

,.*,f 
;:.
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lV. Contoh Soal

l. Untuk Persamaan Hiperbola Yanq Berrrusal di O(0.0)

2x u
1. Dikelahui hiPerbola I16 9

Tenlukan : a. Koordinal titik puncak

b.-Nilai eksentrisilas

c. Koordinat fokus

d. Sumbu transversal dan panjang sumbu sekawan

e. Sumbu simetri

f. Panjang latus rektum

g. Persamaan direklris

Penyelesaian:

a. a2 = 16, makaa=4

b? = 9, maka b=3

dengan demikian, kila peroleh titik puncak : (4'0) dan C4,0)

b. nilai eksenlrisitas : e =

c2=a2+b2

=16+9=25

c= t5

c. Koordinal fokus : ( 1c , 0) sehingga didapat F1(5,0) dan F 2(-5,0)

I
a

5
e= -4
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d. Panjang sumbu transversal= 2a = 2. 4 = 8

panjang sumbu sekawan = 2b = 2 .3 = 6

e. Sumbu simelri adalah sumbu X dan sumbu Y

2b2 2.9 18
f. Panjang latus reklum =

a 4 4

2. Tenlukan persamaan hiperbola yang berpusat di O(0,0), sumbu utama pada

sumbu x melalui titik (3,1) dan (9,5).

Penyelesaian:

misalkan persamaan hiperbola yang berpusat di O(0,0) dengan sumbu

g. Persamaan direklriks

ulamanya sumbu x adalah

a16
e5

x2
-1-
a-

._ l
b'

melalui titik (3,1)
32 12.)---:;=1
a' b'

92 52
melalui lilik(9,5) + ,-V=l

8l 25___- 1

a2 b2 -'

91
_-l

c' b'

9b2-a2=a'b'... (l)

8lb2-2fo2=a2b2 (2)

persamaan (1) dan (2) di eliminasl :
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9b2-

g1b7-25a2-a2b2

- 72b2 +21a2 =0

24a2 = 72b2

a2 = 3b ,........ ... . ...(t)

subsitusi (3) ke (1):

gbz-a2=a2b2

9b2-3b2=3b2b2

6b 2=3ba

6=3b ?

b2=2

Dari a2 =3b2 diperoleh a 2=3.2=6

maka
x2

a'
.,2

'p=t

t t

a1:a2b2

22

I6Z

Jadi persamaan hiperbola yang berpusal di (0,0) dan sumbu ulama pada

sumbu x melalui (3,1) dan (9,5) adalah
x v2

62

3. Jika eksentrisitet suatu hi 13
perbola adalah - dan jarak antara kedua fokusnya

37, lentukan persamaan pusalnya !

Penyelesaian:

I



!t

l3
Diket

t2

2c= 37

Dit : pers. hiperbola

misalkan persamaan hiperbola

e

Jawab

2c=37
37-)c=-
2

x'
2

a

' 49284

169

4=,
b'

eksenlrisitet : e =

b?

c

a

c
e

37

l3
l2

222a=-
l3

a'=
222'\

-lt3)(

b2=c2-a2

'(zzz\'-[ rr,/
(37\

= (t,l

1369 49284 231361-797136
b2 4 169 676

^ 34225
bz= 

-
676
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49284 34225

6?6
Dari a2= dan b2 = maka diperoleh :

169

2.r
2 t

(! L2

49284 34225
169x2 616v2t-\-_-_____:_-t'- 49284 3422s '

2x v

169 6?6

kedua fokusnya 37 adalah

4 Tentukan persamaan hiperbola dengan titik puncak (+6, O ) dan dengan

Persam aan hiperbola dengan eksenlrisitel
13

- dan jarak a nlara

169x2 676v2

-_ 

- =l492U 34225

7
r'= +-r'6persamaan garis asimtol

penyelesaian:

tilik puncak C6,0) dan (6,0) merupakan hip_erbola horizontal dengan a = 6.

Untuk persamaan hiperbola horizontal, persamaan asimlolnya adalah

b
Y=t-r

a
Oleh karena persamaan asimtolnya diketahui yaitu j = t=x ,

b

maka: !=1-o=1.

(6)=z7

6

22x JJadi persamaan hiperbolaunluka = 6 dan b = 7 adalah I36 49
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alau 49x 2-36y?-'1764=0

5. Dikelahui persamaan hiperbola v t64 36

Dilanya: a. Koordinal litik puncak

b. Koordinal litik ujung sumbu minor

c. Koordinal fokus

d. nilai eksentrisita

e. persamaan direktriks dan persamaan asimtot

f. panjang lalus rektum dan sketsa gambar

Penyelesaian :

2, .v
,a2 = 64, maka a = 8a I64 36

b2=36,makab=6

c2=a2+ b2

c?=64+36

c? = '100

c = t 10

Koordinal tittik puncak A 1 (-8, 0) dan A 2(8, 0)

b. Sumbu minor B(0, -F b) sehingga diclapat B

c. Koordinat fokus F( -t-c.0) sehingga didapat F

d. Nilai eksentrisitas e = 9
(:

l0 .5

1(0. -6) dan B 2(0,6)

r(10,0) dan F 2(10,0)

e 84



2,1

e. - Persantaan direklrik
a 8 -.18r =r = . I(, 5

a84Ez=x=;=lo=l

- Persamaan asimlot

,b63h=)'=-x=gr=4,

f. Panjang latus rektum =
2b2 2.36 72___o
a8

sketsa gambar

6. Tentukan persamaan hiperbola yang berpusat di (0,0)

a. Titik fokus ( {-4, 0) dan Titik puncak ( -+3, 0)

b. Titik fokus ( *6, 0) dan panjang sumbu mayor g

Penyelesaian

.563tt =.t - --, = --r = --raE4



2.s

a. Fokus di Fr(-4, 0) dan F2(4, 0) , Titik puncak di G3,0) dan (3,0)

merupakan hiperbola horizontal dengan c = 4 dan a = 3

=16-9=7

Persamaan hiperbola
x

b2=c2:a2

2

2 Ib'

_2 .,2

--'-= I atauTx'-9v'=6397

b. Titik fokus di Fi(-6, 0) dan Fz(6, 0) merupakan hiperbola horizontal

dengan c = 6

Panjang sumbs mayor I satuan = 2a = 8

a=4

nilai b2 = c2- a2

=36-16=20

Persamaan hiperbola
x2
- 2-
a

.,2

'p= r

t I alau 2ox ' - 16y'= 32916 20

22 t



26

ll. Untuk Persamaan Hiperbola yanq Bemusal di Mft, !|
1. Perhatikan hiperbola dengan persamaan gx? _ 16y? - 1Bx

Tentukanlah : a. koordinal tiiik pusal

b. koordinal titik puncak.

c. koordinal fokus.

d. panjang sumbu mayor dan sumbu minor.

e. persamaan asimtot.

Penyelesaian:

tlyatakanlah terlebih dahulu persamaan kedalam bentuk :

(,-h)' _(y-k)' _,
a2 b2

<= 9x2 - 16y 2- 1ax - 64y - 199 = 0

<' 9x2 - 16y 2- 18x - 64y = "199

<+ 9x?- 18r- 16y ,- o4y= 19n

<s 9(x2- 2x)- 160r' *+y) = tgg

+ 9(x 2 - 2x + 11 - 16(y 2 + 4y + 4) = 199 + I -64

<= 9(x- 1) 2- t66,* 2) 2 
= uq

9(.r - l)'? tdg +z)' 144

64y - 199 =0

+5

s

144 144 r44

(, - l)' (.v * z)' l sehingga
l6 9

a=4, b=3, dan JZS=.s,h=1dan k=-2c .,/i7+e =

a. koordinal litik pusat tul(h, k) adatah (1,-2)
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b. koordinat titikpuncak= (h ta, k)

= (1 .t4,-2)

= (1+4,-2)dan (14,-2)

= (5,-2) dan (3,-2)

c. koordinat titik fokus = (h -rc,k)

= (1 _+5,-2)

= (9,-2) dan C4,-2)

d. panjang sumbu mayor = 2a = 2 .4 = g

panjang sumbu minor = 2b = 2 .3 = 6

e. persamaan asimtot: l-k=tb(r-n)
a

+ y+2 = *;(r-l)4

{?+.y+z= iG-r) daa y+2= -;G-r)

. Tenlukan persamaan hiperbola dengan pusat (1,_3). Salah

puncaknya (4, -3) dan panjang sumbu imajinemya sama dengan g saluan.

Penyelesaian :

Diket : pusat (1,-3)

titik puncak (4, -3)

panjang sumbu imajiner = 8 saluan

Dil : persamaan hiperbolanya

Jawab :

.,
satu titik



pusat (1,-3) maka h = '1 dan k = -3

titik puncak (4,-3) : (h+a, k) = (4,-3)

(1+a, -3) = (4,-3)

maka 1+a=4

a= 4 - 1

a=3

panjang sumbu imajiner 2b = 8

8
b= -=42

persamaan hiperbola dengan pusal (1,-3), a = 3 dan b = 4 adalah:

l\2(x-l)' [y+3)
3= 4'

c+ 16(x- l) 2 - S(y +3) 2 
=144

<+ 16(x2 -2x+ 1) - 9(y 2 +6y+g)=144

<+ 1 6x 
2 - 32x + 't 6. - 9y ' - 5+y - 81 -144 = 0

<+ 16x2- 9y?- 32x- 54y- 209 = o

Jadi persamaan hiperbola tersebut adalah

16x?- 9y2 - 32x- 54y- 209 = o

3. Diketahui persamaan

Dilanya : a. Koordinal titik puncak

b. Koordinat titik pusat
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c. Koordinat titik ujung sumbu minor

d. Koordinat Fokus

e. Persamaan sumbu ulama , Persamaarr sumbu seka'rvan

f. Panjang sumbu mayor dan panjang sumbu minor

g. panjang latus reklum

h. persamaan asimlol

i. nilai eksentrisitas dan direklris

Penyelesaian:

(x-tf (v+l)2t 
,; - t = I ,merupakan hiperbola horizontal dengan

22=64 + 2=g

5?=36 +6=6 =:c2= a2+b2

= 64+36

=100 +c=10

a. Koordinat titik pusat M (h,k) + li/(1 ,-1)

b. puncak A(h+a, k) maka A 1(9,-1)danA zC7,-'l)

c. Titik ujung sumbu minor B(h, k + b) maka didapat t r(1, -7) dan B ?(1, 5)

d. Koordinat fokus F(h tc, k) maka didapar F r(-9,-1) dan F 2(11,-1)

e. Persamaan sumbu ulama y = -1 dan persamaan sumbu sekawan adalah

x= 1

f. Panjang sumbu mayor = 2a =2(8) = 16

Panjang sumbu minor = 2b = 2(6) = 12



3()

zb2 2(s6) ?z
g. Panjang lalus rektum = 9

8 8

h. Persamaan asimtotnya:y- k=* lU- nl

f r, -,ry+1 =t

3y+1=*. (:-l)
4

4

3
l, = S'+1 (;r - l)

lz= )' (r-l)J+l=-
4

a

i. nilai eksenlrisilas e = t
a

e
10 .5

84

32 37

5-s

persamaan direktrisnya x= h t
c

a
gt=r= l+, =11

4

dan
8 32 27

4

(x +2)2 (y - r)'4. Carilah persamaan asimlot unluk hiperbola

Perryelesaian:

Asimlot hiperbola dapat diperoleh dari persarnaan

I
l6 9

r2
Q +2)' [.y - U

l6
0

9

Dari persamaan itu kita peroleh :



(r-r)'= fiG+z)'

(.y - r)' (x+ z)'
9 t6

3
) (-r+2)+1

3l

dan

=*-4

Kita peroleh

r = l+iG+ z) atau
f

Y =1-iU+2)

31 31
<> v=l+-.ir+l- alau v=l--.x-l-2'42

31 31
c) v = -r+ 2- alaU v=--r--2'42

Jadi, persamaan asimlol hiperbola lerssbul adalah I =], *z)

3l
)t = - 4r- 2



]Y. KEOUDUKAN GARIS TERHADAP HIPERBOLA

Kedudukan sebuah garis lurus g terhadap hiperbola, secara geometris

dapat ditunjukkan pada gambar berikut :

,,
Y

x

,',
(

Ib)

Pada gambar di atas (a), garis g memotong hiperbola di dua titik yang

berlainan yaitu di titik A(x1,y1) dan di titik B(x2,y2).

Pada gambar (b), garis g memotong hiperbola di satu titik (dikatakann garis g

menyinggung hiperbola), yaitu di titik S(x,,yJ.

Pada gambar (c), garis g tidak memotong maupun menyinggung hiperbola.

Kedudukan garis g terhadap hiperbola dapat dianalisis secara aljabar

dengan menggunakan konsep diskriminan sebagai berikut:

. misalkan persamaan garis g adalah y = mx + n dan persamaan

hiperbotanya aaatan *-4= t
o" b'

. subsitusi y = mx + n kepersamaan hiperbola, didapat - - r*,*rr' =,

b2l-a21mx+n)2=a2b2

b? I - a2(m2f + 2mnx + n2) = a2b2

1b2 - a2m2;x2 -2a2mnx-a2(n2 + 62; = g

f



merupakan persamaan kuadrat gabungan antara garis dan

hiperbola.

. nilai diskriminan dari persamaan kuadrat gabungan itu adalah:

g = (-!a2mn)2 - 4(b2 - a2m21 1-a2 1n2 + b21y

D = 4a2m2n2 + 4a2(b2n2 + bt - a2m2n2 - a2b2m21

D = 4a2m2n2 + 4a2b2n2 + 4a2b2'- 4aom2n2 - 4aa b2m2

. Kedudukan garis Iurus g terhadap hiperbola C'-.:--i:rkan oleh :.;:tai

diskriminan D sebagai berikut:

1. D )'0 ,= garis g memotong hiperbola di dua titik yang berlainan.

2. O=0 <> garisg menyinggung hiperbola.

3. D < 0 <= garis g tidak memotong dan tidak menyinggung hiperbola.

Contoh soal :

1. a) Tunjukkan bahwagaris x-y + Z= 0 memotong hiperbola {- {=, O,

dua titik yang berlainan

b) Tentukan koordinat titik potong itu .

c) Hitunglah panjang ruas garis yang dihubungkan oleh kedua titik potong

pada soal (b)

Jawab:

48

2
.\-a x-y+2-O Substitusi y x+2 ke:.J y=x+2 t'
4E

didapat

..2 (.r+2)l
----_ 

1 -I48



f,4

='2x2-(x?+4x+4)=8

=x2-4x-4-8=o
:a x2 - 4x - 12 = O, persamaan kuadrat gabungan garis dan hiperbola

Nilai diskriminan D :

O=(-4)2-4(1)(-12)=64

OIeh karena D= 64 > 0, maka garis x - y + Z= Omemotong hiperbola

')
,t' 1

48 I didua titik yang berlainan .

Dari persamaan:l- 4x- 12 = 0,didapat:

x2- 4x- 12 = o

= (x+2)(x-6)=6

=> X= -2 atau X= 6

Untuk x = -2,didapaty = -2 + 2= 0 = (2,0)

Untukx= 6, didapaty = 6 + 2 =B = (6,S)

Jadi koordinat titik potong garis x- y + 2

+ += r adarah A(-2,0) dan 8(6,8)

b. A(-2,0) dan 8(6,8) maka

panjang AB = (-2-6)2+(0-8)?=1 64+64 = 8J'

Jadi panjang Iuas garis AB= EtE satuan panjang .

2. Tentukan tempat kedudukan garls

.t .r- t,'
---- 

: - t

x-Y=o

0 dengan hiperbola

terhadap hiperbola

Jawab:



.I
Hiperbola I,garisr-Y=0makaY=1

11
'!- - 't- -- 1,, o mak

.?L-t 12:l--t=o ---'-1=o,1 4
a--*-

1 4 4

Nilai diskriminan

D=b2 4ac

= o'- a(i)Gr)= r

Jadi D > 0. garis x - y = O memotong hiperbola di dua titik yang berlainan

3 a) Tentukan nilai a, supaya garis 4x + y + a = 0 menyinggung hiperbola
12.t !'

12 48

b). Tentukan pula koordinat titik singgungnya .

Jawab :

a. 4x+y+ a = 0, makay = -4x- a.

Subsitusi y = -4x- a ke persamaan hiperbola , didapat:

.1.r- (-4x- a)'
tz 48

' 
=.- 4x2 - (i6x2 + 8ax + a2; = 45

-..- 12f + 8ax + (a2 + 48) = g

Nilai diskriminan D :

p=1oa)2 -4(12)(a2+48)

=:, D = 64a2 48a2 -2304

=-r D= 16a2-2304



Supaya garis menyinggung hiperbola, maka nilai diskriminan D = 0

16az 2304 = o

-,'a2-144=o

--a (a + 12)(a - 12) = O

=. a= -12 atau a = 12

Jadi supaya garis 4x + y + a = O menyinggung hipe rbola 't - / =- I
LL +d

untuk nilai
a=-12alaua=12

b. Untuk a= -12, substitusi ke 12x2 + Bax+ (a2 + 4g) = 0, didapat

12x2-96x +(144+48)=O

.= x2- 8x + 16 = 0

--' (x-4)2=o

= X=4

Substitusi a= -12 dan x = 4 ke garis y = -4x- a ,didapat

y = -4(4) - (-12) = -4 , sehingga titik singgungnya (4,-4)

Untuk a = 12, substitusike 1Zx2 + Bax + (a2 * 48) = 0, didapat

12x2+96x+(144+!g)=Q

= x2 + 8x + 16 = 0

=(x+4)2=g

='x =-4

Subsitusi a= 12 dan x= -4 ke garis y = -4x- a ,didapat

y = -4(-4) - 12 = 4, sehingga tittik singgungnya (_4, A)

Jadi koordinat titik- titik singounonva adalah (4. -4\ dan (-a. iit



V. GARIS. GARIS SINGGUNG PADA HIPERBOLA

A. Garis Singgung Melalui Suatu Titik pada Hiperbola

.U tu erbol en a usa 00

etak pada hiperbota i :l; = I melalui titik
u- b-

at se'buah garis yang menyi4ggung hiperbola disebutP(xr,yr) dapat dibu

garis singgung hipe
r i:::::::,::1''"t 

Pada gambar berikut:rbol

iL.

r
o x

Persamaan gans singgung yang melalui titik p(xr,yr) pada hiperbola
11

;-; = 
t dapat ditentukan dengan nrenggunakan tafsiran geometri turunan

yaitu y - yt = m(x - x1), karena titik p(xr,yr) terletak pada

hlperbora maka nilar gradren m dapat drtentukan dengan taisrran geomoetri

turunan dari m =
dy

dx
1,.r1Dengan mengambil diferensial pada persamaan

2.xc) ct --;

)
I

-d =el 1
v-
b-

o\a* -4a,= oa- b-

hiperbola ; 
"=r 

didapat ?,0,='ir,
t$' 2x b2

tk a2 
' 
Z),

(i' D -.\'

dt '.22!
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jadi n= A,
; (,.v)
1Z\'

6'.isubsitusi nilai m =
,r2 tl

ke persamaan y - yr = m(x - x1) didapat

b2 rlY-Yr= (x - xr)
u- )1

cl it2 Sy, - o2 t-t2 = 6:.oi - 62.ri2

+ alylt - 62o', = oz yr2 - b?*rz

)'t

"-{-+= rL-{
b' c' b' a!

2 2.11-r !.I'r ri .}i
o2 b2 n2 b7

maslng- maslng ruas dibagi dengan a2b2. Karena titik p(xr,yl) terletak

22
a^- | = t maka berlaku ..t'- })' =,u'b2-a2b2

pada hiperbola

Contoh soal

subsitusi nilai ini kepersamaan terakhir, maka akan diperoleh ?_3=,
Jadi persamaan garis singgung melalui titik p(xr,yr) pada hiperbola
n,,

i-?= I dapat ditentukan dengan rumus {_{ = r .

Dengan menggunakan analisis yang sama, persamaan garis singgung

yang melalui titik P(xr,yr) pada hiperbota vertikat i i=l dapat

ditentukan dengan rumus {_} = r.

l.Tentukan persamaan garis singgung hiperbola dengan persamaan t_t=, ai64 t6

q'tik yang berabsis 1

Penyelesaian



x =10-
22

IUU

6.r 16

L'? 25

16 16

f=g

titik tersebut (10,3) dan (10, -3)

Persamaan garis singgung di (10, 3) adalah

l0.r 3 v

-_1-t
64 16

v=!3

5.r 3y

2. Tunjukkan bahwa titik P PJ6,2) terletak pada hiperbola j-- Z- = t kemudian
22

16 8

tentukan persamaan garis singgung hiperbola itu yang melalui titik p.

Penyelesaian:

subsitusikan titik P (2.,G,2) pada hiperbota .t ,'

rd 8

Qie)'z 22
I16 3

4.6 +

t68



4C)

l.+ s _t
l6

l6

lo

1=1

ini berarti tititk P terletak pada hiperbola

persamaan garis singgungnya adalah

.t[r ]1'r

o2 b1

_ ,eJ6) 2y
168

2"Gx 2r-
I16E

->^!6x-2y-t

jadi persamaan garis singgungnya .,16x - Zs: = B

=, -4.r, - .r = 12

=:,.t r. -l r, + 12 = 0

jadi persamaan garis singgung hiperbola adalah x + 4y + 12 = O

3. Tentukan persamaan garis singgung hiperbota * *= I dititik (4, -4)

Penyelesaian

)1't .\:tl ,

a' bt

-4 r' 4-r

12 48
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4. Tentukan persamaan garis singgung hiperbola y2- x2 = g dititik (-4, 5)

Penyelesaian:

))'r _.5-r
o" h'

Y(s) - xGa) =s

4x+5y=9

4x+5y-9=0

jadl persamaan garis singgung hiperbola adalah 4x + 5y - g = 0

2. Untuk Persamaan Hiperbola yang Berpusat di M(h,k)

Persamaan garis singgung yang metalui titik p(x1,y1) pada hiperbolaa

1.r-4,r2 1-y-i)2
a.a- b'

(y - k)2 (.r - /,):

-;-..-------.:-=l
a" b'

dapat ditentukan dengan tumus

rumus

1 diritlk

(.x - h)(.r;h) (> - k)(n- k )

a- h
-t

b. Persamaan garis singgung yang melatui titik p(xr,yr) pada hiperbola

Contoh soal

Tentukan persamaan garls slnggung hiperbola (x+1;2 -(.r - 
l):

1

(y - k)(h - k) (.r - A)(.r, - i)
2

b7a

dapat ditentukan dengan

= l.

(1,-2)

-1



Ja'"vab

(x+1Xxr+1) - (-'---l)(li:! - r

=+ (..: + I)(l + t1- ( v- lX: - t) - ,

=2x+2 +y-1 =0

>2x+y+1=O

2. Tentukan persamaan garis singgung hiperboia (.r'- r3)2 
-- 
(.:?: 

=1 dititik144 16

(s,-2)

Jawab :

Lv -13)' (* -2)'
1

144 16

:l

[t,-13)(.ri -13) (.v-2)(.ri -2)
144 t6

(.I'- 1-3X-2- I3) _ (-t- 2X5-2)
141 16 -1

- -15 (y- 13) - e (3) (x - z1 = 14a

== -15y + 195 - 27x + 54 - 144 = O

=> -15y -27x+ 105 = 0

=t 27x+ 15y- 105 = 0

=9x+5y-35=0
3.Tentukan persamaan garis singgung dititik (3;Z) terhadap hiperbola
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Jawab:

Persamaan umum garis singgung ntelalui titik P(x1,y1)

(.u - iX.r, - i) (.r'- A')Oi - k)
z

ha

=. -(-L1E--2).- (_r' + i )( -: 'r l)
) =l

4

=2(x-2)+4(Y+1)=8

=2x-4+4Y+4-6
'^,x+4Y-B=O

> x+2y-4=O

4 Tentul:an persamaan garis singgung (3,-2) terhadap x2 - 4y2 + 2x- Zay - 31= 0

Penyelesaian:

x2 + zx- ay -zay -s't = o

(x+ 1)2 - 1 - 4(y+3) + 36-31 = O

(x+'1)2-4(y+3)2+4=O

= (x+ 1 ) (x1 + 1)-4(y+ 3) (Y1 + 3) =0

= (x+ 1) (3+ 1)-4(y+ 3) (-2+ 3)+ 4 =0

= 4(x+ 1) -4(y+ 3)+4=0

=' 4x+1-4y-12+4=O

= 4x-4Y-4=O

=: X-!- 1
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S.Tentukan nilai a supaya garis x+ y= a menyinggung hiperbola 
*'-f],=,, a"n

tentukan koordinat- koordinat titik singgungnya

Penyelesaian:

a. X+y=amakay=-X+a

22
subsitLlsi V= -X + a kepersamaan

1-.r + a;2

-ru
84

2
.l'

I84

-..- f -21x2 -2ax+ a21 = g

- -r..2 + 4ax -Za2 -8=o
karena garis m enyinggung hiperbola maka nilai D=0

D= b2 - 4ac

s =ga)2-4(_1)(-2a2-B)

0 = 16a2- 8a2 -32
o = 8a2 -32

8a2 -32 = o

a2-4=o,a=+2

jaCi supaya garis x+ y = a menyinggung hiperbola

a= -2 dan a= 2

b.Untuk a = -2 subsitusi -f + 4ax - 2a2 - 8= O didapat

-x?-B* -16=o

Gx-4)(x+4)=O

77't --Y =l maka nilai
84
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sr,rcsitusi a = -2 danx = -4 kegaris y = -x + a

y=-(-4)+C2)

y=2

tititk singgung C4 , 2)

Untuka=2subsitusl -x'* 1ax-2a2 -8= o didapat

-;:+8x-16=0

$-a12=0,x=4

srrbsitusi a = 2 danx= 4 kegaris y = -x + a

y=-4+2

Y='2

titik singgung (4, -2)

jadi koorciinat titik singgung adalah G4, 2) dan (4,

6. Apakah titik 
lfq

)
-D 1,)

(.r - 2)2 (r'* 1)2
terletak pada hiperbola I dan tentukan

l0 9

persamaan garis singgung yang melalui o pada hiperbola tersebut

Penyelesaian

l6
J

subsitusi titik
16

3
,)
)

hiperbola 

"#- 
(Yll)2 -,

i l6 ,\'
Ll -.t (o+l)!

t09

i l0'-
! 1r I!-_-i- ---lt0 !)

(
(.
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-t(10 I I.-..-...---..:-l9 r0 I
l0 l:::, 
-- - = I99

(* - 2)1 (l'* 1)l.1 
= 1 , ini berarti titik P terletak pada hiperbola

Persamaan garis singgung rnelalui titik

I
l0 9

(.t - A)(.t, -- I) (_r,- I )(1 - i-)
,1
oa

=1

ff ,"luo.on

o I adalah 3x - y -16 = 0
.i

l6t

,.-r{E-r)' '(a I (r'-lxo-l)
/-:.1 ----' '-' '- =!I09

- /ro)
(-Y - l)i - 

|'i 3 ,r (v+ 1)

109

-. t::- -' =i=t
-1 9

":= 9(x - 2) - 3(-u +l) = 27

<=9-r-3_y-43=0
o3.r-1'-16=0

jadi persamaan garis singgung melalui titik (



47

B. Garis Singgung Melalui Suatu Titik di Luar Hiperbola

Persamaan garis singgung yang ditarik melalui titik P(xr,yr) diluar

hiperbola, dapat ditentukan dengan menggunakan langkah- langkah yang

sama seperti persamaan garis singgung yang ditarik melalui titik P(x1,y1)

diluar lingkaran, diluar elips dan diluar parabola yaitu dengan

menggunakan rumus $- )if 
= 1

Contoh soal :

1. Tunjukkan bahwa titik p(0,0) terletak diluar hiperbola
.rl v2

--::-'l94

Tentukanlah persamaan garis singgung pada hiperbola tersebut melalui

titik p.

Jawab:

Subsitusikan titik p(0,0) pada hiperbola l- - I = I didapat'9.t
00
9+ 1, ini

artinya p terletak diluar hiperbola.

Misalkan persamaan garis singgung yang melalui titik p(0,0) dengan

gradien m adalah y-0= m(x-0)

= y= mX ...... (1)

Persamaan hiperbolanya {-]- -,91

4x2- gy2 - 36 = o
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subsitusikan persamaan (1) ke (2)

.-.-^ qf - g(mx)r- 36 = o

a Axz - gm2f - 36 = o

<=.(4-9m)f-36=O

Diskriminan dari persamaan terakhir adalah

D = 02 - 4U- 9m1(-36)

= 576 -1296m,

karena garis menyinggung hiperbola haruslah D = 0 hingga

576 -1296m2 =0

='1296m2 = 576

" 576
=m-= _t296

m=t F;
tnge

24m= +-
36

_)
m= 

- 
a

)
m= +-

J

J
dalah y = - .t

Persamaan garissinggung untukm =? adalah V=], 
""arngkan 

untuk

)
l
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2. Tentukan persamaan garis singgung hiperbota ; + = t yang dapat

ditarik dari titik (1 ,4) dituar hiperbota

Penyelesaian:

titik (1 ,4) diluar hiperbota

gradien kutup titik (1 ,4) adalah

.r 4r,_- - - t
123

= x - 16y = 12 ,x= 16y + 12

22-YV
12 .3

=
(l6y +12)2 y'

123

4(4v + 3\1 ,,'
t23

= 4(16y2+24y+9) -f=3

- 64y2 +96y+35-y2-3=O

=$,f+96y+33=0
,+ ?1y2 + 32y +11 = O

> (21y + 11) (y + 1) = 0

-llYr= U,Yz=-1
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untuk y = :J1 ,,1rkq x= 16y + 12

=16

- 176 + 252

2l

76

2t

untuky=- 1 maka x= 16y + 12

=-16+12

4

ll
I2

I +12
)

1176 lTitik singgung adalah dan ( 142t' 2l

76 -tl I aaatah ?!+. llt - 1sx + 1 1y =63) 2r.12 21.3
Persamaan di titik

?t 2l

Persamaan garis singgung dititik (4,-'l) adalah

1..

723

-r 1,

=-+1= I33

--x+Y=3

=x--v+3=0
Jadi persamaan garis singgung yang dapat ditarik dari (1 ,4) adalah

l9x+ll_r.'-63=0 dan r-y+3= 0
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lo
untuk m=-12,6;6sp21 y= -I9x*J2 +4l1 Il 1l

c+ 11y = -19x + 63

o 19x+ 11y-63=0

untuk m = 1, didapat y = x- 1 + 4

c) y=X+3

<a x-y+3-0
jadi, persamaan - persamaan garis singgi.rng yang ditarik melalui titik

P(l,4) kehiperbola ; t=r adatah 19x+ 11y-63=o dan

x-/+J=Q.

4. Berdasarkan soal nomor 3 koordinat titik singgung nya

Penyelesalan:

Subsitusi ,=-'9 kupersamaan
l1

-4

(l- 4m21f 4(-2m2 +96;y -4(m, - 8m + 19 != 0. Didapat

('-*,#,')'' (-r,#,'.11--121)* -a ( ,-]2r, - ss:121n,,
\ 1l tl )=.

it - |!!1.'., - o( -tzz -lz), - ollgl * lz *,rl= o\ l2ll \l2t tztl- (r:r lr ''-.1

- I.323 " 9576 t7328_.r.-+_-r__=0
t2t t2t t2r

1323x2 - 9576x + 17328= 0 , kedua ruas dikalikan dengan (121)

a

l

i

i

)

i
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441f -3192x + 5776= A, kedua ruas dibagi dengan (3)

(21x-76)2 = O

76

?l
x

untul: x = 1!,aiaapat

(-rrr,,9-rt)I
' Il

I
' 1l

(+)

I
1l

, (
(
-t444 3323

21 2r

v
-tI
2l

koordinat tittik A I

t

7 -tt
2r'2t

subsitusi m =1 kepersamaan

( -am:)f 4(2m2 + 8m)x-4(m2-8m + 19) = O, didapat

{1- 4()?}x2 - 4t2()'? + 8(1)}x -4{(1)'- 8(i) + 19} = o

e, -3>C - 24x-B = o

<=(x+4)2=g

<='x= -4
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Untukx=-4,didapat:

Y=x+3

=(_4)+3

. y= -1

koordinat titik B(-4, -1)

C. Garis Singgung Hiperbola Dengan Gradien Tertentu.

l.Untuk hiperbola yang berpusat di O(0,0)

Jadi, koordinat titit(- titik s,nggungnya aOafan n[1,:-]-ll\2t ?t )
dan B(4, -1).

I adalah m (
2

Misalkan gradien garis singgung pada hiperbola

Persamaan garis dengan gradien m adalah y = mx + n . Nilai diskriminan

dari persamaan kuadrat gabungan antara garis -v = nx + x dengan

.tl

a D

m diketahui)

hiperbola itu adalah D = lazbz(n2 - azni + b2).

Syarat bagi garis singgung adalah Diskriminan D = 0, didapat:

4a'b2 (nt - a'm' + 621= g

(n' - a'nt' + Dt) = 0

n=l a 2 __ b!
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Subsitusikan nilai n kepersamaan garis y= mx + n, didapat

singgung pada hiperbola

y = ntr! yii ,,i .- b!

z.t

I dengan gradien n dapat

7

Jadi, persamaan garis singgung pada hiperbola j,-|=l dengan
AD

gradien m dapat ditentukan dengan rumus .v = n.rt I a2 n:r -. b2

Dengan menggunakan analisa yang sama, persai'naan gaiis

.r .v
2

ba

ditenttukan dengan rumus: _y = ,lrt 1
2 '? 1a -o n

Contoh soal;

1. Tentukan persamaan garis singgung pada hiperbola

2

a I yang mempunyai gradien 1

I yang sejajar dengan garis 3x + y + 10=0

25 t6

b
7a

_y ,t

169 16

2
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Penyelesaian:

a. Persamaan hiperbola I, merupakan hiperbola horizontal
25 16

dengana=5danb=4

Jadi persamaan garis singgung nya adalah

2 7 t7

-\' y

5t.l' - 4'

=,),=.rt JE:G

:i v= Lr+

= u=-tt16

= 1, = ,llr I

J)'=.r'+3

-!=nxt
7, 12, 7a -o m

.r-.r,-3- 0 atau .r-y+3 = 0

b. Persamaan hiperbola
y' 

- i= I , merupakan hiperbola vertikal
169 16

dengan a = 13 dan b = 4

Garis singgung sejajardengan garis 3x+ !+ 10 = 0, atau y= -3x- 10

Berarti gradien m=-3

Persamaan garis singgungnya adalah

= s'= -3x ! -!8
.= r,= -3-t:5

3.t=.r'- 5 = 0 atau 3.r+1'+ 5 = 0



I
I

2 Carilah persamaa'n garis singgung hiperbota + + = I yang mempunyai

gradien -1

Penyelesaian

Garis singgung bergradien -l pada hiperbol
.t !, I84

.\' ) t8+
2x 2rl_--_=!_-n
84

ty -r

24

!
.t

Misalkan koordinat titik singgungnya adalah (x1, y1) maka kita mempunyai

sisitem persamaan .t, I I ..........(1)

I

E4

\ (2)v
2y,

Dari persamaan (2) kita peroleh

'L 
= -l maka Xr = -2yr

f r'.

kita subsitusi nilai xr ini kepersamaan (l)
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-a'l 1t

8.r
x12 - 2yr2 = 6

(-2yr)'-Zyr'=B

4y t2 - 2y.,2 = I

2Yr' = I

Yr=+ 2

Untuk y1 = 2, maka xl = -4.Dengan demikian kita peroleh titik singgungnya

(-4,2) dan persamaan garis singgungnya adalah

'Ylt !'l
a b

- -l.t 2r,_*_1 _ I
o,()+

x+y=-2

Untuk y1 = -2 maka xi = 4 . Dengan demikian kita peroleh titik

singgungnya (4,-2) dan persamaan garis singgungnya adalah

,Er.r li , 4.r 2y
7_g:r, ___=1,.\.f r,=2

2. Untuk Hiperbola Yang Borpusat Di M(h,k)

Rumus persaman garis singgung hiperbola yang berpusat di M(h,k)

dengan gradien m dapat ditentukan dengan cara yang sama seperti rumus



persamaan garis singgung hiperbola yang berpusat di O(0,0) dengan

gradien m.

Rumus-rumus yang dimaksudkan itu dapat dirangkum sebagai berikut

1. Persamaan garis singgung hiperbola
(.r - l)z (.r'- I-)'

a b'
I dengan

gradien m adalah (y - k) : m(1 - h) + -b2

gradien m adalah (.r: - &1 = n(x - h)+ a'-b'm'

Contoh soal :

a

2. Persamaan garis singgung hiperbota + += I dengan

1. Tentukan persaman garis singgung pada hiperbola

i yang sejajar dengan garis x - 2y + 8 = 0
C' - 1)' (y + 211

r00

Penyelesaian:

a

9

b. o 
^3)' -q+ =r yangtegakrurus garis x+ 2y -14 =o496'

(.r - 1)2 (r'+ 2)2

1009'

a2= 1 00 dan b2=9

Berarti gradien m= ]

Garis singgung sejajar dengan garis x - 2y + B=0 atau y =f x* 4
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KESIMPULAN

Sesttai dengan elips perpotongan garis y = mx + c dengan hiperbola

27-rv
a b'

I dapat ditentukan sebagai berikut:

Y=mX+r a? mz -b2

b'x2 - a2(mx+ c)2 = a2b?

(a'm' - b2'1x2 +za2czmx+ a'b' * a'c| =o

D = 4a2bz (_arm2 + b, + c, )

Jika didapat:

1 . c2< a2m2 -b2 , maka garis tidak memotong hiperbola

2. c"> a"m' - b2 , maka garis memotong hiperbola didua titik yang berlainan

3. c2 = a'm'-b', maka garis menyinggung hiperbola

hingga didapat

garis singgung hiperbola +- i = I dengan gradien m adalah
d- b-

a

b

c

',1garis singgung hiperbola ! -
a

l
-r

b'
dengan gradien m adalah

Y=mx + - tr-ma

garis singgung hiperbola + += I dengan gradien m adatah

y-k=m(x-h)t a: ntz -b



d saris singgung hiperbota 

"# += I dengan gradien m adalah

y-k= m (x-h) t -b 22 ,



VI, DUA GARIS TENGAH SEKAWAN PADA HIPERBOLA

Untuk menjelaskan apa yang dimaksud dengan

sekawan marilah kita selidiki dulu soal berikut ini:

Soal: Tentukan tempat kedudukan tengah_ tengah

hiperbola yang sejajar dengan 9?ris y = 61

Penyelesaian:

Misalkan garis yang sejajar k persamaannya y =

merupakan parameter .

Garis ini memotong hiperbola b7( - a2y2 =6262

tidak memotongnya memenuhi persamaan :

ct bT -a2 (mx + n )'= a'bz

<+ b12 -a' 1m* + 2mnx +n2) = a2b2

e b* -a"m* - Za2mnx - a'n'= a'b'

c=>(b'- a'm'1x' - 2a2mnx- aznz -a2b2=o

63

dua garis tengah

tali busur suatu

mx+n..(1), m

, bila koordinat x

- Zaz ntn
dengan: X1 * v2 = - t2 2 2D -A r

2oa mn

b
2 L7

-a m
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Misalkan T adalah tengah- tengah tali busur anhra kedua tititk

potong itu, maka & = ,,o 
t"!

b' - a' nt'

T terletak pada persamaan (1), berarti i !q = rnXl + rl

Jadi y, = mx,+X
/t2 : 2\
lD -o tlt 

I

l--7; )

&

&

b2 - a'ntn* ----1-
atn )

z
b

2ant

Kalau T dijalankan didaPatlah:

bx (2)=:J .

am

TernyaLa tempat kedudukan itu adalah Persamaan linear dalam x

dan y jadi merupakan suatu garis lurus. Namakan Persamaan (2)

garis i karena persamaan (2) tak mengandung bilangan tetap

tentulah , melalui titik pangkal O.

Defenisi :

Garis k dan ldisebut garis tongah sekawan suatu hiPorbola yang

satu merupakan tomPat kedudukan titik tengah semua tali busur

yang sejalar dengan yang lain. (Drs. R' Rawuh hal: 13)
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Hubungan antara koeflsien arah kedua garis tengah sekawan dapat

ditentukan sebagai berikut: misalkan garis i = m,, maka , = +am

Maka:

Rumus: mm'=

,r. u

a-b

mm' = m 6,

d trt

b-
2

Jadi hasil kali kedua koefislen arak darl dua garis tengah sekawan adalah

tetap yaltu ,.ma oengan { .

2

Catatan:

1. Jika titik ujung garis tengah sekawan pertama (xr,yr) dan titik ujung

garis tengah kedua adalah (x2,y2) maka berlaku hubungan

d

h-*'!
ba

2. Titik ujung dua garis tengah sekawan adalah

garis- garis itu dengan kedua hiperbola sekawan,

bilamana dari dua garis tengah sekawan itu

panjangnya, maka kedua garis tengah sekawan

titik ujungnya.

keempat titik Potong

dengan syarat bahwa

hanya dimaksudkan

itu dibatasi oleh titik'
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VII.HIPERBOLA SEKAWAN

Perhatikan persamaan : 1, yang mana persamaan ini
)r)

al D

juga dapat ditutis sebagai 
' #-j = t, merupakan suatu hiperbola yang

memotong sumbu-y tetapi tidak memotong sumbu-x. Hiperbola itu

diperoleh dengan menukar I drn I dari hiperbola { - I- = f ..zb'o'b'

Fokus dari hiperbola baru;F1(0,c) dan F:(O,-c) dan asimtotnya tetap yaitu

A .rt yt -t' u'
Y =t lx Kedua hiperbola , -l- = I dan j.- i==-t dinamakan dua

aa'b-d'h'

hiperbola sekawan. Oleh karena ke-empat puncaknya adalah (* a,0) dan

(0,tb) , maka ke-empat garis singgung di puncak itu haruslah membentuk

suatu empat persegi panjang, yang sisinya sejaiar dengan kedua sumbu

koordinat , sedangkan titik-titik sudutnya terletak pada kedua asimtot.

L!- ,lixu kedua asimtot suatu hiperbol a '. b\2-a2y2=a2b2 tegak lurus
aa

sesamanya tentulah hasil kali kedua koofisien arahnya:

P.P6,= 
6 

Gaa
!)=-, -l=1e 2=6.;,f

Persamaan hiperbola menjadi i a2f-a\2=2222 atau f-y' = 32'

Hiperbola demikian ialah kedua asimtotnya tegak lurus sesamanya '

dinamakan hi erbola orto onal . Kedua fokus menjadi : F(t a rA)
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Contoh soal:

Gambarlah sketsa hiperbola berikut

.v I169

(x-3)'_ (y+2)' 
=t

64 36

Jawab

.r'
16 9

Pusat:O(0,0)

az = 16 -+ a= 4

b2=9+b=3

c2 = a2 + b2 = 25 -+ c= 5

Titik puncak: A1 (4,0) dan Az (-4'0).

Fokus : F1 (5,0) dan F2 (-5'0)

Sumbu simetri : sumbu x dan sumbu Y



Asimtot didapat 6ur; 
t' 

- l- = o

v .t

916

1 9

l6
7

3
Y = t:-t

+

Beberapa titik bantu :

Jikax=5makay= +

Jikax=6makay=+ .!s = l,t

Sketsa hiperbola

9

4

3

2

y = -i,
3

Y = z'Y

1

+
2

-l

-2

-3

x
43+-{ -3-2- 2 0

7
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(r - 3)' (y +2)'
b

64 _JO

Pusat ; P (3,-2)

a2=64 --* a=8

b2=36-+b=6

.2 = 
^2 

* b2 = 100 -+ c = 10

Puncat( : Ar (1 'l ,-2) dan Au (-5,-2)

Fokus: F1 (13,-2) dan F2(-7,-2)

Sumbu simetri : garis x = 3 dan garis y = -2



'

Asimtot . 
(.r - 3)' _ (,v i'2)' - o

6+ 36

b,+ 2)' _ (x - 3)'
36 6+

z-36(v+2) (-. - 3)'
64

4y+8= t (3x-9)

4y=-et (3x-9)

Dengan demikian persamaan asimtot hiperbola tersebut adalah

4y = -$ + 3x- 9 dan 4y = -$ - f,; + $

=4y=3x-17dan4y=-3x+1

(6) Beberapa titik bantu :

y+z = ,it.'- rl

Jika x = ," Ir-, = -3+ 8,4 maka Y = 6

Jika x = 13 maka y = 2,5 dan -6,5
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Jika x = 15 maka y = -Z + 3J5 *4,7 dan y = -2 -3Ji x -g,7

(7) Sketsa grafik

Y

6

-.--+

x
-12 -{ 12 6

:A Y=-2

+

-r0

r=3

/:{o
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SOALSOAL LA'I'II{.AN

Untrrk nrasing-masing hiperbola pada soar nombr l sampai <.lcxgan r0, tenrukanrah:

a. koorlhat tilik pusat

h. koordinar ririk puncak

c. pcrsamian dircktris

d. nilai cksentrisitas

c. koorlinat fokr:s

f. sumbu simetri

g. persaruaanclilektlis

h. panjang latus dan rekhrm

1 2 - (x-2)' 1.y+3)'-,o. 

--

t44 25
.f, vI I64 36

2, 
*' 

-f' =l106
(.r + 1)2 (y-3) _ I7

l' v7

54

(.t + 3)2 (.r,+ 2)2

40 9
3 I 8 I

124
il: }z 2

4 I ,. (.r'+ 4)' _ (-v + Z)'1 
= ,2E 36

,0. 
(.r- ])'? _ (r'- 1)' 

= r169

16 20

-xt y'
JL JL

Untuk soal-soal nomor ll sampai dengan li, carilah persamaan hiperbola yang

beberapa unsumya atlalah sebagai beriLut:

I 1. Pusar O(0,0) dur Puncali A(3.0)



't4

12. hrsat O(0,0) dan puncak A(8,0) dan nilai ekscnuisitas c = t1
4

13. Pusat O(0,0) panjang sumbu tranfersal =16 clan panjang sumbu sekalvan=I0

14. Ujung-ujung sumbu sekarvan adalah Br(4,-l) dan 83(4,5) prqiang surnhu

tranfersal adalah l0

15. Titil pusat (-1,3), titik fokus F(7,3) dan panjang sumbu sekas/an =8

16. Buktikan bahwa pcrsamaan pariunctcr suatu hipcrbola dapat ditulis juga scbagai

1+11

v=b

2i-t

2tl
, _ r: ' <tenean t= tE;a

17. Buktikanlah bahwa koofisien garis penghubung kedua titik P dan y/ Pada

hipcrbola

lr2x2 - "i'=u'b2 
atlaleh: b .o, ]tn- .r:z)/ a sin f,ter v'l

18. Bagaimanakah benhrk persamaan glri, ,ingel:ng ai titik (xr'yr) pada hiperbola

(.r- a)' (t - h' -,--7-----',
19. Tentulianlah pcrsamoan garis singgung pada hiperbola * - * = t t*t 

'

a- sejajar garis x + Y+ 1= 0

b. tegak luru-s garis r - 2,Y - O
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32. Hipcrbola + *= I ditirik (-4,6)

jl. Hiperbora 5# "# 
= I ditirik (-3,3)

35. Hiperbola * +=t densansradien-2

36. Hiperbola 
g# q# 

= I dengan gradien -3

34. Hiperbola
(.r + 1)2 (y -Z)' r dilirik (7,-3)

32 25

Unruk soal - soal nomor 35 simpai dengan 37, carilah persamaan garis singgung

pada masing-masing hipcrbola untuk gradicn garis singgung yang dibcrikan

37. Hiperbola
(.r + l)'z _ (.y+ 5)l

329 = I dengan gradi
3

en --
4

Untuk soal nomor 38 sampai dengan 40, carilah persamaan garis singgung yang

ditruat melalui titik <tiluar hiperbola yang <liberikan pada masing-masing hiperbola

berikut:

L 1

33. Hiperbon I- - Z- = I rtari titik (2,0)
12 18

3e. Hipcrbota 

"+ "#= 
l dari titik (4,-E)

40. Hiperbola *+ t+= 1 dari titik (-2,-3)
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