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KATA PENGANTAR

Puji syukur disampaikan kehadirat Allah Subhanahu wata'ala, karena

berkat kodrat dan iradah-Nyalah penulisan buku yang berjudul Bidang dan

Garis di R3 ini dapat diselesaikan.

Buku ini ditulis berdasarkan pada pengalaman penulis dalam mendalami

bidang Geometri terutama Geometri Analitik Ruang. Dalam penulisan materi ini,

penulis telah berusaha menyajikan materi tentang Bidang dan Garis di R3 yang

mengandung unsur-unsur didaktik dan metodik serta konstruktif, baik dalam teori

maupun contoh-contoh soalnya.

Cakupan isi buku ini dibagi atas 4 bab' Bab l: Pendahuluan' yaitu untuk

mengingat kembali tentang pengertian dan sifat-sifat garis di R2 yang merupakan

bahan pengantar untuk mempelajari Bidang dan Garis di R3. Bab ll, membahas

tentang Sistem Koordinat di R3 yang meliputi: Sistem Koordinat Siku-siku, Sistem

Koordinat Silinder, dan Sistem Koordinat Bola; pengertian proyeksi di R3, dan

menentukan panjang sebuah segemen garis atas perbandingan tertentu. Bab lll

membahas tentang Bidang Rata yang meliputi bentuk persamaan Bidang Rata,

Bentuk Normal, sudut antara Dua Bidang Rata, Jarak Sebuah Titik ke Bidang

Rata,JarakantaraDuaBidangRata,danJaringanBidangRata'BablV'

membahas tentang Garis Lurus di R3 yang mencakup: Bentuk Persamaan Garis

Lurus, Garis Lurus sebagai Perpotongan Dua Bidang Rata, Kedudukan Dua

Garis Lurus, Kedudukan Garis Lurus dengan Bidang Rata, dan Jarak antara Dua

Garis Lurus.



Bagi para pembaca buku ini, pada Kepustakaan diberikan beberapa buku

rujukan. lni dimaksudkan untuk membantu para pembaca dalam mendalami

lebih lanjut tentang materi yang dibahas dalam buku ini.

Terakhir penulis mengucapkan terima kasih banyak kepada semua pihak

yang telah memberikan sumbangan pemikiran kepada penulis dalam

penyusunan buku ini.

Semoga buku ini ada manfaatnya, Amin !!!

Padang, September 1 998.

Penulis

ll



DAFTAR ISI

KATA PENGANTAR

DAFTAR ISI

BAB I PENDAHULUAN

1.1. Persamaan Garls Lurus dl R2

1.2. Persamaan Garts Melalul Sebuah Tltlk Tertentu

1.3. Persamaan Garls Melalul Dua Buah Titlk Tertentu

1.4. Sudnt Antare Dua Garis

1.5. Jarak Sebuah Titlk ke Garis

1.6. Persamaan Garls dalam Koordinat Polar

1.7. Tran$lasl dan Rotasl

1.8. Be*as Garls

BAB II SISTEM KOORDTI.IAT DI R3

2..l. Slstem Koordlnat Siku-slku, Selinder dan Bola

2.2. Proyeksl

2.3. PanJang atau Besar Sebuah Segmen dan Koordlnat Tltlk

yang Membagl Segmen Garls atas Perbandlngan Tertentu

2.4. Soa}.soal

BAB III BIDANG RATA

3.1. Persamaan Bldang Rata

3.2. Bentuk Normal dan Sudut antara Dua Bldang Rata

3.3. Jarak Tltlk ke Bldang dan Jarak antara Dua Bldang Rata

Sejajar

3.4. Jaringan Bidang Rata

3.5. Soal-soal

Halaman

I

lil
1

1

5

7

I
12

15

18

23

25

25

30

u

39

41

41

46

51

53

57

Ilt



BAB IV GARIS LURUS DI R3

4.1. Persamaan Garis Lurus

4.2. Garls Lurus Sebagal perpotongan Dua Bldang Rata

4.3, Kedudukan Dua Garls Lurus

4.4. Kedudukan Garls Lurus dengan Bldang Rata, dan Jarak
antara Dua Garis

4.5. Soal-soal

DAFTAR KEPUSTAKAAN

60

60

66

69

74

82

86

ul



BAB I

PEXDAHULUAX

1.1. Persamaan Garls Lurue dl R2

Sualu kurva di R2 akan merupakan garis lurus jika vektor ,& (n oan a

adalah dua tllik lerlenlu yang lerlelak pada kuna), dapal dlryalakan dsngsn

wktor ,il 1c merupakan eebarang tilk yang terlelak pada kurva). Psda

gambar 1.1 ditunjukkan gebuah kurva dengan tilik-lilik A(r",Yr) dan B(ro,Yo)

yang lerletak psda kurva lereebul.

kurvs

c(rv)
D

xu,yu)

A(x.,y')
Gambar 1.'1.

C(x,y) merupakan sebarang tlllk yang terlelak pada kurva. Terllhal balwa

veklor .fr lidak dapal dirryalakan dalam veklor fr lh * kib 1, karena

m6mpunyal arah yang borbeda. Jlka C borlmpil dengan tltlk D, maka i =

,il , sehingga dapal rlinyalakan wklor AD = ic = r,il . oatam keadaan



I

seperll lnl, ke llga lillk A, B, dan D lerlclak pada salu gorb lurw. Dengan

demikian seliap posisi lilik C(x,y) yang lerlelak Pada iebuah garis lwus yang

mcmual lilikA danB gelaluterdapal hubungan fr =xit .

Bertlagarkan hal tersobut dl 81a8, dapal dilenlukan porEamagn umum

sualu garls lurus seperli berlkul lnl. Gambar 1.2. menunjukkan sebuah garls

lurue yang memuat lnlk A(xs,ys), llllk B(ru,yu) dan C(r,y).

c(x,y)

B(ro'

(x.,Ys)

Gambar 1.2

Karena ke tlga l[ik tersobd lorlolak pada garle lurus, maka sclalu borlaku:

fr --xia, dongan k adalah sualu konrlanla, alau

(x - rs) r + (y- y.) .r- = k{(xo - x8) i + (yu -y") .r--}.

alau

(x-xJ i +(y-y") j = k(ro-x!) i +k(yo-yJ.r'.

Darl persemaan lersebul dapat dlllhet battwa:

I) x - xa = k(Ir - x6), alau k = x-xa,
rb- xo

l0 Y-Ya=k(yu-yr),atauk= r- ra
f t - f o
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Darl t) dan ll) dlPeroleh:

x-xa = l-la , altllJ
5D - xa lb' la

(yb - y"xx - xa) = (xu- x.)(y - y.),

alau

(yu - yr)x + (x8 - xb)y + (x5!a - xg !5 + x5 Yg - xa Ya) = 0 (').

Jika dlmisalkanYu- Yo = A; ru -15 = B, dan xs!6 - ra Yu +xuYa - re !6 = c'

maka persamsan (') menladl

Ar+BY+C=0

disobul persamaan umum garls lurus.

sellapgarblurusselalumemolongsumbul,kecuallJlkogarlgtelsebul

eelalar alau borlmpn dengan sumbu x. Pada gambar 1'3' dan gambar f il'

sudul berarah darl i ko garls adalah 0.

g6f13

Q.r-

pi

e

Gambar 1.3.

v

x
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garis

ci

pr

Gambar 1.4

Jlka garle solalar alau bcrlmplt dsngan sumbu x maka 0 = 0, dan Jika garls

lersebul memolong sumbu x, maka o * 0. lnl beraill Jlka absls berubah,

ordlnal Juga berrbeh dan eeballknya, kecuall 0 = 900, p * 0, dan Ee=L ,
P

lehlngga pi + eTmorupakan sualu wklor yang lebh lerlonlu.

Jika p perubahan absis dan q pereubahan ordlnal naka 4e=q. qdl
PP

sobul qradbn alau kosfeslcn arah garlE, ssdongkan r(pf + q7)dlsobut wklor

arah garis (k= eualu konrlanla). Pcrubahan nllal p dan q blsa pos[lp d8n

biea negatif.

unluk menetukan gradlon garis * + Dy + c = o, perhallkan gambar 1.6
berlkul :

v
(rz,yz)

9.r'
(rr,y

0

I

Ip

x

Gambar 1.5.
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Mlsalkan llllk r1r',y'; dan Q(xz'v) dua buah llllk yang lerletak pada garlt

,* +b, +c= 0, maka bellaku;

,4x1+Ey1+C=0
,br2+ty2+C-O

alau

A(x1-4)+R(Yt-Yr)=O
,{(x2-11)=-B(Yz-Yt)

i8 = G. -:1 )i + (yz - Y)i

Jika 1x, - \) = p dan 1Y, - r'r)= q, maka iA = pi + qti dan

P x2-xt B

Jadl gradlen garls ,4r + By +c = o adahh - 4'

Pglsamaan garls t* + Bv + c - 0 dapat dlembll msnledl bonl*

, dengan I + 0, alau t=ni+n, (m=-+'"=-f,>, laOt ltXaAC
v = - -* 

- -.BB

porsamaan garls ditulis dalam bentuk v = mx + n t maka gradlon garls itu

edalah n.

1.2 PGrsamaan Garle Mclalul Sobualr Tltlk TGrlcntu

Mlsalkan dlmlnta unlux mombuat persamaan garls yang melalul sebuah

titik lerlenlu A(xor)dongan gradien m' Pelsamaan garls yang dlmaksud

dapal dlcari sebagai berlkut.

!-lz-lt=-A
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J[(a ttlk ,(r,/) sebarang ulk yang lerletak pada garlr yang dlmlnla,

meka veklor [r, dengan r= i+,rJ-dan k adalah suelu konslenla (llhal

gamsbr 1.6). J6dl berloku :

iB=r(t*^i)
(r - xo)i+ (y - y")i = ki + hni

Alau bsrlaku ;

x-xa=t,dsrY'Ya=km

v
B(r,v)

A(rr,Y")

Gambar 1.6

Alau :

Y-Yo=m(x'xo)

Jadl persamaan garb m0lalul lillk ,e1x" ,yo 1 dan gr0dhn m adalsh :

f- fa = m(x- to)'

Conloh :

Tenlukan polsamaan garls yang melslul ltllk P(3,2) dan borgradlen m = '2

Jawab :

Porsamaan garis yang dimaksud adalah :

| - la = m(x- xo)
y-2=-x(x-3)

m
x
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alau

t = -?x+8

1.3 PeBam.an Garlr Mclalul Our Burtr Tllk Tcrtrntu

Miealkan diberikan dua buah til[< .,11r. ,y, ) dan r(16 ,/r )r Miaa[ran lltik

x(.r,y) adalh sobarang lilk yang lBllolak pada garh molalui tilik A dan B'

KarenakellgallllkA,BdanRlerletakpadaiebuahgarb,makaveklorllx

3elalu dapat dlrryatakan dalam veklor ,li 6itrat gambar 1'7)

R(x,v)

B(ru,Yu)

A(x.,Y")

Gambar 1.7

Jadi dapat ditulie Persamaan :

in = t in, k= konslar{a

AIaU

(x - x!) r +(y-y").r- = k{(rr-xs) i + (yo-y,) i}

= k(rr - xo) i + k(Yb -Y.) i.

lnl belarli bahwa:

v

T

- x - x^(x - xr) = k(ru - ra) atau k
rb'ra

.... (')
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(y - y") = k(ys - y3) alau k = f - la (")
f b - f a

Bsrderarkan (') dan (") dperohh:

x-xc = !-lo
xb- ta fa-fa

yang merupaken persemaan gerh melalul dua lillk A(rrJr) dan B(xu,yu).

Conloh soel:

So[dlkllah apakah ko tlga lltlk A(2,-1). B(-3,2), dan C(2,-1) lorlslok pada salu

gerls sleu kollnoar.

Jawab:

Unluk merryolldlkl spakah llga buah tltlk lorltlek pade sabuah ggrb 8l0u

lldak, lerlobh dalu dltentukan porsamaan garls melald dua llllk darl llga tilk

yang dibcrkan. Miealnya dileilukan persamaan garit mclalul lilk A dan B,

yallu:

f -fa = r-xa
It- la rb- ra

v - (-1) - x-?
2 - (-l) -3- 7

alau /+l - r-2 alru3 -t

3x+5Y-1=0.

Selanjutnya uriluk menyeldlkl apabila tltk C(2,-t) toIlotak pada garls 3x + 5y

- 1 = 0, cukup dleubsl[usl*an sala lnk c(2,-1) ks porsBmaan lol3obu. Jlka

menghasllkan porlryelaan yang benar berarll lltlk C terlelak Pada gerls

lsrsebut, dan jka menghasikan pornyalaan yang salah, boradi ks liga tilk

lersobul lldak segarlr.
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3r+5y-1=0

3.2+5(-1 -1=0

6-5-1=0 (benar).

Jedl dapat dlslmpulkan bsfiwa ke llga tillk A(2,-l), BC3'2) dan C(2'-1) terhlak

pada salu garl3.

l.,L Sudut Antara Dua Garll

Mlsalkan dlberlkan dua buah garls p = Y - llttx + nl dan q E y = mzr +

nz. Menenluken besar sudul snlara garb p dan g, same h.lnya dongan cars

mEnentukan besar sudul antara p=i+ilJ dm {=i+ll.2j '' karcna yang

dhenllngkan adalah erahnya. Vokl0r-wktor P tut q maslng-maclng

merupakan veklor arah garls p dsl ta-ir E .

p.c- = G +z.tj).(i +ntzj)

lFl.lq-l CoE(P,q)= I +mlm2.

alau

oGoe(p,q)=tffi\

Selanlulrrya \6klor-\reklor p dm 4, dapal Juga dlnyalakan dalam tlga

dimensi, yaltu p= i+ryj+oE am q=i+ll.zi+ok-

P x Q = (i + ntj + oElx(i +nri+ o[;

J
fi1

2

li
=ll

E

0

0



l0

at1

m2

=m2-mt.

alau lPlhl Sin (P,4) = lllz - ]lrr.

alau srn (p,4) = ffi
Dari persamaan (') dan (") dhoIoleh:

tS (p,A ) = su \P,q).
Cot (p ,C)

=ll
Ir'

(")

fr, - ,nt

tetF.t
tmz

telhl

= 
ttt| - dl

mtml

Jadl fl<a I adalah bosar rudr^il anlara garls-garls p = y = mrx + nl dan

q€y=m2x+n2,maka

lg0=''t-'r
tfrz

alau

0=arclg(ar-nr)
ml z

Jika sudut anlara kodua garis p dan g lcrsebul 0 = 0, akibalnya tg 0 = 0,

yang borarll:

mz-mr=0 ttau nuEmr
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lnl berarll bah^ra dua buah garls p = y = rllrl .} llt dan q = Y = ffizI + Ilz,

solalar jika nilai m2 r mr.

Kedua garls fersebul sallng togaklurus Jlka : Colg (p,e ) = 0' Hal lnl hanya

mungkln Jlka :

l+mrmz=0 atau mrmz = -1.

= ntrl .} ni dan g u ) = lll2x + n2 3€lln9
Jadi syatal agar dua buah garis P = Y

legaklurus, haruslah

Illr ttt o '1.

Conloh:

Tonlukan persamaan garls yang melslul tillk P(2,1) dan mambenluk eudul

,tSodengan garls 2x - 3Y = 6

Jawab:

Mlsalkan gradion garlE yang akan dlcarl adalah m' Gradien garls 2x - 3y = 6

adalsh ml = 2, maka
3

tan 450 - --r,3

alau 1

7
--fi=3
't*!.

J

atau 1t2^= x-^alau
33

t*L-
3

,1
5

Jadi persamaan garis yang diminla adalah



t?

,-,=l(r-21 alau x+5Y=7

Ada dua garls yang melalui tltlk P(2,1) dan membenluk cudtd 450 dengan

garlo 2x - 3y = 6. Garig kedua ini dapatditenlukan dengan cara berikut:

2

lanitSo= 
t-r 

alau
al+ -m3

1+!^=r-1alau m=5

Jedl persamaan gslls kedua yang dlmaksud adelah y - I = 5(r - z)

alauSr-Y=g

1.6. Jarak scbuah Tltlk fo Garls

Migalkan lilik P(xr,yr) lidak lerlelak pada garis P - Ax + By + C = 0.

Akan dilenlukan iarak lilik P ke garis p. Unluk mak3ud lelsobul, ambil litik

Q(r,y) sebarang pada garls p. SelanJulrrya kallkan (perkallan veklor) vehor

dr dengan veklor F (p adalah veklor arah garb P). Unluk memudahkan

ambil ltlik polong garis p dengan sumbu koordlnal, misalrrya sumbu X (lihat

gambar 1.8).

P(xr,yr)

v Ir
P

d Ax+By+C=0

x

Gambar 1.8.

! rli Jt.i r-,liir,_,); i,,\^\i,
lAlP pAilArvi;

v

ocl,ol

1
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Titik Q lergebut adalah O(- q ,0).
A

-p= Bi -,4r'(gradlen o= -?'

d, =G,+l1r+y;

FxQP =lP

= lpl

=lll.d

FfQP

--,t
erlsnqP

F'1p,1

QP )

alau

lpl

dongan d = jarak P ke garis P.

d=

-A
Yr

I

B

E

QPPx

QP

,l*
c
A

0

0

t,
B

+

-A
h

dengan t-=veklor raluan Pada
c
A

E

arah -rr.

t_

lP

-A
Yt

B
ct+a 1ry,+,nrr+cl1

kl + Dyr+C

A2+82
x

I,

)

)pl= lar - .eil=

..,.. r r'i j,:.t(t!'_i i,ri(nA
II{IP PTiDANG

)

Dari '), ") dan "') dlPeroleh :

A2+a2

it
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d=t ht+ Btt+C
A2+82

(Tanda I dlgunakan unluk mengoreksl jarak, kalena,larak harw dlplllh yang

berlanda positif)

Jadi jarak lilik P(rr,yr) ke garls p =Ax + By +C = 0 adalah

d=* kt+ Byt+C
A2+02

Conloh:

TBnlukan dua buah lilik yang mempunyai koordinal r = -3 (berabsis -3) dan

be{arak 6 saluan lerhadap gsrls 5r - 12y = 3.

Jawab:

Misalkan ordinal y dari lit[< lerscbul adelah yr, maka dcngan menggunakan

rumus Jarak dlperoloh:

d=* s(-3) - t2 y1 - 3

52 + rz2

6=-5(-3)-12y1 -3
Jl69

alsu *78=18+12y1

t13=3+ 2yr

vr=|<trr-ra)

(yr)r = -8 alau (yr)z = 5

Jadl dua litik yang dlmakeud adalah (-3,-8) dan C3,5),
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1.0. Persamaan Garls ddam Koordlnat Polar

Unluk menyalakan persamaan garb dalam koordinal polar, scbonarrrya

dapal mengubah langsung porsamaan garis dalam koordinat karlesius

dengan m ensubstllusikan harga-harga r dan y kedalam pelsamaan lersebul,

yailu :

x=rcos0,dan

y=rgin0'

jadl, dengan demlklan, Jlkla suatu garis yang dalam koordlnal karteslus

mempurryai persamaan :

Ar+BY+C=0,

maka dalam koordinal polar mompurryai persamaan :

A(r cos 0) + B(r sin 0) + C = 0

Perssmaan garie dalam koordinal polar seperli yang dinyelakan cli alas,

maslh bukan untuk dapat dengan segera menduga tenlang poslsl alau

gambar garis lersebul jika tenpa banluan koordlnel ksrlesius.

Supaya dengan mudah menduga posisi garls dalam kooldlnal polar,

persamaan garls lersebul dlrryalakan dalam benluk slandar. Per3smaan inl

pada prinsipnya berpedoman kepada @
lereebul.

Mlsalkan garls p mompunyal persamaan Ax + By + G = 0. Jarak lilk

O(0,0) lorhadap garis p adalah :

h=

rP - PAii l\luG

c
JA' + 82
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Bilangan c

Je 2 + g2
yang menyalakan jarak pusal koordinst O (0,0)

lerhadap garl3 Ax + By + C = 0 ( llhat gambar 1.9), dlnyalakan dalam r dan y

(aboB dan ordinal lilik-litik yang lorlelak pada garir lsrsobd).

PG,E)

P -At + By+C=0

gombar.1.9

Uiluk makgud lersebul porsamaan garls dlubah menladl : Ax + By = -C.

SelanJuilnya kedua ruas dlbagl dengan A2 + 82 , dan dlperoleh :

-cffi
B

.[t;;-''
Karena ruas klrl merupaksn larak, maka selalu dlsebu[ poslllf, sehlngga

socsra umum dapat dflulls.

CAB
A 2 + 82 42 + 82

I*:Y
&2+a2'

Jlka konstanla x dan y dlnyatalran dalam koordlnal-koordinal polar, maka

persamaan lorsebul monjadl :

A B

o

Ax +By

ffi
A:X +

Jl2+g2

-c
Je2 + g2 A2 + 82

(r coe f; +
A 2 + Br

(r rin d)



//f /h /za- / t /*J
ttle . t
/ttul<-

b '. I .t1

'(
A

fi'+ s2

B

Je' + a2 4
lln , ...(')cot0+

dengan o adalah sudri yang dlbontuk oleh sumbu r poaltlf dongen wklorop '

Dalam hal lnl, P adalah sebarang tltlk yang tBrhtak pada garis

p=Ar+By+C=o, karena r dan y adalah absls dan ordlnal tlllk yang lerlelak

pada garls lersebul.

Gredlon garls Ar + By + G = 0 adalah r= -+. GaIh yang melalui O

dan Q (Q adalah proyeksl O pado garls P) legak lurus P, sshlngga gradien

oarls lnl adolah B . Jlka tr adalah suduil yrng rtlbent* o18h garb yang
-A

melalul O dan Q dengan sumbu r posltlf, maka lS ,.= i.lnl berartl :

gin o:, =
B

Je2 + 82
dongan

coEc= A

Ja2 + B2

Dengan dem lklan Persamaan (r) menJadl :

h = r coc(0 -c) ....(*.)

Persomaan (il) lnl dlsebul Persemaan Standsr Gerlr Luruc dalem

Koordlnd Polar. Dalam hal lnl, herga h selalu Posiltr, karena merupakan

iarak tillk pangkel O terhadap garls yang dlmlda. sedangkan ct mcrupakan

sudul anlara garis arah dengan h, sedangkan titlk PG,o) adalah aebarang tlllk

''' 
i"[' !o' !;n;*'on o*'
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yang lcrlstak pada garis lercebut. Perlu dlkotahul bahwa untuk 0<c.,

persBmaan (+r) lolap berlaku karena cos(&a) = c0s(a-0).

Conloh.

l'{yalakan persamaan garb 3x + 4y + 10 = 0 dalam koordinal polar.

Jawab :

Persamaan 3r + 4y + 10 = 0 dapal dilulls menJadl -3x - ,ly = 10, kcmtdian

dlsubslllusikan x = r cos 0, di y = r sln 0, sehlngga dlperoleh :

-3rcos0-,lrsln0=10

alau

(-3 r cos 0-,1 r sln 0) = 10.

Komudlan kodua ruas dlbagi dengan 32 + 42 =:, sehlngga dlPeroleh :

r(-1r cos 0- a r ein O) = lo555

Jadl persamaan garis 3I + ily = 19, dalam koordlnat polar edalah :

I(cos(r cosg + 3ln(L she) = 2

elau

r coe(a- 0) = 2 dengan

a = arc te (-1)

=-1
-3

lg cr , dlmaksudkan adalah 1800 < a< 2700

1.7. Translacl dan Rotasl

Jlka sumbusumbu koordlnal dllranslaslkan, maka koordlnat llllk-tlllk

akan berubah, dan sebagai akibatnya perEamaan suatu garie akan berubah
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pula. Mlsalkan Sumbu x dllranslaslkan seJauh h, searah sumbu x poslllf, dan

sumbu y dilranslasikan sejauh k searah sumbu y posilil. Keadaan eumbu

koordinal yang lerbenluk (baru) akan letap sejaJar dengan sumbu kooldlnal

Esalnya, dan llka pada kedudukan yang baru tnl diberl nsma sumbu x' dan

y', maka unluk lllk P(x,Y) :

r=x'+h

y=y'+k

Jika kettua sumbu koordinat ilu dilranElaslkan bersama-sama, maka ltik

pangkal sumbu yang baru adalah O'(h,k).

lnl berarll of , = r,i * k I . Mbalkan sebuah tillk momPulryal koordlnal

asalnya dan (x',y) lerhadap sumbu koordlnal baru, rll oi = ? , o?p = i'

(gambar 1.10)

(r,y)
P(x',y)
(r,y)

_a >x

x

o(0,0)
Gambar 1.10

Maka diperoleh hubungan :

r = xi+y'j
r'= x'i + y'l

,^
v

r

Karena i= oo'+ r',maka
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ri + yl = (hi + tl)+ (x,i + y, j1

=(h+r')i+(k+y')j

Jadl :

x=h+r'

y=k+y'

Conloh :

Tonlukan psrsamaan garls 2x - 3y + 8 = 0, lerhadap koordlnat baru Jika

diadakan lranelasl sumbusumbu koordlnal, sehlngga pusal koordlnal baru

borada pada lllik O'(-3,4).

Jawab :

h = -3, k= 4, 1 = x' + [ = r'- 3, dany = y' +k = y' +rl

Persamaan garls lorhadap sumbu baru adalah

2(r'-3)-3(y'+4)+I=0

alau

2r'- 3y'- 10 = 0

Perubahan koordinal solsin dari lranslasi ; juga akibat rotasi, yailu

perpularan sumbusumbu pada pusal koordlnal O(0,0). Rolasl lnl

mompurryai nilai poeilyif iika arahnya borlawanan dengan arah porpularan

Jarum Jam dan mempunyal nllal negallf Jlka arahnys searah dengan

perpularan Jarum lam.

Porhalikan gambar 1. Tilik (x,y) adalah koordinat lilik P sumbu x dan

sumbu y. Sedangakan koordlnal lilk lerhsdap sumbu baru (sumbu r' dao

-.'i ., , -.j i!..rr1,.

il(tP PaD4l\,iG
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sumbu y) yang dldaPat dengan merolaslkan 3umbu x dan sumbu y sebe3ar

t'

00

v

v' ,P(x,Y)=P(x',

AD
Gambar 1.11.

Y=PC+CA

=pegsee+eD

=y'cose+OOsln0

= y' coo 0 + x'8in 0

r=OA

=OD-DA

=OQ co3e-cO

=RPcos0-PQshe

=x'cos0-y'slne

Jadlhubunganenlerakoordlnellama(sobelumdllakukanrolasl)dan

koordinal baru (setelah dllakukan rotasi) adalah:

X r X, COB 0 - !r, Sln 0

y=x'3he+ycoi0

.. c+--_

R

x



zz

Conloh:

Tentukan porsamaan garis r + 2y - 1 = 0 dalam koordinal baru $ka sumbu

koordlnal dirolaslkan 300 tlengan pusal O(0,0).

Jawab:

Besar sudtil rolasi adalah 0 = 30o, sehlngga hubungan koordlnet lama dan

koordlnal baru adalah:

x = x'co3 0- y'sh 0

= r'co3 300 - y'sln 300

y=t'coee+y'cose

= x'gln 30o + y'cos 300

(2 + Jt)x' + (zJl - 1)Y'-8 = 0.

C.tdan:

Jika sumbu koordinat karlesius mengalam i tuatu ltanelasi dan rotasl, maka

unluk mencall hubungan yang dlnyalekan dalam 3umbu koordlnal lsma dan

sumbu koordlnal baru, dllakukan pengerJean dua lahap, yallu lrenslasl

kemudlan dllanlutkan dengan rotesl, alau seballknya.

!v',
z

=rr,+rJty,2 2'

Jadl persamaan garis r + 2y - 1= 0 dalam koordlnal baru adalah:

r'- !n + z(Lt * LJlfl-4 = o atauJi

,E=l x

I

i(
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t.E. Berla3 Garl3

Mlsalkan dlberlkan dua buah garls p = arx + blY + Gt = 0 dan q = arx +

b2! + c2 = 0 Yang lldek soralar. Mbalken tlllk (rr,Yr) meruPakan tllk potong

anlara p dan q. lni borarli batMa tltik (rt'Yr) tgrlotak Pada P dan sokallgus

pada garis q, alau garis P dan q molalui tnil( (xl'yi)'

Jlka m dan n adalah dua buah konslants' mako garls dengan

pBtsamaan m(alx + 5.|y + cr) + n(a2x + b2! + c2) = 0 adalah luga melalul lllllr

(xt,y1) yetlu ttlk potong garb a1x + b1! * Gt = 0 dan azr + b2! + c2 = 0'

Sobagal conloh; garis 3x + 2y - 8 = 0 dan garis 2x - y - 3 = 0 borpolongan

pada lilik (2,1). Maka ssmua garB dongan pBreamaan m(3r + 2y - 8) + n(2r

- Y - 3) = 0 luga melalul llllk (2'1)'

Apabila diambil m = 3 dan n = -'1, maka akan diperoleh garis dongan

Pelsamaan r + 10y = 12, yang luga mclalul tltlk (2'1)'

Secara umum ltks u(x,y) = 0 dan v(x'y) = 0 adalah persamaan dua

buah garis (lurus alau lcngkung), maka m U(x,y) + n V(x,y) = 0 merupakan

Pers8m88n garle yang melalul llllk polong garls U(r'y) = 0 dan V(r,y) = 0'

lihal gambar 1.12.).

u(x,

,y)=0

Garnbar I.l2

mU(x,y)+nV(ay)=0
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Jlka U(x,y) = 0lldak berpolongan dengan V(r,y) = 0, maka .

mU(x,y)+nV(r,y)=0

Juga lidak memolong garb U(x,y) = 0 tlanV(r,y) = 0.

Pereamaan garls :

mU(x,Y)+nV(x,Y)= 0

dengan m dan n konslanla yang tldak kedua nol dlsebut berkag narig.

Conloh :

Tenlukan pereamaan garh yang molalul_lnlk polong garls 3r + 4y = g 6s1

garls 2x- y - 3 = 0 serla melalulllllk (1,2).

Jawab :

Persamaan garh yang melalul lillk polong garls 3r + 4y = 8 dan 2x - y = g

adalah

m(sx + 4y - 8) +n(2x -y - 3) - 0

Ohh karena gerb yang dltarryakan herus melewall t[k (4,2), maka berlaku :

m(3.4 +1.2- 8) +n(2.,f - 2 - 31 = g

alau

8m+3n=0

Dalam hal lni, boleh tllplllh sebarang nllai m dan n asalkan memenuhl

persyaratan lersebul. Untuk mudahrrya Jlka dlambll m = -3 dan n = 8, maka

porsamaan garie yang dilanyakan adalah

-3(3r + 4y - 8) + 8(2x -y- 3) = 0

alau

7x-20Y=g



BAB II

SISTEM KOORDINAT DIR3

2.1. Sletcm Koordlnat Sllu{lku, Scllndcr dan Bola

Melalui sellap tilik yang berada dalam sualu ruang oelalu dapal dlbual

garis yang sallng legek lurus. Ambll salu llllk lelap O dan larik llga gerie metalul

O yailu garis OX, OY, dan OZ yang sa[ng legak lurus. Masing-maoing garle lnl

disebut cumbu (llhat gember 2.1). Soeparna Dermawllaya (1990:hal.6)

mengalakan'seperli pada bidang datar, aistem tlga garis yang seling polong

memolong logak lurus dl O dbsbd Slstam Koordlnd Slku{llu (Kartedue)".

Sumbuz

C(0,0,2)

B(r,o,z) l.$,v,zt Sumbuy

A(0,y,2)

B1(x,0,0)

(0,0,0) A r(o,y,o)

Gambar 2.1. Sislem Koordinal Karlesius

Pr(x,y,o)

; r lr- I li ij;, r- i,ir;li,Jj lAKi\Air
lll l l= PA D r'ril G

'r'i ,., - .'. "t

'i,.tP - PAJi\iiiG

sUMbur

25
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serlng dlpakal, sumbu yang legak dhebul sumbu-2, lalnrrys dbebrrl 3umbu-r

tlan rumbu'y. Bidang Xoy, yailu bidang darar yang momuar sumb*x dan

sumbuy, disebul bldang koordtnat; demlklan luga unlulr blrtang XOZ dan

bidang Yoz. Jlke tilk p mempunyal Jarak-larak borarah (nllarrrya brca poslilf,

ncgalil alau rol) r = PA lorhadap bidang koordinal yOZ, y = pB lerhadap bidang

koorrllnal xoz, dan z = ppr rerhadap brrtang roy, maka ilflk p d[urhkan

sobagal:

P(x,y,z) dau P =(x,y,z),

kerena s8llap tlllk menenll*an dengan lunggal passngan llge bllangan (x,y,z)

dan reballkrrya. Perlu dicalat bahwa aratrarah posnr pada sollap sumbu slslem

koordlnal biasanya menurul arah anak panah, lerhilung dari lllk o (lihat gambar

2.1). Dalam penullsan tilik p(x,y,z), maka r disebul absis, y db'bul ordlnal, dan z

disebul aplikal.

Dengan dilerapkanrrya suaru slsrem koordrnar srkusrku, maka ruang akan

lerbagl msnjadl derapan bagian. sefiap bagian rergebur dinamakan oklan dan

diberl nomor menurul sualu aluran seperll berlkul lnl:

r Oklan I : memuat illlk-illlk dengan r{, y{, zn

o Ohan ll : memual llllk-lilik dengan xd), ydl, zd)

r Oklan lll : memual llllk-llllk dengan r<(), y<t), zd)

o Oklan lV : memuol llllk-illll dengan x{, y<t), >{l

r Oklan V : memual tillk-tilik dengan xX), y>0, z<0

o Oklan Vl : memual llilk-illk dengan x<0, y$, z<()

e Oklan Vll : memual lifik-lllik dengan x<l, y<), z<)
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a Oklan Vlll: memual tltik-titik dengan x>0, y4' zd)

Tltik-littk yang terlefak pada bldang koordlnal mempunyal clrl'clrl khusus'

Tilk yang lsrlolak pada bidang XOY mempunyai aPlkat z = 0' Tilik yang tsrlotak

pada bldang Xoz mompunyal ordinal Y = 0' dan titik yang torlelak pada bldang

YOZ memPunyai absls r = 0' Tilik'litlk yang lerlelak pada sumbusumbu

koordlnal|ugamempurryalcif.Fclrlkhusus.Tillk.lltlkyanglBrlslgkPadagumbux

(berarll lerletak Pada bldang XOY dan XoZ) akan mempurryal r = 0' dan y = 0'

Tilik-tilik yang terletak pada sumbu y mempunyai x = 0' dan z = 0' Titik-litik yang

lerlelak pada sumbu z mempulryaly = 0 danr = 0'

Dl dalam ruang, diDuat slslsm koordinat karlesius seP0rli Pada gambar

2.2. Mls8lrrya dlambll tltlk P yang dlullskan dalam bentuk:

P(p,O,z) atau P = (P,e,z)

dengan

7 = Jarak tnik P terhadap bldang koordlnat XOY

P=OPt= '*y'

0 = I XOPr, bernilai poenif jika arah Pengukuran berlawanan arah

dengan Pularan arah Ja]um iam '

Sislemkoordinaldenganperryaiianlitiksepertiinidisebutsldem*oordlnat

tebung atau slllnder, (Soeporna Darmaw[aya' 1990 : hsl' 7)'

tf ii i( UP i rlHl,.r3l"\l(r\Att

I(,P PADAT'IG

x
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sum b uz

0 z

v Pr

x

cambar 2.2. Slglem Koordlnol Tabung

Mudah dlpahamt bah'va p > 0, 0 < 0 < 2r, dan -o < z < @. SelanJulnya,

jika lttlk P mempuriyal penyatlan :

P = (r,y,z) lerhadap sistem koordinal Karlosfus

dan

P = (p,0,2) lerhadap slstem koordlnal labung, y0ng sumbu

sumbutrya bellmpil, dlperoleh hubungan :

1=pCos0

y=pSin0 alau

z=z

Sslain eislom koordinal tabung dan sietem koordinal Karloeiue yang lolah

dlblcarakan di atas, lcrdapal pula sislom koordlnal yang laln yallu Slsttm

Koordlnd Bola.

P

0 ,'

x1 +y2

g= arcl0 /r
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Sebuah ttllk P dalam sl8lem koordlnal bola dlsallkan sebagal pa3engan

liga bilangan (lihat gambar 2.3).

P(p ,or) atau P' b'O'Y)

dengan

p = OP = iarak antara litik O dongan tilik P

1= IPOZ

g = a PIOZ dengan Pr sebagai proyeksi tilik P pada bidang Xoordinat

xoY

sumbuz

P(p,e,r)

sunfiu-y

f Pr

sumb x

Gembar 2.3. Slslem Koordlnal Bola

Mudahdlpahami balnrva p>0,0<'t <L,dan 0<0<2x' Hubungan

anlarasislemkoordinalKarlesiuedengangiglemkoordinalboladirumuskan

I I

o

t

sebagal berukul :
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x = p sin, co80 p: +yz +82

y=pSinlSin0 deu

Z = pCosI z = arc Go8 z

,F;rri7

2.2. Proye*rl

Menurul Karso dan Darhlm (1983: hal.4), proyeksl 3ualu lillk kepada

bldeng, dlsrllken sebagal tlilk yarg lerletak pada sebuah bldsng darl iobuah

sogmon garls yang ditailk logaklurus darl lilk yang dlketahul ke bldang

bereangkdan. sebagei contoh pada gambar 2.4 rlapat dlllhal proyekrl lillk

P(l,.3,2) ke bldang ry adatah t[k a(1,-3,0);ke bldang xz adatah ililk R(l,0,2);

dan ke bidang yz adalah lilik S(0,-3,2).

Proyeksl llllk kepada garls sumbu dlarllkan 3ebagal illlk yang lerlelak pada

garls sumbu deri rebuah sogmsn garle yang dilarlk tegakluru3 dari tlik ysng

dlkelahul ke garb gumbu lersebut (Karso dan Darhlm, i9g3: hal. 4).

Sebagal conloh proyeksl llltk P(1,-3,-2) peda gambar 2.rl terhadap sumbu x

adalah lilik T(1,0,0); lerhadap sumbu y artatah illlk U(0,-3,0); dan terhadap

sumbu z adalah lltlk V(0,0,2).

clg,
r

er0

'iJl-t _ ,_;;,1

II(JP Pltll rri5
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z

s(0,-s,2) v(0,0,2)

P(1,-3,2)

a(1,-
,| 00 )

Gamba] 2.4. Proyeksi Tilik P lerhadap sumbu dan bldang koordlnal

Proyeksl segmen PrPz Pada gambar 2'5 kepada bldang dlarllkan sebuah

sogmen AB, dengan A adalsh proyekel lltlk Pr dan B sdalah proyekrl tltik Pz

k6pada bldang lersebul.

Pr(xr,Yr,zr)

P2$7,Y2,22)

B(x2,y2,0)

F(rr,yr,z)

.B(1,0,2)

Gambar 2.5. Proyeksi PrPz kePatla bidang xy
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Contoh roal:

Carllah proyeksi segmen PrPu ke bidang ry, apabila Pr(-1,3,2), dan Pz(2,-1,5).

Jawab :

Proyeksl lillk PrCl,3,2) ko bldang xy adalah lltik AG1,3,0) dan proyeksl tltlk

Pd2,-1,5). ke bidang ry adalah lilik B(3,-1,0). Jadi Proyoksi segmsn PrPz ke

bldang ry adalah segmen yang dapal dlbual darl llllk A ke lllllr B (oegmen AB).

Silahkan pembaca mengiluslrasikan dongan gambar.

Arah posllil dilenlukan berdasarkan kepatla garis yang memual lillk A dan

B ( sepertl pada 3alib sumbu koordlnat), maka Jarak berarah segmon AB eret

hubungannya dengan proyoksi sogmen PrPz Pada garis tereebul.

Jlka Pr(rr,yr,zr) dan Pz(rz,yz,zz) adalah dua buah lltlk, maka proyeksl lltlk

P1 dan P2 keparta sumbu x borlwul-lurul adalah Ar(xr,0,0), dan A2(r2,0,0); dan

proyelrsl segmen PrPz kepada sumbu x adalah segmen ArAz (bukan segmen

A2A11. tlengan

er4=4o+o4

f: = -Xl + X2

=X2-Xt

=dx

Proyeksl llllk Pt dan P2 kepada sumbu y berlurul-tu]ul adalah lillk Br(o,yi,0), dan

Bdo,yz,o); dan proyeksi sogmen PrPz kePada sumbu y adalah segmen BrBz

(bukan segmen B2B1), dengan

= W+oEzBtB,

= -y1 +y2
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Y2 -Yr

= ay.

sedangkan proyeksl lltlk Pt dan P2 kepada sumbu z berturut-lurLil adalah tttlk

Gr(0,0,2r), dan Cz(0,0,22); dan Proyoksi 389msn PrPz kepada sumbu z adahh

eogmon CrCz (bukan Eegmen CzCr), dengan

crcz =cro +oc2

=-Zt t Zz

= Z2' z1

-- Lz

SelanJulnya proysksl segmon PrPz kepada sumbu x, sumbu y, dan sumbu z

bBrlurut-lurul dblmbolkan dengan ax, ay, dan az.

Contoh soal:

Carllah proyeksl segmen yang dlbual rtarl llllk Pt(-1,3,2) ke llllk P2(3 ,'1'5)

kopada sumbu r, sumbu Y, dan sumbu z.

Jawab :

Proyeksl ptP, kepada sumbu x adalah 7fi, = dx = 3 - (-1) = I

Proyeksl r,f, kepadasumbuyadalah ffi -Ay =-1 -3=-4

Proyeksl pJ; kcPada eumbuzadalah ffi = [7= $-I =].

(Sllahkan pe mbaca meogllustr0slks nnya dengan gambar)'
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2.3. PanfEng alau Bcgar Scbuah Scgmen dan Koordlnat Tltlk yeng Mcm-

bagl Erg]mn Garls atas Pcrtandlngan Ttrtlntu.

Sobolum membahas panJang sebuah segmon, tollobih dahulu

dtdstlnblkan komponcn .Id.r 3ebueh regrnen yang dlbuat darl tillk

Pr(rr,yr,zr) ke lilk Pz(tz,yz,zi sebagai proyektl sogmen rp, ke sumbu x,

sumbu y, dan sumbu z secara borlurul-lwut. Titlk Pr sebagal lilk awal dan Pz

3ebagal llllk lermlnal darl segmen 1f,. Komponen skalar sebuah segmen garls,

dllulls dalam sebuah kurung slku. Jadl komponon skalar r,f, edalah Ar, Ay,

dan Az,

dan dllulb : [A:q Ay, Azl (bedakan dengan koordlnel tnk).

Jlka sebueh segmen mempunyal llllk awal O tlan ltlk lermlnal adalah

P(x,y,z), maka komponen skalarrrya U,y,zl.

Mbalrya Pr(xr,yr,zr) dan Pz(xz,Yz,zt) dua buah llllk sebarang. Angoap

prr, dlagonal ruang paralel eplpedum ABGPT.DPzEF, seperll terllhal pada

gambal 2.6. z

F E

D

AI
I

Gambar 2.6. Paralel Eplpedum ABCPT.DPzEF
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Perhallkan paralel ePlpedum ABCPT.DPzEF' maka

le,El= 1,, _,,1

lEEl= ly, - y,l

P$l=P' - z'l

Menurul leolema PYlhagoras :

p.g2=p1C2+CBz

P, Pr' = PtBr + BPz2

= f 12 - 11 F* lyz - ytP*lzz - aP

alau

IEEI= (x2-r1)2+(y2-i) 2 + (2, - z)z

alau

l4El= (Ax)2+(dy)2+(Az)z

Jlka Pr adalah ltllk asal O(0,0,0) tlan Pz(xz,yz,zz), maka

W=
Dellnlcl : Panjang atau iarak segmen garis PQ dengan P(rr,yr,zr) dan

Q(r2,y2,22)

adalah lF@l= (r, - r,)' + (yz- y) 2 + (22 - z)z

Persamaandlalasdapaldi]ryalakandenganaluransobagaiberikul:

panjang alau besar sebuah segmen 38ma dengan akar pangkat dua Jumlah

kuadrat dari komponerrkomponen skalar segmen lersebut.

i lJrr.ll'J-i :,: f'.!14,

;.JP PADANG

'7*Y'r*'l/



36

Jika srgmen gads lorsobul adalah toJalar dengan sumbu x, maka Ay = 0

dan Az = 0. Aklbatnya :

l4El= (a') '=Erl

Jlka segmenrrya adalah aelalar dengan sumbu y, maka Ax = 0 dan Az

Akibalnya:

IEEI= (a.r) ' = larl

selanjdnya .llka segmenrya selajar dengan sumbu z, mska Ar = 0 dan Ay = 0.

Aklbatrya:

Tpnl= (t,)'1 = grl

Contoh soal:

Carllah larek segmen garl$ yang lttk awalrrya PrGI,2,3) dan tllk

Pz(2,-3,1).

Penyeleealan:

Proyeksl segmen P1P2 kepada sumbu x adalah Ar = 3.

Proyeksi sogm0n PrPz kcpada eumbu y adalah Ay = -5.

Proyeksl segmen PtPr kepada sumbu z adalal. 6z= -2.

Maka komponen skalal PrPz adalah [3,-5,-4.

termhalnya

Jadi l4El= 1r;2+1-s12+(-2)2

0

$E
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SelanJutrrya, mlgalkan lilk P(xr,yil!) dan Q(rz,yz,zz)' dan llllk R(r'y'z)

membagi segmon garis PO atas Porbandingan m : n (lihat gambar 2.7)'

Gambar 2.7.

Perhalikan gambar 2.7, L$ adalah Ployeksi garb PQ lsthadaP bidang

XOY. Bual garis HK//LM, akibalrrya A HPR Eobangun dengan A QKR.

PR:RQ=HP:KQ

m : n =(flN-PL):(AM-KM)

alau

z

R
m

H

P

v

L

N
x

m

n

z - zt
zz-z

zz + nzl
nt +n

Selanlulrya dengan cata sama, Jlka garls PQ berlurul'lurul dlproyekrlkan

lorhadap bidang YOZ dan XOZ akan diperoleh:

,= x. 1*r, y= lztnYt
m+n m+n
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Jadi koordlnal R adalah (arr + nxr , mlz+ nvt 
,m'z + nzt)

m+n m+n m+n

Jlka R adelah tlllk lengah oegm0n garb P0, maka koordlnat R adalah

(x2+xr lztlrzz
tr+All
'--a-''

Sreara Umum : Tulie u = k, dsngan k rlapat borlanda posiltr alaupun negatif,
n

lergenlung lelsk R llu sendlil.

Jlka ; k > 0, maka R lerlelak dl anlara p dan e.

-1 < k < 0, maka R lerlotak di perpaniangan pe (pada plhak p)

k = -1, maka menun ukkan sualu flilk ril tak berhilngga, dan

k< -1, maka R lortalak dl perpanjangan pe (pada pihak a)

Aklbatnya koordinal R menjadl : (kr +.xr , kv,z t,),t ,bt *.zt ), rtengan k * -1l+t l+t l+t "

Conloh: Mbalkan A(3,2,0), B(5,3,2), C(-9,6,-3) adstah tilk-tilk eudut segilga

ABC. AD adatah garh bagl sudd BAC, momotong BC dl D.

Tenlukan koordlnal illlk D.

Jawab:

c

AC= t-s - t)' + (6 - 2)2 + (-3- oit= rr

,, -i i ';:,,i-:

VlP PArJi\iuig

BA

AD -- (s - 3)2 +(3- 2)2 +1i - ot' = I
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Menurul dalll garb bagl, maka:

CD:BD=AC:AB=13:3

Maka I = 
13

3.

bx x+
(9u,-, 38cIxD= l+l l3l+-

3

l6

57,"=n'i:{" =
[T)ol.'

(3pr-,

l6l3l+ -3

tz - + z-
Z^=----2--------:-=" l+ b

t7

t*!1
3

l6

Jadi koordinal D adalah 3t 57 l7
16 l6 16

2.4. SoaFsoal.

1. Carllah kellllng eellap segnlga berlkul:

a. PrC1,2,3); PzQ,1,2); dan Pg(1,-1,-1).

b. Pr(3,,1,-1); Pil1,2,-1li dan Pg(2,-1,3).

2. Carilah panjang rueuk bidang empal yang tilik sudulrrya adalah

Pr(2,- 1,3), PzG 1,3,2), PgG3,2, 1 ), dan Pr(1,0,- 1).

3. Buklikan batwa empal lilik di bawah ini adalah lilik sudtt[ bidang emPal

Deraluran (calalan: bidang emPal lalah gambar benda yang mempunyai
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empal bldang slsl dengan enam buah rusuk). Tillknya adalsh (k,0'0);

(0,k,0); (0,0,k); dan (k,k,k).

4. Dikclahui Pr(3,-1,2) dan Pz(-1,2,5).

Tenlukan koordlnal tltlk P sehlngga P1P = 3P1P2.

5. Tentukan komponen skalal sogmsn gaIb yang dlbual darl l[lk Pr(2,'3,4)

ke lilk Pz(3,-3,8).

6. Perkse apakah ke tlga tltk A(0,0,0), 8(2,-3,3) dan C('2,3,'3) segarls

(kolinoar).

Tentukan perbandlngan AB -Bc .cA .

8C'CA, AB

?. Buktlken behwa koordhet tilk beral 3ogfiga ABC dengan A(rr,yr,zr),

B(rz,yr,zz), dan C(xrJs,a) adalah:

r +f +x Yt+ Yz+ Yt Z1* Z t zl
3 3 3

a



BABIII

BIDANG RATA

S.1. Porsamaan BIdang Rale

Sualu bidang rata V akan dltenlukan oloh mlnlmal liga buah lnk yang

lldak segarls. Mlsalkan dlkelahul tlga buah lillk P(xpp), Qbttzl, dan R(aviV)

yang tidak eegaris pada bidang rala V (lihal gambar 3.1).

Gambar 3.1

Secara voklor, dapal dilihal batrfla:

-)p'e=I*z- xt,lz- yr,z2- z1l,

Selanjulrrya, ambil sebarang lilik X(r,y,z) pada bidang V, sehingga berlaku

-)r-)
PX = L PO + pPX, dengan-o < l.< o,-(o< p< (o.

rtrj i_r:li;,.-1 i. 1t,4l

!, PilLiAtUG

z

o x

P'R =lxt - xt,yt- yt,zt- ztl

4l
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Sedangkan:

-+ -+ -+
OX=OP+PX.

alau [:,y,2] = [r,,r,,r,]+ tlx.. - xr,y. - yt,zz - zr)+ pfr, - xt,yr- y1,r, - z,], unluk

-.o < l, p < co adalah penemean vsktorls bidang rala V melalui liga lllik P, Q,

dan R. Kedua veklor r! dan r'r dlscbul iuga veklor-voklor alah bidsng.

Secara umum, persamaan vEklorls bldang rata V molalul lfrlk P(xdpi dengan

\ieklor-veklor arahnya i = lr.,r., r.l oan d = fr,, y r, y,ladalah :

[r,y,z] = [r,,r,,y, ]* tlx.,t.,z.l+ Fpr,tt,ztl

dongan-o<x,p<ro

alau dapal dilulb sebagel

x=xtllro+px5
!=lt+7!o+trt
z=ztrlzo+pz5

ysng dlsebufl Juga pcrsemaen poramctGr bldang rala V.

Jlka x dsn p pada persamaan parBmeler ilu dlellmlnosl, mska dheroleh:

tr= 'Yr(r- xr)- rrLY- Yt) , 6an

= r.(r - t)- Y.(x- x )F

dongan C = to)ta - toxa= *0It ft

Jika ?', dan p tlirubetilusikan ke persamaan z =zt + Xza + lz,b, maka diporoleh :

C(z- zt)- z.(yb(x- tt)- xs(y- rr)) - cr(x,(/ - yt)- y.(x - rr)) = 0
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alau

(;tozr- zsyr)(x-.r,)+ (r.x, - r.zc)(f - y) + C(z -rr)= 0

Alau dapal dilulls menjadl : Ax + By + Cz + D = 0, dsngan

fi=

$=

I

c xs
, dsn

!.zt - z.!o =

t.xt - x aaa =

Vlt
z"
Zy

V

-D=Atr+By1 +Czr

Benluk persamaanAr + By + Cz + D = 0, dlsebul persemaen llnler (umum) darl

eualu bidang rala V.

Bagaimanakah voklor normal dari bldang rala V =Ax + By + Cz + D = 0 ?

Terlihal batwa vektor:

[A,B,c] =
E.

Z5V Ii +
a

+
a

t,
It

x
15

v.
Yb

k
,

i

a

r
tr

t
la za

It a.

- ax,O,

merupakan vektor yang togek lurus pada bldang rala yang dibangun oloh ;

dan a.

disebul vektor normal bidang rala V = 0. Veklor normal ini dalamlA,B,Cl = ;
pembahasan bldang rala memegang Peranan yang sangal Penllng.
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SelanJulnya, suatu bldang rala V melalul llllk 1:,,y,,21) dengan veklor

normalrrya ; = [A,B,C] rtapat dilulie rebagai

A(x - xr) + B(y- yr) + c(z'zr) E o.

Porhalikan psr8amaan linier bidang rala V =Ax + By + Cz + D = 0, Dari

persamaan bldang rala ini, ada beberapa hal khusus yang psrlu dlperhalkan,

yaltu:

r llka D = 0, maka bldang rala V melalul 0(0,0,0), dan seballknya setlap

persamaan llnler bldang rala V yang melalul O(0,0,0), skan momPulryal nllal

D=0 alau V=Ar+By+Cz=0.

e Jika D * 0, maka persamaan bidang V dapal dilulls menladi

*,**r*3r=1, yang berartiV memolong sumbu x pada (2,0, ,,

a

momolong sumbu y naoa (o,f ,o) , dan memolong sumbu z gada

Lo,o,fJ'

Jlka : A = 0, bldang rala V seJaJar dengan sumbu r,

alau V=BY+Cz+D=0.

B = 0, bidang rala V sejajar dongan eumbu y,

alauV=Ax+Cz+D=0.

c = 0, bidang rala v ssJajar dengan sumbu z,

alauV=Ar+BY+D=0.

Jlka : A = B = 0, bldang rata V seJaJar dengan bldang XOY'a
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alauCz+D=0.

A = C = 0, bidang rala V soiajar dongan bidang xoz,

alauBY+D=0.

B = C = 0, bidang rata V sejaial dengan blttang YOZ'

alauAx+D=0.

contoh€oal:

Dikelahui sebuahbidangrataV melalui ligalilik (1,2,2),(2,1'5),dan(1,2,6).1

Tenlukanlah:

a. persamaan voklorisnya,

b. persamaan paramelernYa,

c. per36ma8n llnlerlrya.

Jawab:

a. porsamaan veklorls rrya adalah:

[r,y,zl = 11,2,21 + \t2- 1,1-2,5-4 + p[l - 1,2-2,6-21

= 11,2,21+ x[I,2,31 + p{0,0,41

b. persamaan parameletrrya adalah ;

x=1+X,

y=2+2L

z=2+31.+ilp

c. persamaan liniernya adalah:

VeHor normalrrya adalah : [1,2,3] r [0,0,1] = [8,'1,0].

Jadi porssmasn llnler bldang rala lersebul adalah :

A(x - xr) + B(y - Yr) + G(z - z1) = Q.
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alau

8(x -1) - 4(y - 2) + 0(z - 2) = g

alau

2r-Y=g'

2. Tenlukan tlllk polong bidang rala V - 3x - ly + 2z + I = 0 dengan ketiga sum-

bu koordinat.

Jawab :

r Titik polong V dongan 6umbu x, jika x = o, y = 0

3r-0+0+8=0 e= diperoleh tilik (- 23,0,0)

Tilik polong V dongan eumbu y, jika r = o, z = 0

0-4y+0+8=0 E+ y= 2 diperolehtilik(0,2,0).

Tlllk polong V dsngan 3umbu z, Jlka r = 0 dan y = 0

0 - 0 + 2z+ 8= 0 e= z = -4, dlperolehlltlk(0,0,-4).

x=-2?
3

t

a

n=

Mlsalkan bidang rala V = Ar + By + Cz + D = 0, dengan veklor normalnya

berturd-lurul adalah e, p, dan 1(arahrrya dltenlukan oleh vektor i , I , Oan i).

9.2. Bentuk llormal dan Sudut Antara Dua Bldang Rda

sudul anlara i dan gumbusumbu koordlnal

I jrL!.t' , Lr 'r,,! , _ih Arirl
D4 

L.).z1JVG

[A,B,CI. Mlsall€n besar
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Terrryala bahwa:

Y cosP=

Gambar 3.2. Cosl=

alau [Coe Gr, Cos p, Cos Il = lA, D,C

yailu veklor saluan yang searah dengan i. .luga berlaku

Cog2cr+ Gos2p +cosz7 = 1

; = [Cos c(, Cos p, Cos fl dhamakan \reklor Cosinus bidang V alau dikalakan

juga veklor normal yang panjangrrya satu.

Misalkan p = jarak darl 0(0,0,0) ke bidang V = 0 dongan p > 0, dan T(x,y,z) tillk

sebalang parta bidang V, maka p adalah proyeksi ,'1 = [r,y,zl pada i, yailu

e = dr) = [x,y,z).[Cos c' Cos p, Cos fl, alau p = x Cos or+ y Cos p + z Cos y

dan dlsebul psrsamaan normd ]lcscc darl bldang V = 0.

Unluk mengubah benluk V = Ax + By + Cz + D = 0 ke benluk normal,

m aka dari persam aan:

Ar+gY+Cz='D

dlubah menJadl benluk:

titcos orx +l;lcos py+lit cos yz= -D

2

n Q63 51= z.r =
FFI

n. j = , dan

r"iEl

n.L

hilEI

A

EI

B

Ei

c
h-l

i
FI

I
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alau

x Cos r+y Coe P+z CoeT= 
;f = P >0

(nilai 2 harus relalu posiliQ.

1. Tenlukan benluk normal bldang V - 6r + 3Y - 2z - 6 = 0.

Contoh-soal

Jawab:

p
F

D = -6 < 0, sedangkan li I = 6+9+4 = ?, sehlngga

6

1

W = [r,y,z] = [1 ,2,31 + ,,.[2,0.-3] + p[1 ,- 1,01.

-)J
a = [2,0,-31 dan b = [[1,-1,0]

Jadl vektor normal z bldang W adalah:

=-D=-(-6)-
7

Jadi porsamaan normalnya adalah 6x+ 1y
11

2. Tentukan veklor normal bldang:

Jawab:

Veklor-veklor arah bldang W adalah:

J

= [2,0,-3] x [1,-1,0]

= [_3,_3,_21.

1

6

i

-) -) -)
n= dxb



49

Selanjulnya dapal pula dilentukan sudul anlara dua buah bidang rala Vr

dan Vz, yailu sudul anlara veklor-veklor normalnya.

Misalrrya V| = A1I + B1y + Clz + D1 = 0, dengan p]1 = [n',4t,C,1' O"n

Vz = Azx + 82! + C2z + D2= 0, dengan p]1 = [ez,Bz,Czl.

Misalkan 0 adalah sudul anlala ,', dan i maka :

A ,+2 + B B + c
,lf + a,r +c

c.fit.iz =
F,F,l

Co80=
, I +A +B I'

Eerdasarkan veklor normal dan sudut o lnl, dapsl <lltenlukan kedudukan anlara

dua bldang rata Vr dan V2, Yailu :

1). Dua bldang Vr dan V2 sallng sejarar aPablla {, Oan {, same atau berkell-

palan. Betarli [ArAz.Asl = ], [A2,Bz,Cz], dengan l' * 0, Ie R

2). Dua bldang V.1 dan V2 sallng legak lurus, jlka n] legak lurus ,r', , atau berarll

nl ,,i = 0, alau A1A2 + B1B2 + C1C2 = g

Contoh€oel

1). Tenlukanlah beEar eudul anlera bidang

V1 =2r+y+z+4=0dan

Vz= 31 +tly+z-10=0.

Jarab :
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Dari bidang Vr diperoleh wklor normalnya ,i, = 1Z,t,f1 dan dari Vz tllperoleh

Mlsalkan e adalah besar sudul anlara Vr dan Vz. Maka

Cos0= n.r.n-r = [2,1,11.[3,4,1!

lr,lFrl J4+ I+l.Je+l6+I
1l

;ffi

Jadl 0= arc Cos l1
Jt sa

yang merupakan besar sudut antara bldang Vr

dan V2.

2). Tentuken persamaan bldang rala melalui lillk P(l,2,-1) dan se.lalar bldang

Iala

V =2r+3y+52-10=0.

Jawab :

V = 2r + 3y + 5z - 10 = 0, dengan vektor normal n', = [2,3,5].

Berarll bidang yang akan dtcarl Juga memPunyal veklor normal = [2,3,5], dan

mlsalkanpetsamaanbldang ltu : H- 2l + 3y + 5z +D = 0.

Bldang H melalul tiltk (1,2,-l), bsrartl :

2.1 + 3.2 + 5.Cl) + D = 0, atau D = -3.

Jadl persamaan bldang yang dlmlnla adalah :

H=2x+3y+52-3=0.

3). Tentukan persamaan bldang rats V yang melalul tilik 0(0,0,0), P(I ,2,3), dan

legaklurus bidang rala H = 2r + 3y + tlz - 10 = 0.

Jawab :

n2 3 1 1
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Mlsalkan Persamaan bldang rala V yang dlcarl adalah :

V=Al+BY+Cz+D=0.

V tegak lurus H, berarll : 21 + 38 + 4C = 0

Ttllk(0,0,0) eV, berarll :0+0+0+D= 0,make D =0..""""""""'(2)

Tillk (1,2,3) e V, berarll '6 + 28 + 3G = 0 (3)

Dari (1) dan (3) diPeroleh :

2A+38+rlC=0 e= 2A+38+4C=0

A+28+3C=0 21 +'tB+6C=0

B -2C =0

..(1)

Subgllluslkan (1) ke (1), dlperoleh A = C.

Jadl persamaan bidang V yang dlcarl adalah:

V-Cx-zCY+Cz+0=0alau

V =r'2Y +z=0.

g.3. Jarak Tltllr kc Bldang Rata dan Jarak antara Dua Bldang Rda sclalar

Perhalikan bidang V = x Cos 0t + y Cos p+z Cos I = P.

Sebarang lltlk P(xl,y1,21) yang tldak terlelak pada V yang dlberlkan'

Berapakah jarak P ke Bldang v ? untuk ilu buat birlang H selalar v dan melalul P

(lihal gambar 3.2). Jadi veklor normal V dan H sama, dan jarak litik asal 0(0,0,0)

ke H adalah p I d (d = iarak anlara V dan H, dan * d lerganlung lclak V dan H

lerhadap lltlk O).

,tlrt ,-,,. ,,-,,,--..ri_, lrt
r-., t n ri lr./ G
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z

0

v

nl

V=0

x

Gambar 3.3

H= r Cos (I.+yCos p+z Cos I = p td, dan karena P(xt,yr,zt) e H, maka

lerpenuhi xr Cor cr.+yl Cos p +zr Cos I= p td, atau

d = lrr Coe cr+yt Cos p+zt Cos,J- plmerupakan jarak

lltk P(rt,yt,zr) ke bldang V r r Cos cI, + y Cos p + z Cos , = p.

Jika V berbenluk : Ax + By + Cz + D = 0, maka

d = fxr,+ Ryr+Czr+ Dl

I ,l-7.=7 I

Cor{oh soal:

1. Tenlukan larak tillk P(l,2,5) ko bldang V - x - ! - 2 = 0.

Jawab :

{=
(r) + (- 1) +0

JadlJarak P(1,2,5) kebldang V = r- y- 2= 0 adalah O = 1A

2. Tenlukanjarak antara bidang V - 2r +y +z- 3 = 0 dan H -2x +y + z- 2

xt- lt- 2 -h-t-zl- t_______________tJil Ji=3
2

=$

'.{ oP
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Jawab:

Ambil lilik P(0,0,2) pada H, dan diperoleh ze -- 2,bercrli lilk P(0'0,2)'

Jarak lilik P ke bidang V merupakan jarak anlara V dan H, yallu :

fl= l,xr+ yL- zr- 3 2.0+0+2-3 JE
I
6(2) +0) + l2 6

3.4. Jarlngan Bldang Rata

Misalkan dua bidang rata Vr = Arr .} B1t + C1z + Dt = 0 dan

V2-A2I+82!+C2+D2=9.

Jika bldang rala Vt dan V2 berpotongan, maka Perpotongannya membenluk

sobuah garic lurue. SstiaP lilik pada garis lurus lersebul akan m0monuhi

porsamaan 1,!1 + l,2Vz = 0 (1r dan 1z adalah parameler). Peteamaan lni

merupakan himpunan bldang-bldang yang melalui garls Polong Vr dan Vz' Jika

i,r r 0, maka persamaan lersebul dapal dnulls menJadl:

V1 + t:!2=0 alau Vr+IVz=0
lr

adalah persemean bertas bldang rde yang melalui garls Polong Vl dan V2.

Jika Vr dan V2 sejajar, maka berkas bidang Vr + I'V2 = 0 merupakan hlmpunan

bldang-bldang yang selalar Vt ttan Vz, dan persamaan ltu dapal d[ulB menjadl:

A1x+81!+CrZ=k, k = paramelBl.

Contoh soal:

1. Tenlukan persamaan bldang rata V yang melalui tillk (1,2,3) serla melalul

gans
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polong bidang H= 2x+3y +z + 12= 0 dan K=x-4y +z- 10= 0.

Jawab :

V dapal dlnyalakan ebagai :V = H + trK = 0 alau

2x + 3y+ z + 12 +I(r- 1y+z- 10) = 0

Vmelalui lilik (1,2,3),berarli : 2.1 +3.2 +3 + 12 +L('l - 1.2 +3 - 10)= $,

atau l, = 23 
.

l4

Jadl persamaan bldang V edalah :

2r + 3y + z + 12 + 2$- ly+z - 10) = 0
l4

alau 6r-6y+362-52=0.

2. Tentukan persamaan bidang rala V yang melalul garls polong

H1 =r-3Y+z-7=0 dan

H2 - 2r- y + 3z- 5= 0, s6rlalegak lurus bidang

Hr -x+2y+32+7=0.

Jawab :

V=Hr +lFh= 0 atau V -x- 3y +z-l + 7.{2x- y+ 3z- 5) = 0, dengan

voklor normallrya n-r = r + 21,, -3 - 1,1 + 37'1.

V legak lurus Fh, dan normal Hs adalah ,r = [1 ,2,3J, bo]arli lir. fi2 = 0, alau

[1 +2r,,-3-].,1 +3r.1.[1 ,2,3] =0 atau

(1+2L) +2(3-x)+3(1+31,)=0 alau l= i.

JadlV adalah : x- 3y +z - t + ?(2r- y+ 3z- 51 = g
9
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13r-29Y+152-73=0.

Selaniutnya, apakah yang dimaksud dongan jaringan bidang ?

3-

Gambar 3.4.

Perhalikan bidang-bidang tala Vl = 0, Vz = 0, dan Vr = 0 yang lidak

lerlelakdalambclkagyangsama(lidakborPolonganPadasatugarisslauPun

selaJar satu sama laln).

Persamaan bldang V = V1 + xV2 + pVe = 0 merupakan hlmpunan bldang-bldang

yang melalul lltlk polong kellga bldang yang dlkelahul (perhallkan gambar 3'4)'

Keliga bidang ilu molalui lilik P, dan himpunan bidang-bidang rata ilu dissbul

Jarlngan Bldang-

Contoh eoal :

1. Tentukan Peleamasn bldang rala V yang melalul llllk polong

H1 =l-3=0,

Hz=y-2=0,dan

H3= Z- 1 = 0, serla sejajar dengan bldang

v

'. L/f,l;-,r:;.,r,.:,

Pi! r) /i t\ii
l.J
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U =2x+y+z- 3=0.

Jawab:

Bidang rala V = Hr * IFh +pHs = 0 alau

V = x- 3 +r{y- 2) +p(z- 1) = Q,

donganvsklor normalV adalah ;r = [1,r,FI.

Bidang V sBjajar U, dan veklor normal U adalah.z, = [2,1,11, borarli nt

merupakan kellpatan darl fi, , slau 2tl,r', p; = [2,1,1t alau I =
I
i ,danp=

Jadi V=x-3+10-2)+ - 1)

-I+ lY+ lZ-41
zzz

I
2

!e
2

0

= 0 atau

V = 2r + y + z - 9 = 0.

2. Tenlukan bldang L yang melalul llllk polong

H=I-)-z-3=0,

Y =2r- 5y -lz- 12 = 0, dan

W : 3r + 2y - z- 6= 0, dan seJajar dengan bldang

T=3x-Y-4=0.

Jawab :

Persamaan bldang L llu adalah :

L=H+i,V+,jfl=0

=r- y- z-l +'^(2r- 5y-72- 12) + p(3r +2y-z- 5) = 0

denganveklor normalrrya n-, = [1 +2l, + 3,! -1 - 5t+ 2p"-1 -7]'- fi.
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Sedangkan bldang T mempunyal \reklor normal .;, = [3,-1'01.

Karena L seJaJar T, maka ri = kn-2 , alau

l+21+3p = 3t......,
-l-57+lP= - k.....

-l'71- lt = O'... ..'..

......,.. (,)

.........(ii)
,.,, ,'.. (,,j)

Darl (l), (lD, dan (lli) dlPeroleh 1= -ll, P=
76

JadiV : x-y -z- r* # (2r- 5y- 7z' 12)+ I 1lr +2y -z' 6)= 0

= 57x - 19Y- 102 = 0.

3.5. SoaFsod

1. Tentukan persamaan vektorls, persamaan parameler, dan Persamaan llnlor

bldang rala melalul llga lfik:

a) (2,4,1), (-1,-2,5), (2,7,3).

b) (-3,6,7), (0,2,1), (3,0,-1)

c) (2,3,1), (1,3,2), (2,-1,3)

2. Apakah empat tnk berlkul sebldang, lika sebidang tenlukan Persamaan

llnlerrrya:

a) (2,1,3), (1,2,11, (-1,-2,1), (0,0,5)

b) (1,2,1), (-1,-2,21,(0,1,-5), t*,|,0)

c) (3,1,2), (1,-2,-1), (1,2,1), (1,2,1).

' 
:,::,1,,,1,;;;;_l:1,,.^,,

76
I
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3. Terangkan hal-hal lsllmowa pada bldang-bldang rala berlkul, sorla berlkan

gambarrryal

a) r+y=6 d) r-6=0

b) 2x-z=0 e) 2x+rlY+32=0

c) 2y-32=6 0 3x-5Y+22=30.

4. Tenlukan persamaan llnler bldang rala yang:

a) melalui lilik G1,2,1) dan seJajar bldang lala 2x - 3y - 5z +6 = 0

b) seJaJar bidang rala 3x - 6y - 2z - 4 = 0 dan beriarak 3 darl lttlk asal (0,0,0)

c) sejelar dengan bldang rala 4r-4y+72-3=0 dan b0rlarak 4 darllltk

(1,1,-2).

5. Tenlukan l[ik polong keliga bidang da]i soal bsrikul:

a) 2x -y - 2z= 5; 4x +y+ 3z = 1; 8x- Y+z = 5

b) 2r + y - z - 1 = 0; 3r - y - z t 2 = 0;4x - 2y + z - 3 = 0

c)2r +3y+3 =0;3r+ 2y -52+2= 0;3r-tlz+8= 0.

6. Suatu bidang rata memolong sumbl.Fsumbu koortlinal dl tllik A, B, dan C

sedemikian eehlngga lillk beral segillga ABC arlalah lnlk (a,b,c). TunJukkan

balwa persamaan bldang lala tersebul adabn x/ * % * ,/" = t.

7. Tontukan iarak:

a) lllik (2,2,3) ke bldang lala 2r + y - 2z = 1

b) lilik (0,2,3) ke bidang ]ala 6x - 7y - 6z + 22 = 0

c) bidang-bidang tala 2x - 2y +z+ 3 = 0 dan 4x - 4y + 2z + I = 0

d) bidang-bldang rata 6x - 2y +32= 7 dan 6r- 2y + 3z= 9.



59

8. Tenlukan persamaan bldang rala yang melalul llllk (-1'3'2) serla legak luru3

birtang-bidang V1 =r + 2y + 2z= 5 danV2= 3l +5y + 2z = 8'

9. TunJukkan bahwa ketlga bldang:

V1 =2x-Y+z-3=0

V2= 7l + 5Y - 22+ 12= 0

V3=x-2Y-32+5=0

berpolongen harya pada satu tltik (ladl membenluk larlngan bldang)'

Kemudiantenrukanp8rsamaanbidangtrYyangmalalullilkPotonglel*ebul

dan seiaiar birlang Vr= Y - 32 +4 = 0'

10. Tuniukkan bahwa bidang-bldang beilkut meruPakan sisFslsl ssbuah Paralel-

eplPedum.

Vr=3x-Y+42-7=0,

Vz=x*2Y-z+5=0,

V3 -6r-2Y+82+10=0'

Va=3x+6Y-32-7=0'



BAB IV

GARIS LURUS DId

41. Persanrean Gerb Luru3

Mlealkan tillk P(x1,yr,zr) dan Q(x2,y?,2?). Apabila titlk P dan O dlhuDungkan

dan dlpefpanlang, maka akan lerbenluk eualu garis lurus. Mlralkan garis lurue llu

adalah g (llhal gambar 4.1).

-+
Maka oP = [x1,yr,zrlP

-)
oQ = [xz,Yz,zd

s ie = lrr- xr,Yz- !t,zz- zi

Gambar i[.1

Unluk sebarang Ulk X(x,y,z) pada garls g okan berlaku

PX=lPQ,(-o<l<o).

-t -+ -+
alau ox = op+ A pe

[r,y,z] = [rr,yr,zr] + I[x2- x1,]2- lt,zz- zfl, dengan (- o <1< o).

Bonluk porsamaan [r,y,z] = [x1,yr,z1l + ?'[r2 - r1,]2 - ]r,Zz ' zrl, disebut

psrsamaan Ylktorlt garls lurus melalui dua lilik P(xr,yr,zr) dan Q(xz,yz,zz).

-t I utl:., \ ., !.: r! rr _,r<5

i,'] F4 il l\ HG

o

60
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Veklor
-+
PQ (alau veklor lain yang lldak nol dan lerlelak pada garls) tlisebd

vektor arah garls lurus.

Secara umum, blla sualu garls lurus g melalul lllik P(rr,yr,zr) dengan rteklor arah

a = [a,b,c], maka persamaan wHoris garis g dapat ditulis sebagai:

g =[x,y,z] = [xr,]r,zrl + ]'{a,b,cl, dengan- .o <} <.o.

Sedangkan porsamaan Paramotor garis g dapal ditulis sebagai:

x=Xr+Ia

y=y1 +Ib

Z=Zl+l\C

Jika ?' pada persamaan parameter dieliminir, maka diPeroleh :

a= x- rt,7= t-.tr,a= z-tr, (apablla a*0, b.0, C*0),
b

alau

adalah pereamaan garis lurus melalui tilik P(xr,yr,zr) dengan veklor arah

Jika P(xr,yr,zr) dan Q(rz,y2,z2)dua buah lilik yang berbeda. maka persamaan

garis lurus melalui P dan Q daPal dilulls :

a =[a,b,c]

a

f,-rt I - f r z - zt

xt-rt lz-lt zz-zt

" ll..ii( Ui,,i l;r-,;..
lqlP i_1i1 ,: liiUf

z- zt
c

r- xr
a

I - lt
b
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Jika Gt, p, dan 7 berlurul-lurut adalah sudul anlara garls lurus (dengan vektor arah

; =[a,b,c]) dengan eumbusumbu koordinal, maka

s6sa = fi,cosl= A,cq = A

yang borarti voklor

lCos a,Cos P,Cosyf_ [a, D.c ] , .1.,
l,l

Cosza + cosz B + Cosl7 - |

Jadi vektor g dengan panjang = 1' dan disebul juga vcktor kottnue dari garis

lurus g. Sehlngga Persemaan gaIls lurus g daPal Juga dltulls sebsgal:

r - rt l' lt 2'zt
co8 (I coz P cos/

dengan
c

alau

r = rl + rcoSa
y=ttr+rcotP
c= zt+ rcoar

dengan 1 = larak tilik (r,y,z) ke (xr,yr'21).

Contoh soal

1. Tonlukan Porsamaan garis lurus I yang molalui kedua lilik (2,1,0) dan (0'2'-2)'

CosP =
o

EI
Cosa = fi,co'r = p

Jgrvab :
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Pergamaan garis lurus g yang dimaksud adalah:

g = [x,Y,z] = [2,1,0] + ?.[C2,2-1,-2-01'

= [2,1,01 + LV2'2 
"2l,dengan''o 

< l' < o

alau

r=2-2L

y=1+I

z=0-2?'

alau

-2
= l-1r- 2

z1

2. Tentukan petsamaan Parameter gatls lurus yang melalul kedua tllk (1'2"2)

dan (2,1,6) dan lentukan Pula veldor cosinusnya'

Jawab :

Persamaan lergebul adalah :

lr,y,zl = p,2,'Il + Ll2-1'1'2,6+21'

= 11,2,'4 + l[-2'2'81'

Jadl persamaan paramelsrtrya adalah:

x=4-21,

Y--2+27

z= _2 + g?,,

Veklor Cosinusnya adalah: [Cos a'Cos p'Cos fl

dengan



&

-2
(- 2) +2 +8

-7a
cosa = 

Fi= Jtz

c*o=a=h

c8cotr = d= Jn

Jadt veklor coslnusnya adabr l#, ii. #)
Selanjutnya, darl persamaan veklorls garis lulus [x,y,z] = Bt'yr'zll

lla,b,c), ada hal-hal khusus seperll bsllkut lnl.

1). Jika garis lurus ilu molalul titlk O(0,0,0)' maka persamaantrya borbenluk:

[x,y,z] = [xr,Yr,zrl + I[a,b,cl' atau

r=ta,Y=Lb,z=r'c,alau

2). Jlka a = 0, maka \ts|(or arah garls [0,b,c] lerlelak pada bldang rala yang

sejaJar dengan bldang YOZ, sehlngga

lx,Y,zl = lxr,Yr,zr] + r[O,b,cl' alau

x=xr,y=y1 + Xb, z = z,t + l,c, alau

! - lr z'lra=xr,--T-=--;

Jikab=0,makawklolarahgaris[a,0,blterlslakPadabidangralayang

Eoiaiar dcngan bidang XOZ' E€hingga

[x,Y,zl = lrr,Yr,zrl + 1.[a,0,c], atau

+

xyz
abc
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x=xr+Ia,y=yr,z=21 t Ic, alau

r,J = lrac

Jika c = 0, maka veklor arah garls [a,o,bl terletak Pada bldang rala yang

sejaiar dengan bidang XOY, sehingga

lx,y,zl = [rr,yr,zr] + ?,ta,b,01, alau

X = Xr * 
^a,y 

= yt,Z = 21, alau

,:=v;!!.,=,,

3). Jika a = b = 0, veklor [0,0,cl eeJajar dengan arah sumbu z, yanu [0'0'1]- Jadl

garls lurus ltu seJajar dengan sumbu z.

Jika a = c = 0, maka garis lurus solajar dengan sumbu y.

Jlka b = c = 0, maka garls lutus sejaiar dengan Eumbu x.

Contoh coal

1. Garis lurus [x,y,z] = [1 ,3,2] + ?r{3,-7,01 bersifal seJajar dengan bidang XoY.

Pergamaan garis ini, daPal iuga dilulis rebagai

r_1_ l_2.r= g
3-1

2. Garls lurus [x,y,z] = [1,5,-3] + r'[0,0,6] adalah galis lurus yang sejajsr dsngan

sumbu z, alau dapal juga dltults dalam benluk:

X=,1,y=5,2=-3+6r[

;i;ip pllDAN4l
-:- I i::-.t ... tr , ,1,i.
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4.2. Garls Lurut Scbagal Pcrpotongan Dua Bldang Rda

Misalkan dua buah bidang rala Vt = Atx + BrY + C1z + D1 = 0 dan

Vz=Aul+B2Y+C2Z+D2=Q.

Jlka bldang Vr dan Vz sallng berp0longan, meka PerPotonganrrys akan

mombontuk sualu garls lurus. Sehlngga sualu Peltamaan garis lurut g dapal

pula dilulis sebaga:

E
vr--o
vt=o

alsu

Vt. Atx+ Dl + CF + Dr = 0
V2. A2x+ 82! +Czz+ D2= O

Secara geometrls, garls g torsebut dapal dlgambarkan sebagal berlkd:

Gamball.2

Selanlulnya, untuk mononlukan veklor arah dari garle lurus porpotongan

dua bidang rata, lerlebih dulu perhalikan gambar 4.3 berikut.

I Vz=0



Vz = 0
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frr

s

Gambar 4.3

Vt= AF+ BrY + Crz + Dr= 0

Vt = Azxt B2Y + C2t+ D2 = O

dengan ;, = [Ar,Br,Crl, dan ir = [Az,Bz'Czl'

Jelas bshYva n-, x iir = d yang meruPskan veklor arah garls g'

Jadl
i
cr
c2B2

E
_ _,.,,0 = 

[i:

= il;: !:il!: i'.lli:. ;:ll
Unluk memudahkan menglngal bagolmano cara menghilung nllal a' b' dan c'

maka penulisan daPal dilakukan dengan cara sebagal berlkut:

ca

Ar Bt Cr Ar Br

Az Bz Ca Al Bz

b
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Eagaimanakah caranya mengubah bontuk porsamaan garis g = 4=o
Vz=O

ke bontuk r- xr = I - frob
- z- z.

"
?

Unluk makeud tersebul, dlambll sebarang llllk (r1,y1,zr) Pada garls g.

Biasarrya, unluk lsbih m€mudahkan porhllungan, ambll lillk Potong dongan

bldang koordlnal. Mbalnya, ambll lillk polong dongan bldang XOY, maka z = 0,

sehlngga dlperoleh :

A1r+Br!+Dr=0

A2I+82!+Dz=0

Solaniutrrya dihitung nilai x dan y, dongan tumus :

t
Bl

E2

D At -Dl
A2 -D2x= D2

Al v Ar

A1A2

Bl

B2

,rl
srl

sohlngga

- D1B2 + D281,, = -Til _ ,c,8, 
,

- A1D2 + A2D1
Ir = ap, - ara, '

dan zt = 0.

Contoh 3oal

tlyalakanlah pertamaan garig lurus |- 2y +3z= 1, 'lx - y + 2z = 6 eebagai

psrgamaao Palameler.

' ! ,i :-ti, I :_. .

u4tt4ryr.
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Jawab :

garlg g =

Ambll z = 0, maka dlperoleh : x' 2Y - 1 = 0

ilx-y-6=0

dengannilai r= ),t=?
Veklor arah garis g :

lx,y,zl = t+,i ,ot + xt-1,10,4

4=x-7Y+32-l=0
Vz=4x-t+2.-6=O

alau

T

,=g +l L

Yang lerakhir ini adalah merupakan persamaan parameter garis yang diminla'

43. Hedudulran Dua Garb Luru3

Misalkan rlikelahui dua buah garis lurus dalam ruang bordimensl tlga:

g = [x,y,z] = [xr,]r,zrl + trlar ,br ,cr I, dan

h = [x,Y,zt = lrtz,Y2,z2l + L2la2 ,b2,c21

Kedudukan garle lurue g dan h mungkln selalar, berlmplt' berpolongan' alau

bersilangan.

1). Garis g sejalar h bila veklor arahrrya saling berkelipatan' arllrrya :

x ll
T

y=1+tor



'10

[ar ,br ,cr I = p [aa ,bz,cz ], p * 0, alau al
A2

br cl

b1 cz

2). Garls g berimpit dengan h Jika:

lar ,br ,cr ] = p[az ,bz,cz ], dan

[xz - xr,yz - Yr,Zz - zrl = p[ar,br,cr ].

3). Jika veklol alah g dan h llrlak berkellpalan, maka g dan h berpolongan dl salu

lllik atau bersllangan.

Mlsalkan tillk Polong g dan h adalah (ro,yo,zo). Berarllterdapat l.r 3ehln99a:

,*,ro,zol = [xr,yr,zrl + trr[ar ,bl ,c1 ]' dan lz sshingga

[ro,yo,zo] = lx2,y2,z2l - 12[a2 ,b2 ,c2l.

Alau lxr,yr,zrl + ]r[ar ,br ,cr ] = [xz,yz,zd - ?,"21a2 ,bz ,c2l

atau ?1L1+ a2L2 = x2 - xr

b1?uq + b2tr2 = y2- yr

)q+Czhz=2.2'Zt

Menurut sislom persamaan linier, nilal Ir dan l,z ada, aPabila dolorminan:

=[

lnl morupakan syarat dua buah garls g dan h bcrpotongan Pada salu litk.

h

h

l,
b

o,
b2

c7

rz-xt
lz - lt
Zt-Zt

xt-Et
lz - lr
z2-Zt

d2

b1

C2

Jika

,0

,;;,;:, 
;;;;;;n^,.,
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maka garis g dan h bersilangan.

sedangkan persamasn bldang yang memual kedua garls g dan h lersebul

adalah:

42

b2

C2

Contoh soal

1). Selidikilah kedudukan garis :

=$

g =';o =+=+
h :- x-t = /+l = z+10

-3 8

E:
1",

/-rt
f - f r

2

Jawab:

Veklor arah garls g adalsh :[4,-6,16], dan garls h edalah [2,-3,8]'

Terrryala [1,-6,1EI = 2 [2,-3,81.

Jadi veklor arah g dan h berkelipalan, dan berarll g sejajar h' Sedangkan nilal

[rz - rr,yz - lt,zz - z1] = [1'4,-1+3,'10+11 = ['3'2,91 tldak berkehalan dangan

t1,-6,161. Jadi g dan h lidak berimPit.

2). Mbalkan :

st- (r- "=+=+
r-- | v+l z+10

7= ---=:--= +
2-38s

a. Tunjukkan bahtva gt dan gz berPotongan
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b. Tenlukan litik potongrrya.

e. Tenlukan persanaan bldang yang memual Sr dan 92,

Jawab:

a. Per$amaan garis gr dan gz dapal dilulis dalam bentuk vBkloris sebagai

beilkul:

91 = [r,y,z] = ['1,-3'-1] + ]'1[1,-4,4, dan

92 = [x,y,z] = [1,-1,-10] + rz[2,-3,81.

Arah gr dan 92 lidak borkolipalan, jadi gr dan 92 lidak seiajar maupun

berlmpll.

Delsrm lna n -0

Berarti gr dan 92 berpolongan.

b. Titik polong dlperoleh dari persamaan :

X1 +21'2=t

-4\- 3L2= t

711 +81'2=-$

dan dlPeroleh Ir = 1, dan Lz = -2.

Unluk ?,r = 1, diperohh lilik potong

Ixo,yo,zol = [4,-3,-1] + 111,-1,n = [5,-7,6].

Jadl tlllk potong gr dan gz adalah (5,-7,6).

Boleh luga mengambil xz = -2, kemudian subslllusikan ke 92.

fi
l7

?

-3
a

L

-3
8

-3
2

-9

l- 4

-1+3
- l0+ Il=l-}
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c. Persamaan bidang rala yang memual g1 dan 92 mempurryai vektor

arah

[1,-4,I dan [2,-3,8] sorla melalul lllik (1,-3'-1).

Jadi persamaan veklorisnya adalah:

lr,Y,zl = t1,-3,'U + r{1,'4,71 + Pl2''3,81;

Seda ngkan benl uk liniernya adalah:

= 0, alau

1Ix'6Y-52-67=0

Selaniulnya besar sudut anlara dua buah garis g dan h adalah sudut yang

dlbenluk veklor arah g dan h. Mlgalkan veklor arsh g adol8h [ar ,bl 'cr I dan

veklor arah garis h adalah la2,b2,c2l. Maka sudut anlara I dan h dlhilung molalul:

Cog 0= [a,,b1,c11. lo.. ,b, ,c2

a,b ,cl ar'br,crl

t a, tbt +cf
(af+bf+c ilo,'+ar'+ti)

G aris g dan h saling legak lulus Jika [ar ,br 'cr ].[az ,bz ,cz I = 0 alau

arar+blba+G1G2=0'

Contoh soal

Tenlukan besar sudul anlara garis yang melalui lilik A(2,1,1), 8(4,2,1) dan

P(1,2,1), O(8,2,1).

Jawab:

L'

2

-3
I

x- 1

v+3
z+l
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Persamaan garis melalui A dan B adalah [r,y,zl = [2,1,1] + r.1t2,1,01.

Persamaan garis melalui P dan Q adalah [x,y,z] = [1,2,1] + I2t4,0,01'

Misalkan sudul anlala garls AB dan PQ adalah 6, maka

Cos 0= z,t,ol n,o,oll

Iz,r,o] 4,o,oI

8

4+l+0 l6+0+0

Alau o=arcCos ?

6

Luru$

Mlsalkan garis lurus g mompunyai veklor arah a = [a,b,c] dan bidang rala

V mompunyal voklor normal t = IA,B,C).

Ada llga kemungkinan kedudukan anlara garls g dan bldang V.

1). Garis lurus g seiaiar dengan bidang V (gambar 4'il)

glN e= Veklor arah galls legak lurus normal bldang, alau

glN e= a.i =0 alauaA+bB+cC=0

8

Jeo

G

4.4. Kerluduksn Garls Lurue dan Bldang Reta, dan Jerax antara Dua Garlc

,JIP PAUAf,JG
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--0

ga,

n

Gambar 4-4

2). Garis g tegak lurw bidang V (gambar 4.5)

g IV e= Vektor srah galls lurus = veklor normal V

(slEU kellPalanrrys)

alau a =,r, alau i= += ?

s

Gambar 4.5

3). Garls g lerletak pade bldang V (gambar 1.6)

Garis glerletakpadabldangVJlka dipenuhi a),fi alau a-.; =0,alau

s6 + bB +cC = 0, ttan sebarang lillk P pada g harus lerlelak pula pada bldang

nv

Gambar 4.6.
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Contoh ooal

1. Garlg lurus g = [x,y,zl = [3,-2,01 + U2,-3,1] mempunyai vsklor srah a- = [2,-3,1].

Bldang H- X + y tZ + $ = Q mempulryalveklor normal ,i = [1,1,1].

Terrryale d. fr = [2,-3,11.[1,1,11 = 0, dan tlllk (3,-2,0) lldak terlelek pada

bidang H.

Jadi garts g sejajar bidang H (grlH).

2. Garls lurus g =r = / *l = 
r +3setatar dengan bldang H=4r + 8Y +102 - 3 = 0.

724

(Kenapa ?, silahkan diselldiki !!)

3. Garis lurus g= *-- r='it tegaklurus bldang ralaV =r +Y+22= S,karena

veHor arah garis g = [1,1,2] sama dengan veklor normal V yaitu [1 ,1,2].

Selaniulnya dibahas lenlang suatu garls lurus yang momolong dua garis

lurug lain. Mlsalkan garls 91 dan 92 dengan persamaan:

dan ,r= 
{

n'={

s={

Hr=0
Hz=0

vt= o

vz=o

Maka persamaan garis lurus g yang memolong garis 91 dan 92 dapal dilulis

sebagal:

Hr+lH2=0
Vy+1tVr=O

Contoh 6oal

Tenlukan perssmaan garls lurus yaog melalul P(1,2,11 dan memolong garls-

garis:



91 =
a+),-2.=O
,+ Lz= O

dan gz= x+2r-4=O
2r+ r+ E= 0

77

j/.-ll . .,.r,r-rn,i.i,

P;TD ANG

JalYab:

Mlsalkan garl$ lutus yeng dlmlnls adalah garls g dengan Per8amsen:

r+ Y - 2, + 2$t + 2z) = g

x+22- 1+ p(?x+ z+8) = 0

unluk seliap 2', dan p-

Garis g molalui tilik P(1 ,2,1), berarll msmenuhi porsamaan garis g'

Jadi :

1 +2- 1+1{2 +2)= 0 
-_----=- ^= 

-+

1+2-1+u12+2+8)=$ lL -1
t2

Jadi garis g yang dimaksud adalah

g

,={

e= 
{

x+y-Z+ !)<r*'">= '(
Ir+2r-4+ (2r+z+8)= 0( )7

alau

4x +3y- 2z-8= O

'l0r+ 23r- 56= 0

Unluk menenlukan Jarak anlala dua garls lurus gr dan 82, harus

diperhalikan dulu kodudukan kedua garls lersobul.

1). Jika 91 dan gz sejajar, maka unluk menenlukanJaraklrya dllakukan hal-hal

berlkut:

.ltr
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0r 9z

- Plllh rebarang tlllk P(rr,yr,zr) pada

garis gr

- Bual bldang Iala V melalul P dan

legak lulus gr, Yang sekallgw luga

Gambar il.7 legak lurue gz.

- Tenlukan lilik Q(r6,ys,zo) yang meruPakan lilik lembus 92 dengan V

- PQ merupakanjarak anlara gl dan gz, yang dihilung dengan rumus:

PQ= (r,-ro)'+(tt-yt)z + (2, - z.)

2). Jlka 91 dan 92 bersilangan, maka unluk menenlukenJaraknya dllakukan hal-

hal berikul. t n,

Gambar '[.8.

- Buat bidang rala V yang momual gr tlan seiajar gz.

- Ambil sebarang titik P(xr,yr,zl) Pada g?.

- Tenlukan iarak P(r|,y1,21) ke bidang V yang meruPakan Jarak 91 dan

9z'

dengan tum u3:

A\+Byt+C\+D(=
A +B +cl
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Contoh soal

1. Tenluken larak garh lurug gr dan 92, Jlks:

gr = [r,],zl = [2,0,4 + 42,3'11, dan

92 = [x,Y,z] = [0,4,8] +tt [2,3,1].

Jawab:

Di sini lerlihal bahwa veklor arah 91 = veklor arah 92'

Jadi $ ll gz.

Pilih lilik P(2,0,2) pada gr. Kemudian buat bidang V melalui P(2,0,2) dan

tegak lurus 91 (vektor normal V = veklor arah garls gl), yailu:

V = 2(x- 2) + 3(Y- 0) + 1(z' 2) = 0

=2x+3Y+z-6 =0

Tenlukan ltlik lembus gz dangan V, misalkan lllik Q, yang dlhllung dengan

cara:

Tulis 92 =

Kemudian disubslilusikan ke V, sehingga diperoleh:

lp+ 12 + 9p+ 8 + P' 6 = 0, alau P= -1.

Jadi lilik Q, dengan r = -2,Y = 1,2 = 7 alau QG2'1,7)'

Jsdl PQ = (-2 - 7) +(l-0) + ('t - z)' = J4t-

2.Tenlukanjarakdanpersamaangarlshubungtolpendekdarisumbuzkogarls

lurus gr = x=-Y+1=-2.

Jawab:

. ui i r,ii,t,. _i lr,.taq,.IIP P4D4ruG

x = ?p
y = 4 + 3lt
z= 8+ lt
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Sumbu z mempulryai persamaan g2= x = 0,y= 0, dan 91 = x =-y+ 1=-z,l+

y-1=0.

Bldang V melalul 92 berbenluk : x + ,,y = 0 dan seJalar gr yang arahlrya:

-1 1

0

1

1

1

1

0

1

1

0

1 : [-1,1,11

1

Belarll [1,7',,0].[-1,1,1] = 0, alau dlperoleh l. = 1.

Jadl bldangV=t+Y=$.

Komudian pillh sobarang llllk P pada 91, mlsalkan ambil x = $ _-r

dan Y = 1, alau P(0,1,0).

JarakP(0,1,0) ke V=0 adalah:

z=0

d = lr.o*r.r+o.o+ol =IJiT I

I

Jz
t:

SelanJulnya, mlsalkan 93 adalah garls hubung lerpendek gr dan gz, yang

dapal dicari sabagai berikul:

Buat bidang U melalui 91 dan legak lurus V, yailu:

U= (r + z) + l.(x + !- 1) = 0, 2l6u

U=(1 +,')x+i,y+z-L=0,

serla [1 + l,,I,1l - [1,1,0] = g.

sehingga dlperoleh t = . 1.

=1
z

Borarli : U=1x-f,Vr.+ 1 =0,alau
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U = I - y + 2z + 1 = 0.

Tiliklembus sumbuzpada Uadalah ; x = 0, y=0,2 =-I ataunlO,O,-11.

Garis gg melalui R dan veklor arahrrya = normal V, berarli:

gr=[r,y,z] = [0,0,-11+4t,t,O;, alaug= y, z= -;

Selanlulrrya bagalmanakah menenluksnlsrak sebuah tfilk ke sebuah garls

lurus?. Unluk llu perhalikan hal-hal berikul inl:

Jarak titik P(xr,yr,zr) ke garls g dapat dicarl dengan cara sebagal berlkut.

o

P

Gambar 4.9

Conloh soal

Tenlukaniarak tilik P(2,1,0) ke garie g= x = ! = Z

Jawab:

Garis g = x =y = z mempurryaiveklor arah a=11,1,11.

Bldang H melalul P(2,1,0) dan tegak lurus g adalah :

H = I(x- 2) + l(y- 1) +1(z- 0)= 0.

slou H =rt-Y+z-3=o'

Tiliklembus g pada H dlperoleh O(1 ,1,1).

- Bual bldang H melalul P dan legak lurus g

- Tenlukan litlk Q, yang moruPakan litik lom

bus g dengan H.

- PQ adalah jarak tilik P ke garis g.

Jadi Jarak PQ = (t-2) 'z+(l-l)'l+(o-l) ,=Jl
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4.6.8oa1-soal

1. Tenlukan persamsan veklorls dan peroamaalFpelsam san llnler gerle lurus

yang melalui lnik-lnlk:

a) (1,2,1) dan G2,s,2)

b) (1,-3,2) dan (4,1,0)

c) (1,0,2) dan (2,3,2)

2. Tenlukanlah veklor arah, kemudian Persamaan vekloris garis lurus

perpolongan bidang-bidang rala:

a)x-2y+z=0,3x+y+22=7

b) 2r+3y-2= 0,y-32+4=0

c)x+22-6=0, Y=t[.

3. Tenlukan lilik lembus:

a) garls lulus (x + 1) = (y + 3)/3 = (z - 2)l-2 danbldang rala 3x + 4y + 5z = 5.

b) gatls lurus x-y -z + 8 = 0,5x + y+z + 10 = 0 dan bldang ralar + y - z + 2

=Q

c) garis lurue yang melalui tilk-lilik (2,-3,1), (3r,[r5) dan bidang rata 2x + y +

z=7 .

4. a) Tenlukan jarak Ulk lombus garie lurug x-2 , +l z-2 dan bidang
3 4 l2

rala x - y + z = 5 ke lilik (-1,-5,-10).

b) Tenlukan panlang polongan garb darl llllk (3,-1,5) ke bldang 2r + 5y - 6z =

19 yang diukur sepan;iang garh lurus dengan veklor arah 12,1,-21.

',i iJ i-' j rL;i;..,ri liri(,.\,,J
i:'lP pADzllri 

G
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5. Tuniukkan bahwa kedua garis lurus berikul berpolongan, kemudian lenlukan

luk potongrrya.

x+4a) v
3 5

.r+l .)r+3 z+5
3 5 7

I
1z-2

62

dan 3r - 2y + z + 5 = 0 = 2l + 3Y + ttz-,1-

z +l

+ 6 z -l
-2

o)+=+=+dan(r-o)=+
7

5
c) dan 1:r - z) v 4 z-6

3

6. Tuniukkan bahwa kedua garls dl bawah lnl eelaJar, kemudlan hllung laraknya.

a)gr= x+2y= 6 dangr=
0

x + 2! = 9

z=O

b) x-7- | =, dan x+2 - l-L =z-tt.
6 2

7. Tenlukan persamaan bidang rala yang memual garis-garis lurus:

a)(,-q) dan(r-3)= +2 z

-45
,- t z-2 v
-4 5

b) x=y=z dan (x-3;=(y+l)=2.

8. Tenlukan iarak tilik ke garis yang dilonlukan Pada soal berikul ini

a) llllk (1,-5,3) dan garls lurus ' - 5 - 4= +t -1 5

b) tllik (5,1,-1) dan geris lurus x-8 y z

295

9. Tenlukan psrsamaan galls lurus yang melalui lillk P dan momolong legal lurus

garls g, blla:
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a) P(2,4,-1),9:(x+5) v-3 z-6
4-9

b) PC2,2,-3), g : (jr - 3) - ! + t - z - 2

2 -4

c) P(0,0,0), s =

10. Tenlukan persamaan gark yang memolong garls 91 =

z + 2y + 3t + 4 = 0
2x + ty + 4z + 5 = 0

x+y+z-l=O
2x - y - z - 2 = Q

dan 92 =
r-y-z-3=0

2x + 4 y - a - 4 = 0
serls molalul tlllk A(1,1,1). Kemudlan

lenlukan lilik polongrya.

11. Sobuah garb, soJajar gatis x-2 =l =-,74
dan memolong garls-garls

+=+=G+2)dan
:+3
-3

v- t z-5
2 4

Tonlukan lilik-lilik polong lersebut.

12. Tenlukan persamaan garle lurus yang eejajar garis g xyz
214

dan me-

molong garis-garis h =
9x+y+z+4=Odank=
5x + y + tz

x + 2y - 3z - 3 = 0
2x-5y+32+3=00

13. Tentukan persamaan garls lurus yang melalul tlllk (-4,3,1), seJalar dengan

bidang x+2y-z = 5 serla memolong garis lurug -(r+r) y-3
2

Tonlukon pub Uk polongrrya.

3
(z-21'
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14. Tenlukan persamaan garis lurus yang memotong tegak lurus garis

,={
y-22=Q
x-2t=O

bidang Iala 3r - 3Y + 1Oz= 26 adalah g

dan lerlelak soluruhrrya pada bidang r + 3y ' z + 1= 0'

15. TunJukkan bahwa bayangan garls lurus (x - l) = -9(y ' 2) = 3(z + 3) Pada

aris lurus x-1-l+l
9-l

z -7
3

16. Garis lurus + l0 z +14 adalah hipotonusa sobuah ssgiliga
33E

sikusiku sama kaki yang titik sudul sikFsikunya (7,2,4)' Tenlukan

x-? y

i

I
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