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KATA PENGANTAR

Puji syukur diucapkan kepada Al1ah Subhanahu wata'a1a yang

:eialr menberil.:an k-ekuatan dan kesehatan kepada penulis, sehingga

penu.lisan buku y'ang berjudul "BARISAII BILAYGA|{ RIIL" ini dapat

diseLesai!:an.

Buku ini disajikan kepada pembaca yang telah mempelajari Pe-

n1a,l.Lzr Dasar yatematika, dan Kalkulus. Bilangan Riil dan Barisan

Bil.angan Riil slerupakan salah satu topik matematika untuk berpi-

kir secara formal, yaitu berpikir secara deduktif aksiomatik'

Buku ini ditulis berdasarkan pada pengaianan per:u1is dalam

m.engajarkan mata kuliah Analisis Riil pada Jurusan Pendidikan Ma-

teqatika yang diLengkapi denS,an beberapa definisi dan teorema se-

hingga terbentuk tulisan dalam buku ini. Di samping itu buku-buku

)-arrg, laeubahas top!.k ini roasi.h langka, kirususnya buku ]'ang berba-

hasa Indonesia.

Di dalarn buku ini di.bahas definisi-definisi dan konsep-

!:onsep dasar bilangan riil dan barisan bilangan riil yang diha-

raFkan agar pembaca dapat memulai berpikir secara deduktif aksio-

natik, guna mempeiajari materi-materi matematika yang lebih ab-

Cak-upan isi. bu!:u ini adaLah sebagai berikut.

3at-..I, membahas konsep-konsep aljabar himpunan, sebagai konsep

artal untu!:. seepel-ajar:i Bilangan Riil dan Barisan Biiangan Rii1.
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Berbag:i bu!.u ruju!:an pembaca dapat nernbaca pada daf *.ar !-e-
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BAB. I
PENDAEULUAN

1.1.A1iabar H inpunan

Jika A menyatakan sebuah himpunan, dan jika x adalah e1e-

men sebarang, biasa dituliskan sebagai

x€ A

yang berarti bahwa x adalah suatu unsur A, atau x adalah ang-

gota A, atau hiEpunan A Eemuat unsur x itu, atau x di A. Jika

x adalah suatu unsur yang bukan pada A, dituliskan sebagai

Jika A dan B adalah himpunan-hinpunan sehingga setiap un-

sur A juga unsur B, naka dikatakan A ternuat di B, atau B ne-

muat A, atau A himpunan bagian B, dan bisa dituliskan sebagai

ACBatauB2A.

Jika A C B dan ada suatu unsur di B yang bukan di A, di-

katakan bahwa A himpunan bagian sejati (proper subset) B.

1.1 .1 .Definisi

Dua hinpunan A dan B adalah sana jika

unsur yang sama, dan dituliskan sebagai A

Untuk nembuktikan bahwa hinpunan A dan B

tunjukkan bahwa A C B dan B C A.

sama, harus di

1.1 2. Definisi

a. Jika A dan B adalah himpunan-h inpunan,

an tara A dan B, dituliskan dengan A B

finisikan sebagai:

AOB:={x:x(.AdanxeB}.

I

i
,t

*l 
^

meEuat unsur-

B

maka i r isan

1

yang dide-
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Gabungan dari A dan B, dituliskan dengan A U B, yang

didefinisikan sebaga i :

AgJB: = {x : x€ A atau x€ B}.

1.1.3.Definisi

Suatu himpunan yang tidak beranggota, dinamakan himpun-

an kosong, dan dituliskan sebagai 0 atau {}. lika a dan

B adalah h inpunan-h irnpunan yang tidak satupun unsurnya

sama (atau e O S = p dikatakan A dan B disjoin.

1.1.4.Teoreoa

Misalkan A, B, C h inpunan-hiopunan sebarang, maka:

a).AnA=A;AUA=A.
b).AnB=BOA;AUB=BUA.
c). (An B)nC = AO (B n c) ; (AtJ B)uC = AtJ(BU c).

d). A (BOC)=(AUB)U (Anc) ; AU(B0c)=(At, c) n (AUc).

( Silahkan penbaca buktikan sendiri).
Penulisan tanda kurung pada teoreEa 1.1.4.(c) boleh di-
hi lanlan.

1.1.5.Definisi

Jika A dan B adalah h impunan-hinpunan, naka komplenen B

relatif A adalah suatu himpunan dari senua unsur A yang

tidak menjadi unsur B, dan dituliskan sebagai A\B atau

A - B, atau V (B). Dengan notasi himpunan didefinisikan
sebagai: A \ B: = {x€ A : xf n1.

1.1.6.Teorema

b

Jika A,

a). A \

B, C h inpunan-hiopunan sebarang, maka:

(B u c) = (A \ B) n (A \ c).
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b). A \ (B u c) =

( Silahkan penbaca

1.1.7.Definisi
Misalkan a e R.

(i). Untuk setiaP t >

himpunan L2 lal:
( ii ). Lingkungan dari

l ingkungan - A

0, lingkungun - € dari a

= {xL R : a - € < x < a

a ada I ah himpunan yang

dari a untuk suatu t>O

(A \ B) n

bukt ikan

(A \ c).
sendi r i ) .

ada I ah

+ (-).

EeEua t

1.1 8.Definisi

Titik x6R disebut titik kumpul dari hinpunan S C R,

jika setiap lingkungan -€.,V=(x -e , x +L) dari x oe-

muat sekurang-kuran8,nya satu titik yang berbeda dari x.

Definisi ini setara dengan: Titik x€R adalah titik kus

pul dari himpunan S C R jika setiap I ing,kung,an -

Vg= g-(,,x+ll d,ari x meouat tak berhingga titik

dari S yang berbeda dari x.

1 . 1 .9. Def inisi
(i). C C R. disebut hinpunan buka di R j ika

dari x

untuk se-

sehingga

t

tiap x6G terdapat lingkungan '/
v-g c.

(ii). F C R disebut himpunan tutup di

E<rl=R-FbukadiR.
R j ika konplenen

Untuk membuktikan bahwa G C R buka di R, cukup ditunjuk

kan bahwa untuk setiap titik x pada G oenpunyai ling-

kungan - L yang dimuat di G. Atau G buka jika dan hanya

jika untuk setiap x € G, terdapat €*, O sehingga
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(* - Ox, x + Lx) C G. Untuk menunjukkan F tutup di R,

cukup ditunjukkan bahwa untuk setiap y i F mempunyai

lingkungan - € yanE saling lepas terhadap F, atau untuk

setiap y€ F, terdapat

v > 0 sehin8,E,aOfi (v -2y, + Lrlv

1.1.10.Teorema ( Sifat hinpunan buka )

(i). Gabungan dari sebarang koleksi himpunan buka dari

R adalah buka.

(ii). Irisan koleksi berhingga hinpunan bagian buka ad4

lah buka.

Bukt i :

(i). irisalkan {Gr: Ae,\} koleksi himpunan buka di R dan

"=#^n,^.
Ambil x€ c =N^ c sebarane,, maka x€ G\ untuk su-

atu \,b

L I

€A. Selanjutnya karena G\ buka,

lingkungan V dari x sehingga V C

G.

oaka

G\

ter-

, dandapa t

Gf,S
Jadi V C G, karena x € G sebarang, maka G buka.

( ii ) . Misalkan G

dari R dan

Aobil x € G

Karena Gi

dapat e1,

Pilih Lo

1, Gz,"'' Gn

c=.,l.ci=c1
t= I

sebarang, naka

buka untuk i =

h inpunan-h impunan bagian

n c2 n ... fl Gr,.

x € Gi, untuk semua i.
n, oaka teE

+trlcei.
d ipe ro 1eh :

.., n.G Ii'
)

3,...,

I

2I

a

e2,...,2r, sehingga (x Li,, x

ain{Lr,L2,...,2n maka

2

)

Is(* - Lo,
atau

(x

Karena x 6 G

x Lol+

-t cG=,{cx+Lo
i=lor

sebarang, oaka " bl'T'l:,'', 
r'iF'r'ri \Al'AAk

t'-1 lP PaD al'la
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.l.l1.Corollary
(i). Irisan dari sebarang koleksi himpunan tutup di R

adalah tutup.

(ii). Gabungan dari sejumlah hingga himpunan tutup ada-

lah tutup.

Bukti:

(i). Misalkan { Fr.

danF =.1^r,r e /t

kan g,abungan dar i

teorema 1.1.10(i)

h impunan-hiopunan buka. Menurut

Z(r) urt.. Jadi F turup.

: ,\ € n I koleksi hiopunan tutup di R

, maka V tr) = flnfr,rt,) yans merupa-

( ii ) . Hisalkan F1 , F2, Fn hiopunan bagian-himpunan

bagian dari R dan F n
t-/

i= 1

Fl tJF2LJ...UFnE

t{enurut De Morgan:

I

Eaka menurut

buka. Jadi F

[ot=U< UFi) =.4
i=1 i=1

Karena {lt il auxu,

9<riy = V trlln{<F2)n...0(Fn)
teorema

1.1.10.(ii), (F) tutup.

1.2.Soa1- un tu lat han

1. Buktikanlah teorena-teorena 1.4 dan 1.6.

2. Buktikanlah bahrva A C B jika dan hanya jika

3. Jika B C A, tunjukkan B = A \ (A - B).

Jika A dan B h impunan-himpunan sebarang, tunjukkan

A \ (A \ B).

b). Eu c Aj d). EU A AJ

!a

eO s = n

4

5

An B =

Jika {A1 ,A2,..-,Arr} adalah koleksi dari h inpunan-h impunan,

dan jika E adalah himpunan sebarang, tunjukkan:

a).En0e:= 0tenr3y, c).EflArj= A (EnAj).
j=1 j=l j=l j=l

nnj=t
_n-.rJ

IJ

(E U Aj ),
1 J

(E U AJ).
1
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6. Titik x dinamakan titik dal am dar i j ika terdapat

lingkungan V dari x sehingga V C A.

Tunjukkan bahwa A C R buka j ika dan hanya jika setiap ti-

tik di A nerupakan titik dalam dari A.

ACR,

7. Titik x€ R dinanakan titik batas dari A C R, j ika setiap

sekal igus titik

e dan 7(e ) men-

lingkungan V dari x nemuat titik di

d,i$(Al. Tunjukkan, jika A terbatas,

punyai tit.ik batas sama-

A dan

maka

o Tunjukkan bahwa G C R buka jika dan hanya jika G tidak me-

muat titik batas.

Tunjukkan bahwa F C R, tutup jika dan hanya jika F menuat

senua titik batasnya.

\( UIr t 7ti'r''i)11''"-i;'!+'
l,i, PiiD'\Nt3

I



BAB. II

BILANGAN RIIL

2. 1 . Sifat Al iabar B i lanean Riil

Pada himpunan bilangan riil R, ada dua operasi biner

yaitu operasi penambahan dan perkalian. Kedua operasi ini

berturut-turut dilambangkan sebag dan ".".

2.1.1.0perasi -operasi tersebut bers ifat

Ya, b di R (sifat komutatif penjun-

lahan).

(a + b) + c = a + (b + c), Ya, b, c di R (sifat aso-

siatif penj umlahan ) .

Terdapat unsur 0 di R sehingg,a 0 + d = 3, Ya di R

(eksistensi unsur no1).

Untuk setiap a di R, terdapat unsur -a di R sehingga

a + (-a) = 0, (eksistensi unsur negatif).

a b = b a, Ya, b di R (sifat komutatif perkali-

an).

(a. b) . c = a (b c), Ya, b, c di R (sifat asso-

s iat if ).

Terdapat unsur 1 di R yang berbeda dengan 0 sehinS,ga

1 a = a, Ya di R (eksistensi unsur satuan di R).

Untuk setiap a di R dengan a i O, terdapat ,.,"r. i
1di R sehingga a . * = i (eksistensi unsur kebalikan).

a (b 1 c) = (a t') + (a c) dan (b + c) a =

(b a) + (c a), Fa, b, c di R (sifat distributif

per:kal ian terhadap penj umlahan.

4

a + b = b + a,1

2

J

7

9

5

6
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,) :{l

{a) - J rl.:,-r

rnaka

tsuk i i :

ia). z

: ilan a unsur-unsu. Ci R, sehrngga

C

! = i, - d)

i: ) . J j l.-a .; d.an b unsui'-unsur Ci R l0 sehingga

{-a) (tambahkan -a kedua ruas)

+ ( -a ) )

b=o naka u ='1

+ a= a

+

.l ( -a ) ) (a

z+0=0
:=u

(b). u o = b

Karena b I 0, maka J+
u b=b
(u

di R sehingga b [=r

1

6fr=r
u

u

u

b)

(b

1=

1.

(b1

6 )
,!

6

2.1 .3. Teorema

(a). Jika a

maka a

dan b unsur-unsur di R sehingga

= -b.

a * b = 0,

(b). Jika a I 0danb
1, maka

unsur-unsur di R, sehingga

ba b=+
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Bukt i
(a). a+b=0

-a + (a + b) =

(-a + a) + b =

O+b=-a

b = -a.

(b). a b = 1

Karena a { O,

b=
(a

a)

maka terdapat

=1

(1 /^l

1 di R, sehinggaa

-a+0
-a+0

a

a

1
a

(

1-1e-a

b=*

L
a

b=+

a

1

b)=*

b=*

,l

1

1

, .1.4.Teorema

Hisalkan a, b unsur-unsur sebarang di R. Maka:

a. persamaan a + x = b menpunyai penyelesaian tunggal

1 - (-3) + b.

b. Jika a I O, maka persamaan a . x = b nempunyai pe-

nyelesaian tunggal x =

Bukt i :

a). a + x = b

. b.

(-a)+(a+x)=(-a)+b

(-a+a)+;=(-6)+[

0 + x = (-a) + b

x = (-a) + b ... (apakah selesaian ini tung,gal?)

b). Sebagai latihan untuk pembaca!
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2.1 . 5 . Teorema

Jika a € R,

(a). a 0 =

(b). (-1)

(c ). -(-a) =

(d). (-1)

maka:

0

(-1)

a=-a

a

1

Bukt i :

a)

b).

1+a.0
(1 + O)

1

1)

a*l.a

a + a- 0 = a

=4.

=4.

= a.

Selanjutnya:

(-a) + (a + a

(-a + a) + a

0+a 0=0

a 0=O

Jadi a 0=0

0) (-a) + a

O = (-a) + a

(-1) a + a = (-1)

= (_1 +

=0 a

= 0.

Se lanj utnya:

((-1).a + a) + (-a)

(-1 ).a + (a + (-a))

(-1) a + 0 = -a
(-1) a = -a

Jadi (-1) . a = -a.

a

=0+ (-a)

=-a



c). (-a) +

Jadi a

a=O

= -(-a) atau -(-a) a

maka

.0=
1#o

11

dar i
0

a) c

2.1

d). Dari bukti (b) ambil a

(-1) (-1) = -(-t)
- I --.-.

-1, maka diperoleh:

(bukti c ) .

. 6 . Teorema

Uisalkan a, b, c unsur-unsur sebarang di R, naka:

a. Jika a*o, ratafI0danfrfO=".
b. Jikaa b = a . c dan a I 0, Eaka b = c.

c. Jikaa b = 0 , maka a = 0 atau b = 0 .

Bukt i :

a). Jika a I O, mam j ada. Andaikan

teorema 2.1.5.(a) diPeroleh: a .

Jadi bertentangan dengan sifat a

Jadiharuslat]*0.

Selanjutnya dari sifat " . * = t

L
a 1atau".(*

(a

]=0,
*=u

1-
a

1

T-ITIT
1

maka diperoleh:

) =a 1

1 __'TTe-o
T'ITil

Tra
aITTe

1

a
1

1

taai aJ, =

b). Karena a I
a. b=a

o, maka ] ada dan * t o.
, -1c, oaka i (" b)=i

a(i a) t=
1 b= I . c

b = c.

a

(a c)
_t
a(

b=c

1 l'ii:'.jS.l 
i\\( i-\Att

:r,f D ANG

Jadi

)



12

c). lli sal kan a

a c b = 0,

b = 0.

Dengan cara

Jadi j ika a

fo
dan

sama misalkan

. b = 0 ruaka

a - 0 = 0, maka dari (b) diperoleh

Bilanean Ras iona 1

Suatu unsur di R yang

a dan b bilangan bulat, b I

Einpunan bilangan rasional

Jadi Q - {l< = $la,aQ z, t

maka

atau b 0

dapat ditulis dalam bentuk f; dengan

0, disebut bi n ras 10n

dilambangkan dengan Q

, 0).

b f 0,

a=0
a=0

2.1.7.Teorema
2Tidak ada bilangan rasional t, sehingga t

Bukt i :

Andaikan ada t € Q sehingga t2 = 2. aka t dapat ditu-

lis sebagai t, ,,n di Z, q I 0, sehinge" tf,)z = 2 dan

(p,s) = 1. Dari t?l' = 2, maka p2 = 2q2, berarti p2 adz

lah genap. Akibatnya p genap, sehingga p dapat ditulis
sebagai p = 28, untuk suatu m bilangan bulat.

p2 = 2s2 atau 4m2 = 2q2 atat s2 = 2^2, yang berarti q2

Eenap, dan akibatnya q juga genap. Karena p'q keduanya

genap, maka (p,q) > 1. Ini bertentangan dengan (p'q)=l .

Jadi haruslah tidak ada bilangan rasional t sehingga

t2 = 2.

2



2.'l .8. Soal-soal u tuk lat ihan

1. Buktikan bahva

13

rl0adalahrasional.

adalah i r ras ional .

jika a, b di R, naka:

(-a) + (-b)

=a. b

, jika a l0

6 (-a)lb jika b l0

a. -(a + b)

b. (-a) (-b)

(c

d

)

Jika aC R dengan a.a

1T-I 1
a

a( )

, a,buktikana=0ataua=1

3. Jika a f 0 dan b # 0, tunjukkan bahsa 1

a
1_

Te.5I-
1

E((

4

5

6

7

I

Jikafe R adalah irrasional dan

Tunjukkan bahwa r + € d,an r -f

Jika x dan y bilangan rasional, tunjukkan bahwa

x+ydanx.yrasional.

Jikaxdanybilangan

bahwax+ydanx.y

irras ional ,

irrasional.

maka tidak berlaku

Berikan contoh !

Tunjukkan bahwa tidak ada bilangan rasional s sehing

ga 52 = 3.

Tunjukkan bahwa tidak ada bilangan rasional t sehing

ga t2= 6.

, r,r i''ltIiFijS iA(i\Ail

i q. p11P ANG

)
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2.2. Sifat- ifat Urutan da ri R

Dalam hiopunan bilangan riil R, terdapat hinpunan tak

kosong P dari R yaitu bilangan positif yang memenuhi sifat:
(i). Jika a, b di P, maka (a + b) di P

(ii). Jika a, b di P, maka a b di P

(iii). Jika a € R, maka tepat sat-u pernyataan berikut dipe-

nuhi : a € P a= 0 , -a € P.

Sifat ( iii) 1n1 ser lng dinamakan Sif at&ikhotomi .

Definisi

Jika a € P, oaka dikatakan a bilangan riil positif dan

ditulis a > 0. Jika a € P atau 0, dikatakan bahwa a bi
langan riil non negatif dan ditulis a > 0. Jika -ae P,

maka dikatakan bahra a bilangan riil negatif dan ditu-
lis a < 0. Jika -a € P atau 0, maka dikatakan bahwa a

non positif dan ditulis a < 0.

2.2.2. Definisi

2.2.1

2.2.3

itisalkan a, b unsur-unsur di R.

a). Jika (a - b) €P, maka ditulis a

b) . Jika (a-b) 6 P U {01, maka ditulis
Selanjutnya penulisan a < b < c

b < c.

Teorena

Hisalkan a, b, c unsur-unsur di R.

a). Jika a > b dan b > c, naka a > c

b). Terdapat tepat satu hubungan a <

c). Jika a > b dan b Z a, maka a = b

>b atau b <

b ataua>

berartiacbdan

a

b<a

b, a = b, a > b
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Bukt i :

a). a > b, berarti (a -

b > c, berarti (b -

Jadi (a - b) + (b -

Dengan kata lain a

b) € P

c) € P.

c) € P atau a c€ P

terdapat tepat satu

-(a-b)€P.
atau a < b.

b). Dengan sifat trikhotomi,

hubungan a - b € P, a -

Ini berarti a > b, atau

c). Andaikan a i b, maka a - b # 0, yang berarti

a - be P atau -(a - b) = b - a e P'

Jadi a > b atau a < b. Ini bertentangan dengan hi-

potesis yaitu a > b dan a < b.

Jadiharuslaha=b.

b = 0,

a=b

a € R dan a I O, maka a2 > O

Trikhotomi, jika alO, oakaa€P

>c

,

maka

2.2.4.Teorema

a). Jika

b). 1 > 0

c). Jika

Bukt i :

neN,makan>0

a). Dengan sifat

atau -a € P.

Jika a € P,

Jika -a € P,

Jad,i a2 € P,

. a € P.

(-a). (-a) e
0,danal0

maka

maka

u2=u
a2 P

atau a

b). Menurut

1 = 12,

c ) . Gunakan

2.2.4(a), ambil a = 1 dan 1 # 0' naka

berarti 1 > 0.

induksi matematika. (silahkan coba! )
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2 .2.5.Teo ema

Misalkan a,

a). Jika a

b). Jika a

c). Jika a

Jika a

d). Jika a

Jika a

Bukt i :

a). Jika a

(a + c)

Jadi a

b). a > b,

c > d,

!lenurut

(c - d)

Jadi a

b

b

b

b

0

0

b

> b, berarti a

- (b + c) = a

+ c > b + c.

berarti a - b€

berartic-da

sifat b i langan

€ P, atau (a +

+ c > b + d-

b6 P

P

P.

posit if, maka (a

c) - (b + d) € P

+ b) +

€P,c>0berartic€P

bc

bc € P atau ac > bc.

O, maka -c € P.

- ac € P atau berarti

>0

Ini suatu sua-

c, d unsur-unsur di R.

,makaa+c>b+c

,danc>d,nakaa+c>b+d
dan c > 0, maka ac > bc

dan c < 0, maka ac < bc.

b€ P maka:

ka

ka

ma

ma

*,0
.1 'o

c). a>bberartia-b

Jadi (a - b).c = ac

Selanjutnya, jika c

Jadi (a - b).(-c) =

ac > bc.

d). Jika a > 0, maka **o
Andaikan * . o, mata -] € P sehineeu u.({) -1€ P.

Ini suatu kontradiksi,

Andaikan * , O, maka 1

j adi haruslah $
a *.0

*.0tu kontradiksi. Jadi haruslah

: r;. i,ir'i Pi*t'rislA.#'Ai'il

,iala-- i 'PAgANG
't



-:)r

l.s'
,
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i!,. r,q

dana>b, i: - rmaka - \
2.2.6.7 orema

Jika a,

u,!t"
b unsur-unsur di R.

+ b) > b.

Bukt i :

Karena a > b, maka 2a = a + a > a + b, dan

a + b > b+ b = 2b.

Jadi2a>a+b>2b.

Kenudian karena 2 > O, rlatr.a [ > 0, dan menurut

2.2.5(c ) , diperoleh:

u = ttz"l , $lu * ul ,l(2b) = 6.

Jadiar!{u*b)>b.

2.2.7 .Corollary

anbil

teorema

maka di

Jika a€ n, a > 0, maka a > la > o

2.2.6,

Bukt i :

Dengan menggunakan teorema
Iperoleha>)a>O.

b = 0,

2.2.8.Teorema

Jika a 6 R, sehingga 0 < a < E untuk setiap f. positif,

maka a = 0.

Bukt i :

1ii.IK LiI] I PiRPUSIA(AA:.

Ii.(IP PADAI\iG

Andaikan a # 0, maka a > 0 dan menurut Corollary 2.2.7

u , lu > O. Anbil eo = 1." > 0. Maka diperoleh

a , eo > O. Ini bertentangan dengan hipotesis yaitu

O<a<Z untuk setiap t> O.

Jadiharuslaha=O.
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2 -2 .9 -Teo ema

Jika ab > 0, maka a > 0 dan b > 0, atau a < 0 dan

b < 0.

Bukt i :

Karena ab dan b I 0. Dari sifat Trikhotomi

a>Oataua<0

Kasus a

Menurut

b=1
Secara

>0

teorema karena itu

0

dan oleh

(a b) >

<0dan

((b

> 0, a I 0,

t
a

2 -2.5(dl ,

a) b =

*'o
1

a

sama

Makaa<!1===1

Bukt i :

Perhatikan kasus

a = 0, s i I ahkan

a>0danb>0

b - a > O.

Karena b2- u2 =

oengakibatkan b2

Selanjutnya j ika

untuk kasus

b) < 0.
" 

. O, *
) (a

2.2.10.Coro11ary

Jika ab < 0, maka a < 0 dan b > 0, atau a > 0 dan

b < 0.

Silahkan pembaca buktikan sendiri Corollary 2.2.1O inil

2 .2 .11 . Contoh-contoh

a). Misalkana>Odan
2 <=== > ,fa

b ( 1
a

b>0

u2

a>0danb>0
pembaca bukt ikan

dana<b,maka

/-b.

(untuk kasus

sendiri ) .

a*b>0,dan

b

(a danb-a>0
> a2 atau u2<u2,

a)(b + a),

0, atau b2

Odanb>0 0

b

a> maka 'fa

,
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dan y'b > 0, serta ,[a + ,fb > O, a=(/a)2 aan t=(/b)2.
b - a = ( /b - ..fa)( 'fb + 'lal , nrengakibatkan

,[" . ,l'A. Untuk a > 0 dan b > O, silahkan penbaca

buktikan sendiri, sehingga diperoleh:
a ! b <===v u2 . 62 a===, {" S {A-

Jika a dan b adalah bilangan riil positif, maka

rata-rata hitung dan rata-rata geometri dari a dan

b, masing-masing adalan ]t" + b) dan y'aU.

Ketidaksamaan rata-rata hitung ukur dari adanb
b) t erj a-dan ,l-ab = tG +

b).

adalah: ,1aa < ){a + a)

di jika dan hanya jika
Secara uoun, jika a1, a

ketidaksamaan rata-rata
a1t a2 arl adalah:

d). Ketidaksamaan Cauchy's:

Jika n e N, dan a1, aZ,

di R, maka:

e). Ketidaksamaan Segitiga:
Jika n € t{, dan a1, aZ}

di R, maka:

a=b

2, 43,

h i tung

?n di R, maka

geometri dar i

(a1, a2, )1 In
a1+ a2+ +a n dan ber-n

laku sana jika dan hanya jika a1 = az

c). Ketidaksanaan Bernoulli's:
Jikax >-1, naka (1 +x)n> 1+nx, vn€N. (si-
lahkan dibuktikan sendiri, dan gunakan prinsip in-
duksi matemat ika ) .

a
n

dn

a dan bn 1' b2,"" bn

( a 1b 1+ arbr+. . . +anbn ) 
2< t al+ al+. . . *"fr t $l+al+ -. . +tfr ) .

, a, dan bt, b2,..., b.,

[ (a1 +b1 )2+. . . +[arr+brr)2] 1 12st 
"1

+...+afrl1lz*b?*...

-. ,, \!\i\'
I ' - 

-l'r; 
'' l) 

i-

.. . n ANlr
''r Ir L\ L'

+b 2
n tl lz
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2 -2.12.Soal-soal untuk l at ihan

1.a a<b

a<bb

J ika
J ika

Jika0<a<
O<ac<bd.
Jika0<a<
0<ac<bd.
bahwa t idak

bukt ikan
bukt ikan

bahwa a

bahwa a

+c<b+ddan

dan

c

bdanO<c<d, buktikan bahwa

d

c < d, +c<b+d

2.a

b

3. Jika a < b dan c < d, buktikan bahwa

ad+bc<ac+bd.

Jika a, b€ R, tunjukkan bahwa

hanyajikaa=0danb=0.

bdan0<c<d bukt ikan
Kenudian tunj ukkan

berlaku ac < bd.

dengan

2

bahwa

contoh,

0 j ika dan

< b2.

tidak berla-

4

5

6

8

u2*

2

b

Jika 0 < a < b, buktikan bahwa a

Kemudian tunjukkan dengan contoh

ku a2 < ab < b2.

Tunjukkan bahwa jika 0 < a < b
dano<1lb.1lu.

maka a < y'-ab < b

<ab
bahwa

2 ,ln,

x.

*2.

17 . Jika n 6 l!{, tunjukkan bahwa n >ndan /n.

Cari semua

.. *2 , 3*

b. 1 < x2 <

bilangan riil x

+ 4.

4.

sehingga:

c

d

1l* .
1l* .

9 Misalkan a,

a. Tunj ukkan

b. Tunj ukkan tidakberlakua<b

b<- R, dan Y€. > 0 berlaku a < b +{
a<b

1O. Buktikan bahra

dan tunj ukkan

hanya jika a =

(!t" 2.1 b2) Ya, b€R,

${"2*a2) jika danbahwa

{u2*
2=

b

+ b) )

(lt" + b))
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2.3.Nilai I'lutlak

Hisalkan a 6 R, a i O, maka tepat satu dari a atau -a
adalah positif. tlilai outlak dari a # 0 didefinisikan sebagai

salah satu bilangan positif a atau -a. Nilai mutlak dari 0

adalah 0.

2.3 l.Definisi
Jika a € R, nilai mutlak dari a dilambangkan

yang didefinisikan sebagai :

lal:=a,jikaa>0
:=0,iikaa=0
:=-a,iikaa<0

Contoh: l6l =6; l-61 =-(-6)=6.

dengan

Dari definisi 2.3.1 dapat dilihat bahwa lal > 0 Ya€R.

Juga lal =a jikaa>0, dan lal =-a jikaa<0.

2.3 .2.Teoreaa

a). lal = 0 jika dan hanya jika a = 0.

b). lal = l-al untuk senua a€ R.

c). Jabl = lallbl untuk semua a, b di R.

d). Jika c > 0 maka lal < c jika dan hanya jika

e). -lal < a < lal untuk semua aC R

Bukt i :

a). Jika a = 0, rnaka lal = O. Juka,

-a I 0, sehingga lal # O.

Jadi jika lal = 0, maka a = 0.

jikaa#0,maka

a

-c < a < c

b). Jika a = 0, maka fOl = Q - t-0t.



c).

Jika a > 0, maka -a <

Jika a < 0, maka -a >

Jadi lal = l-al.

Jika salah satu a a

labl = o dan lal lbl
Jikaa>0,b>0,

Jikaa>0,b<0,

a.(-b) = lallbl.
Jikaa<0,b>0,
(-a). (b) = lallbl.
Jika a < 0, b < 0,

(-a). (-b) = lal lbl .

Jadi terbukti lab I

0, seh ingga

0, sehingga

22

lal=a=-(-6)=l-al.

lal =-a= l-al.

tau b atau keduanya nol, maka

= 0. Jadi labl = lallbl.
maka ab > 0 dan labl=ab=lallbl.
naka ab < 0 dan labl = -(ab) =

sehingga di-
-c < a, a tau

maka dari teorema 2.3.2. (d), dipero-

lal.

naka ab < 0 dan labl -(ab)

naka ab > 0 dan lab I ab =

lallbl, Ya, b di R

d). (---+ ). llisalkan c > 0 dan l"l (., sehingga dipero-
leh -a < c dan a < c (mengapa?)

atau-cSadanaSc.

atau

Jadi

(-). Misalkan c

perolehaScdan

aScdan
atau lal < c.

-c < a < c

diperoleh jika c > 0 dan lal < c, maka

-csasc
>0dan-c<a<c,

-a < c

e). Anbil c lal,
<a<leh - la I



2. 3.3. Ket idaksaqraan segitiga

Untuk setiap a, b di R, maka la + bl < lal +

Bukt i :

Dari teorema 2.3.2. (e) diperoleh, Vaf, R, -lal
dan Yb6 R, -lbl < b < lbl.
Selanjutnya dari teorema 2.2.5. (b) .iiperoieh:

-(lal + lbl) S a * b < lal + l'cl.
Keuudian dengan teorema 2.3.2. (d) diperc,leh:

la + bl . lal + lbl.

2.3.4.Coro1i.ary ( teorama

UnLuk seb.erang a,

akiba t )

b di R, rn:r ka :

la - bl.
+ lbl.
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tbt.

lal

ketidaksamaan segi -

bl < la - bl + lbl.
(1)

ganti b dengan -b, se-

<a<

a). Ilal
b). I a

B ukt i :

tbtl s
bl < lal

a ). Tulis a = a - b

L iga, diperoleh:

Jaci lal - lbl <

+ b, dan de cga n

lal=l(a - b) +

I a - bl

Secara sama diperoleh:

Ibl = lb - a + al < lb - al + lal.
Jadi (bt - lal < lb - "1, atau

-(lal - lbl) = lbl - lal < lb - al = la - b|....(2)
Da;i ( '1 ) rlan ( 2 ) dan dengan teorema 2.3.2. (d) dipe-

ro-trir: ltrt - lull s la - bl.

;). Dari ketidaksarn.ran segitiga,
hingga diperoleh: la - bl =

Jadi la - bl < lal + lbl.
la + (t)l < lal + lbl.
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2.3.5. Corolly

Untuk sebarang a1, , an di R, naka

la2l+-..+ larr l .lar+ a2+...+ tnl

42,

l.r I +

L1

tg(a)

Bukt i :

Gunakan induksi EateBatika untuk meoperluas

maan segitiga. Bukti selengkapnya diserahkan

baca.

2.3.6.Teorema

ket idaksa-

kepada peq

x ang,gota setiap lingMisalkan a€ R. Jika x€ R sehingga

kungan dari a, maka x = a.

Bukt i :

x anggota setiap lingkungan dari a

untuk f. > 0. Menurut teorema 2.2,8

Ini berarti x - a = 0 atau x = a.

2-3.7. Soal-soal untuk I at ihan

Akibatnya x €

lx - al = 9.

Misa I kan

a. fal =

a € R.

a,bdiR,

= lal71u1.

G2

Tunjukkan bahwa:

u. lu2l ,a-

2. Jika

lalb I

3. Jika
j ika

b # 0, tunjukkan bahwa:

4

a, b di R, tunjukkan bahwa la
dan hanya j ika ab > 0.

+ bl lal + lbl

Jika x, y, z di R, x < z, tunjukkan bahwa x

jika dan hanya jika lx - yl + ly - zl = lx -
Kemudian tafsirkan secara geooetri.

<y<z

zl .

1
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sernua x € R. sehingga memenuhi ketidaksauaan5. Temukan

ber ikut :

a. l4x -
b. l*2-
c. lx -
d. lxl +

> lx +

+ 1l <

11.

,

5l

1l

1l

I

< 13.

<3

6

7

8

Tunjukkan bahwa lx - af <

a-L<x<a+{-
L i ilr" dan hanya jika

Jika a < x < b dan a < y < b, tunjukkan bahwa

lx - yl < b - a. Kenudian interpretasikan secara geq

netris.

Tentukan dan sketsa grafik dari himpunan pasangan

(x,y) di R x R yang memenuhi persamaan berikut:

a). lxl = lyl.
b). lxl + lyl = 1.

c). lxYl = 2.

d). lxl - lyl = 2.

Tentukan dan sketsalah grafik dari himpunan pasangan

(x,y) di R x R yang memenuhi pertidaksanaan berikut:

a). lxl < lyl
b). lxl + lyl < 1

c). lxyl < 2

d). lxl - lvl > 2.

9
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2.4. Sifat Kelena.kapan pada R

Supr i muo dan Inf imum

2.4.1.Defi nrsl

!.lisalkan S hinpunan bagian dari R.

(i). Unsur uC R., dikatakan batas atas dari S j ika

s 5 u, untuk semua s e S.

(ii). Unsur w € R, dikatakan batas bawah dari S jika

rY 3 s, untuk semua s € S.

Jika S C R, ada kenungkinan S tidak mempunyai batas

atas Eaupun batas bawah (misalnya, jika S = R). Jika S

mempunyai satu batas atas, maka S mempunyai tidak ber-

hing8a batas atas. Sebab jika unsur v batas atas dari S,

maka reR sehingga r > v juga batas atas dari S (lihat

gambar 2.4.11 .

s

r

Gambar 2.4. 1

Juga ada hinpunan yang mempunyai batas atas tetapi ti-

dak nempunyai batas bawah, dan sebaliknya juga ada hin-

punan yang mempunyai batas bawah, tetapi tidak nenpu-

nyai batas atas.

Sebagai contoh, misalkan: 51 = {x € R: x < 10}, dan

52={x€R:x>-1}.

Pada 51 mempunyai batas atas (yaitu senua x € R dengan

x > 10) tetapi tidak menpunyai batas bawah. Sedangkan 52

mempunyai batas bawah (yaitu semua xC R, dengan x < -'l )

tetapi tidak mempunyai batas atas.



27

Suatu himpunan bagian dari R yang, menpunyai batas atas

disebut te batas iat . Suatu himpunan bagi-

an dari R yang mempunyai batas bawah disebut himpunan

terbatas di bawah. Suatu himpunan bagian dari R Yang

terbatas di atas dan terbatas di baryah disebut h impunan

terbatas. Untuk semua a6 R adalah merupakan batas atas

dari hinpunan kosong (( )) dan sekaligus menjadi batas

bawah dari himpunan kosong.

, L2 Definisi

Misalkan S C R.

(i). Jika S terbatas di

dikatakan supr imen

( ii )

j ika unsur u lebih
yang lain dari S.

Jika S terbatas di

w dikatakan i nf imum

j ika unsur w lebih
yang la in dari S.

u€ R adalah suprimun dari

dua sifat yaitu:

a). s<u, untuksenuas€S
b). Jika s S v, untuk senua

atas, naka suatu batas atas u

(batas atas terkecil ) dari S,

kecil dari setiap batas atas

bawah, maka suatu batas bawah

(batas bawah terbesar) dari S,

besar dari setiap batas bawah

S C R, jika nemenuhi

Definisi 2.4.2 d,i atas dapat dinyatakan dengan cara la-

1n:

(i).

s €S,makauSv.

C R., j ika memenuhi
. .i.r

:iil\\r1'

';' 
';'\o rr\\r-r

(ii). w€ R adalah infimum dari S

I



I
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dua sifat yaitu:

a). s < w untuk semua s€ S.

b). Jika s > t, untuk semua s € S, maka w

Untuk lebih jelasnya pengertian suprimum dan

perhatikan gambar 2.4.2 berikut ini.
S

inf . S Sup.S

t

I

I

i nf imun ,

Me 1a-

2 maka

batas bawah dari S batas atas dari S

Gambar 2-4.2

Untuk bahasan selanjutnya, penulisan suprimum dari S di
singkatkan dengan Sup S, dan infinum dari S disingkat-
kan dengan inf S.

2.4-3.Leuima

(i).
(ii).
Bukt i :

(i).

Suprimum dar i
Infimun dar i

SCR

scR
adalah tunggal .

adalah tunggal.

Andaikan u1 dan u2 suprimum dari S.

Maka u1 dan u2 keduanya batas atas dari
lui syarat (2) dari cara lain definisi 2

S

4

untuk suprimum u1 didapatkan ui < u2. Secara sama

juga diperoleh u2 < u1 .

Jadi u1 = u2. Berarti suprimum dari S C R adalah

t ungga 1 .

( ii ). Pembuktiannya untuk pembaca!



2 -4.4.Lemma

Liap € > 0, terdapat

jukkanu=SupS.
Se€ S sehingga u - L. 

"a

29

R ada-

set iap

. Akan ditun

Suatu batas atas u dari himpunan tak kosong S di
lah suprimum dari S jika dan hanya jika untuk

6 > O terdavat Sr€S sehingga u - L < Sg.

Bukt i
(-;. llisalkan u batas atas dari S sehingga untuk se-

Misalkan v batas atas dari S dengan v I u.

Andaikan v ( u, ambil Z = u - v > 0, naka nenurut hipo-

tesis terdapat SL€ S sehingga lJ - L< Sr. Akibatnya

u - (u - v) = t. St. Ini suatu kontradiksi bahwa v ba-

tas atas di S. Jadi haruslah v ) u, yang berarti u ada-

lah batas atas terkecil dari S, atau u = Sup S.

(--). Hisalkan u = Sup S dan ambil senbarang L > O.

Karena u - €< u, maka u -t bukan batas atas dari S.

Oleh sebab itu terdapat sL€ S yang lebih besar dari

u - { . Jadi u -tr tL untuk sr6S. (lihat gambar 2.4.31

S

let-L
+

u

Gambar 2.4.3

i
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2 .4. 5. Contoh-contoh

a). Jika 51 tidak kosong dan mempunyai berhingea unsur,

maka dapat ditunjukkan bahwa S1 mempunyai unsur tel
besar u dan unsur terkecil v. Juga u = Sup 51 dan

v = inf 51, u dan v ini unsur-unsur di Sl -

b).

c).

Himpunan 52

Hinpunan 52

batas bawah

sur di 52.

Hinpunan 53

Ilimpunan S3

batas bawah

s3.

[x€ R: 0 < x < 1].

ini mempunyai batas atas

terbesar 0 yang keduanya

terkecil 1 dan

merupakan un-

{x € R: 0 < x < 1}.

ini mempunyai batas atas

terbesar 0 yang keduanya

terkecil 1 dan

bukan unsur di

2.4.6

d). Setiap unsur di R merupakan batas atas dan sekali-
gus batas bawah dari himpunan kosong p. Jadi him-

punan S tidak oenrpunyai suprimun maupun inf imur.

Dari contoh-contoh di atas terlihat bahwa hinpunan Sl

dan S2 Eernuat suprinum dan infimum, sedangkan hinpunan

53 tidak menuat suprinum dan infimum. Suprimum yang di-
muat oleh suatu himpunan sering juga disebut Eaks ioum

dan infimum yang dimuat oleh suatu hinpunan disebut mi-

n rmum.

r IItrUln nf imum ada

a). Setiap himpunan tak kosong dari bilangan riil yang

mempunyai batas atas, mempunyai suprioum.
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b). Setiap himpunan tak kosong yang mempunya i batas ba-

wah nenpunyai inf inun.

2.4.7.Soal-soal untuk 1at ihan

Hisalkan 51: = {x € R

tail bahra hinpunan S1

tidak mempunyai batas

bahwa inf Sl = 0.

2- Misalkan S2: = {x 6 R.

batas bawah? Apakah 52

inf 52 ada? Apakah Sup

Jelaskan jawaban anda !

x > 0). Tunjukkan secara de-

mempunyai batas bawah, tetapi

atas. Kenudian tunjukkan pula

x > ol.
mempunya i
52 ada?

Apakah

batas

52 memPunlai

atas? Apakah

1
1

0

3 Uisalkan 53

dan inf 53

Misalkan 54

dan Sup 54!

Hisalkan S C R

jika u = Sup S,

kan batas atas

batas atas dar i

n

yang tidak kosong.

maka untuk set iap

dari S, tetapi u +

s.

Tunjukkan bahwa,

n€ tt{, u - 17o b,r-
1/n adalah suatu

{ / n: n € t'l ) . Tunj ukkan Sup 53

t1 _ (-1)n
n

€ t{}. Dapatkan inf 544

5 Tunjukkan jika A dan B oasing-nasing himpunan bagian

yang terbatas dari R, maka AU B adalah himpunan yang

terbatas.

Tunjukkan bahwa Sup(A U n) = Sup {Sup A, Sup B}.

6

1
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2 . 5. Penerapan li fat Suprimurn

Untuk melihat beberapa penerapan dari sifat suprinum,

pertama diberikan melalui contoh-contoh, kemudian diikuti de-

ngan sifat Archimedes, eksistensi (keberadaan) ,[2 dan kerapat

an bilangan rasional.

2.5.1 . Contoh-contoh:

a). Misalkan S himpunan bagian tak kosong dari R yang

terbatas di atas. Misalkan a € R. Didefinisikan him

punan: a + S = {a + x ; x e R}. Tunjukkan bahwa:

Sup(a+S)=a+SupS.

Bukt i :

Misalkan u = Sup S, maka x S u, Yx 6 S.

Jadi a+x< a*u, Yx6S. Iniberartia+uneru-
pakan batas atas dari a + S.

Oleh karena itu Sup(a a S) < a + u.

Hisalkan V-batas atas dari a + S, maka a + x < tr,

Yx€S. Akibatnya x < V-- a, YXCS. Karena u = Sup S,

maka u < V-- a atau a + u < \P.

Jadi (a + u) Suprimun dari (a + S), atau

SuP(a+S)=a+SuPS.

b). Secara sama seperti a)

inf(a+S)=a+infS

diperoleh:

c). Misalkan f dan g masing-masing fungsi bernilai riil

dengan donain D C R. Andaikan range f adalah

f (D): = {f(x): x € D} dan range g adalah

c(D): = {g(x): x e D} maka f (D) dan g(D) merupakan



d).

hinpunan-h inpunan yang terbatas di R.

Jika f (x) < g(y), Yx, y € D, maka

Sup f(D) < inf e(D).

Bukt i :

Karena f (x) < e(y), Yx€O, maka g(y)

tuk f(D). Akibatnya f (D) < e(y), vy€
Ini berarti Sup f(D) merupakan batas

c(D). Akibatnya Sup f (D) < inf g(D).
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batas atas un-

D

bawah untuk

Sifat Arc daR

PerhaLikan himpunan bilangan asli N. Bilangan asli ini
terbatas di bawah oleh 1, tetapi tidak terbatas di atas

pada 8.. Ini berarti bahwa jika diberikan sebarang bi-
langan riil x, maka terdapat bilangan asli n sehingga

x < n.

2. 5. 2.Teorema Archimedes

Jika x € R, maka terdapat n*€ N sedemikian sehingga

x ( nx.

Bukt i :

Andaikan nx ii x, maka terdapat x 6 R sehingga x batas

atas dari N. Akibatnya N mempunyai Suprimun u € R.

Karena u - 1 < u, maka menurut Lenma 2.4.4, terdapat

n€ tN, sehingga u - 'l < m, jadi u < m + 1. Karena m€ E{

rnaka m + 1€ t{. Ini bertentangan dengan u batas atas d4

ri N. Jadi pengandaian saIah. Dengan kata 1ain, N tidak
mempunyai batas atas. Akibatnya jika x€ R, naka terda-

pat nx€ N sehingga x < nx,



2. 5. 3. Co rol lary (Teorena Akibat )

Hisalkan y dan z bilangan-bilangan riil positif. Maka:

a). Terdapat n 6 N sehingga z < ny,

b). Terdapat n € N sehingga 0 . * . r,
c). Terdapat n 6 N sehingga n - I < z < o.

Bukt i :

a). Sebut * = ? r 0, maka terdapat n €N sehingga

I = *. n. 01eh karena itu z < ny.

34

maka 1 < ny untuk suatub). Dari bukti a), ambil z

n€rN. ekibatnyan<v
1

o.*.y

riil positif x sehingga x2 = 2.

Jadi

c). Anbil z€ R. sebut K = {m

Pilih n = minimum K, maka

N:z<n].JelasKlp
diperolehn-1<z<n.

Eksistensi '[z

2.5.4.Teorema

Terdapat bi langan

Bukt i :

Misalkan S = {s€ R: O < s,

i 6s, jadi s # 0.

S terbatas di atas oleh 2,

2|-

karena jika t > 2 maka t2> 4

supr tmull! .

s2

sehingga t e S.

Menurut sifat suprimum, S mempunyai

Misalkan x = Sup S. Akan ditunjukkan

Jika tidak, maka x2 < 2 atau *2 , 2.

Andaikan *2 . 2.

Akibatnya2-x2>
Menurut Corol lary

x 2
0 atau

2x

x2=2

2

+1
maka

>o
. , ,.1 "\drttesJg{Ht }r'€ N,

- * [i$t6
-, Y'-\'

2.5-3.(b),
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sehingga:

Tetapi x

Karena (x

. x2+ fr1zx + t;
<x2+(2-xZ)=z

Jadi x.**fr€s, lni bertentangan

Dengan kata lain tidak mungkin x2 < 2

Andaikan x2 , 2.

Akibatnya *2- z, o atau *2- 2 > o
x

Uenurut Corollary 2 -5.3, terdapat

2

2x atau fr{zx + 1)o<*<
*fres
* ?tz

x 2

1+
2x2

+,- #*2*

atau zfi x2-

2x +
m

denga n x Sup S

(x)

mC t'l , sehingga:

batas atas

(**)

1

m

(x

*2- 2

2* 2

Jadi

dar i

Jadi

dar i

.)
x'-1,2-m, 1

m
2

,*2-+
, *2- 1a2- 2l = 2.

* - *, s, Ys€ S, yang berarti * - *
S. Ini bertentangan dengan x = Sup S.

tidak mungkin x2 > 2

(*) dan (**), diper oleh x2 = 2-

Selanjutnya, jika a > 0, a € R., maka terdapat secara tunggal

bilangan positif b € R, sehingga b2 = a- Bentuk ini disebut b

sebagai akar kuadrat dari a dan ditulis sebagai t = /a.

Kerapatan Bilansan Ras ional
Pada pembicaraan sebelum ini telah ditunjukkan bahwa ,/2€ R

dan Q it" bukan bilangan rasional, tetapi bilangan irrasio-
na1. Berikut ini akan diberikan teorema kerapatan bilangan

ras ional .
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(*x)

xo<*<

2x +$*2** *t2

2

2x+ 1
atau fi{zx + 1)

x 2sehingga:

Tetapi x

Karena (x

(x 2

Jadi

dar i

Jadi

dari

,

*fres
n

Jadix<x

Dengan kata

Andaikan x2

Akibatnya*2-2rO

Uenurut Corol lary 2

t. +, atau zfi

< x2+ fr12x + r)
< *2+ (2 - xz'y = 2

S, ini bertentangan

t idak mungk ir,, x2 < 2

*2- 2atau

5

x
te rdapat

2.

dengan x Sup S

(*)lain
> 2.

> 0.

m € w, sehingga:3

x2_

1

m

1

m

2x
m

x2_

x2_

2x +
2

, *2- 1*2- 2) = z.

* - *, s, Ys€ S, yang berarti * - *
S. Ini bertentangan dengan x = Sup S.

tidak mungk io x2 > 2

(*) dan (**), diperoleh x2 = 2.

m

batas ata s

Selanjutnya, jika a > 0, a € n, maka terdapat secara tungBal

bilangan positif b € R, sehingga b2 = a. Bentuk ini disebut b

sebagai akar kuadrat dari a dan ditulis sebagai t = /l .

e a atan Bila an Ras ona

Pada penbicaraan sebelum ini telah ditunjukkan bahwa ,12€a
dan fi i.t" bukan bilangan rasional, tetapi bilangao irrasio-
nal- Berikut ini akan diberikan teorema kerapatan bilangan

rasional.
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3. Misalkan S himpunan tak kosong dan terbatas di R

a).

b).

Misalkan

Bukt ikan

Sup (aS )

Misalkan

?iikt ikarr

Sup (bS i

a € R, dan misalkan

bahe-a: inf (aS) = 3

= a Sup S.

ir < 0 darr nisaikar-r

baliii.r: int (bSi = b

= b inf S.

u5. = [as ctr

= {bs : s € Sl.

S, dan

x€x1.

x€ X].

eS

bS:

+

sup

!iisal!.:an A dan B hi.mpgn6n-!1 ilnpunan bagian dar i R

;;r.ng tak kosong dan terbatas, dan misalkan .\ + B: =

l,r - i: : a € A, b e B]. Bukiikan b;rhwa Sup(.\ + B) =

Sup A + Sup B dan inf (A + B) = inf A + inf B.

5 .Yisalkan I

f : .{ ---) R

i ilia a € R,

.:i). Supia +

t). inf{a +

hinpunan yang tak

, rnetnpu n-\-a I range

tuljukkan bahwa:

f(x): x6X) = a +

f(x): x€X] = 6 +

kosong, dan misal kan

yang terbatas di R.

Sup{f(x):

inf{f(x):

6 Misclkan X himpunan yang tak kosong, dan misalkan f
dan g terdefinisi pada X dan mempunyai range yang

terbatas di R. Tunjukkan bahwa:

Sup{f(x)+g(x) :x€ I} < Sup{f(x):x € X}+Sup{g(x):x6 X}.

inf(f(x):x € x]+inf {g(x):xc x} < inf{f(x)+g(x):x€ I}.

a).



3. l{isalkan S himpunan tak kosong dan Lerbatas

a). Misalkan a € R, dan nrisalia., u5. = ias
Buktikan baha,r: inf (.iS) = a iai S, d,:rr

SuP (aS) = a SuP S.

b). l{isalkan ir < 0 dan rnisaikan bS; = {bs :

3uktikan batri,;r: ini (bS) = b Sup S, dan

SuP (bS) = b irrf S.

liisalkan

di R.

s € Si.

s 6 S]

+ A dan

kosong

B himpunan-himpunan bagian dari R.

dan terbatas, dan misalkan l + E: =

b € Bl. Buktikan bahwa Sup(A + B) =

,'a ng

ia +

sup

Lak

b

A+

a€

Sup B dan inf (A + B) = inf A + inf B

5. l{isalkan I

f : X --) R

Jika a€ R,

a). Supia +

b). infia +

himpunan yang tak

, mempun!-ar r ang,e

tunjukkan bahwa:

f(x): xeI) = a +

f (x): x€ X] = a +

kosong, dan nisalkan

yang terbatas di R.

Sup{f(x):

inf {f (x):
x 6 xl .

x € xJ .

6 Misalkan X himpunan yang tak kosong, dan misalkan f
dan g terdefinisi pada X dan mempunyai range yang

terbatas di R. Tunjukkan bahwa:

Sup{f(x)+e(x) :x€ x} < Sup{f(x):x € x}+sup{s(x):x€ x}.
inf (f (x):x€X)+inf {g(x):xC [] < inf t f ( x ) +g ( x ) : x € X].

a).

b).
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Bentuk penulisan interval pada nonor (1) saopai dengan (5) di
se but interval terbatas dan nomor (6) sanpai dengan (10) di-
sebut interval tak terbatas.

Secara grafik (garis bilangan) masing-masing interval terse-
but dapat digambarkan sebagai berikut:
1. (a,b): = {x€ R: a < x < b}

2. [a,b]: = [x€ R: a < x < b]

3. [a,b): = {x€ R.: a < x < b}

a. (a,b]: = {x€ R: a < x < b}

5. [a,a]: = [a)

6. (a, a)t = (x€ R: x > al
7. (-a,a): = {x e R: x < a}

8. (a,u, ): = {x € R: x > a}

9. (-ct>,al: = {xe R: x < a}

10. (-c7 , cz>l: = R

a

a

tutup

disimbolkan dengan I

b

b

b
a

5

-b

Interval

[0,1]: =

satuan adalah suatu i nterva I

{xeR:0<x<1}danbiasa

Bar i san

rantai

Sarans I nt erval ( Nested Interval )

interval Irr, n € tl dikatakan bersarang (nested) jika
inklusi (lihat g,anbar ) berikut dipenuhi:

11 2rz2tz2 2rn.2 rrr11 2,...
rl

I ,

r4

I 3
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Bentuk penulisan interval pada nonor (l) saupai dengan (5) di
sebut interval terbatas, dan nonor (6) saopai dengan (10) di-
sebut interval tak terbatas.

Secara grafik (garis bilangan) masing-nasing interval terse-
but dapat diganbarkan sebagai berikut:
1. (a,b): = {x6 R: a < x < b}

2. la,b}:={x€R:a<x<b}
3. [a,b): = {x€ R: a < x < b}

a. (a,b]: = {x€ R: a < x < b}

5. Ia,a]: = [a]
6. (a, ct>l: = {x 6 R: x > a}

7. (-0,a): = {x € R: x < a}

8. (a,uzl: = {xe R: x > a}

9. (-o,a): = [xe R: x < a]

10. (-c1 , tz>) 2 = R

Interval

[0,t]: =

-b b

b

b

a

I
-__-__________

l

a

s at uan

{xeR:
adalah suatu

0 < x < 1)

interval tutup

dan biasa disinbolkan dengan I

Sarang Interval ( Nested Interval )

Barisan interval Irr, n € N dikatakan

rantai inklusi (1ihat gambar) berikut

2122r:2, 2 tn. 2 rrr11 2 ,

I1

I

I
1

bersarang (nested) j ika

dipenuhi:

2

r4

r3
.,.,.d.

'.r'l it ''"

,t. PAF'l\\\iG
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(i). jika n < k, maka In I Ik, al < b;. < bn,

(ii). jika k < n, maka Ik I Ir, ap < ar, < br.,.

Jadi dapat disimpulkan bahwa a; < b^ untuk semua k se-

Olehhingga b. batas atas dari himpunan {an: n€ tl}.

karena itu L. bn untuk semua n € N.

Karena un. L < b', untuk semua n € N, maka L€ln
semua n€ tt. Jita f= inf{bn: .t 6 W}, maka dengan

logi yang sama, diperoleh a,., < Q wtuk semua n € g,

oleh karena it:u t < n. Sehingga x € ln untuk semua

jika dan hanya jika L. * . n.

Selanjutnya misalkan inf {br.,- a.,: n € tl} = 0, maka

sebarang L, O, terdapat n €W, sehingga

0 < n - L . bn- un < L. Karena ini dipenuhi untuk se-

barang L, O, maka n -L= O atau n = L ad,alah satu-satq

nya unsur di In untuk semua n € N.

2.6.2. Soal-soal untuk lat ihan

untuk

ana-

dan

n€. N

unt uk

interval-
j ika dan

Jika I; = [a,b] dan

interval tutup di R.

hanya jika a' 5 a dan

1' . = [a' ,b'J adalah

TunjukkanbahwalCl

b < b'.

2 Ji ka

dan

j ika

S C R, S t 0, tunjukkan bahwa S

hanya jika ada beberapa interval

I C R sedemikian sehingga S C I.

Tunjukkan bahwa jika 11 ) tr 2... 2I.,
barisan bersarang dari interval-interval
dan jika Ir, = [arr,brr], rnaka a1 < aZ < ..
dan b' > b2 > ... > b- > ...

terbatas j ika

tutup terbat as

2 ... ada l ah

tutup di R,

3

dn

1
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(i). jika n < k, maka In I Ik, a1 < bp < bn,

(ii). jika k < n, maka Ik ) In, ap < an < bn.

Jadi dapat disimpulkan bahwa aq l bn untuk semua k se-

hingga bn batas atas dari himpunan {an: nC N}. Oleh

karena itu L . bn untuk semua n 6 tN.

Karena un. L < bn untuk semua n 6 N, maka L€In untuk

semua n€ n. .rita l,= iof{bn; n€ w}, maka dengan ana-

logi yang sama, diperoleh an < Q untuk semua n€ N, dan

oleh karena itu t < n. Sehingga x € In untuk semua n€. E{

jika dan hanya jika L. * . n.

Selanjutnya misalkan inf{bn- an: n € N} = 0, maka untuk

sebarang L, O, terdapat nr€tt, sehingga

0 < n - L . bn- un. L. Karena ini dipenuhi untuk se-

barang L, O, maka n -L= O atau n =L a6a1^ah satu-satu

nya unsur di In untuk semua n € N.

a k latiha
1 Jika I; = [a,b] dan

interval tutup di R.

hanya jika a' 5 a dan

I' ' -- [a' ,b' ] adalah

TunjukkanbahwalCl

b < b'.

interval-
j ika dan

2

3

Jika S C R, S I 0, tunjukkan bahwa S

dan hanya jika ada beberapa interval
jika I C R sedemikian sehingga S C I.

terbatas j ika

tutup te rba tas

adalah

di R,

Tunjukkan bahwa jika 11 ) lZ ) ... ) In 2 ...
barisan bersarang dari interval-interval tutup
dan j ika Ir. = [an,b., l , maka al < a2 <

dan br > bZ > ... > b- > ... ,..'!ll-

:l'l lP

"' < an 5
,.-r ;\ ( Al\r

', !i:' '- i I'

P;\[r 
rrrtG'



BAB. III

BARISAN BILANGAN RIIL

3.1.Barisan dan Limit Barisan

Suatu barisan di

himpunan bilangan

termasuk di dalam

dalam himpunan S adalah suatu fungsi pada

asii N = {1 ,2,3,... } dengan daerah jelajah

himpunan S.

3.1. l.Definisi

Suatu barisan bilangan riil adalah suatu fungsi pada

himpunan bilangan asli N dengan daerah jelajah termuat

di dalam himpunan bilangan riil R.

Dengan kata lain, barisan di R adalah pengaitan setiap

bilangan asli n = 1,2,3,...dengan tunggal bilangan riil.
Bilangan-bilangan riil yang dihasilkan disebut unsur

dari barisan, dan biasanya dituliskan dengan x.,(atau an

atau zrr). Secara umum, jika:

X: N ---> R suatu barisan, maka diberikan nilai X pada

n dengan xn. Selanjutnya notasi barisan sebagai berikut:
X, atau (xrr), atau (xrr: n € N).

Digunakan kurung biasa pada barisan, untuk membedakan

penggunaan kurung kurawal pada notasi hinpunan. Di sini
perlu diperhatikan perbedaan antara himpunan dan baris-
an. Pada himpunan, keanggotaannya tidak diperhatikan

urutan dan bila terjadi unsur dua kali atau lebih, cu-

kup ditulis satu kali saja. Sedangkan pada barisan uru!
an harus diperhatikan. Sebagai contoh, misalkan:

X: = ( (-1)n: n€N)=(1,-1 , 1,-1 ,...), sedangkan himpunan

{(-1)n, n € N} = {-1,1}.

+J



3.1 artsa dan limit

Suatu barisan di

himpunan bilangan

termasuk di dalam

BAB. III

BARISAN BII,ANGAN RIIL

dalan himpunan S adalah suatu fungsi pada

asli N = 11 ,2,3,.. . ) dengan daerah jelajah

himpunan S.

-) .1.1.Def inisi

Suatu barisan bilangan riil adalah suatu fungsi pada

himpunan bilangan asli N dengan daerah jelajah termuat

di dalam himpunan bilangan riil R.

Dengan kata lain, barisan di R adalah pengaitan setiap

bilangan asli n = 1,2,3,. . .dengan tunggal bilangan riil.
Bilangan-bilangan riil yang dihasilkan disebut unsur

dari barisan, dan biasanya dituliskan dengan xn(atau an

atau zr.). Secara umum, jika:

X: N -------+ R suatu barisan, maka diberikan nilai X pada

n dengan xrr. Selanjutnya notasi barisan sebagai berikut:

X, atau (xr.,), atau (xrr: n € N).

Digunakan kurung biasa pada barisan, untuk membedakan

penggunaan kurung kurawal pada notasi hinpunan. Di sini
perlu diperhatikan perbedaan antara hinpunan dan baris-
an. Pada himpunan, keanggotaannya tidak diperhatikan

urutan dan bila terjadi unsur dua kali atau lebih, cu-

kup ditulis satu kali saja. Sedangkan pada barisan uru!
an harus diperhatikan. Sebagai contoh, misalkan:

X: = ((-'l)n: nCN)=(1,-1 ,1,-1,...), sedans,kan himpunan

{(-1)n:n€N}={-1,1}.

+)



x.Y = (2, 2, 2 2, ...1
3x = (6, 12, 18, ..., 6n, ... )

x1u = 12, 8, 18, ...,2n2, ...).
Tetapi jika Z menyatakan barisan:

Z: = (O,2, O,..., 1+ (-1)n, ...), maka

terdefinisi, tetapi X7Z tiduk terdefinisi,
rapa suku dari Z ada yang sama dengan nol.
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x L x.z

karena bebe-

+

Limit Barisan

3. 1 - 4. Def inisi
Misalkan X = (xr.) barisan bilangan riil. Bilang,an riil
x dikatakan limit dari X jika untuk setiap L> O, ter-
dapat bilangan asli K( l.) sehingga untuk semua n > KIL)

maka x. ang,gota dari lingkungan Vr{xl .

Jika x lirnit dari barisan I, maka dikatakan X konvergen

ke x (atau barisan mempunyai limit). Jika suatu barisan

mempunyai l imit, maka dikatakan barisan itu konverqen

dan jika tidak mempunyai limit dikatakan barisan itu

divergen. Ji.ka barisan bilangan riil I = (xrr) rnempunyai

limit di x € R, maka ditulis:

x = lim X, atau x = lim (xn) atau

x = lim (xrr) atau xn ----> x.
*+4

3. 1 .5. (Ketunsealan limit )

Suatu barisan bilangan riil dapat nemiliki paling ba-

nyak satu I imi t.

Bukt i :

.Andaikan tidak denikian, maka terdapat x' dan x" limit



t6

dari X = (xn) dengan x' I x".

Pilih lingk,.rngan \r' dari x' dan lingkungan rl' dari x,,

sehingga ,f'0 V" = p. Menurut definisi timit, maka ter-
dapat bilangan asli N g", sehingga x., € V' apabila . , N,t

dan terdapat Ny,r 5shingga xn€. \P' apabila n > Ntlr.

Pilih No = maks {N1-,,N1rr} maka untuk . , No, xn€\f,n\f,.
Ini bertentangan dengan V-'n V'= 0.

Jadi pengandaian salah, dan seharusnya x' = x".
Dengan kata lain

l imi t .

barisan memiliki paling banyak satu

3.1.6.Teorema

Uisalkan X = (x.,) barisan bilangan riil dan x € lR, maka

pernyataan berikut ekival en :

(1). X konvergen ke x,

(2). Untuk setiap E lingkungan V"(xl , terdapat bilang-
an asli K(L ) sehingga xnef2(x) apabila n > K(t),

(3). Untuk setiap L > O, terdapat bilangan asli K(L)
sehingga x -L< Xn ( X + L apabila i > R(LI,

(4). Untuk setiap L, O, terdapat bilangan asli K(Ll
sedemikian sehingga l*n- xl </, apabrla n > R(/1.

Buk t i :

(1). ---? (2). Kacena VL lingkungan -L dari
suatu lingkungan dari x, maka bila diambil f
maka menurut definisi I imit, terdapat K( L )

x,r€ \Pr(x) apabila n > K(Ll.

(2) :=; 131 .

arti x -1. *n

Jika n Z K(L ), maka

x ada lah

seh ingga

x). Ini ber-
, ,-..]l,,11\^ 'F\I ,,, -

P1\ n At\lri

1L
L

(x),

xneVi(
<x +L.

llr
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(3) 
- 

(4). Jika x

l*n- *l < L.

Xn x +L, maka berartiL.

(4) 
- 

(1). Arbil lingkungan -t, V dari x, sebarang.

Karena \l lingkungan -L d,ari x maka dapat dipil il) L> O

sehinssa V2 (x) = (x - L, x + Ll g V
Maka menurut hipotesis, terdapat K(1.) sehingga lxn-xl<
apabila n > K( /), atau x - L < xn ( X + L, apabila

xn€ tt (x) G r,f.. rni menunjuk

kan bahwa (xrr) konvergen ke x (menurut definisi limit).

Ekor dari Barisan

Untuk menyelidiki kekonvergenan atau kedivergenan suatu barig
an, cukup diperhatikan ekor dari barisan itu, yaitu barisan

bagian dari suatu barisan yang dimulai dari suatu urutan ter-
tentu.

3. 1 .7. Def inisi
Misalkan X = (xl , x2,..., xn, xn+i,... ) barisan bilang-
an riil dan misalkan m bilangan asli. Haka ekor-m dari
barisan X = (xrr) adalah suatu barisan:

X,r: = (xr1p: n 6 t{) = (xm+1, xr.,.2, ...).
Sebagai contoh, misalkan X = (2,4,6,..-. 2n,... ), maka

ekor-5 dari barisan X adalah:

XS = (12, 14,...,2n+1O,...).

3.1.8.Teorema

n> K(L).
Akibatnya untuk I > K(L l,

Misalkan I =

Maka ekor-n

(xn: n € N)

( ***n t

barisan bilangan riil dan n€N.

nGN) dari barisan X konvergenxm



j ika dan jika X konvergen. Dalam hal ini
Iim X.

Bukt i :

hanya

lim X

R.

hipotesis

xl <L

,i8

t e rdapa t
(*)

dari ba-

di X, apa

(-). Hisalkan X. konvergen ke x€
Anbil 6> 0 sebarang, maka menurut

K( 1) sehingga untuk n > K( L), lxn-
Uisalkan p e N, x, € X. adalah urutan ke p + m

risan I. Oleh karena itu dari (*) unsur-unsur

bila k ZR(L) + m berlaku lx1- xl < L.
Ini menunjukkan bahwa X konvergen ke x.

Jadi X konvergen.

(:1 Misalkan X konvergen ke x.

Anbil L > 0 sebarang. Menurut hipotesis, maka terdapat
K^eN sehingga l*n- *l < / apabila n > Rro.

Jika KLo > m, dan n , K1o, oaka xn unsur ke (n - m) da-

ri X.. Jadi untuk *, Kbo- m, xp€X. dan lxp- xl <!.
Ini menunjukkan bahwa X, konvergen. Jika K% . . maka

untuk setiap xke X* berlaku l*k- xl . L Ini berarti
bahwa X, konvergen.

3.1.9.Teo ema

Misalkan

riil dan

l*n- x I

jika lim

Bukt i :

Ambil c

.4 = (ar,) dan X = (xn) barisan-barisan bilangan

x€ R. Jika ada c > 0 dan m6 t{ dengan

< c(an) untuk semua n € L\ sehingga n > m, dan

(an) = 0, maka lim (x.,) = x.

> 0 sebarang. Karena (a.,) konvergen ke 0, maka



terdapat KA(LI c\

lanl l.n- ol <

l*.r- *l 'berlaku

Kar ena L

atau lim (xn)

3. 1 . 10. Contoh-cqntoh:

(a). Jika a > 0, maka lim (
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sehingga apabila n > Xn( Llcl berlaku
Ol". Judi untuk n > xo(?lc) dan n > m

c tan I < c.21s =2.
ini berarti (xrr) konvergen ke x> 0 sebarang,

Karena a > 0,

Aki5atnya 0 <

Karena0<b<

a: = (1ta) -'t
maan Bernoul l i ,

JadiO<bn=

ngan memaka i
lim (bn) = Q.

1+na
berlaku0<na<i _r ild.

I< 
- 

atau
rr ii

urrtuii s€n.ia ,r € l\.

0, dan menurut teorema 3. 1 .9

1

x

1

) 0

maka
1

1 + na

0

Karena
na

iimit

,iengan mengambil c t]) o-,.' , maka dap.r t di-
simpulkan lim (

fll

Kar ena t eo-

rema 3

(c). Jika 0 < b < 1, maka lim (bn)

r,t r 'l

\a/':l

1

0
1 +

(b). 1im (i /tn) = 0 (buktikan).

{-arena 0 < n < 2n untuk semua n € N, maka berlaku
aa, < '/Zn. 'lo. Akibaln,r.a:

O| a *, untuk semua n € Fi.

flm (fr) = 0, maka dengan menggunakan

1.9 dapat ditunjukkan bahwa lin ,lr, = 0

0

1, tu1 is b --

sehingga a >

berlaku (1 +

11

/(1+a), dengan

0. Melalui ketidaksa-

a)n 2 1 + na.
1 sehingga de-

(1 + a)n 1+nana
dapat diperoleh

' ui/ [ ILr':'r-\jsi A(tF'

I IP TJ,\D ANG

teorema 3. 1 .9

1
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3. 1 . 1 1 . Soal-soal untuk 1at ihan

1. Barisan-barisan

sebagai ber ikut .

t iap kasus.

a). x,r: = 1 + (-1)n

( x 
r., ) didef inisikan dengan

Tulis tujuh suku pertama

suku ke n

dalam se-

c). "n

Xn

1

;1n +-t-t

1b). xr.,: (-1)n I n, d).

2. Beberapa suku pertama dari barisan

sebagai berikut.

tiap kasus:

a). 5,7,9,11, -..

Dapatkan rumus suku

c). 112,2/t,3/+,

116,... d). 1,4,9,16,...

Zn +2

(xn) diber ikan

ke n dalam se-

4 /5, . . .

3

b). 1/2,-1 l+,-1 /a,-1

enan suku pertama dari barisan yang didefi-

secara induktif berikut ini.

Tuliskan

nis ikan

a). x1:

b). yt:

c). z1:

d). s1:

= 3xn+ 1.

= t{vn* 2lvnl 
'

, - . - l-z, Ln+Z. - \ zn+

5, sn+2: = sn+

f zn\l(zn+1-

sn+ 1 '

2

1

a). lim f .l--- f = o.
nz+ 7

b). lin ,*jjr = ?

xn+1:

Yn+1:

22: =

s2: =

5. Gunakan definisi limit barisan untuk membuktikan 1i-

mit ber ikut .

4. Buktikan bahwa untuk sebarang b 6 R, fim (fi) 0

c). lim rj|11

d). lim ( ^:- t)
2n"+ 3

'n) '

,)

_1-2
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6 Tunjukkan bahwa:

a). 1io t-!l =

'tn + 7

b). lim t {i'l = on+ I

1im

1im

l lxnl)
l Jxnl)

c). rim t 21 
=ln+ z

d). 1im,(-1)n'n,
n'+ 1

0 )

0

1 Buktikan bahwa lim (xr) = 0 jika dan hanya jika

= 0. Kemudian berikan contoh bahr.,a

konvergen tetapi (xn) divergen.

8 Buktikan bahwa jika lim (xn) =

dapat M€ N sedemikian sehingga

9. Tunjukkan bahwa lim ,1r6 1

nTT

10. Tunjukkan bahwa lim t 1 /3.,;

x dan x > 0, maka tea

r->0untuksemuatl

n>t{

0

0

. -.nAit..' , ,,,r'-:iLA-\h'

o'ugiXt$-.a'



3 .2 . Teorema-teo ma Limit

3.2.1.Definisi

1).

52

j ika

<M

bi-
dan

ber

cx.

Barisan bilangan riil

ada bilangan riil M

untuk semua n6 0{.

Jadi bar isatr t = ( r., )

{xn: n€N} terbatas

( xr., ) di ka t akan t erbatas

0 sedemikian sehingga lxn I

terbatas jika dan hanya jika

di R.

x

3.2 -2.Teorema

Suatu

batas.

lxnl

barisan bilangan riil yang konvergen adalah ter-
(teorema ini tidak berlaku kebalikannya).

Bukt i
Hisalkan lim (xn) = x, dan anbrl Lo = 1

tesis, maka terdapat No2N sehingga lx.,-

Menurut hipo-

xl < 1 apabi 1a

akan berakibatketidaksamaan segi t iga

tak nol yang konvergen ke

konvergen ke x/ z.

Non lle 1a1ui

lxl + 1,

riil

x/z

apabila n , No.

Pilih H = Sup{ lxl | , lx2L. ..,lxu0_11, lxl
l{aka untuk setiap n € IN berlaku 1x., I < H.

Ini berarti barisan X = (xrr) terbatas.

+

3.2. 3. Teorema

a).Misalkan X = (xn) dan Y = (v.,) barisan-barisan

langan riil berturut-turut konvergen ke x dan y,

misalkan c€lR. i{aka barisan X + Y, X - Y, IY, cX

turut-turut konvergen ke (x + y),(x - y),(xy) dan

b).Jika X

langan

bar isan

(xn) konvergen ke x dan Z = (2.) barisan bi

z I O, maka



Bukt i :

a)-Untuk membuktikan lim ( xr.,+ yn) = x + y.

Pilih Nl 6N, sehingga lxrr- xl <

Pilih N2€ tl , sehingga lv.,- vl <

Sebut No = maks{Nl ,N2}, maka untuk n 2 No

lxn- xl < y dan lvn- vl . ?.
Akibatnya untuk n > No, berlaku:

l(xn+ yn) - (x + v)l = l(xn- x) + (yn- y)l
< lxn- xl + lyn- yl

Karena L> O sebarang, maka barisan (*n+ y

konvergen ke (x + y1.

Untuk membuktikan 1in (xn- vn) = x - y,

Pilih N14 ['t sehingga lxn- xl < Z, apabila

Pilih N2€ [,[ sehingga lrn- rl < y, apabila

Sebut No = maks{Nl,N2}, maka untuk n 2 No

l*n- -*l < 2 dar- lrn- vl . !.
Akibatnya untuk n > No, berlaku:

l(x,r- rn) - (x - y)l = l(x,r- *) - (vrr- r)l
< lxn- xl + lyn- yl

(-
2
?-
z

, apabi 1a

, apabi la

53

n > N.
-l

n ) No

berlaku

n > N"- dan

n > N.'.

berlaku

Y

<z+2=L

,,) = x + Y

.?+?=L
Karena !> O sebarang, naka barisan (xrr- vn) = X

konvergen ke (x - y).

Selanjutnya akan dibuktikan bahwa lin XY =

lin (xrrl,r) = xv.

Analisis: lxnyn- xyl = l(xnyn- xnyl + l(xrry- xv)l
< ;xn(ln- y)l + ly(xn- x)l

= lxrrllrr,- rl + lyl lxn- xl



5.1

Karena (xn) konvergen ke x, maka menurut teorema

3.2.2, terdapat H€R sehingga lxnl < M untuk semua

n € lt. Pilih K = maks{M, lyl} naka diperoleh:

lx.ry.r- xyl < Klyn- yl + Klxrr- xl

= x(lyn- yl + lxn- xl).
Anbil L > 0 sebarang. Pilih N1 N sehingga

l*n- *f < fr apabila n > N1, dan pil ih N2e N sehing-

ca lyn- yl . ZR apabila n , N2.

Sebut No = maks{N1 , NZ}, maka untuk., No berlaku:

f *r.,- *l < 2.6 dan lVn- V I < 2g.
Pilih S = maks{No,N}, maka untuk n > S berlaku:

lxrry.,- xyl < K(lvn- vl + t lxrr- xl)
. K(k* ftt =L.

Karena L> O sebarang, maka barisan Xy = ( xnyn ) kon-

vergen ke xy.

Untuk menunjukkan barisan cX = (cxn) konvergen ke cx,

didefinisikan barisan konstan g = (c.) = (c,c,c,... ),
sehingga C konvergen ke c. Akibatnya menurut bukti
di atas barisan cI = (cx.,) konvergen ke cx.

b ) . Selanj utnya akan

Diketahui bahwa

Sebut o( tt,t
Pilih H16 0{ sehingga

Diperoleh -d < -lzn-
utu" }l zl=lzl- x<

ditunjukkan bahwa lim

bar isan Z konvergen ke

n

x7 x

0tz

lrn- ,l
zl<
lznl ,

untuk

lrnl -
untuk n

n > H..
-l

lzl
>H

<{ apabila n , Hl .

Akibatnya: fi t A
S e lanj utnya:

untuk n > H.



h il=l:+l=t
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lz

L-2
. T, apabila n , H2.

untukn>Hodiperoleh:

z-z 'nl

'nl
2

22

n

lz
Ambil 2

Pilih II2

Pilih Ho

r; ;l
Kar ena (- >

Sebut Y =

barisan {

> 0 sebarang.

6N sehingga lz

= maks{H1 ,H2},
'nl

maka

zn
2

22
z L

0 sebarang,

tv,l = tfl,
'n

maka 11- konvergen ke ].)
n

maka menurut bukti di atas,

=XY konveigen ke x.+ = +

Beberapa hasil teorena 3.2.3 dapat diperluas dengan

induksi natematika ke sejumlah hingga barisan-baris-
an konvergen. Sebagai contoh, jika A= (an), B= (bn),
g= (cn) ,...,2= (zrr) berturut-turut barisan bilangan

riil yang konvergen, maka:

A + B+. . -+Z:=(an+bn+...+zn) adalah barisan konvergen

dan lim(an+ bn+...+tn) = lim(an)+1im(brr)+...+1im(zn)

Juga untuk perkalian A.B.C. ...2: = (anbncn. ..zn) ada

lah barisan konvergen dan:

lim(anbrr. ..zn) = (1im(ar.,)(1im(bn)... (1im(zr,) ).
Selanjutnya jika k6 N dan 6 = (an) adalah barisan

konvergen, maka: 1im(a[) = tf irtarr) )k.

3 .2 .4. Teorema

Misalkan I = (xn) barisan bilangan riil konvergen ke x,
dan jika xrr r 0 untuk n€N, maka x > 0.

Bukt i :
Andaikan sebaliknya yaitu x < 0, maka L = -x , O

1
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Karena

| *n- * I

untuk n 2 No.

Ini bertentangan dengan

Jadiharuslahx>0

3.2.5. Teorema

Misalkin X-, = (xn) dan y

ke x dan y. Jika xn S yn

Bukt i :

Sebut Z ( zr.) ( Y.,- *a, )

Karena .\n S yn, maka yrr-

( x., ) konvergen ke x maka

< apabila n : No atau

terdapat No6. N sehingga

x - L < xn ( r: + e -- O,

= (yn) berturut-turut konvergen

untuk semua n€ll , maka x < y.

untuksemuan€N.
(xn)

( zn ) (Yn *n) j uga konvergen ke

dan ( y 
r., ) konvergen , maka menu-

untuk semua n € N, maka menu-

*., , 0 untuk semua nf &{.

*ar'0

Selanjutnya karena

rut teorema 3.2.3,

y - x. Karena yn- xn > 0

rutteorena3.2.4y-x>

Jaditerbuktixcy.
0ataux<y.

3.2 - 6. Teorema

II i sal kan barisan X ( x., ) konvergen ke x dan j ika

untuk semua n €N, maka

Bukt i
a<x<ba<x.t<b

Diriefinisikan

maka an < xn 1

1im(an) a dan lim(bn)

3 .2 -7 -Teorema Api t

6=(a,a,a,... ) dan

semua n e N.

= b, maka menurut

barisan

bn untuk

s=(b,b,b,.. - )

teorema

aSxdanx<b.Jadia<x<b

( Squeeze theorem )

(xn), Y = (rr.,) dan zMisalkan X (zrr) barisan-baris-



an bilangan riil sehingga xr1 5

dan lim (xrr) = 1im (2r.,). l{aka

lim(xn) = 1in(yrr) = 1im(zn).

il

z untuk semua n6Nyn

Y (vr,) konvergen dan

Bukt i :

Ar,brl L > 0 sebarang. Misalkan t = lim(xn) = lim(2,,).

€N se-

n

Karena X darl. Z konvergen ke t maka terdapat No

hingga untuk n > No berlaku:

lxn- tl < L dan lzn- tl < r.
Menurut hipotesis xn S yn 5 zn atau xn-t < yn-t

Akibatnya 1v,.,-t1 < Sup{ lx.,-t l, lzn-tll <f untuk

Karena l-> O sebarang, maka (yr,) konvergen ke t.
Jadi lim(xn) = lim(yrr) = 1im(zn) = t.

b).Barisan ( ( -1 )n) divergen.

Andaikan ((-1)n) konvergen ke a. Anbil 2= 1

terdapat No€ N sehingCa l(-1)n-a[ < 1 apabila

Jika n genap, diperoleh 11 -a[ < 1atau0<a
Jika n ganjil, diperoleh l-1-al < 1 atau -2 <

Jika tidak mungkin terjadi a < 0 sekaligus a >

Jadi haruslah ( (-l )n) divergen.

-t.n

maka

n > N^

3 .2.8. Contoh-contoh

a).Barisan X = (n) divergen.

Andaikan X konvergen, oaka menurut teorema 3.2.2

X=(n) terbatas. Artinya terdapat bilangan riil il > 0

sehingga n = inl < M, untuk semua n € N. Ini berten-

tangan dengan sifat Archimedes. Jadi haruslah I= (n)

divergen.

a, 
O

a<0

0

,;i t 1: 'r' 
it '+

lvi IP PAT]AN&

'1
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c).1im (

Ambil

2n+ 1

n
( xr., ) 2 )2

2

1

)

1

n maka

n

Jadi lim

Pandang X

(2
2n+

(2

1im (2

semua n.

2n+ 1

2, -..)
= (xn)

= Iim(2)

=2+O
=')

d.an Z

rim ({)

dan (yrr) =

+ (yn).

+ lim(*)

**)

)n

d). rim (-!iJt
n+ )

* *),
* 1t =

= tr + flt

e). rim ,4L,
n'+ 1

rim 1 ,4-1n'+ 1

e++t
lim ;. +. = tim (*)(1 +*)

,lur tt( - ).r+[z
21n1 dan ( znl

lim ( zr., ) = 1

dan 1im Z dan z^ l0

= (1 + \2 1, mata

dan zr., I O untuk

maka

liu X

unt uk

lim (

7
1

2n+ 1

n+ 5 -T - L

0

1im

Misalkan (xn)

1im (x.,) 0 dan

semua n € N.

Jadi 1im

srn n

r-Jvt
na+ 1

=f=o

f ) . i im ( 0
n

Telah diketahui bahwa -1 < sin x < 1

-$ 5 su--a < { untuk semua n € N.

f lmt-fr) = 0, dan flm (fr) = 0, maka melalui teorema

Apit, diperoleh lim "tft t = O.
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3. 2.9. Teorema

lrtisalkan barisan 1= (xrr) konvergen ke x, maka barisan

( lx'l) konvergen ke lxl.
Bukt i :

Anbll L > 0 sebarang.

Karena (x,r) konvergen ke x, maka terdapat No6 N sehing-

ga: f xr.- xl < ?- apabila , , No.

Jadi untuk n , No berlaku:

llxnf - lxll < lxn- xl . L.
Ini berarti l lxnl) konvergen ke lxl.

3 .2 .10. Teorema

I{isalkan X = (xrr) barisan bilangan riil konvergen

dan x, > 0 untuk semua n€ 0t. uaka barisan ( /;n)
positif konvergen dan lim ( ,/-xn) = yft.
Bukt i :

(i) ar,bilL>0sebarang.
sehingga lxn- 0l = l*,, I

o'
y'1n- .At =

lim y'-xr, = 0.

x u/ xr.r- 0 | - V \n .L.

Jika x = 0,

Pilih No6 N

apabila n> N

Diperoleh: I

Ini berart i

= xn < 12,

kex
akar

>0
6N

(ii). Jika x > 0, anbil t> 0 sebarang, sebut <=,f*
Karena (xrr) konvergen ke x, maka terdapat N

sehingga lxn- xl <d apabila n > N1 .

Jadi diperoleh:
',/}.-r- 'i*) { '/}n* .I*l Ia\

<- !ttc - ! r.J

1

| fir,-./"1 =

n > lir. ini

1 y'xrr. ,,fx I

l*n- . I lxn- ,'l---F-

/ 1-.. r

uAr,* 6
rne nun j u lii..r -r

-r i dair (.. )

b.rh;a 1-n

diperol:h l
ft



-11-sl.L{an

"n
Oleh sebab

ir,, ) barisaa
'nil

;, inl,.-a ., -!_,r

b i i angan pcsitif sehitlgga-:;!

!;;:., -i'-. ,, -',t:i i iin (..;r.r) C

0()

i:onvergen ke L maka terdapat No6 N se-x,-

I x;r+'l I lhingga: I - - LI .o
-'n

xn+ 
1ratau-(r

Xn

x

itu,jikan>No, diperoleh:

. *No . rn-No+ I2<*a+1 .
Sebut C

.r < Xn.l 1 .r

(1 + a)n

Crn untuk< xn+1 <

(.n) = o

dan

n
xNo

rNo-1 ' maka diperoleh 0

0<r n_ I im (

(.')

C.0 =

. , No. Akar ditunjukkan bahwa lim
1i{isalkan . = 1 * ., , untuk suatu a > 0,

(1 + a)t , 1 + na. Oleh karena itu:

t,+nu'f-'du" na-
a

0 sehingga

( xr., ) ber ikut konvergen

n t
n

0)

0

n
ka melalui teorera Apit diperoleh lim

Selanjutnya lim (Crn) = C lim (.n) =

diperoleh 1im (xr.,) = O.

3 .2.12.Soa1-soal untuk latihan

Tetapkan apakah barisan X

atau divergen, jika:
n

Xna

b

1+n+n
C

(-1)n.n
n+ 1

znZ + 3d.xxn n
n2+1

1

1

1
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Berikan suatu contoh dua barisan X dan Y divergen

sedemikian sehingga X + Y dan I . Y konvergen.

Tunjukkan bahwa jika I dan Y adalah barisan-barisan

sedemikian sehingga X dan X + Y konvergen, maka Y

konvergen.

3

Tunjukkan bahwa jika X dan Y

gaXkonvergenkexf0dan

verSen.

barisan-bari san sehing-

XY konvergen, naka Y kon

5. Tunjukkan bahwa barisan (2n) tidak konvergen.

6. Tunjukkan bahwa barisan ((-1)n.r,2; tid^k konvergen.

7 Ten t ukan

a). lim

b). lin

c). 1im

dengan a,

a). (")n

((2 + 1/a)

((-1)n/(n

limit dari barisan berikut:

j ika

l inr

2)

(zn)

+
d). lim (1-j-l

n ,/n

8. Gunakan teorema 3.2.11

2\)

untuk barisan-barisan berikut,
< a < 1, dan b > 1.

c ) - ( n/bn 
)

d). (23n/32r.).

(an+ 6n;1/n dengan

( /" - 1)

,fn+1

b memenuhi 0

9

b). (bn/Zn)

Tunjukkan bahwa

0<a<b,maka b

llisalkan I = (xrr) barisan bilangan riil
demikian ri* (*l+1 ) = L > t. Tunjukkanxn
dak barisan terbatas dan tidak konvergen.

positif

bahYra X

se-

ti-

10.
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3.3. Barisan-bar san Uonoton

3.3.1.Def:inisi

Misalkan I = (xn)

X = (xn) dikatakan

x1 > x2

ik atau

Contoh:

Contoh

Contoh

barisan bilangan riil.
tjrk turun ( inc reas ine ) jika memenuhi

takan tak naik (decreasins) j ika memenuhi ketaksamaan

tak turun disebut mon ton.

Barisan tak turun:

(1 ,2,3, ..., n, ...),
(1,2,2,3, 3, 3, ...),
(ul , u2, u3, ..., do, ...), jika a > 1.

barisan tak naik:

(1, +, +, +, .., *, . r

(1,112,'/r, 1/2n-1,...)
(b, b2, b3, ..., b., ...), jika o < b <

barisan tan monoton:

(+,l, -1, +1, ...,(-1).*1, ...)
(-1 , +2, -3, ...,(-1)nn, ...)

3.3.2. Teorema (Honoton konvergen )

Suatu barisan bilangan ri11 monoton konvergen jika dan

hanya j ika

Akibatnya:

a). Jika X

barisan itu te rbatas.

I im ( xr, )

b). Jika Y =

Iim (yn )

(xn) bar i san

= Sup (xrr)

(Yn) bar isan

= inf Iyn].

tak turun terbatas, maka

tak naik terbatas, ma ka

.' l; !I\V\AAI
. ;r'I

iii iP PA ij AllG



Bukt i :

(==>)

( <== )

a).

telah dibuktikan (1ihat teorena 3-2.21 .

Misalkan X terbatas.

X tak turun, jadi terdapat

untuk semua n€ N.

Menurut teorema Supr imum,

mum , dan mi sa I kan X*= Sup

Akan ditunjukkan bahra lim

Ari.b il L> 0 sebarang. Maka

atas dari {xrr: n6 SI}. Oleh

K € N sehingga X*- L. **

63

I mempunyai supre-

n€ N].

M€ R sehingga xn < M

T*

maka

Ixn:
(xn)

(x*- L
ka re na

) bukan batas

i tu terdapat

Tetapi ( xr., ) tak turun,
maka diperoleh: Xx- L< *X . *n . **
n > K. oleh karena itu: l*r.- **1 .2
n > K. Karena /- > O sebarang, maka X*

untuk

unt uk

= lim

s emua

s emua

(xn).

b). Misalkan Y tak naik, terbatas.

Didefinisikan x = -v = (_yn), X tak turun terba_

tas. Telah ditunjukkan bahyra lim X=Sup{-yn: n€ N}.

Menurut teorema 3.2.3(a), lim X = -lim y, tetapi
Sup{-y,r: n€N} = -inffyn: n€N].
Oleh karena itu: lim y = -lin X = inf {yrl: n 6 N}.

3.3.3.Contoh-co ntoh:

1). 1im tfrl = o

Jelas bahwa barisan tfrl t"t naik dan O adalah ba-

tas bawah dari {;[: n N]. Mudah dirunjukkan bahwa

0 adalah inf imum dari t*r n€ N). Oleh karena itu
o = lim ,*,.
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2). Hisalkan

Karena r
n €N-l'n'l*;+\+

1

-'n

mai.:a (:.,- ) ,-':ivergen.

untuk semua

-\1 i'-

n+1= n n
>x tlt

a;*i*ir+ll*t +
2

, ..n ,ii2rlfi+1 : =

1

?n j l'.
,1 1 1-z-z-...--|
,n

ilareira ruas kanan

batas, akibatnya (r-)
tak terbaias, :nal:a (:<- ) tak ier-
divergen ( tecrema 3 .2.2) .

:1 .3.4. Soai-soai latihan

liisalka;,;:1 > i

T ir n j rrl.:ka n bah'*a

nudian t entukan

dan

(r., ) adaiah terbatas

l imitn;a.

untuk

dan monotcn, 1.. e

2. Uisalkan y1 := i dan y-

(ln) adalah konvergen

Tunjukkan bahwa

cari l imitrya.

ll---t-:-t - , :n

kernudiandan

untul.:

n+1:=

Yi salkan a

z^a1 := (a

konve ige n

>0 dan

1/Z

21 ' o . Didefinisikan

n 6N. Tunjukkan bahwa (zont

dan kenud ian ca r i l imi tn;'-a.

l{i sa 1!la,il (a,,) srntu barisan na i k:, (b,.) hiri .can tirrun

ii. T'r n j rr !:ka n hah'*-ab- rtntrrl- semua itdan

I irri (a") < lim (h,,).

5. Tr:iapl'an !.ei.'1-.vergenan,ian

::ir-ir.-rr isan br- r i!. rrr. :

.:). ({1 + '/n1r'-r1
1 ,".t,l. \!, - -- 

-i 
)n+i

ca.ri I imitrl.-a darj haris-

.)

d).

((1

tt !

+-L
n

I

)2,)

/n)n)
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3.4. Sub Barisan dan Teo r ema Bo l zano-l{e i st rass (B-H)

3.4-1

3-4 2

. Definisi

Misalkan X = (xn) barisan bilangan riil dan

bilangan asli, maka barisan Xl di R 1-ang

oleh: ,'= (xrl , xr2 *.3 , ... , *.n ,

murni dar i
diberikan
.. )

tak t urun

disebut Sub-bar isan dari X.

Contoh-contoh berikut merupakan sub-barisan dari
x

2n

1

3
,l

2
,l

T

1

11

5

1

5

1

4

1,

1-,

1

T

1

2n

1

6.r
1

4T
1

TT
1

x 1
n
1

3

0

(

1

4
1

3

1

2
1

T

(Znl t

Tetapi berikut ini, bukan sub-barisan dari:

I = (xr.,) konvergen ke x, maka sebarang sub

X konvergen ke x.

0 sebarang. Pilih K5N sehingga l*n- *l L

(xrr):
,l

T, 1

6
1

5

I
5

0

(

( 0

Jelas bahwa sebarang ekor barisan merupakan sebuah sub-

barisan.

. Teorema

Jika bar isan

barisan dari

Bukt i :

Ambil Z >

apabila n

Karena r1

maka rr, i n

K

rZ < <rn< .. suat u

jika n >

bar i san

K maka r->n>KOleh karena itu

(

(

)

1'

)

)

(

)



dan berlaku lxn - *f
Ini menunjukkan bahwa

Contoh:

lim(bn)=0jika0<

Baca contoh 3.1.10(c)

barisan 1uzn1 = 11u2;

risan dari (bn).

Jadi lim (u2n) = ti.

Kriteria D ivereen

Misalkan X

an berikut

66

4

sub-barisan dari X konvergen ke x

b < 1.

ha l aman

.), {UZ.t-t,

Se Ianj ut nya barisan-
( bn+2 ) , adalah sub-ba-

(ii). Jika x =

terdapat Lo , o

b i I angan as I i K

> K(L\.

lim ( bn+1 lim (bn)= g

(xn) tidak konvergen

sehingga tidak dapat

(t-) sehinega lxrr- xl <

ke x,

dite-
, o

2n- 1(b

3.4. 3.

= (xn) barisan bilangan riil, maka pernyata-

ekiva 1en:

(i) Barisan 1 = (xn) tidak konvergen ke x€R.
(ii) Terdapat 2o , 0 sehingga untuk sebarang k € N

terdapat rp€ N dengan rk > k sehingga:
l*.U- *l Z Lo.

(iii) Terdapat Lo > 0 dan sub-barisan X'= (xr

dar i X sehingga l*.n- *l Z 2o untuk semua n€N.
n

Bukt i :

(i) :+

maka

mukan

untuk semua

Ini berarti

asli r,- > K

bahwa untuk

sehingga: I

n

setiap K6 N, ada bilangan
x a,- - xl zCo.

:::+ ( iii ) . Hisalkan 2o aipenutri

dan 11€N sehingga .l ,l dan frxl-

kondisi (ii),(ii)
x ZLo

) )



kemudian dipi l ih r2

l*.2- *l z Lo.

Selanjutnya dipil ih

l*.3- *l z ?".
Proses seperti ini
sub-barisan x'= (xr

6r-

6.N sehingga 12 > 11+ 1 dan

r36hl sehingga 13 Z rZ+ 1 dan

dilanjutkan sehingga diperoleh

n dari X sehingga

zLol*..,- x

(iii) :=> (i). Uisalkan X = (xr.,) mempunyai sub-barisan
r'= (xrn) yang memenuhi (iii), maka X tidak mung-

kin konvergen ke x. Sebab jika X konvergen ke x,

maka nenurut teorema 3.4.2, = (xrn) juga

konvergen ke x. Hal ini tidak mungkin, karena ti-
dak satu unsurpun dari X, yang merupakan anggota

dari lingkungun Lo dari x.

Tecrem Bol zano I{eierstrass

Pada teorema 3.2.2 telah dibuktikan bahra barisan yang

konvergen adalah terbatas, tetapi tidak berlaku kebalikannya.

Artinya tidak setiap barisan terbatas adalah konvergen.
Sebagai contoh barisan f, = ((-l)n) adalah terbatas, tetapi
tidak konvergen.

Pada uraian berikut, akan ditunjukkan trahwa barisan yang,

Lerbatas senantiasa memiliki sub-barisan yang konvergen.

3.4-4.Teorem Bo 1 zano-Weierstrass

Barisan bilangan riil yang

an yang konvergen.

terbatas mempunyai sub-baris
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Bukt i
Mi sal kan

.Ada dua

(i) s

(ii) s

X = (xn) barisan terbatas dan

5 = (xnr n6N).
kemungkinan dari kardinalitas S,

himpunan kerhingga,

h iropunan tak berhingga.

yaitu:

Kemu0Ek inan Karena S himpunan berhingga, maka ada

unsur di S yang muncul tak berhingga

unsur s€S dan nl < n2..... nk. ...
sehingga xnk

barisan (xnp)

ke s.

= S untuk semua k €N. Dalam hal ini sub-

adalah sub-barisan dari -{ yang konvergen

Kemunqk i nan (ii) . Henurut teorema Bolzano-l{eierstrass
titik kumpul, (yaitu setiap sub-himpunan tak berhingga

terbatas di R seku rang-kur angnya mempunyai satu titik
kumpul ), maka himpunan S mempunyai suatu titik kumpul x

Selanjutnya dibentuk sub-barisan dari X = (xn) yang kon

vergen ke x. Untuk setiap k€N, Up= (x-[,**[l
yaitu lingk"ngan ([; dari x.

Karena x titik kumpul dari S, maka Uk memuat tak ber-

hingga unsur-unsur dari S, yaitu untuk setiap k€N, ada

tak berhingga nilai n, sehingga rr.,6 Up. xn1 diambil da-

ri U,, xr.,r diambil dari Ur sehingga n2 , nl .

Pilih xrr3€ U3 sehingga n3 > n2 dan seterusnya.

Jadi memenuhi lxnl- "l . * untuk semua kC N.

Oleh karena itu 1im (x.,1 ) = x.

(i).
pal ing tidak satu

kal i, yaitu suatu

1,--1;1 '.5 i L\AAr\r

PAtr-aNaill iP
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5. Soal - soa 1

1. Berikan satu contoh barisan tak terbatas yang mempu_

nyai sub-barisan konvergen.

2. Buktikan bahwa jika 0 < c < l, rnaka lim ("1/n)

3. Andaikan bahwa setiap sub-barisan X

sub-barisan yang konvergen ke 0.

Buktikan bahwa lim X = 0.

( xn ) memPunya 1

Selidikilah apakah barisan-barisan berikut konvergen

dan tentukan limitnya.
a. ((1 * 1^12 I

l lzn)n )

2 / n)n)

' / n')n'I

ada. Tunj ukkan

untuk semua n€N dan 1im ((-i )nxrr)

bahwa ( x., ) konvergen.

6 Tunjukkan bahwa jika (xrr) adalah terbatas,
sub-barisan (*nk) 

""hingga lim ( 1/xrrO) = g.

maka ada

b. ((1 +

c. ((1 +

d. ((1 +

5. Andaikan *r, , 0

1



3.5. Bar isan Cauchy

70

b san Cauch

3.5.1 Definisi

Barisan bilangan riil X = (*.,) dinamakan

j ika untuk setiap L> O terdapat bilangan

hingga untuk semua m, n€ N dengan m, n

lxn- xml < L .

asli lJ o se-

,\o dipenuhi

ma-

,l

3. 5 .2. Teorema

J ika

kaX

Bukt i
Ambil

Pilih

lx*- x + x

lxr- xl +

9.?=a
Karena 2> 0 sebarang, maka X barisan Cauchy.

3.5.3.Teorema

Barisan Cauchl' dari bilangan riil terbatas.
Bukt .i :

X = (xn) barisan bilangan riil yang konvergen,

barisan Cauchy.

f- > O sebarang, dan misalkan

No 6 l{ sehingga n > No lxr.,- x I

(xn) konvergen ke x

<;

Jika m, n Z No, berlaku:

lxn_ x, I <

!{isalkan x = (x,r) bar isan

Pilih Hf [i sehingga lx,,-
Akibatnya lx-I < Ixi, l +';
Pilih u = ilxrl , lxZl,
tuk setrap n€ ['l , lxnl < l!

lxg+ 11, mak.r

x Lcrbiii.t!.

*nl

Cauchy

lxn xl

dan anb il L

apabi la m,

>H

*n I <1 n>H

apabila n

. , I ^r_ rl
Ini berarti



3. 5.4. Teorema (Kriteria Cauchy)

Barisan bilangan riil konvergen jika ,lan ir.rnya ;ika ba-

Bukt -i :

- )i:etila

i ,;-aisaln

r-:,inu--ger! l,-e S.-.11.i,

l a ii C - :r i i- : : S : f JSS

-- .r:,6 - i-,iI r i Se:, .

r,i I:..4 ii

Lt:r'baLas. Oieh L;rr.eaa itu menurut tec:.rma Ea1-

'- r, i-cl.rp;r L s.il;-l;;.i is.rn X

-, Lr.il 1.' i,.lvergetr ke s

b.rhwa I i-i,r'r3i g.,r ko s*

- /x- \ J--; r_ t .n/

€R.

untuk

) kon-

,

^',: a a::2

r.r . :: C. fi

ve rge n

o'
ke

l{16. {n1,

berlaku I

Karena N

Sehingga

Ka re na

Jadi X

3. 5. 5. Contoh-contoh:

(a). Barisan (f

barisan Cauchy-, maka ada No6!y sehingga

berlaku lxm- .nl . , . Karena x,= (xrn

x*, maka ada il1 6N, Nt > No dengan

lr2, ...1 sehingga untuk nZ{n1, n2,...},
*.k- **l . t - Jadi juga berlaku l*ttl- *

nr- >

*l .
N

L
z'
L
Zt 2 No, maka untuk n > N1 berlaku lxrr- x111 I

untuk n > N1 diperoleh:

l*n- **l = lxn- *N1* *N1 - **,
*N1 I +

=L.
I im ( xr.,

lxut- *< l*n-
1..v+i

x

1> 0 sebarang, maka

konvergen ke x*€ R.

*x

) adalah konvergen. Tentu saja barisan

barisan cauchy' 
i'i' r-' ''''l'!'r'i\'r'

iriiP' PADe\NE

(,..1) .a.rrt
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Untuk menunjukkan bahwa barisa" (*) adalah barisan

Cauchy, anb i,I {- > 0 setrarang. Pi l ih No 6 lli sehingga

maka untuk m, berlaku:

+

n > N-No'Z

IL
2

Z.v+
1

Eo

+1n
1

m

1

No

(b).

Karena L, o sebarang, maka barisan ({) barisan

Cauchy.

Misalkan X = (xrr) barisan yang didefinisikan seba-

gai x1 = 1, *2 = 2 daa *., = *(xn-Z+ xn_1), n > 2.

Dapat ditunjukkan bahwa 1 < x^ < 2 untuk semua n N

( terbukti ) .

Akan ditunjukkan bahwa:
t.1Ixk- xk+1 I = ,r-, 

untuk semua n€N

l*r - x2l=lt-
. Mi sa l kan

2 +" jadi benar untuk

benar untuk n = k, naka

akan dibuktikan bahna:

n=k

lxp- xpa l l
1

k-l'2

lxp*1- x1121

11
2n-1 2n

= lxk+1- jt*U* xp11 ) I

= lxk+t- }*u - }*t*r I

= jlxl*1- xu1

_ 1r..- zl^
_1-z

k- xk+ t I

1

k-'l k
1

2
Misalkan m > n

lxn- xn+ I l+ lxn+ 1- xn+21+...+fxr-1- x*l

2

1+-
2a-2

f xrr- xr l

1
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1

?n-2

,.lt' efi-n- 1 /

+ (-1)m+'!
m!

1 (t+!+[+
n-12

(c). Hisalkan Y = bar i san yang didefinisikan de-

Pilih I'io e fJ sehingga

m, n i i(o berlaku:

Y3

t1l*o

Ar;,bil L > 0 sebarang.

, maka j ika

<_+ 1\, I

,t

,?

I xolo- x, I

Ix1o- rrl
Seh i ngga lxn- **l . l*iio- sl + lx^lo- x, I

L
z

Ini berarti X (xn) barisan Cauchy.

+ danO_L
8-Z
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3. 5.6. Soal-soal untuk 1 at i han
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tah bar isan Cauchy.
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definisi bahrsa

Cauchy.

b). (n +
(-1)n

)n
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