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KATA PENGANTAR

Puji dan syukur penulis panjatkan pada faﬁg_ﬁahé” Kuasa
karena atas rahmatNya Jjualah penulis dapaﬁ' mehyelesaikéﬁ
buku ini yang berjudul "TEORI BILANGAN". L |

Buku ini dapat di pergunakan sebagéi buku terks pada.
mata kuliah Teori Bilangan. Tetapi buku ini Jjuga ﬁudah
dimengerti bagi pembaca vand berminat mengetahni tentang
bilangah;_Sebetulnya tidak ada prasyarat untuk nempelajari
buku ini, tentu saja wminat délan matematika akan sangat
menunjang dalam meéempelajarinya. |

Pada buku ini disajikan definisi-definisi dari téori
vang dibicarakan dan juga teorema-teorema serta beberapa
akibat dari teorema beserta buktinya. Beberpa contoh soal
- juga dihadirkan untuk memperjelas teori. Pada akhir setiap-
bab diberikan soal-soal vang pemecahannya berdasarkan pada
teorema, definisi dan akibat vang telah diuraikan
sebelumnya.

Akhirnya kami berharap, semoga saja buku ini ada _
nanfaatnya bagi pembaca sekalian dan juga 'Berguha bagi
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BAB I
BILANGAN BULAT

1-1. PRINSIP INDUEKSI MATEMATIEKA

Prinsip induksi matematika sangat prenting peranannya'
untuk membuktikan hasil-hasil yang berkenaan dengan bilangag_
bulat. Pada bagian ini akan kita perkenalkan prinéip,induksi
matematika dan cara penggunaannya; Eenudian, dengan nenggu—
nakan pfinsip terurut rapi dari bilangan bulat ~akan
ditunjukkan bahwa teknik-teknik pada prinsip induksi
matematika adalah wvalid. Dalam nenpeiajari teori bilangan;'
akan digunakan kedua prinsip diatas yaitu prinsip induksi

natematika dan prinsip terurut rapi secara berulang-ulang.

Teorema 1.1. (Prinsip Induksi Matematika)
Jika sebuach ARimpunan bilangan bulat postiif memuat f,
dan untuk setiap bilangan bulat positif n, Almpunan
tersebut juga memuat n + f jika memuat n, maka Aimpunan

tersebut adalah himpunan bilangan bulat postilf.

Bukti
Misalkan S himpunan semua bilangan bulat positif yang memuat
1 dan memuat n + 1 bila S memust n.

Andaikan 5 bukan himpunan semua bilangan bulat positif

Maka terdapat beberapa bilangan bulat positif wvang. tidak

_ternuat di S.



Menurut sifat terurct rapi, karena himpunan semua bilangan
bulat positif tidak termuat di S, maka terdapat bilangaﬂ-
.bulat positif dan lebih kecil dari ndan n - 1+ §S.

Sekarang karena n > 1, maka bilangan n - 1 adalah bulat
positif dan lebih kecil dari ndann - 1 ¢ S.

Earena S memuat n - 1, maka S harus memuat ( n - 1 ) + 1 = n
vang mengakibatkan kontradiksi dengan pengandaian bahwa n
bilangan bulat positif terkecil yang tidak di S. |

Jadi S5 haruslah himpunan semuz bilangan bulat positif

Jadi untuk membuktikan dengan menggunakan prinsip .
induksi matematika, ada dua langkah yang pérlu dilakukaﬁ
vaitu

1. Pernyataan adalah benar untuk bilangan bulat 1

langkah ini disebut langkah dasar

2. Untuk setiap bilangan bulat positif n, harus ditun-

Jukkan bahwa pernyataan benar untuk bilangan bulat
positif n + 1, jika pernvataan benar untuk bilangan.
bulat positif n.
Langkah ini disebut langkah induktif.
Setelah kedua langkah diatas dilengkapi maka menurut prinsip
induksi matematika dapat disimpulkan bahwa pernyataan benar

untuk semua bilangan bulat positif.

Contoh 1.1.1.

Akan dibuktikan bahwa n ! < n" untuk setiap bilangan

bulat positif n.



Dengan nengguﬁakan.prinsip induksi matematika.
Langkaﬁ daéar |
| Kasus n = 1 : 1t =121 =3

Jadi pernyataan benar untnk n = 1

Langkah induktif_
Sekarang andaikan pernyataan benar untuk n
Yaitu n ! £ n". Ini disebut hipotesis induktif.
Untuk melengkapi bukti, dengan menggunakan hipotesis
"induktif akan dibuktikan

(n+1)15 (n+ 1Y

Pmﬁmm (n+1)

{(n+1)! (n+1)n!
< {n+1)n"
<{n+1)Y{(n+1)

S(n+1}n+1

Dan bukti selesai.

Teorema 1.2. PRINSIP INDUKSI KATEMATIEKA KEDUA
Sebuah himpunan bilangan bulat positif vang memuat f,
dan yang mempunyal sifat bahwe untuk s=2tiap bilangan
posttif n, jika himpunan tersebut memuct semua bilangan
buleat positif 1,2 . .., n, maka himpunan {tu memuat n +
1, maka himpunan tersebut adalah himpunan senud
bilangan bulat positif. |

Bukti

Misalkan T adalah himpunan bilangan bulat positif yang

memuat 1, dan untuk setiap bilangan bulat positif I,
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Jika T memuat 1,2, .-« , n maka T memuat n + 1

Misalkan S adalah himpunan sepua bilangan bulat posltlf . n

sedemikian sehingga semua bilangan bulat p051t1f n tErnuat_ o

di T.

Haka 1 ¢ S5 dan menurut hipotesis,

Jika n = § maka n + 1 §

Henurut prinsip induksi matematika, S haruslah himpunan

semua bilangan bulat positif.

Dan juga jelgs bahwa T adalah himpunan semua bilangan bulat

- positif karena S < T. |
Prinsip induksi matematika mengembangkan sebuah metoda

untuk mendefinisikan nilai-nilai dari sebuah fungsi pada

bilangan bulat positif. Sebagai ganti pendefinisian nilai

fungsi secara eksplisit di n, diberikan nilai fungsi pada 1

dan diberikan aturan untuk menentukan nilai fungsi din + 1,

dari nilai fungsi di n untuk setiap bilangan bulat

rositif n.

Definisi
Dikatakan fungsi f terdefinisli secara rekursif Jika
nilai f di 31 tertentu dan jika untuk setisp n, terdapat

aturan untuk menentukan f(n+1) dari f(n).

Contoh 1.1.2.

Akan didefinisikan secara rekursif fungsi faktorial f(n)= n!.
Pertama, tentukan f (1} yaitu f (1) = 1

Kemudian buat aturan untuk menentukan f ( n + 1 ) dah F (n),

4



yaitu :

E(n+1l) = (n+1) f(n)

Kedua pernyataan ini secars tunggal nendefinisikan n

-.CoﬁtQh 1.1.3
~Barisan Fibonaceci fr,i;, -+« » fn terdefinisi secara
sif.oleh :

£ =1, f,=1 dan fn = fn1 + fr-2 untuk n > 3

Dari definisi dapat dilihat

fa. = L + £ = 1 +1 =

2
f+ = a4+ f2 = 241 = 3
- f5 = fs + 3 = 3+ 2 = 5§
fs = f5 +f+ = 5§+3 = 8§ dst.

Contoh 1.1.4.
) n—-2
Buktikan bahwa fn > [ (1 + v 5) ]
2
Bukti

Untuk membuktikan scal diatas dapat digunakan

PRINSIP INDUERSI MATEMATIKA KEDUA SEBAGAI BERIRUT

Untuk n = 3, Fs

Untuk n = 4, fa =3 » —— -

Jadi pernyataan benar untuk n = 3dan n = 4

[1+¢‘§/2r“‘ 1+75
Z > _— _

rekur-

ML UPT PeRPUSTAK AR
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1+ Y5

Andaikan f‘; > [
' 2

] untuk semua k dengan k < n

k-3

1+ 75 ]

BG
{““”_}
T
Sy

Maka f ket = £ + feer >

=]

1+ Y5 ]

Juga pernyatsan benar untuk n = k+1
1 +v¥ 5

Jadi fn > [
2

] untuk n =3

1.2. RETERBAGIAN

Apabila sebuah bilangan bulat dibagi oleh bilangan
bulat tak nol lainnya, maka hasil bagi bisa bilangan bulat,
bisa juga tidak merupakan bilangan bulat.
Misalnya 24/8 = 3 adalah bilangan bulat, sedangkan 17/5 =

3.4 bukan bilangan bulat. Untuk itu dipunyai definisi

berikut.



DEFIHISI
Jika a dan b adalah bilangan-bilangan bulat dengan a
= 0, kita katakan a membagi b jika terdapat sebuah
bilangan ¢ sedemikian sehingga b = ac. |
Jikﬁ a membagi b, dikaiakan jugda bahwa a pembagi dari b
ataun a sebuah faktor dari b.
Jika a membagi b, maka dituliskan a|b dan jika a tidak

nembagi b maka dituliskan a + b.

Contch 1.2.1
13 | 182 karena 182 = 13. 14 dan
- 5| 3 karena 30 = -5. B.
Tetapi 6 + 44 karena tidak ada bilangan bulat
c yang memenuohi 44 = 6. c.

Juga 7 {+ 50.

Teorema 1.2.1
Jika ¢, b dan € adalah bilangan-bilangan bulat dengan

alb den b|c, rako a[c.

Bukti
Jika alb dan b{c maka ada bilangan-bilangan bulat e dan £
dengan ae = b dan bf = ¢

Jadi ¢ = bf

a ( ef ) untuk ef bilangan bulat

Jadi ajc.



‘Teorema 1.2.2

Jika a, b, m dan n adaleh bilangan-bilangan bulat dan

Jika cla dan c|b maka ¢ |C ma + nb O |
Bukti :
Karena cfa dan e|b maka terdapat bilangan-bilangan bulat e -
dan f sehingga
a = cc dan b = ef
Dan ma + nb = mce + nef
= ¢ ( me + nf )

Akibatnya ¢ | ( ma + nb )

Contoh 1.2.2
Karena 11 | 66 dan 66 | 188 maka 11 | 198
Contoh 1.2.3

Karena 3 | 21 dan 3 | 33 maka 3 | 5.21 - 3.33 = g

Teorema 1.2.3 ( Algoritma Pembagian )
Flka o dan b bilangan-bilangan bulat sedemikian sehingga
& > 0, maka terdapat secara tunggal bilangan-bilangan
bulat g dan r sehingga @ = bg + r dimana 0 < r < &

Bukti

Pandang S = Himpunan semua bilangan bulat yang berbentuk a -

bk dimana k bilangan bulat

Yaitu § = { a - bk / ke z}

Misalkan T adalah semna himpunan bilangan bulat tak negatif
di 5. Disini T = ©, karena a-bk > 0 untuk k¥ X a/b.

3



Menurut sifat terurut rapi, T mempunyai elemen terkecil
" sebut r = a - bg

Kita tahu bahwa r = 0 dan r <b

Karena jika r > bmakar >r - b =a - bg - b

=a-b{g+1)=20

Yang kontradiksi dengan pemilihan r = a - bq adalah bilangan

bulat tak negatif terkecil yang berbentuk a - bk Jadi
g< r <b

Untuk menunjukkan bahwa q dan r tunggal,

andaikan ada q,., 4 dan r,, r, yang memenuhi
a:bq1+r1dan a:qu+r2dinana05r1<b dan

Oﬁrzf:b

Dengan memperkurangkan kedua persamaan diatas diperoleh

B:b(qi—q2)+r1-rzataur2-r=b(q1—qz)

1

yang berarti b | r, -

Karena 0 = r1<b dan 05r2<b

diperoleh -b < r, -r, < b

Disini b | r, - r, Jika dan hanya jika r, - r, =0
ataun r, = r,
Dan karena bqi +r = qu + I, dan r, =z,

maka diperoleh q = q,

Ini menunjukkan bahwa hasil bagi q dan sisa r adalah

tunggal.



Definisi
Jika sisa dari n bila dibagi dengan 2 adalah-ﬂ,.nakﬁ n
= 2 k untuk sunatu bilangan bulat positif k dan
dikatakan n genap. |
Dan jika sisa dari n bila dibagi dengan dua adalah 1,
maka n = 2k + 1 untuk suatu bilangan bulat positif k

dan dikatakan n ganjil.

Contoh 1.214
Jika a = 133 dan b = 21 maka g = § dan r = 7

karena 133 = 21. 6 + 7

Contoh 1.2.5
Hisalkan a = 1028 dan b = 34

Maka a = bq + r dengan 0 £ r < b akan

= 30

1028
memberikan b =
34

‘'dan r = 1028 - 30 . 34 = 8

10
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Soal—soal

1. Buktikan bahwa : jika n adalah bilangan bulat positif >

10 maka ( 2n ) ¢ < 22" (n 1 ¥
5 .

2. Misalkan H% adalah jumlah partial ke n dari deret harmcnik

e s
e

Gunakan induksi untuk membuktikan bahwa

19 -
(a) . th = 1 + 7 > n = 1
(b) Hn £ 1 + n , n > 1
f 53
3. Buktikan A g f2 — f £ + 1 , n > 1
J=1 i r n

dimana f; adalah suku ke n dari barisan Fibonacei.

4. Dengan menggunakan induksi matematika, buktikan

5. Gunakan induksi matematika untuk membuktikan :

6.

(ay. 10" + 3 .4 + 5 dapat dibagi oleh 9, n=>o0

(b. 2 " + 3.8 _ 5 dapat dibagi oleh 24, n > 0§

(a). E+ £, --eo v E = E +2 -1 untukn = 1
(6). F° + Ft Frer = (-1)"' untuk n > 2
Gunakan induksi matematika atau cara lain untuk
membuktikan
(a). & - b habis dibagi oleh a - b jika n  bilangan -
bulat positif.
(b). & - b’ habis dibagi oleh a + b jika n

bilangan
positif ganjil.
11



(¢). 2" - b habis dibagi oleh a - b jika n bilangan
positif genap. |

7. Buktikan -

(a). Jika | b l.a naka L b I

< e |
(b). Jika alb maka & {bF dimana k adalahgr
bilangan asii
(c). Jika ab | bec dan b~ O maka a | c.

8. Andaikan = l b dan ¢ I d..

Buktikan atau beri contoh

penyangkalan untuk setiap pernyataan berikut.

(a). (a+c) , (b+ d)
(b). ac ' bd

(e¢). Jika =a I be maka a b atau a c.

12



BAB I1
PEMBAGI PERSEEKUTUAN TERBESAR

DAR FAKTOR PRIMA

2.1. PEMBAGI PERSEKUTUAN TERBESAR.

Jika a dan b adalah bilangan-bilangan bulat, vang t}dak
keduanya 0, maka himpunan pembagi persekutuan dari a dan b
adalsh sebuah himpunan hingga dari bilangan-bilangan bulst
vang selalu memuat 1 dan -1. Berikut ini akan dipelajari

bilangan bulat terbesar dari pembagi persekutuan dua

bilangan bulat.

Defenisi :

Pembagl persekntuan terbesar dari dua bilangan bulat a
dan b, yang tidak keduanya nol adalah bilangan bulat
terbesar yang membagi a dan b.

Pembagi persekutuan terbesar dari a dan b dituliskan

dengan ( a,b ). Dan juga didefinisikan ( 0,0 ) = G.
Contoh 2.1.1

( 24,84 ) = 12
( 15,81 ) =3
( 100,5 ) =5
( 17,25 ) = 1
( 0,44 ) = 44
( -5,15 ) = 3

{ -17,288 ) = 17

13



Definisi
Bilangan-bilangan bulat a dan b dikatakan relatif prima

jika pembagi persekutuan terbesar dari a dan b adalah 1

vakni {( a,b ) = 1

Contoh 2.1.2

Karena ( 25 , 42 ) = 1 maka 25 dan 42 adalah relatif

prima.

Teorema 2.1.1
Miselkan a , b dan ¢ adalah bilangan—bildngan bu?.czt.
dengan ¢ a,b 2 = d. HMaka
Ci> < ajd , bjd > =t
Ci> Ca+chb , b= a,b 2
Bukti :
(1) Misalkan ( a,b ) =d
Dan andaikan ( ajd , bjd ) = ¢
Maka terdapat bilangan-bilangan bulat k dan 1
sedemikian sehingga :
ajd = k.e dan bld =1c¢
Atan 8 = k. ed dan b = 1. ed-
Disini cd adalah pembagi persekutunan dari a dan b._Dan

karena d adalah pembagi persekutuan terbesar maka

haruslah ed £ d
Jadi haruslah ¢ = 1

¢ ajd , bjd )

H
o
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(ii) Akan dibuktikan ( a + cb , b ) = ( a,b )
 Misalkan ( a,b ) = ¢
Maka menurut teorema 1.2.2 , ¢ | a + cb
Jadl ¢ adalah pembagi persekutuan dari a + cb dan bf
Disini e= (a,b)=< {(a+cb, b)) ... (1)
Sekarang misalkan f = { a + eb , b ) |
Kembzali menurut teorema 1.2.2, f [ a = (ateb- cb)
Jadi f adalah pembagi persekutuan dari a dan b
Jadi f = Ca+cb, b )= (a,b) ... (2)
Dari (1) dan (2) di peroleh :
(a,b)=(Ca+cb, b).
Selanjuitnya akan dibuktikan bahwa pemnbagi persekutuan
terbesar dari bilangan-bilangan bulat a dan b, tidak
keduanya nol, dapat dituliskan sebagai jumlah dari perkalian |

a dan b.

Definisi
Jika a dan b adalah bilangan-bilangan bulat, maka

sebuah kombinasi linier dari a dan b adalah sebuah
penjumlahan yang berbentuk ma + nb dimana =m dan n

adalah bilangan-bilangan bulat.

Teorema 2.1.2
Pembagi persekutuan terbesar dari biiangan—biléngan
bulat o dan b, tidak keduanya nol adalah bilangan bulat

positif terkecil dari kombinasi liniter « dan &.

15



Bukti :
Misalkan d adalah bilangan bulat positif terkecil dari
kombinasi linier a dan b. |
Kita tulis d = ma + nb dimana = dan n adalah bilangan-
bilangan bulat.
Akan ditunjukkan bahwa d{a dan d|b.
Dengan algoritma pembagian diperoleh :
a=dg+r ,0 =r<d
Ataun
r=-a-dg = a-qg ( ma+ nb )
= ( i - én y a - gnb
Disini r adalah kombinasi linier dari a dan b
Karena 0 = r <d dan d adalah bilangan bulat positif

terkecil yang merupakan kombinasi linier dari a dan b maka
harusliah r = 0.
Jadi d | = .
Dan dengan cara yang sama dapat ditunjukkan bahwa d | b.

Dan d merupakan pembagi persekutuan dari a2 dan b.
Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa d adalah pembagi
persekutuan terbesar dari a dan b.

Misalkan ¢ | a dan c¢ | b

Maka mgnurut teorema 1.2.2,

¢c | ma + nb = d

Jadi d adalah pembagi persékutuan terbesar dari a dan b

iB



ety ek

Definisi
Misalkan a1, s ... , arn adalah bilangan-bilangan bulat
vang tidak semuanya nol. Pembagi persekutuan tefbésa:
dari bilagan-bilangan bulat ini adalah bilanngan bulat
terbesar yang merupakan pembagil dari ke semua bilangén
bulat tersebut, dan dilambangkan dengan ( a1, =@, ...

ar ).

Contoch 2.1.2
12 , 18 , 30 ) = B

(10 , 15, 25 Yy =5

Lemma 2.1.3
Jika = , a2 , ... , an adalah bilangan-bilangan bulat
vang tidak semnanya nol maka
(& , 2, ... ,8)=(a , @@ , ... , az , (

an—1 ,  an ) )

Contoh 2.1.3

( 105 , 140 , 350 )

( 105 , ( 140 , 350 ))

¢ 165 , 70 )

1l

35.

Definisi

Bilangan-bilangan bulat & , = , ... , anr dikatakan

saling relatif prima jJika ( a« , a2 , ... , an )} = 1.

Dan dikatakan relatif prima berpasangan jika untuk

v -
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setiap sepasang bilangan bulat a dan =z ,  dari
himpunan diatas, ( = ., & )Y = 1 , wvaitu setiap

pasangan bilangan bulat adalah relatif prima.

Contoh 2.1.4
Bilandan-bilangan bulat 15 , 21 , 35 adalah saling
relatif prima karena ( 15 , 21, 35 ) = ( 15 , (21,35 ))
=15, 7)
=1
Tetapl tidak relatif prima berpasangan karena

(15, 21 )=3, (15, 35 ) =5dan ( 21, 35 ) =7

2.2. ALGORITHA EUCLID

Selanjutnya akan dikembangkan sebuah netoda yang
sistematik untuk mencari pembagi persekutuan terbesar dari
dua bilangan bulat. Metoda ini disebut Algoritma Euelid,
vang dinamakan sesuai dengan nama penenunya yaitu Euelid

seorang matematikawan Yunani.

Teorema 2.2.1. Algoritma Euclid

Misalkan re = a dan r1 = b adaleh bilangan-bilangan
bulat sedemikian sehingga a = b > 0. Jika algoritma
pembagl dapat digunackan untuk memperolebh rj = rj+s

Gi+1 + rpez2 dimana O < rie2 < rj+

It
<
[,
M

untuk ¥ . =2 dan ravt = 0, maka

C a,b >

1

rm yaitu sisa terakhir yang tak nol.

18



Dari -tedréma diatas dapat dilihat bahﬁa pemnbagi
persekutuan terbesar, dari a dan b adalah.sisa terakhir yang -
tak nol dari barisan persamaan vyang dipercleh dengan
menggunakan algoritma pembagi secara terus menerus sampai
diperoleh sisa 0. Untuk mnenbuktikan Algoritma Euclid,.

diperluksan Lemma berikut.

Lemma 2.2.2
Jika ¢ dgn d adalah bilangan-bilangan bulat dan
¢ = dg + r dimana q dan r bilangan-bilangan bulat.
Maka ( e,d ) = ( d,r ) |
Bukti
Jika sebuah bilangan bulat e membagi ¢ dan d, maka karena r
= ¢ - dg , e membagi r ( menurut teorema 1.2.2 )
Jika e | d da e | r, maka karenna ¢ =dg + r , e | ¢
Karena pembagi persekutuan dari c¢ dan d sama dengan pembagi
persekutuan dari d dan r, maka (ec,d) = (d,r).

Selanjutnya kita buktikan Algoritma Euclid

Bukti : ( Algoritma Auclid )
Misalkan r™ = a dan r+«+ = b adalah bilangan-bilangan bulat
positif dengan a = b

Dengan menggunakan algoritma pembagian diperoleh :

ro = g+ rz . 0 = r2 < n

Tt T =g + 13 , 8 £ r3 < =z

r~2 = ri+ -1 + i , O = r; <€ ri-t
rr-4 = ¥-3 gn-3 4+ -2 , 0 = rrn-z { Pn-3
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Im-3 = -2 gn-2 4+ -1, 0 £ rn-1 ¢ -z
™m-2 = Ir1 gnie 4+ n , 0 = o < Pt
m-1 = ™ gn.

Dapat di asumsikan bahwa akhirnya dipercleh sisa nol karena

barisan a = 1 > 11 > rz > ... 2 0 tidak akan memuat lebih

dari a suku.
Dari lemma 2.2.2, diperoleh :

(ab)=(r , m)=(rt , et )

s, 2 3= ... = { rn-2
={(mt , m )= ((zrn, 0)=r1rn,
Jadi disini ( a , b ) = rm yaitu sisa yang terakhir vyang

tidak nol.

Contoch 2.2.1

Untuk menentukan ( 252 , 188 ) dapat digunakan

algoritma pembagian sebagai berikont -

252 = 1 . 188 + b4
188 = 3 . 54 + 38
94 = 1 . 36 + 18
36 = 2 . 18
Jadi ( 252 , 188 ) = 18

Pembagi persekutuan terbesar juga dapat digunakan untuk
menentukan eksistensi solusi bilanga bulat darli persamaan

ax + by = n seperti dinvatakan pada teorema berikut ini.
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Teorema 2.2.3
Persamaan ax + by = n mempunyai solust bilangan bulat

Jika dan hanye jika ¢ a , b D> | »

Bukti
Jika n = 0 , maka ax + by = 0 dan
( 0,80 ) adalah sebuah solusi trivial dan ( a , b ) | O
Sekarang andaikan n = 0O |
( => ) Andaikan ( 2 , b ) | ax + by
Haka ax + by = n tidak akan punya solusi
Kecuali bila ( a , b ) | n
( <= ) Andaikan ( a , b ) | n
Andaikan n = (a , b )} | m
Maka terdapat bilangan-bilangan bulat x dan o
sedemikian sehingga
(a,b) =Zax+bye
Dengan demikian :
n=¢(ax +by )m =axen +b ¥o Lo
Disinl x = x ne dan ¥y = yo m

adalah sebuah solusi.

Contoh 2.2.2
Tentukan sebuah solusi dari pérsanaan
533 x + 117 y = 65
Penyelesaian
Dengan menggunakan Algoritma Euclid diperoleh
933 = 117 . 4 + 65
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117 =65 . 1 4+ 52
| 65 = 52 . 1 + 13
52 = 13 . 4

Jédi ( 533 , 117 ) = 13 dan 13 | 865
Maka menurut teorema 2.2.3, persamaan
933 x + 117 y = 65 mempunyai sebuah solusi.
Untuk menentuksn solusi dari persamaan tersebut,
gunakan substitusi mundur dari algqritna Euelid sebagai
berikut :

13 = 65 - 52

65 - ( 117 - 65 )
=65 . 2 - 117

( 533 - 117 . 4 » . 2 - 117
=533 . 2 - 117 . 8

Jadi : 533 . 2 - 117 . 98 = 13

Kglikan persamaan diatas dengan 5 di peroleh

533 . 18 - 117 . 45 = 65

Disini x = 10 dan y = - 45 adalah

Sebuah solusi dari 533 x + 117 vy = 85.

SOLUSI UMUM DARI PERSAKAAN ax + by = n, n= 0

Jika ( % , y ) adalah sebuah solusi dari persamaan ax

+ by = ndan ( x , ¥y ) adalah solusi 1lainnya, maka Jjelas

¥y - ¥= -a -a / (a,b)
bahwa = - -
X —Xo b b / (a,b)
bt —-at
Atau X — X = dan v - ¥y =
(a,b) (a,b)
22 |
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Untuk svatu bilangan bulat t. Disini, sebarang bilangan

bulat t memberikan suatn solusi.

2.3. FAKTORISASI TUNGGAL

Definisi :
Sebuah bilangan asli kecuali 1 disebut bilangan prima
apabila bilangan tersebut hanya dapat dibagi oleh
bilangan itu sendiri dan 1.

Bilangan-bilangan prima yang terkecil adalah 2,3,5,7,11,13,

... 2 adalah satn-satunya billangan prima yang genap..

Definisi :
Sebuah bilangan asli yang bukan merupakan bilangan

prima disebut bilangan komposit.

Misalkan n adalah sebarang bilangan asli selain dari 1.
Maka pembagi terkecil dari n ( selain 1 ) haruslah sebuah
bilandan prima, sebut m. Jika n # p+ maka n / p: adalah
sebuah bilangan bulat > 1.
Dengan demikian terdapat bilangan prima yang 1lebih kecil
yang membagi n / pt ( boleh saja pz = m ).
Jika n * @ pz , maka terdapat bilangan prima terkecil yang
membagil bilangan bulat n / m pe dan sterusnya.
Setelah sejumlah hingga langkah, diperoleh :

o/ p R ...pn=1

Ataun n = m p ... p#
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1Dengan mengelompokkan bilangan prima - bilangan prima 'yang  ’

sama diperoleh :
if

p i1k
n - m Fet.z-.-i:kl.

dimana p , g2 , .. pk adalah bilangan prima - bilangan
prima yang berbeda dan i1 , i2 , ... ix « N. |
;nii ggz... pkm disebut dekomposisi keénonik
dari n.

Teorema 2.3.1 ( TEOREKA DASAR ARITMETIEKA )
Dekomposisi kanonik dari sebuah bilangan asli n ada dan
tunggai ¢ terhadap urutan faktornyae D dalam arti sebuah
bilangan asli tidak depat difaktorkan dalam lebih dari
satu bentuk vang benar-benar berbeda.

Bukti

Eksistensl dari dekomposisi kanonik telah dilengkapi oleh

- definisi sebelumnya.

Bukti ketunggalan

Andaikan ada dua dekompecsisi kanonik untuk n vaitu :

i1 iz ix
n = = -.. Pk

= @’ g2 ... ge**
dimana p~, g~ adalah bilangan prima
- Untuk setiap m , 1 £ m< k , diperoleh
pn | @™ g2 .. go®
Dan karena ( pr—-q ) = 1 untuk semna prima kecuali pn maka :

e | @ untuk suatu t , 1 < t =< 1

Karena pn» dan @ keduanya adalah bilangan prima maka pm = qt
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N i1 iz

Disini setiap bilangan prima yang ada pada e .
-~ ) . 2 .

p<'“ juga ada pada q' g2 ... q.

Dengan demikian k = 1 dan dekomposisi kanonik yang"kedua' -

: . . . L L Lk
dapat dituliskan sebagail : n = pti 522 ... Pk
. i i ik 1t 1 . 13
Sehingga. n = pt ... p = plip ... pk~
Sekarang andaikan o« > &t ¥ £t = 1,2, ... , k
n
maka bilangan bulat mempunyail dua komposisi yaitu
: pt .
. . it-1 tivd .
td 12 ik
R = = ... pt-2z pt+1 --. Pk
- plou. .. pt (-1t ). N pkik
Dekomposisi kedua memnuat bilangan prima pu- tetapi_

dekomposisi yang pertama tidak. Hal ini kontradiksi dengan
penyataan sebelusmnya.
Jadi o« = it untuk setiap t.

Dengan menggunakan teorema diatas, dapat diturunkan

suatu formula untuk pembagi persekutuan terbesar dalam

bentuk faktor prims.

Definisi
k -
Misalkan a = ptou pzaz pkak = I Pial
i=1
P _fi foxc kb1
b = pt = . Dk = n p;
i=1
k min (ai,31)
Haka ( a , b ) = n py n 271
_ i=1
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Contoh 2.3.2

24 = 2 . 3
180 = £ . F . s
Maka (24,180 ) =2 . 3

2.4. HASIL KALI PERSEKUTUAN TERKECIL

Definisi
Hasil kali persekutuan terkecil dari a dan b,
dilambangkan dengan hpt ( a,b ) atau [a,b], adalah

bilangan bulat positif terkecil vang habis dibagi oleh -

a dan b.

Contoh : 2.4.1

(24, 180 ) = 3680 karena 24| 3680 dan 180|360

PDefinisi :
1 k -4
Jika a = piai pzaz pkm = It pv]._m1 dan
i=1
p pe f Kk pi
b = B P, Py = M Pj
i=1
( dimana o, Q.dapat Jjuga nol )
k maks (ai,?i)
Maka [a,b] = M p "
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Sifat-sifat dari hasil kali persekutuan tefkecil

(i) r[a,b] = 2Bl
(a,b) _
(ii) jika a | m dan bl m maka [ a,b ] | m

(iii) L a, b, ¢ 1 = [a, [b,c] ]

(iv) [a 8 ...al=10a,[@[=a,.,..- ,.a_ » 2.1 1]
Teorema 2.4.1. ( Teorema Euclid )

Terdapat- tak terhinggae banyaknya bilangan prima.

Bukti _
Andaikan bilangan prima terhingga banyaknya.
Andaikan terdapat n bilangan prima sebut p,,.p,,... ., P
Pandang bilandan m = pp,... p,+ 1
Sekarang , m bisa merupakan bilangan prima atan m bilangan
komposit.
Jika m bilangan komposit, maka m harus dapat dibagi oleh
salah satu bilandan prima p .,p, ..., P_

hal ini tidak mungkin karena apabila m dibagi oleh D, atau

P

T atau P akan menghasilkan sisa satu.

Jadi m adalah bilangan prima

Jadi terdapat tak terhinggda banvaknya bilangan prima.

Lemmna 2.4.2
Misalkan a > 1 dan ¢ > 0
Maka a - 1 adalah bilangan komposit jika

a > 2 atau ¢ adalah bilangan komposit.
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Bukti :

a - 1 habis dinagi oleh a - 1

jadi jika a > 2 maka a- 1 adalah bilangan komposit.
Juga, jika c¢ adalah komposit, maka dapat dituliskan c = d e

dimana d > 1 , e » 1
Sehingga

B)d_l

= (a
Yang habis dibagi oleh a°~ 1 dan a5- 1= 1t

Karena a > i dan e > 1.

Definisi

n

Bilangan Hh = 2 -1 disebut bilangan Marsenne.

Henurut lemma 2.4.2, bilangan Marsenne Hn adalah
bilangan kompisit apabila n adalah bilangan komposit. Dan
Jika p bilangan prima maka Hp kadang-kadang Jjuga bilangan
prima dan disebut bilangan prima Marsenne seperti :

K = -1

M = 2 -1

Juga ﬁi, H? . M R H?, %9 semuanya adalah bilangan

3 adslah bilangan prima

H

7 wadalah bilangan prima

Lemma 2.4.3
Hisalkan a > 1 dan c > 1
maka a + 1 adalah bilangan komposit Jika a adalah
bilangan ganjil atau jika ¢ mempunyai faktor ganjil.
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- Bukti :

Misalkan a bilangan ganjil, katakan a = Zk + 1

Untuk k suatu bilangan bulat

Maka 2 + 1 = (2k + 1)° + 1

= 2K+ (T 2k 2 ) 2k

+
2 +1+1
- [ 2k]°+ (9 2™+ 42k 4 2
Yang habis dibagi oleh 2
Jadi a° + 1 adalah bilangan kompisit.
Sekarang misalkan ¢ mempunyai Ffaktor ganjil
Misalkan ¢ = ( 2k + 1 > d
Haka a7+ 1 = ( 2°)®* " * 4+ 1 habis dibagi oleh a° + 1
Jadi disini a° + 1 juga bilangan komposit.
Definisi :
Bilangan F = 27" 4 1 disebut bilangan Fermat.
Teorema 2.4.3. ( Teorema Dirichlet )
Sebarang ungkapan aritmatikae ¢ @ + n. D dimana ¢ a,b >

1, memuat tak terhingga banyaknya bilangan prima.

Kasus khusus dari teorema Dirichlet

ini dapst
dituliskan sebagai teorema berikut ini.
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Soal-soal

1. Tentukan pembagi persekutuan terbesar dari setiap
pasangan bulat berikut
(ay ( 15, 35 ) (b) (0O, 111 )

(e) (99, 100 ) (d) ( 100 . 182 )

2. Buktikan bahwa ( a,b ) = ( a , b+ ka ) untuk setiap
bilangan bulat k

3. Misalkan n adalah bilangan bulat positif
(a) Apakah ( n , 2n ) ?

(b) Apakah (n , n° ) ?
(c) Apakah (n , n+ 1) ?
{(d) apakah (n , n + 2 ) ?

4. Buktikan : Jika a dan b adalah bilangan-bilangan bulat
yvang tidak keduanya nol dan ¢ adalah bilangan bulat
yvang tak nol maka ( ca , ¢b ) = |c¢|]( a,b )

5. Buktikan bahwa jika a dan b adalah dua bilangan bulat

l1maka ( a+b , a-b ) =

sedemikian sehingga ( a,b )
1 ataun 2

6. Buktikan bahwa jika a,b dan ¢ adalah bilangan-bilangan
bulat sedemikian sehingga ( a,b ) = 1danc | a + b
maka ( c,a ) = ( e,b ) = 1

7. Buktikan bahwa jika a, b dan ¢ saling relatif prima maka
(a, bec)=2{(ab)(a,c)

8. Gunakan Algoritma Eunclid untuk menentukan
(a) ( 666 , 1414 )
(b) ( 20785 . 44350 )
(e) ( 981 , 1234 )
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(d) ¢ 34709 . 100313 )
é_ Gunakan Algoritma Eunelid untuk membuktikan
{'ﬁﬁ R {ﬁ—l y =1, dimana -fnadalah suku ke n dari
barisan Fibonaceci
10. (a).Téntukan bilangan—bilanéan bulat x dan ¥y sedemikian
sehingga 95 x + 432 y = 1
(b) Tentukan bilangan-bilangan bulat x , ¥y dﬁn z
sedemikian sehingga 35 x + 55 vy + 77 z = 1
11. Tentukan_solusi unum daril persamaan-persamaan berikut :
(a) 2072 x + 1813 y = 2849
(by 117 x + 54y = 203

12. Tentukan semua solusi dari persamaan

19 x+ 20y = 1808 , x>0, y=2 0O
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BAB III

" KORGRUENSI

3.1. PENDAHULUAN

Istilah kongruensi yang akan dibicarakan pada bab ini,
.banyak kegunaannya dalam teori bilangan. Istilah ini
diperkenalkan pada awal abad ke 19 oleh Karl Friedrich

Qauss, seorang matematikawan yang terkenal 'pada - zamannya.

Berikut ini diberikan definisi dari kongruensi itu sendiri.'

Definisi
Misalkan m adalah sebuah bilangan bulat. Dan jika a dan

b adalah bilangan-bilangan bulat, dikatakan a kongruen

dengan b modulo m jika m | a - b.

Jika a kongruen modulc m dengan b, maka dituliskan a

i
o
~

rod m ). Jikam 4 ( a - b ), maka dituliskan a = mod m )

dan dikatakan a dan b tidak kongruen modulo n.

Contoh 3.1.1

22 = 4 (mod 9 ) karena 9 | 22 - 4 = 18
3 = -6 (mwod 9 ) karena 9 | 3 - ( -6 ) = 8
200 = 2 ( mod 9 ) karena 9 | 200 - 2 = 198

13 = 3 ( mod 9 ) karena 89 + 13 - §5 = 8
Kongruensi sering kali muncul dalam kehidupan
sehari-hari. Misalnya pada kerja jam, digunakan modulo 12

dan 24 untuk jam, dan modulo 6 untuk menit dan detik. Pada
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kalender, kita memakai modulo 7 untuk hari-hari dalam
.seninggu, modulo 12 untuak bulan.

Dalam bekerja dengan kbngruensi, kita sering kali
‘perlu.'nentefjenahkannya ke dalam persamaan. Untuk itu,:‘

diperlukan teorema berikut :

Teorema 3.1.1
Jika a dan b adalah bilangan-bilangan dbulat, maka a = b
{ mod m 2 jilka dan hanya jika terdapat suatu bilangan

bulat k sedemikian sehingga a = & + kmn.

Bukti :

(=) Jikaa = b ( mod m ) maka mla - b yang berarti
terdapat sebuah bilangan bulat k sedemikian sehingga a - b =
kn atau a = b + knm

( = ) BSebaliknya, jika terdapat sebuah bilangan bulat k
dengdan a = b + kn.

Maka a - b = km

Yaitu m | a - b atau a= b ( mod n )

Contoh 3.1.2

18 = -2 (med 7 ) < > 18 = -2 + 3 . 7

Tecrema 3.1.2
Misalkan m bilangan bulat positif

Haka  RkRongruensi  module m adalah sSugt i relast
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Bukti
(1)
(i1

(1iii)

erkivalenst yaitu suatu relasi yang memenuhl
Cr2 Sifat refleksif :
Jika a bilangan bulat, maka a = a ¢ mod m O
Cii2 Sifat symetri
Jika a dan & bilangan bulat dengan a = & ¢ mod
m 2 maka b =a { mod m 2
Ciivo Sifat transitif

Jtka a , b , dan ¢ bilangan-bilangan bulat

dengan a = b (. mod m 2 dan b = ¢ ¢ mod m D

Maka a c ¢ mod m O

Jika a

a(modm ) karenam | a-a=20

Jika a=b ( mod m ) maka=mn | a - b

Jadi terdapat bilangan bulat k sehingga a - b = kh
atau b -a = ( -k ) m

Jadl terdapat bilangan bulat ( -k ) sedemikian
sehingga b - a = -k . mn. Yaitum | b - a

jadi b= a ( mod n )

Jika a = b (mod mn ) maka m | a - b

Yaitu terdapat k sedemikian sehindgga a - b = Kk, n
ataua:b-rkln.

Dan jika b=c¢ ( mod m ) makam | b - ¢

Yaitu terdapat kz sedemikian sehingga b - ¢ = kz m
atau b = ¢ + k2 m.
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Jadi a

b+ k nmn
1

- c 4-15 n + kin

c + (l% + E‘) n

Atau a - ¢

( k2+ LA AR
Atau m | a - ¢

Jadi a= ¢ ( mod m )

Dari teorema 3.1.2 dapat dilihat bahwa himpunan bi—
langan dibagi menjadi m himpunan yang berbeda yang disebut
dengan kelas kongruensi modulo ®, masing-masing himpunan mne-
nuat bilang&n—bilangan bulat yang saling kongruen modulo m.

Contoh 3.1.3

4 kelas kongruensi modulo 4 adalah sebagai berikut :

.= -8=-4=0=4=8= ... ( nod 4 )
= -7=-3=1=5=9= ... ( nod 4 )
= -6=-2=2=6=10= ... {( nod 4 )
=-5=-1=3=7=11= ... ( nod 4 )

Andaikan m sebuah bilangan bulat positif, dan diberikan
sebuah bilangan bulat a , dengan menggunakan algoritma
pembagian diperoleh a = bm + r dimana 0= r= m - 1. Kita
katakan r adalah sisa tak negatif terkecil dari a mod m dan
dinotasikan dengan r = a mod m yang menyatakan bahwa 1r

adalah sisa vang diperoleh bila a dibagi dengan n.

37



Contoh 3.1.4
17 mod 5 = 2
-8 mod 7 = 6
Jadl dari persaman a = bm + r, diperoleh a = r(mod m)
Disini setiap bilangan bulat adalah kongruen modulo m dengan
salah satu bilangan-bilangan bulat 0, 1, .., m-1 yaitu sisa

dari bilangan tersebut apabila dibagikan dengan m.

Definisi
Sebuah sistem 1lengkap dari residu modulo = =adalah
sebuah' himpunan bilangan bulat sedemikian sehingga
setiap bilandgan bulat kongruen module m dengan salah

satu bilangan bulat pada himpunan tersebut.

Contoh 3.1.5
Himpunan bilangan-bilangan bulat { 0,1,2, ..., =m-1 }
adalah sebuah sistem lengkap residu modulo m dan

disebut residu tak negatif terkecil modulo m.

Contoh 3.1.6
Misalkan m bilangan positif ganjil

KMzka himpunan bilangan-bilangan bulat

n - 1 -n -3 m - 3 m — 1
—2_ ) 2 3 = 3 -110313 - 3 2 2 2

disebut himpunan motlak terkecil residua modulo m, daﬁ

adalah sebuah sistem lengkap residu modulo m.
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Teorema 3.1.3

Jika 2, b, c dan m adalah bilangan-bilangan bulat dengan

m > O sedemikian sehingga a = b € mod m D

Maka @ (L2 a +c = & +c  modm D
(it a - = B ~-~c¢c C mod m 2>
CLii> ac = be ¢ mod m 2
Bukti :

A1) Karena‘a

b(mod m)maka m | a - b
Dan kita tahu bahwa a - b= (a+¢ ) - (b +c)
jadi m | a - b - (a+ec)-(b+c)
Jadi a+ ¢e = ( b+ ¢ ) ( Rod n )}

(1i) Juga a - b =(Ca-¢)-(b-2¢)
Sehingga bilam | a - brakam | (a -¢)-(b-c¢c)
Jadi a - ¢ = be ( mod m» )

(iii) Diketahui bahwa ac - be = ( 2a - b ) ¢
Karenam | a -brakare| (2a-b)ec

Jadi ac = be ( mnod m )

Contoh 3.1.7

Karena 18 = 3 ( mod 8 ), maka menurut teorema 3.1.3
26 = 19+ 7= 3+ 7= 10 ( mod 8 )

15 =189 ~4=3 -4= -1 ( mod 8 )

38 = 19 . 2= 3 2=6 ( nod 8 )
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Contoh 3.1.8
Diketahui bahwa 14 = 7 . 2= 4 . 2= 8 ( mod 6 )

tetapi 7T = 4 ( mod 6 )

Contoh diatas menunjukkan bahwa kongruensi memperta-
hankan operasi pembagian dengan bilangan bulat. Walaupun
demikian, teorema berikut menyatakan kongruensi bila kedua

ruas dibagi oleh bilangan bulat yang sanmna.

Teorema 3.1.4.
Jika @, b, ¢ dan m adalah bilangan-bilangan bulat

dimana m > 0 , d =¢C ¢ , m 2D dan ac = be ¢ med m 2 moako

a=b ¢ mod Tod D

Bukti

Jika ac = be ( nod m ) maka m| ac - bec = ( a-b )¢

Yaitu terdapat sebuah bilangan bulat k sedemikian sehingga {
a-b)c=knm

Dengan membagil kedua ruas dengan d diperocleh c/d (a-b) =
k ( ®/d )

Karena ( °/d , ®/d ) = 1 maka "/d | a - b

Jadi a =b ( mod /d )
Contoh 3.1.9
Karena 50 = 20 ( mod 15 ) dan ( 10 , 15 ) = 5

15

maka 5 2 ( mod /5 )

Il

2 ( mod 3 )
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Akibat 3.1.5

Jika a, b, ¢ dan = adalah bilangan-bilangan bulat

dengan m > O dan ( ¢ , m ) = 1 dan ac

be ( .nod R )

maka a=b ( mnod n )

Contoh 3.1.10

Hi

Karena 42 7 {(wmod §$ Ydan ( 5 , 7 )

"
[

i

naka 6 1 ( mod 5 )
Teorema 3.1.86
Jika a, b, ¢, d dan m adalah bilangan-bilangan bulat

depgan m > O dan a=b { mod m 2 , ¢c =d ¢ mod m D

maka
Cio a +ec =b +dd{ modm D
il a-¢c=b -d < mod m D
CiiiD ac = bd ¢ mod m 2
Bukti
Earena a = b ( mod m Ydan ¢ = d ( mod m» )} maka berarti
bahwa ®m | a - b dan m | ¢ - d yaitu terdapat

bilangan-bilangan bulat k dan 1 yvang memenuhi a - b = km dan
¢ - d = 1m.
(i) Untuk membuktikan (1) ditorunkan langsung daril kesamnaan

(a+c - (b+d)

(a-b)+ (c-~-d)

km + 1m

(k+1)nm
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Jadi disinim | (a+¢c )~ (b+d)
atau a + ¢c=b+d ( modm )

(ii) Dan (iii) dapat dibuktikan'dengan cara yang sana_dené#n
ﬁenggunakan kesamaan-kesamaan | |
(a-e¢)Y-(b-d)Y=(a-b)-(c-d) dan
ac - bd = ac — be + be - bd | |

. Teorema 3.1.7

Jitka @ . b, k dan m adalah bilangan-bilangan bulat

dimana k > o , m > o dar a =5 ¢ mod m 2
makao dk = bk ¢ mod m 2
Bukti :
Untuk pembuktian teorema ini dapat digunakan prinsip

induksi natematika dan teorema 3.1.6.

Dan diserahksn pada pembaca sebagai latihan.

Teorema 3.1.8 ( TEOREMA KECIIL FERMAT )
Jika o adalah bilangan asli dan p bilangan primae mnoka

ap = a ¢ mod p 2

Bukti :

Untuk pembuktian teorema ini dapat digunakan prinsip induksi
"matematika pada a.
Untuk a = 1 , a = 1 ( mod P )

Andaikan a = a { mod p ) untuk a < n
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Pandang a = n + 1

Maka menurut teorema binomisl

p_ P _ _p p p-t p .
a—(n+$)—n+[i]n +...+[p_1]n+1
Dan setiap koefisien binomiatl [ i ] habis dibagi oleh p

Jadi (n + 1 )p = o+ 1 { mod p )

= n+ 1 ( mnod p )

( karena i = n ( mod P ))

dan buktl selesai

Rasus-kasus dari teorema ini adalah

-1
ap =

1 (mod p ) jika ( a , p ) = 1 , akibat langsung dari
- teorema 3.1.5. |

Contoh 3.1.11

Tentukan F°° { mod 11 )

Penvelesaian :
Menurut fermat teorema -
37° =1 ( nod 11 )
FoL _ C 310 )zo _ 120

{ mod 11 )

=1 ( mod 11 )
Jadi ¥°* = 3 ( mod 11 )

Befinisi

Misalkan n bilangan asli dan nisalkén g { n 3

nelambangkan banyaknya bilangan bulat t sedemikian

sehingga
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(1) 1= t=n

(ii1) (t, n) =1

Maka fungsi © : N —> N disebut fungsi Euler atau
‘ fuhgsi g |
Misalnya B (1Y =1; (1,1)=1

D (2)=1; (1, 2)Y=1

@ (10) = 4 karena ( 1, 10 } = 1 , ( 3, 19 ) =
1, (7, 10)=1¢¢898, 19 Yy =1

dan 9 {p} =P -1, p bilangan prima

Teorema 3.1.9 ( teocrema Euler )

Jika ¢ a , m> =1 maka a® ™ =1 ¢ mod m >

Kasus khusus dari teorema Euler

Jika m = p , bilangan prima, maka © (p) = p - 1 dan
a2P = Pt o 1 ( mod p ).

Ini juga merupakan kasus khusus dari teorema kecil fermat.
Pada tahun 1770, Wilson mengemukakan bahwa jika p
| bilangan prima, maka

(p-1) +1
P

adalah sebuah bilangan bulat

' t
atan ( p - 1 3" + 1 habis dibagi oleh p atan juga

(p-13"!=2=-1(nmnod p ).
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Teorema 3.1.10 ( Teorema Wilson 3

Jika p bilangan pr.ima, maka ¢ p =~ § O 1 = -1 ¢ mod p >

Bukti :
Mudah untuk melihat untuk p = 2 da'n.3

2,(2-1)t=1=-1(moed 2)

P
p=3,(3-1)1=2=-1¢( nod 3 )

Andaikan p = 5 adalah bilangan prima jika 2 < a<op - 2
Maka terdapat a secara tunggal dengan 0 < a' ¢ r sedénikiaﬁ
sehingga aa = I ( mod p ) -.
‘Karena 2 =1 ¢ mod p )

(' kasus khusus teorema fermat )

Maka a° > akan menempati posisi a' atau mewakili kelas
kongruensinya yaitu antara C dan p - 1

Lebih khusus lagi, a° Z 0 ¢ mod P )

karena aa1 = 40 ( mod p )

Juga a =z p-1¢ mnod p ) karena jika =&

1 ( mod p )

Juga a2 Z=p-1(modp ) karena ( p - 13> =1 ( mod p )

Tetapi a < p - 2
Juga a % g { mod p ) karena jika a' = a {( mod p )

2
maka a

mn

1 { mod p )

Jadip| & -1 atau p | (a+1)(a-~-1)
Jadi p | a + 1 ataup | a - 1
tetapi 1 £ a - 12 p - 3

Jadi p 4/ a - 1

Dan 3% a + 1= p -1
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Cjadip# a+ 1 |

‘Sehingda p - 3 adalah bilangan genap antara 2 dan'p - 2 yang =
apabila'di pasangkan_adalahri%- (p - 3 'pasangah, yané .
hasing—nasingnya adaleh 1 ( mod p )

JadiC B - 1) 8= (p - 1) p-2)3.2.1

p-3 ‘
(p~-131 2 .1 ( modop )

I

(9—1)(.m0dp)

it

= -1 ( nod p )

Akibat (Corollary) 3.1.12

(p-13!= (p-1)modp _
(P-2)!= 1(modp ) (karena ( p-1,p ) =1)
Teorema 3.1.12

| Jika a = b Cmdmi),azb(mdmz),...,az b
Cmod m O dimana «, b, Mp» My ..., mk  adalai
&illangen-bilangan bula: dengan M M mk bilangan
bulat positif nwakaczsb(’mod(mi, " . mk))
dimana ¢ Mos M_a L, " 2 adalah pengali persekutuczn_
terkscil dart Mmoo s omy

3.2. KONGRUENSI LINIER
Sebuah kongruensi yang berbentuk ax = b ( mod =m )

dimana x adalah peubah bilangan bulat, disebut kongruensi
linier dengan satu variabel. Pada bagian ini kita akan

melihat bahwa mencari solusi dari kongruensi 1linier, =ama
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halnya dengan mencari solusi dari persamaan linier atéu-
disebut juga persamaan Diophantine 8x + my = b.

Dari teorema 2.2;3 kita tahu bahwa persamaan ax = ny i' b
nempunyai solusi apabila ( 2 , m ) | b |

Seka:ang, vang menjadi pertanyasan adalah, adarberapa ban?ak'
solusi dari kongruensi linier ax = b ( mod mn )

Teorema berikut ini menyatakan kapan sebuah kongruensi
linier punya solusi dan ada berapa banyaknya solusi

tersebut.

'Téorema 3.2.1
Misalkan a, b dan m adaleh bilangan-bilangan bulat
dimoena m > O dan (. ¢ , m 2 = d
Jika d §+ b , maka ax = b ¢ mod m > tidak punya solust.
Jika d | b maka ax = b { mod m D mempunyai d solusi tak
kongruen modulo m.
Bukti :
Kongruensi linier ax = b ( mod & ) ekivalen dengan persamasn
diophantine ax — my = b
- Bilandan bulat x adalah soclusi dari ax = b ( mod = ) Jika
dan hanya terdapat sebuah bilangan bulat y dengan ax-my = b
Henurut teorema 2.2.3, jika d f b, maka persamaan ax - my =
b tidak punva solusi
Dan jika d'ﬁ b, terdapat tak hingga banyaknya solusi yang‘
diberikan oleh

=x0+ (®/d )t ,v=v0+ (3d )t
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dimana X = xo dan ¥y = yo =adalah solusi kﬁﬁsus dari
persamaan.
ﬁilai x vang diberikan oleh x = x0 + (®/d ) t adalah éolusi
dari kongruensi linier dan terdapat tak terhinggﬁ banYakﬁya.
Untuk nenentukén berapa banyak solusi vang tak. kongruen.
‘Maka pandang dﬁa buah solusi yaitu :
| xizx@+("/d)t1'danxzzxf;:+(“/d)tz
Jika kedua solusi ini kongruen maka _
xO+('f/d)tisxo+(”fd)tzcnodn)
Atan -
(®/d)t,=C%d)t, ( mod m )
Sekarang ( "/d , m ) = "/d karena ®/d | =
Jadi banyaknya sclusi tak kongruen adalah d vaitn dimana

nilai t terletak antara 0O , i, ..., d -1

Contoh 3.2.1
Untuk menentukan solusi dari 9x = 12 ( mod 15 )
Pertama perlu dilihat bshwa ( 9 , 15 ) = 3 dan 3 | 15
Jadi persamaan 9x = 12 ( mod 15 ) punya 3 solusi.
Untuk menentukan solusi-solusi ini, pertama diecari duln
solusi khusus dari persamaan
9% - 15 y = 12

Dengan algoritma Euclid diperoleh -

15 = 89 .1+ 8
g = 8.1+ 3
6 = 3 . 2
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Jadi 3 = 9-6 = 9@-(15-98) = 9.2 - 15
‘Jadi 12° = . g .8 - 15 . 4
- dan kq":' 8 dan yo = 4 adalah sebuah solusi khﬁsus :

dari persamaan 8 x - 15 y = 12

Ketida solusi tak kongruen dari 9x = 12 ( nod 15 )

adalah -
x = ko = 8 ( mod 15 )
X = x0+ 5 = 13 ( mod 15 ).
Xx = xo + 10 = 18 ( mod 15 )

Selanjhtnyﬁ akan kita tinjau bentuk khusus déri
kongruensi yaitu ax = 1 ( mod m ). Dari teorema 3.2.1 .kita
tahu bahwa kongruensi ini punya solusi jika'dan hanya jika

._(a,n) = 1 , dan semua solusi dari kongruensi ini adalah
. kongruen moduloc m.

Definisi
Diberikan sebuah bilangan bulat a dengan ( a , m ) = 1
Sebuah solusi dari ax =1 ( mod m ) disebut inversi
dari a ( mod m )

Contoch 3.2.2
Karena solusi dari 7x = 1 ( mod 31 ) memenuhi x= 9§ ¢(

"mod 31 3} , maka S dan semua bilangan bulat yang

kongruen dengan 9 ( mod 31 ) adalah invers dari

7 ( mod 31 )
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Apab11a d1ketahu1 sebuah 1nvers dari a ( mod n ) R kita-

dapat nenggunakannya untuk menyelesaikan sebarang kongruen31"

'ax b ( mod m ).

Cafanya adalah sebagai berikut . Misalkan a adalah invers

dari a ( mod m ) . jadi aa = 1 ( mod = )
Hzaka jika ax = b ( mod m ) , kita dapat nengallkan kedua
ruas dengan a untuk memnperoleh X = ab ({ mod » )

Contoch 3.2.3
Untuk menentukan solusi dari 7x = 22.( nod 31') kalikan
kedua ruas dengan 8 yaitu invers dari 7 ¢ noa_ 31 )
untuk memperoleh

X = 198

]

12 { mod 31 )
Jadi disini, jika ( a , m ) = 1, maka kongruensi linier ax =

b ( mod m ) mempunyai solusi tunggal modulo =m

Contch 3.2.4
Untuk menentukan semua solusi dari 7x = 4 ( mod 12 ),
diketahuai bahwa ( 7 , 12 ) ? 1, maka hanya terdapat
satu solusi.
Untuk menentukan solusinya, kita hanya perln menecari
sebuah solusi dari persamaan diophantine 7x —l12y = 4.
Algoritma Euclid memberikan

12 =7 .1+ 5

7=5 .1+ 2

5 2 .24+ 1
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Jadi 1 =5~ 2 _ 2

5-2(7-5)=5.,3-7.2

1l

(12-7)3-7.2=12.3-7 .5
Jadi 1 =12 - 3 - 75

Dan

Il

4 =12 .12-7 .20

Jadi X = - 20 dan y = - 12 adalah solusi dari
persamaan diophantine 7x - 12y = 4
Dan dengan demikian X = - 20= 4 ( mod 12 ) adalah
- solusi dari 7x = 4 ( mod 12 ) |
'Selanjhtnya kita ingin mengetahui, bilangan-bilangan

bulat mana saja vang inversnya adalah bilangan tersebut (

mod p ) dimana p adalah bilangan pPrima.

Teorema 3.2.2
Hisalkan p bilangan prime. Bilangan bulat positif a
adalah invers deri ¢ ¢ mod p O Jika dan hanya jika a =
1 C mod p O atau a = - £ ¢ mod o 2

Bukti :

" Jika a= 1 ( mod p ) atau a

-1 ( mod p )

Haka a.a = a? =1 {( mod p )

Jadi a adalah invers dari a ( mod p )

Sebaliknya, jika a adalah invers dari a ( mod p )_naka a =

1 ( mod p )
Yaitup | a2 ~1=(Ca-1)(Ca+1)

Disini p [ a - 1 ataup | a + 1
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Yaitu a= 1 ( mod p ) atan a = - 1 (_ mod p )

. 3.3. SISTEH KONGRUENSI LINIER SIMULTAN
| Pada bagian iﬁi dan bahagian selanjutnyaf .akan
didiskusikan sisteﬁ kongruensi linier siﬁultan. |

~ Akan dipelajari sisten.kongruensi dengan éatu variabel dan
module yang berbeda. Sistem ini muncul di Cina ‘uhtUk-
nenjawab'pértanyaan : Tentukan sebuah bilangan yang apabila
dibagi tida penberikan sisa 1, dan memberikan sisa 2 bila .
'dibagi dengan 5, dan bila dibagi 7 memberikan sisa 3. |
,Béntnk 'pertanyaan ini, apabila dibuat dalan bentﬁk

kongruensi adalah sebagai berikut :

X = 1 ( mod 2 )
X = 2 {( mod 5 )
X = 3 { mod 7))

Berikut ini, diberikan suatn metoda untuk mencari sclusi
dari sistem kongruensi linier simultan diatas.
Teori untuk mencari solusi dari sitem ini diberikan dalam

bentuk teorema berikut.

Teorema 3.3.1 ( Teorema Sisa Cina )
MHisalkan My s oL, m adalah bilangan—bilangan buldrt
positif vang relatiyf primea berpasangan,
Maka sistem kongruenst
x = aic'mdml).

x = a  mod m D
z 2
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/

X = a ¢ mod mo D
r r

' Mémpunyai'solusi'tunggal moduloe M = mom, Lo
. r
Bukti
Misalkan n, :_l'lll_i TREm, ... R B ... M

Sehingda mj | ni bila 3= 1 8 (mi , ni ) = 1
Karena ( mj , nj » =1 untuk setiap j , maka terdapat 'xj'
sedemikian. Sehingga nj xj = aj ( mod mj ).

Selanjutnya pandang x = n x + n,oxX + ... 4 n_x

Karena mj | ni xi . Untuk J # i, maka

X R xj ( mod mj )
= aj ( mod mj ) untuk j = 1,2, ..., r

Disini x adalah solusi simultan dari sistem r kongruensi
untuk membuktikan ketunggalan solusi, misalkan x dan ¥
adalah dua solusi dari sistem T kongruensi, maka

X = v (mod 8j ) untuk j = 1,2, ..., ¢
Dan karena ( mi, mj ) = 1 Untuk i = 3
maka x = y ( mod r )

Jadi solusi dari sistenm kongruensi 1linier simultan adalah

tunggal.

Centoh 3.3.1
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, Selesaikan sisten‘kongruensi linier simultan

) adalah
) .

) adalah
)

) adalah
J

dari kongruensi

X = 1 ( mod3)
X = 2 (mod5)
x = 3 ('nod-f )
Penﬁeleéaidn.:
.‘H':3.5 7 = 105
n= m = 1053 _ 34
n,= %m, = 1095 _ 5
n, = m, o= 1054 - 45
Solusi dari 35 X = 1 ( nod 3
X = 2 ( mod 3
Solusi dari 2% x, = 2 (mod 5
X, = 2 (mod 5
Solusi dari 18§ X, = 3 ( mod 7
X, = 3 (mod 7
Jadi X = n x +n x, +n x
= 35 .2+21 .24+ 15 . 3
= 157
= 52 ( mod 105 )
Jadi x = 52 adalah solusi
simultan X = 1 ( mod 3 )
X = 2 ( mod 5)
x = 3 (mod 7 )
Karensa 92 = 1 ( mod 3 )
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52 = 2 (.mod 5 )
92 = 3 (mod 7 )

Akibat (Corollary) 3.3.2

" Jika ni, n

,» -+., m,  adalah bilangan-bilangan bulat

‘_yang relatif prima berpasangan maka' sistem kongruensi'

: 1inier
aj x = bj (mod mj )untuk j = 1, 2, ..., -r
dapat diselesaikan secara simnltan mod M = B Wb o...®

Jika dan hanya jika ( aj, mj )} | bj untuk setiap j.

Contoh 3.3.2
Sistem kondruensi linier : 7x = 22 ( mod 31 )
2x = 1 ( mod 3 )

nempunyal solusi simultan karena
(7,31 )| 22dan ( 2, 3) | 1
Dan sistem diatas ekivalen dengan :

x = 12 { mod 31 )

x = 2 ( mod 3 )
Dengan menggunakan teorema sisa Cinsa diperoleh solusi

X = 74 ( mod 83
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Soal-soal

1

. Buktikan bahwa jika a bilangan genap, maka

aZEO(mod'ij

dan jika a bilangan ganjil maka 8 =1 ( mod 8 )

Buktikan bahwa hasil kali dari 3 bilangan bulat berurutan

=0 ( mod 6 )

Buktikan bahwa :

a. Jikan > 0dann | mdan a=b ( mod m ) maka a= b
( mod n_)

b. Jika ¢ > o dan a= b { mod m ) maka se = be ( mod me >

. Buktikan bahwa jika a2 = b ( mod ¢ ) maka ( a,c ) = (B,céi-ﬁ

Buktikan bahwa untuk setiap bilangan ganjil a,

a = 1( mod 2™

. Tentukan semua solusi tak kongruen dari kongruensi

berikut
a. 5x = 6 ( mod 7 )
b. 6x = 7 ( mod 8 )
c. 7x = 8 ( mod 9 )
- d. 2x = 0 ( mod 4 )

Buktikan bahwa jika ( a,m ) = 1, maka kongruensi ax = b (
nod m ) mempunyai sclusi
& mi—1

I=-g35 b dimana o {m) adalah fungsi Euler

Tentukan solusi simultan dari sistem kongruensi berikut

a. ¥x = 11 ( mod 17 ) b. x = 2 { mod 3 )
x = 17 ( mod 11 ) _Zx = 3 ( mod 5 )
3x = 4 { med 7 )

il



9. Tentukan bilangan positif terkecil sedemikisn sehingga -
apabila bilangan tersebut dibagi oleh 10, 13, dan 17
‘memeberikan sisa 3, 11, 15 masing-masingnya.

lﬁ.Selesaikan sistern kongruenéi‘

7x = 47 ( mod 55 )

13x = 87 ( mod 128 )
-17x = 49 ( mod 73 )
“16x = 8 ( mod 237 )
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BAB IV
FURGSI MULTIPLIEKATIF

' 4,1; ‘Fungsi Phi - Euler

Fungsi Phi - Euler mempunyai sifat bahwa nilai fung-
sinya yaitu @ (n) adalah hasil kali nilai-nilai fungsi
tersebut pada pfm'dinana pi-adalah bilangan prima dan
n =-10n piat.
Fungsi-fungsi dengan sifat seperti diatas disebut fungsi
maltipiikatif. Pada bab ini akan ditunjukkan bahwa fungsi
phi - Euler adalah fungsi multiplikatif. Dari fakta ini
akan diturunkan sebuah formula untuk nilai fungsi ini
berdasarkan pada faktor-faktor primanya. Dan selanjutnya
akan dipelajari fungsi-fungsi multiplikatif lainn?a,_
termasuk fungsi banyaknya pembagi dan fungsi jumlah peabagi.

Berikut ini diberikan sebuah definisi.
Definisi
Sebuah fungsi aritmatika adalah sebuah fungsi yang

terdefinisi untuk semua bilangan bulat positif.

Fungsi multiplikatif adalah fungsi aritmatika yang neppunvai

sifat tertentu.
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inefinis;‘}'
| 'Sebuah'fungéi'aritnatika disébut  fungsi nultiplikatif
‘jika F(mn) = £ (m) £ (n) dinaﬁa ﬁ dan n bilangaﬁ—
.bilangan bulat dan m,n relatif prima. Dan sebuah fungSi
aritmatika disebut fungsi maltiplikatif lengkap jika

f (mn) = f (m) ¥ (n) untuk setiap bilangan-bilangan

. bulat m dan n.

Contoh 4.1.1

a. Fungsi f (n) = 1 V¥n adalah fungsi multiplikatif
lengkap karena f (mn) = 1 = 1.1 = f (m) f (n) ;

»

VYo, n

'b. Fungsi f (n) = n adalah fungsi multiplikatif lengkap

karena f (mn) = mn £ (n) £ (n) ¥ m, n

Jika f adalah sebuah fungsi multiplikatif, maka kita dapat
mencarl sebuah formula sederhana untuk f (n) dalam faktor—‘

 faktor prima dari n.

Teorema 4.1i.1

Jika f adalah fungsi multiplikatif damn n = p*p
.- qﬁr adalah faktor-faktor prima dari n, maka

Fom) = £ (™) £ (@, ... f (")

_Bukti ( Dengan menggunakan Prinsip Induksi matematika )

Jika n mempunyai satu faktor prima maka n = pj“ untuk

E_suatu bilangan prima
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Dan £ (n) = £ (p**)

1

Andaikan n mempunyai k faktor priﬁa yang'berbeda yaitua

. n: _ pia.j. lifzc'z ] pkak dan |
F() =T ™ £ @) ... ™) |
_Seﬁarang andaikan n = p:"i pzaz . pkak pk*':kﬂ
Ka:en_a' f multiplikatif dan ( A S | pk“",
pk+1qk+1) -1 )
Maka £ (n) = £ (0, 5, ... p,™) £ ( p_, ")

Dan dengan menggunakan hipotesis induktif, diperoleh

ak+1

£ () = £ (™ f &, ... f ™) ()

Teorema 4.1.2

Jika p bilangaen prima, make © (p> = p—f;

- Sebaliknya, jika p bilangan bulat pOEitif dengan:ﬁ ép§ 

= p-i maoRa p adaloh bilangan prima. |
Bukti
Jika p bilangan prima, maka setiap bilangan bulat positif
vang lebih kecil dari p relatif prima dengan p
Kareha terdapat p-1 bilangan bulat positif yang akan 1lebih
kecil dari p maka © (p) = p-1.
Sebaliknya, Andaikan p bilangan komposit, maka 7d , 1 ¢ d <
p dan d | p. Jadi sekurang-kurangnva terdapat satu diantara
p-1 bilangan bulat 1,2, ... , p-1 yaitu d yang tidak relatif
prima dengan p.
‘Jadi @ (p) £ p-2 (kontradiksi). Jadi pengandaian p komposit

salah. Jadi haruslah p bilangan prima.
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Teorema 4.1.3
| Misalkan § adalah bilangan prima. dan a sebuah ba_sz_gan |
buldt_:positif. Haka'-.la cp"g = p* -
Bukti T |
Bil’aﬁga_n bulat positif < ;;* yang tidak relatif prima ' dengan
©° ‘adalah bilangan-bilangan yang habis dibagi oleh p.
'Bilangan-bilangan tersebut adalah kp dimana 1< k < p°*
'::Dan'terdapat sebanyak ﬁrd.bilangan—bilangan tersebut;
Jadi terdapat-pﬁ - o bilangan yang 1lebih kecil dari p
yvang relatif primas dengan po.
 Jadis (%) = p° - P
Céntoh > 4.1.2
Dengan nehggunakan teorema 6.3 , diperoléh bahwa
8 (5°)y=5 - & = 100
o ¢ 2*%) = 2'° - & = 512
e g ( 11%) = 11* - 11 = 110

Untuk menentukan formula © (n), bila diterikan faktor—faktor

primanya, cukup ditunjukkan bahwa © adalah multiplikatif.
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. 'Contoh . 4.1.3
 HWisalken m'= 4 dan n = 9 sehingga mn = 30.
Berikut ini kita tuliskan bilangan-bilangan dari 1

sampai 36

1 5 8 . 13 17 21 25 28 33
2 8 10 14 18 22 '25 | 30 34
37 11 15 19 23 .23 31 35
4 8

12 16 20 24 28 32 - 36

Dari daftar bilangan-bilangan diatas, tidak ada
bilangan-bilangan yang terdapat pada baris kedua dan ke-
empat yvang relatif prima déngan'36. |
Sekarang perhatikan bilangan~bilangan pada baris.perﬁa—.
ma dan ke tiga. Semua bilangan tersebut relatif prima
dengan 4. Dan 6 bilangan pada baris pertama, _Juga 6
bilangan pada baris ketiga relatif prima dengan 36.
Jadi ada 12 bilangan yang relatif prima dengan 36 yaitu

2.6. Jadi disini © (36) = 2 . 6 = © (4) & (9).

Teorema 4.1.4
Misalkan m dan n adaloh bilangan bulat positif dan m,.n
relatiy primae yattu ¢ m , n > = 1
MHara O (mnd = @ Cmd B Cno

Bukti :

Tnliskan Senaa.bilangan—bilangan baulat positif £ mn sehagai

berikut :

62




2 n+ 2 2m + 2 {(n-1)m+ 2
3 2+3  2n+ 3 (n-1)m+ 3
T mn+r 2m + r {(n-1 )mn +r
n 2n 3n nn

Sekarang andaikan r bilangan bulat positif dengan r < m
dan ( r,m ) = d > 1. MKaka tidak ada bilaﬁgan vang
terletak pada baris ke r yang relatif prima dengan =mn,
karena setiap elemen pada baris ini dapat dituliskan
dalam bentuk km + r , 0= k = n-1.

dan d | ke + r karena d | mdan d | r.

Jadi untuk mencari bilangan yang relatif prima dengan
mn dari bilangan-bilangan pada daftar di atas, kita
hanya perlu memperhatikan baris ke r dimana ( m,r ) =
1. Jika ( m,T ) = i dan 1 £ r = =, harus ditentukan
berapa banyaknya bilangan bulat pada baris 1ini yang
relatif prima dengan mn.

Elemen-elemen pada baris ini adalah -

r,m+r ,2n+1r, ..., (n-1%@m+r1r

Karena ( m , r Y = 1 maka setiap bilangan ini adalah
relatif prima dengan m. Dan terdapat © (n) bilangan
pada baris ke r ini yang relatif prima dengan n

Kafena ke © (n}) bilangan ini Jjuga relatif prima dengan
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'm, maka bilangan-bilangan ini relatif prima dengan mn.
Kareﬂa~a¢a © (m) baris yang memusat © (n) bilangan bulat

‘vang relatif prima dengan mn maka ¢ (mn) = & (m) @ (n).

. Teorema 4.1.5

Misalkan n = pm po'z pak-

. > 5 adataﬁ‘_ faktqr?faktor '

prima dart bilangan bulat positif n

Ha}qa@fn)=n[r-L][f—L]... ['f—-f—]
p1 P2 : Pk

"Bukti -
" Karena B'ndltiﬁlikatif, naka

1

em =0 (p¥ e (p>) ...0(p*)y

:Dan‘nenurut teorera 4.1.3,
ai atl

e p® > = p™-p* " untuk ‘i = 1,2, ..., k.

1"

_ ai 1
S G

Jadi B (n) = p1°‘[1 - %1] pzcz[l - —é—e] .o [1 - —1—)
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Contoh 4.1.4

‘ Dengan'nenggﬁnakan tebrena- 4.1.5, dipercléh_bahwa

“o(100) =0 (2 . &) = 100 (1-5)[-+ ]
= 40 :

“dan’ |

o t?'zo}zra(z‘:fs):vzo [1* —%_] :[1— %]

H il
-t ~]
o 4,1
3% o
NlH
wlm
|

' Téorena 4.1.6
Misalkan n bilangan bulat posiitif dan n > 2

Maka © (n2 adalah bilangan genap.

Bukti -
Andaikan n = pi“pzo'z pk“k adalah Ffaktor-faktor prima
dari n.
k ai
Karena © multiplikatif, maka © (n) =7 © (pi )
' i=1

"Dan menurut teorema 4.1.3, diperocleh bahwa

3_ [pi.al_]: _piaL—i [pL _ 1 ]

Disini © {p;ﬂ]adalah genap apabila pi bilangan prima yang

ganjil karena pi-1 genap atau jika
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P ; 2 d§h ai > 1 maka p;%%?adalah‘EEnap.
Kafeﬁa ﬁ 5'2, maka salah sétu‘dari-kondisi di‘afas- dipenuhi
.oléh n. Dengan dénikian, %) [qfﬁ] genap untuk sekurang—
kurangnya satu dari sslah s&tu bilangan i , 1 £ i ﬁ.k
Jadi © (n) adalah genap. |
Hi;alkan f adalah fungsi aritmatika |
Maka T f (n) adalah jumlah nilai-nilai f pada .
 din : ' ‘
Semua pembagi positif dari n.
Cbhtqh 4.1.5
| Jika f adalah sebuah fungsi aritnatika,_nakﬁ
Lf(d) = £(1) + £(2) + £(3) + £(4) + £ (8) + f (12)
Dan T d =Y + Z +F + & + & + 17

df 12
=1+4+ 9+ 16 + 36 + 144 + = 240

Teorema berikut menyatakan bahwa n adalah jumlah dari-

nilai-nilai fungsi phi - Euler pada semua pembagi dari n.

Teorema 4.1.7
Misalkan n bilangan bulat positif
Maka ¥ © Cd> = n
din
Bukti
Disini kita membagi bilangan-bilangan 1,2,5 ..., n hkedslam
kelompok-kelompok.

Masukkan bilangan m ke dalam kelompok Cd apabila ( m,n ) = d
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: ;yaitu:ﬂ £ Cd &pabiia ('n,ﬁ.j =d
"'a£au'( n?d R n/d ).: 1 7
| Jad1 dlSlnl banyaknya elemen di Cd addalah © -(ﬂ/d),.'kéfén&ﬁ:
bllangan bllangan  1 sampai n, d1ke10hpokkan ”.kedalan;
kelcnpok kelompok yang d15301n, dan setlap bllangan herada‘
"dalan hanya satu. kelonpok maka

 n = Jumlah banyaknya elemen dalam kelompok-kelompok yang

- berbeda.

Jadi n =L @ ( n/d )
d{ '
Dan karena d adalah bilangan bulat positif yang  membagi n,
- ‘ﬁaka n]d Jjuga merupakan bembagi dari n.
Jadi n = ¢ 9 (n/d) = T © ()
‘ d|{n din

Contoh 4.1.86

Misalkan n = 18. Maka bilangan-bilangan dari 1 sampai

18 dapat dikeloapokan kedalam kelompok ed, d | 18 sede-

mikian sehingga kelompok cd memuat bilangan-bilangan
bulat m dimana ( m,18 ) =

Diperocieh

Q
4
-y

1,5,7,11,13,17 }
= { 2,4,8,18,14,18 }
= { 3,18 3}

CZ
C
3
¢, = {6,123
C
o
C
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Kits lihat bahwa setiap Cd memuat © ¢ 8,4 3 pilangan

bulat yaitun :

C, memuat 8 ( %1 3 -0 (18 =5
¢, memuat ® ( 82y -0 (g9, :=-5
C, memuat 6 ( 83 3-20(6) =2
C memuat 6 ( 85 3 -0 (3 <>

C mnemuat O ( /8 ) =6 (2)Y =1

o4

C, memuat © ¢ B/18 y =6 (13 =1

Jadi 18 =0 (18) + 0 (9) + 8 (6) + & (3) + 0 (2) + &
(1)

£ 8 (d)
d| 18

4.2, JUMLAH PEMBAGI DAN BAHYAKNYA PEHBAGI SUATU BILANGAN
BULAT POSITIF

Seperti telah dikatakan pada bagian 4.1.1, bahwa fungsi
Jumlah pembagi dan fungsi banyaknya pembagi dari ‘suatu
bilangan bulat positif adalah fungsi-fungsi multiplikatif.
Berikut ini akan kita perlihatkan bahwa fungsi-fungsi ini
adalah fungsi multiplikatif dan akan diberikan formula untuk
nilai fungsi-fungsi ini padsa suatu bilangan bulat positif n

berdasarkan faktor-faktor prima dari n.
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: DefiniSi"
Fung31 Junlah penbagl darl n, dlnota51kan dengan o (n};

dan dldeflnlslkan. sebagai Junlah dapl _senug_ penbagl‘

posltlf dar1 .

. Definisi :
Fungsi banyaknya pembagi dari n, dinotésikan__dengan- 
T (n) ‘dan didefinisikan sebagai banyaknya pembagi

-'positif‘dari n.

j-Cdntoh 4.5.1
.Hisaikan n==6
Maka « (6) = 1 + 2 + 3 +6 = 12
T (B = 7
-Karena 1,2,3,6 adalah pembagi-pembagi dari 6
r.Hisalkan n = 12

Haka o (12)

1+24+3+46+ 12 = 28
T (12) = §
bisini juga dapat dituliskan bahwa :
| ¢ (mny = E d
- dln

T (n) = ¥ 1
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Teorema 4.2.1
Jika F  adalah Fungsi mﬁltiplihatif, make fungst

arvtmatika F (nd = L f (> juga fungsti multiplikatif.
din :
' Sebelum diberikan bukti dari teorema diatas, lebih;baik
di tuliskan terlebih dahnlu ide yang ada pada'teorena:dengan

contoh berikut.

Contoh 4.212
Misalkan f adalah fungsi multiplikatif dan
F(n) = £ f (d)
' din
Maka F (12) = £(1) + £(2) + £(3) + E(4) + £(6) + £(12)

Karena 1,2,3,4,6 dan 12 adalah pembagi-pembagi dari 12.

Dan karena 1 = 31 .1 4 =- 1 .4
2 = 1.2 6 = 2 .3
3 = 1. 3 12 = 3 . 4

Maka F (12) = £(1) + £(2) + £(3) + FC4) + £(6) + £(12)
= £(1) £(1) + £Q1) . £(2) + f£(1) £(3) +

£(1) £(4) + £(2) £(3) + £(3) £(4)
= F(1) { £C1) + £(2) + £(4) } + £(3) { £(1)

+ £ (2) + £(4) }

= { F(1)Y + £(2) } { QLY + £(2) + T(4) }
= F (3) F (4)

Selanjutnya kita buktikan teorema 4.2 1
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i -Bukti - . _
- Untuk membuktikan f multiplikatif, harus ‘dibuktikan
bahwa jika ( m,n ) = 1 maka £ (mn) = £ (n) £ (n)
Sekafang andaikan ('n,n ) =1 :
- Jadi kitg punya.
F (man) = ¥ f(d)
' ~d]mn :
Karena ( m,n > = 1 maka setiap pembagi d dari mn dapat
‘dituliskan sebagai d = d d, dimana (d, d, )= 1, df
n dan d |n. | L
' Sehihgga sekarang
F(m)= E £ (dd, )
' dim '
d|n

- Dan karena f fungsi nﬁltiplikatif, naka

F(mn) = £ f(d) f (d)
dlm
d,in
= £ f (d)y ¥ f (d,)
~d |m d,|n
= F (m) F (n)
Selanjutnya teorems 4.2.1 ini dapat digunakan untuk

- membuktikan bahwa ¢ (n) dan ~ (n) adalah fungsi-fungsi

maltiplikatif.
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 Akibat (Corollary) 4.4.2
| Fungsi juilah‘ penbagi,- o (n) dan _fungsif Banyaknya'
1pembagi = (n) adslah fungsi—fuﬁgsi multiplikatif.
Bukti
‘Misalkan f(n) = n dan g(n) = 1.
Disini  £(n) dan  g(n) adalah fungsi—féngsi
~ multiplikatif. |
Maka menurut teorema 4.2.1, fungsi-fungsi
o {(n) = ¥ f(d) dan T (n} = ¥ g{d)
din dln

~adalah fungsi-fungsi mnltiplikatif.

Lemma 4.2.3

Misalkan p bilangan prima dan a bilangan bulat positif.

Maka : avt
c(EY=(l+p+p + ...+p" )= i
. p -1
dan
T (pPYy=1a+ 1
Bukti
Pembagi-pembagi dari p* adalah 1, p, D, ..., D

Akibatnya p mempunyai a + 1 pembagi

Jadi z (p7) = a + 1

Juga o (p°) =1 +p+p + ... 4+ p°

Ruas kanan merupakan deret geometri dengan rasio p , p

bilangan prima ( yaitu p > 1 )}
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Maka ¢ (p') = — ( ruemus Jumlah deret geometri )7

Teorema 4.2.4

Misalkan n bilangan bulat positif dengan fahcor—faktor

rime - n = af ol ak
e ; Pa P2 &
Metka
10.11-1_ 1 pzc.2+1__ 1 kak-pj,_ 1
o {(n) = ——— ., — ..
pr -1 Pz - 1 pk - 1
dan
T (n) = (a, +1)Ca,+1)> ... Ca +1)
Bukti
Untuk n = pu'dli pz°2 1_:)1:1:k

Karena o dan 7 fungsi-fungsi multiplikatif

maka -
o () = o (™ p** ... p,*)
= o ™ o (0, ... o (8™
) 1ai+1_1 p:.2+1_1 kak+1_}_
Lloe, -1 B, - 1 p, - 1
Dan
z (n) = 7T (p:u pzaz . quk)
= 7 ™ @™ ...t ™)
= (m + 1 ) (az + 1 ) ... tak + 1)
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. Contoh .4.2.3
| Dengan menggunakan—teorena"4-2.3'diperolehl

o (200) = o (2 .5 )

o () o (%)
. 3 o

[-2 -1 5-4—-1]_

L 2-1] 5—1} )

= 15 . 31 = 485

T (2 5 )

- (200)
o r () v (5°%)
= (4 ) (C3)

= 12

 _=Sama halnvya
Co (750) = o (Z'.#.5)

= o (2') o (3% o (5)

{31) (13) (B)
= 2418

T (720) = * (2 T 5)
= 7 (2 7 (3% 7 (5)
= (4 + 1) (2 + 1) (1 + 1)
= 5.3 .2

= 307
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4;3;' BILAHGAN BILANGAH SEHPURRA DAN BILANGAH PRIHA HARSEHHE‘ .

- Ahll natenatlka H951r Juga tertarlk pada bllangan—'_A
”vbilanganr-bulat yang” sama - dengan Jumlah‘ penbagl pembag1 
 positifnya. Bllangan—bllangan bulat ini disebut bllangan_-

- Sempurna.

-Definisi
Jlka n adalah sebuah bllangan bulat positlf dan & (n)

- 2n, naka n ‘disebut bllangan senpurna

' ‘Contoh 4.3.1 |
Karena o (6) =1+2+ 3 + 6 = 12 maka & adalah
bllangan ‘sSenpurna.

Juga 28 adalah bilangan sempurna karensa

o (28)

]

1 +2+4 4+ 7+ 14 + 28

56 = 2 . 28

Teorema 4.3.1

Bilangan bulat positif n adalah bilangan sempurna genap

' jika dan hanya jika n = &% 1 2~ 4>

dimana m adalah sebuch bilangan bulat sedemikian

sehingga m > & dan 2 — f bilangen prime.

it 3

(=) Misalkan n = 2" ° (2" - 1) untuk m = 2 dan

(Zm — 1) bilangan prima.

m

 Karena 2" - 1 prima maka (2" , 2" - 1) = 1
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" 'Dan karena o adalsh fungsi multiplikatif,

maka : _

o (n) = o (He(2" - D

- ban menurut lemna 4.2.2,

21}11—-1-#3 -1 . L

o (Y = — = 2" -1
. 2-1

Dan karena 2" - 1 bilangan prima, maka

o (2" -1y =1+2" -1=2"

Jadi o (n) 2" - 1) 2™

2 (27 @ - 1)

= 2n
Jadi n adalah bilangan sempurna.
Sebaliknya , misalkan n adalah éebﬁah' biiangah
senmpurna yang genap, tuliskan sebagai n = 2% t
dimana 5 dan % adalah bilangan-bilangan bulat
positif dan t bilangan ganjil.
Karena (25,t) = 1 , maka berdasarkan lemma 2.4.2Z :

o {(n)

o () o (1)
= (7 - 1) o (1) ... (4.3.1)
Dan karena n adalah bilangan sempurna, maka ¢ {(n)
=2n = (7 - 1) o (L)
Atau

P2 (2" 1) o (£) ... (4.3.2)
Karena (2% , ™% - 1) = 1 maka 2|0 ()
Dengan demikian 3 sebuah bilangan bulat g

sedemnikian sehingga ¢ (t) = g fhl
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Jadi

544 E =

ER¢:

X
et
i

"o @2y L @ss
- Atau 7 .ﬂ ”7 . | _ o |
- = (é‘“l;,1 Ya = ....(4.3.4)
"Disini,q[t.dan =t L
Substitusikan t = (2" - 1)'q7diperoléh~
541

t + q = (fﬁq) g + Q :'2 qQ = o (t)."' (4'375)

Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa @ = 1.

Jika = 1, maka terdapat sekurang-kurangnya  tiga =

pembagi ﬁositif dari t yaitu 1.,“q'dén:t;‘ '“'
Akibatnya o ()2 1+ g+ t
Ini kontradiksi dengan persamaan (4.3.5)
Jadi haruSlah‘q = 1.
Dan dari persamaan (4.3.4) di peroleh
t = (" - 1)
Dan persanéan (4.3.5) memberikan :
o (LY =t + 1
Yang berartl bahwa t adalah bilangan prima.
Dengan demikian
n =2 (™ - 11) dimana 2 - 1 adalah

" bilangan prima.
" Teorema 4.3.2

- Jika m bilangan bulat positif dan 2™- 1 adalah

Lillangan prima maka m haruslah billangan primea
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Bukti
Andaikan m bukan bilangan prima

Jadi m dapat dituliskan sebagai a.b dimana 1 < a,b < m

' Maka 2° - 1 = 2?b - 1
. - (20. ~ 1) (za(b—i) + 2a(b-2) P
+ 2 41 |

Karena kedua faktor pada ruas kanan > 1
paka 2" — 1 adalah komposit.
Kontradiksi dengan hipotesis bahwa - 1 prima jadi

haruslah m bilangan prima.

Definisi :

1Y

Jika m bilangan bulat positif maka Mm = 2"- 1 'diseﬁut
bilangan Marsenne ke m, dan jika p bilangan prima dan
Mp = 2 - 1 juga bilangan prima maka Mp disebut

bilangan prima Marsenne.

Teorema 4.3.3
Jika p adalah bilangan prima ganjil, maka sebarang
pembagl dari bilangan Marsenne Mp = 2P-1 berbentuk
ke + [ dimana kR bilangan bulat positif.

Bukti
Misalkan q sebuah bilangan prima yang membagi Mp = 2 -
1. Hakamenurut teorema kecil Fermat,
al (' - n

Dan ( 2 - 1, 2%% = 2®9Y _ 4
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- Karena é ﬁdaiaﬁrbEnbagi persékﬁtﬁan d&fi"Zé_ Qf-l vﬁgn
| .:?q.—_ir '_- s ’ paka _(Zp-i , 22_, -1 -> . .

" Disini ( p , q -1 )= p Sl

s;hinggg p l.q -1

- Dengan demikian , terdapat bilangan bulat positif =

:.rdengan'q - 1 = mp. Karena q -ganjil maka ‘m haruslah‘~

- .-bilangan genap, sebut.h = 2k dimana k. biianéan bulat

positif.

-Jadi g = mp + 1_: 2kp + 1.

" Contoh 4.3.2

Untuk menentukan apakah M _: 2 - 1 = 8191 adalah

bilangan prina, hanya perlu dilihat untuk sebuah faktor

prima < ¥ 8191 = 80 , 504

Dan menurut teorema 4.3.3 , pembagi prima térsebut L

penpunyai bentuk 26k + 1.
Eemungkinan untuk bilangan prima vang membagi Hia vang

lebih kecil atau sama dengan ¥ Hia adalah 53 dan 795.

Dengan mencobakan pempbagian ﬂw dengan ke dua bilangan.

diatas menunjukkan bahwa Hza adalah bilangan prima.

Contoh 4.3.3

Untuk menentukan apakah Hza = 223 - 1 = 8388607 adalah
- bilangan prima, kita hanya perlu menentukan apakah E%a

habis dibagi oleh sebuah bilangan prima =

v M, = 2896 , 3089 ... yang berbentuk 45 k + 1.
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Bilangan prima yang pertama sdalah 47

Dan 83886077 = 47 . 17 8481
/Jadi K _ bukanlah bilangan prima

- Atau M adalah bilangan komposit.
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1.

©(a) £(n)

‘Soal-seal

Tentukan apakah setiap Fungsi-fungsi aritmatika

. adalah fungsi multiplikatif lengkap.

=0 (d) £(n) = log n
(b) f(n) = 2 (e) £¢n) =
(e) £(n) = /2 (£) £(n) = n!

Tentukan jumlah pembagi pdsitif dari setiép

berukut (Yaitu tentukan ¢ (n) 3}.

a. 35 | d. Z2°°
b. 196 e. 2. 3. 5. 7. 11
‘¢. 10060 : £. 20 !

Tentﬁkan banyaknya pembagi positif dari setiap

‘berikut (yaitu tentukan 7 (n) ).

a. 38 d. 2.3 .5 .7 .11 . 13 .
b. 98 e. 2 . F¥.5. 7
c. 14 F. 20 !

Bilangan bulat positif yang mempunyai sebuah
positif ganjil
Untuk bilangan bulat positif n yang manakah

jumlah pembagi dari n adalah bilangan ganjil

'sama dengan

(a) 12 (b) 24 (e) 52
(b) 18 {d) 48 ((f) 84

81

berikut

bilangan -

‘bilangan-

17 . 19

pembagi

sehkingga

" Tentukan semua bilangan bulat positif n dengan < (n)

ik Pl PthuSmnAN\\r
Kip PAOANG__




 .%10;'Bukt1kan bahwa sebuah bzlangan positif n adalah bllangan.

11l
12.

13.

14.

15

18.

. Tentukan bllangan bulat terkec11 n, diﬁana.'r..(n)_ sama

dengan _
(a) 1 (e) 3 (e) 14
(®) 2 s | (£) 100

: Tentukan semia b11angan bulat p051t1f yang hanya punya

. dua pembagi positif
*Tentukan semua bilangan bulat positif yang hanya punya

- tiga pembagi positif

;kon9051t Jika dan hanya jika

o4 (n) *>*n+ ¥ n
ﬁisalkan n adalah sebuah bilangan bulat positif.

Buktikan bahwa r (2" - 1 ) = ¢ (n)

Buktikan bahwa jika o (n) ganjil, maka n adalah sebuah

kuadrat atan dua kali sebuah kuadrat dari satu biléhggn .

Tentukan
(a) © (100) {c) & (100!
{b) & (256) (d) © (10!)

Tentukan sempus bilangan bulat positif n sedenikiaﬁ

sehingga O (n) sama dengan :

(a) 1 (e) 3 (e) 14
(b) 2 (d) 6 (f) 24

. Untek n manakah @ (n) ganjil ?

2 2 (n) Jika n genap

Buktikan bahwa @ (2n ) = { © (n) Jika n ganjil
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. 17. Buktikan m | n maka ® (m) | & (n)

"_13. Buktikaﬁ bahwa n komposit jika dan hanya jika.

Q}cn)s'n—f'i
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