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KATA PET{GAHTAR

Puji dan syukur penulis panjatksn pada yang Haha Kuasa
karena atas rahaatNya jualah penulis dapat aenyelesaikan
buku ini yang berjudul ..TEORI BILANGAII... L

Buku irri dapat di perErunakan sebagai buku terks pada
rata kuliah Teori Bilangan. Tetapi buku ini juga uudah
dinengerti ba€i peubaca yanl berainat renEetahui tentang
bilangan. Sebetulnya tidak ada prasyarat untuk aeupela_jari
buku ini, tentu sa_j a tinat dala-u aateaatika akan sangat
nenunj alg! dala-u neape laj ar inya.

Pada buku ini disajika-rr definisi_definisi dari teori
yan€f dibicarakan dan juga teoreDa_teoreEa seDta beberapa
akibat dari teoreua beserta buktinya. Bebelpa contoh soal
ju6!a dihadirkaa untuk terperjelas teori. pada akhir setiap
bab diberikal soal-soat yang penecahannya berdasarkan pada
teoreaa, definisi dan akibat yan€ telah diuraikan
sebe Iunnya .

Akhirnya ka_ai berharap, seuoEfa saja buku ini ada
ranfaatnya bagi penbaca sekalian dan juga berguna bagi
pengeubangan iluu terutaua lateuat ika.

Penu 1is

ApriI 1995
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BAB I
BILATIGAII BULAT

I.1. PRINSTP INDUKSI }IATEXATIXA

Prinsip induksi latenatika sangat penting peranannya

untuk tenbuktikan hasil-hasiI yang berkenaan dengan bilangan
bulat. Pada bagian ini akan kita perkenalkan prinsip induksi
natelatika dan cara penllgunaannya. Kenudian, dengan DenEIru_

nakan prinsip terurut rapi dari bilangan bulat akan

ditunjukkan bahga teknik-teknik pada prinsip induksi
natenatika adalah valid. Dalal nenpelajari teori bilangan,
akan d iElunakan kedua prinsip diatas yaitu prinsip induksi
aateuatika dan prinsip terurut rapi secara berulang_ulanE.

Teoreta 1.1. (Prinsip Induksi llatelatika)
Jtka sebuah htmpun-a.n bi Langan blul(fL postLil me&1r(].t 1,

ie.sebut ju6o. fierLuo. L n + i J'dha mamurrt n, m-a,ka h. t mpun<zrr

te-t^sebu. ado.Ldh himpunarr bi Lan6(:n b.ut.r.L postLi/.

Bukti

I{isalkan S hilpunan selua bilangan bulat
1 dan nenuat n + 1 bila S neauat n.

Andaikan S bukan hinpunan seuua bilangan

Haka terdapat beberapa bilangan buLat

ternuat di S-

positif yan€I renuat

bulat positif
positif yang t idak
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Henurut sifat terurut rapi, karena hilpunan serua bilangan
bulat positif tidak ternuat di S, naka terdapat bilangan

bulat positif dan lebih kecil dari n dan n - 1c S.

Sekarang karena n > 1, naka bilangan n - 1 adalah bulat
positif dan lebih kecil dari n dan n - 1s S.

Earena S Denuat n - 1, naka S harus leauat ( n - 1 ) + 1 = n
yang lengakibatkan kontradiksi dengan pengandaian bahra D

bilanElan bulat positif terkeeit yang tidak di S.

Jadi S haruslah hiapunal senua bilangan bulat positif

Jadi untuk nenbuktikan denE an DenllElunakan prinsip
induksi natenatika, ada dua langkah yarre perlu dilakukan
yaitu:

1. Pernyataan adalah benar untuk bilangan bulat 1

Iangkah ini disebut langkah dasar

2. Untuk setiap bilanEsn bulat positif n, harus ditun_
jukkal bahwa pernyataan benar untuk bilangan bulat
positif ,, 1 1, jika pernyataan benar untuk bilangan

bulat positif n.

Largkah ini disebut laagkah induktif.
Setelah kedua langkah diatas dilengkapi laka nenurut prinsip
induksi latenatika dapat disiapulkan bahna pernyataa-r.r benar

untuk seaua bilangan bulat positif.

1.1.1

Akan

bu 1at

dibukt ikan

positif n

bahwa n n

Contoh

2

untuk setiap b i langan



Dengan lenggunakan prinsip induksi tatelatika.
Langkah dasar :

Xasusn=1:1!=1lf=1
Jadi pernyataan benar untuk n = 1

Langkah indu kt if
SekaranE andaikal pernyataaa benar untuk n

Yaitu n ! < n^. Ini disebut hipotesis induktif.
Untuk lelenElkapi bukti, dengan nenggunakan hipotesis
induktif akan dibuktikan :

(n+1)1<(rr*1)"*'

Pandang (n+1)!

(n+1)!=(n+1)n!
<(n+1)n^

(n+1)(n+1
(n+1) n+1

)"

Dan bukti selesai.

Teorena 1.2. PRINSIP INDUKSI I{ATE}iATIEA trEDUA

Sebuqh htmo 1undr. bilan5aa buLa.t post til yo,':.6 netrLlr(zt I ,

daa yang mempuaya.i si f d.L b(Ihtr,a urI.tuk seti.a.p bi t ar"gant

posttt/ re, J'd,ko hifiLpunclr. tersebut neD- ua.t semuc bl L o:a9c,ft

bulc|t positLl I,e .. , rI, m.aka l.tmpundn i etr n€.nl:ua.t rL +

1, rna.h-a. himouno.n tersebut odal ah hi mpnnc.n .semltd'

bt Lan6an buLd-t posLLt/.

Bukti:
Hisalkan T adalah hirpunan bilangan bulat positif yang

Deauat 1, dan untuk setiap bilangan bulat positif n,

3



Jika T renuat L,Z, -.. , n naka T Deruat n + 1.
Hisalkan S adalah hiDpunan seaua bilangan bulat positif n
sedenikian sehingga senua bilangan bulat positif S n ternuat
di T.

I{aka 1 6 S dan renurut hipotesis,
Jika n.5 SDakan+ 1€ S

Henurut prinsip induksi nateaatika, S haruslah hinpunan
senua bilangan bulat positif.
Darr juga jelas bahna T adatah hinpunan seaua bilalEan bulat
positif karena Ss T.

Prinsip induksi lateuati.ka nengeabangkan sebuah netoda
untuk rendefinisikan nilai-nilai dari sebuah fungsi pada
bilangan bulat positif. Sebagai ganti pendefinisian nitai
fungsi secara eksplisit di n, diberikan nilai fungsi pada 1

dan diberikan aturan untuk aenentukan nilai fungsi di n + 1,
dari nilai fungsi di n untuh setiap bilangan bulat
positif n.

Definisi

Dikatakaa fungsi f terdefinisi secara rekursif jika
nilai f di 1 tertentu d a-n jika untuk setiap n, terdapat
aturan untuh aenentukan f(n+1) dari f(n).

Contoh 1.1.2 -

Aka;r didefinisikan secara rekursif funElsi faktorial f(n)= p3

Pertana, tentukan f (1) yaitu f (1) = 1

Keuudian buat aturan untuk nenentukan f ( n + 1 ) dart f (n),
4



yaitu :

f(n+1) = (n+1) f(n)
Kedua pernyataan ini secara tunggal lendefinisikal! n

Contoh 1. 1.3

BarisanFibonacci f - f rft 16rr^r- - -t, fz, ... , fn terdefrnrsr secara rekur_
sif oleh :

fr=1, t.=l dan fn = fn-r + fn-2 untuk n > 3

Dari definisi dapat dilihat :

fg

f+

f=

r6

+

+

+

fz

f2

f,3

1

,

3

5

+

+

+

+

fr

F

T4

f5

f=Z
f=3

+f+
Z

3

5

I

Contoh 1.1.4.

Buktikan bahsa fn >

Bukti:

Untuk

Untu k

t + {T/z 1+{-i

dst.

3-a

1+y'-S 1-Z

2

i-2
(1 + y'-E)

Untuk lenbuktikan soal diatas dapat digunakaa
PRTilSIP ITDUKSI HATEI{ATIKA KEDUA SEBAGAI BERTKUT

n = 3,

3n = 4,

2Fs )

>

2?

3+f-i r

t
l4

z 2

Jadi pernyataan benar untuk n = 3 darr n = 4

5
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t+f5 k-2
Andaikan f. >

Xakafk+r=t!+f;-r

untukseruakdengank<n

k-2 k-3

2

t+ft lr). t
7+!-i

1+r'-E t + l+y'T

]

2 2

z2

22

2z

k-g

t+y'-B e+f-sIt
It

,< -3

,(-3

k-r

zl+f.s r1+fs

t+y'-T
z

Juga pernyataan benar untuk n = k+l
t+f5

3.4 bukan b i l angan

berikut.

untuk n 2 3

rr-2

2

1.2. KETERBAGIAII

Apabila sebuah bilangan bulat dibagi oleh bilangan
bulat tak no1 lainnya, naka hasil bagi bisa bilangan bulat,
bisa juga tidak nerupakan bilangan bulat -

I{isalnya 24/B = 3 adalah bilangan bu1at, sedangkan 1?,/5 =

buLat. Untuk itu dipunyai definisi

5



DEFIIIISI :

Jika a dan b adalah b i langan-b i langan

, 0, kita katakan a nenba€li b jita
bilarrgan c sedenikian sehingga b = ac.

Jika a nenbagi b, dikatakan juga bahga

atau a sebuah faktor dari b.

Jika a renba€i b, laka dituliskan al b

renba+ll b aaka dituliskan a t b.

bulat deogan a

terdapat sebuah

a perbagi dari b

dan jika a tidak

Contoh 7.2.1

13 I 182 karena LBz

- 5 | 30 karena 30

Tetapi 6 + 44 karena

c yang lerenuhi 44 =

Juga 7 f 50-

= 13. 14 dan

= -5. 6.

tidak ada bilangan bulat
6- c.

Teorena 1.2

Jtha a,

alb aaa

dqn C ado.L a)t. bi Lar.gan-bt L an].6an bulat d.engan

b lc , naka alc.

Bukti:

Jika alb darl blc naka ada b i 18rrE8n-b i langan bulat e dal f
dengan ae = b dan bf = c
Jadi c = bf

= a ( ef ) untuk ef bilangan bulat
Jadi al c.

1

b

7



Teoreaa 1.2-z

Jtka a, b, ru d.an t adq.Lah bt Lan6an_bt L an.gan b:ulrz.t

liha cla dan clb na.ka c lC ma + nb )
Buhti:
Karena c la dan

dan f sehingga

a=ec dal b

Dan Da+nb= nce + ncf

c(le+nf)
(na+nb;Akibatnya c

dan

elb naka terdapat bilangall-bilarl€an bulat e

cf

11 | 66 dan 66 | 198 aaka 11 198

3121 dan 3 33 laka 3 5 -Zt 3-33 6

Teorera 1.2 -3 ( Algoritna petbagian )
Jih-a a dar" b bt i aag,an-b I Laa6an bulc t sedefttktan sehin6ga
b > O , mfr.kd. tetddpa.t seco-}.d t!a66a.L bt Lal.gan.'bi L d.r.Ecrr

bulq.t g don r sehin1Ea a. = bg * r dimana.O S r < b

Bukti:

Pandang S = Hilpunar seaua biLargan bulat yang berbentuk a _

bk dinana k bilangan bulat

Yai tu ke +

Contoh L.2.

Karen a

Contoh 1.2,3

Karena

l{isalkan T adalah setua hiapunan bilangan
di S- Disini T t a, karena a_bk > 0 untuk

s={a-bk/

bulat tak negat if
k X a,/b.

8



l{enurut sifat terurut rap i,
sebutr=a-bq

Kita tahu bahwa r Z 0 dan r
Karenajikar>blakar>r

T lenpunyai elenen terkecil

<b

be-b=a- b

= a - b (q + 1) > 0

Yang kontradiksi dengan penilihan r = a - bq adalah bilanElan
bulat tak negatif terkecil yanE! berbentuk a _ bk jadi

Untuk

<b

len unj u khan bahsaqdanrtungElal,

% daa rr, 12 yang lelenuhi
a-bq2*rzdilana0Srr<b

andaikan ada

6er

r
2

<b

DenElan neaperkurar€lkan kedua persaDaan diatas diperoleh

OS r

a

o<

+r
1

Qr,

dan dan

0=b(qr-%)
yang berarti

I

diperoleh -b <

Disini b I r,
atau r =r2L

Dan karena bg,

naka d ipero Ieh

fni nenunjukkan

tunggal .

12 atau t, - r, = b (Sr - Sz)

-r 12

+

b

b

r,
r

dan <b
r

2 r <b

rt
jika dan hanya j ika

+r
I bq danr=rrz

Q, =%
bahqa hasil bagi q dar sisa r adalah

2

0s12

+r
z

rr-rr=o

I



Definisi:

Jika sisa dari n bila diba€i d9ngan 2 adalah 0, laka

= I k untuk suatu bilangan bulat positif k

dikatakan n Elenap.

Dart jika sisa dari n bila dibagi dengan dua adalah

traka n = 2k + 1 untuk suatu bilanEan bulat positif
dan dikatakan n ganj iI.

Contoh 1.2.4

Jikaa=133daab=

karena 133 = 21. 6 + 7

Contoh 1.2.5

Hisalkan a = 1028 dan b

I{akaa=bq+rdenEan
34

akan

1028

n

dan

k

1

21 lakaq=6danr=7

leaber i kan

'.dan r = 7028. 30

g= 
t

0< r < b

I

30
34

.34

rvriL r( tp- rERp,_Sij(AAlr
IV;P PADANC-
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Soal-soaI

1. Buktika-n bahna jika n adalah bilangan

10naka(Zn)!< Ztn nl )2

bulat

(
5

2. Hisalkan H adalah jualah partial ke n dari deret harEonik
n
Ej =1

1

J

Gunakan induksi untuk neabuktikal bahwa

Hn > 1 + -!
Hr-<1+n,n

n
E
=

(a)

(b)
1

1

3. Buktikan
J 1 n>112f ff+

4

5

6

ditana f., adalah suku ke n dari barisan Fibonacci.
Dengan DenEgunaksn induksi natenatika, buktikan :

(a). ld + 3.4^*2 + b dapat dibaEi oleh g, n>o
(b). 2 >n + 3. E' - S dapat diba€i oleh 24, n > 0

Gunakan induksi natenatika untuk lelbuktikan :

(a)' f, * f, ".. + f^ = f,., * 2 - 1 untuk n > 1

(b). f',2 + f.,-r fn + r = (-1)"-, untuk n > z
Gunakan induksi tatetatika atau eara lain untuk

nenbuktikan:
(a). 

"' - b^ habis dibagi oleh a _ b jika n bilangan
bulat positif.

a^ - b' habis dibagi. oleh a + b jika n bllangan
positif danjil.

11

(b).

J
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I

(c). a b^ habis dibagti oleh a b jika n bilangan
positif genap .

Buktikan :

(a). Jika b

(b) - Jika al n
I

bk diaana k adalah
bilangan asli

(e). Jika ab I O. danbr0rakaalc.
Andaikan a I b aan c I d. Buktikan atau beri contoh
penyanElkalan untuk setiap pernyataal berikut.
(a). ( a + s ;

a naka

raka *

(b+d)

b atau a

b l"l

(b). ac I oo

(c). Jika a I Uc raka a c

72



BAB IT

PETIBAGI PERSEKUTUAII TERBESAR

DAN FAf,TOR PRII{A

2.1. PEHBAGI PERSEKUTUAT TENBESAR.

Jika a dan b adalah b i langan-bi langan bulat, yanC tidak
keduanya 0, naka hinpunan pelbagi persekutuan dari a dan b

adalah sebuah hilpunan hingga dari b i langan-bilangan bulat
yang selalu nenuat 1 dan -1. Berikut ini akan dipela-jari
bilangan bulat terbesar dari peDbaEli persekutuan dua

bilangan bulat -

Defenisi :

Penbagi persekutuan terbesar dari dua bilangan bulat a

dan b, yang tidak keduanya nol adalah bilangan bulat

terbesar yang relba.gi a darr b.

Penbagi persekutuan terbesar dari a darr b dituliskan
dengan ( a,b ). DaJt juga didefinisikan ( 0,0 ) = 0.

Contoh 2 -t.l
( 24,44 ) = 12

(15,81 ) =3
(100,5) =g
( 17,25 ) = 1

( O,44 ) = 44

(-6,15) =3
( -L7,289 ) = 17

13



Definisi:

BilanElan-bilangan bulat a dan b dikatakan relatif prina
jiha peabagi persekutuan terbesar dari a dan b adalah 1

yahni(a,b)=l

Contoh 2 -1-.2

Karena ( 25

prina.
42> 1 naka 25 dan 42 adalah relatif

Teorena 2.1-l
Hisc'Lkan a ,

dengan { a,b

(i) ( old ,

Cii) ( a + cb

c ddalalz bi Lan6an-bt Lanz5an buLat

Ho.ha)=d.

b dan

bid )
,b)=(a.,b)

Bukti :

(i) l{isalkan ( a,b ) = 61

Dan andaikaa ( al a , bl d ) = c
l{aka terdapat b i langan-b i langan bulat k dan I
sedenikiaa .sehingga :

al d=k.c dan bld=1c
Atau a = k. cd dan b = 1. ed.

Disini cd adalah penbaEii persekutuan dari a dan b.Darr

karena d adalah penba+li persekutuan terbesar laka
haruslah cd ! d

jadiharuslahc=1

( ai a , bl d 1 = 1

Vl;1- tr ..p- ii+!;l r-1644,1.

74
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(ii) Akan dibuktikan ( a + cb, b ) = ( a,b )

l{isalkan(a,b)=c

Haka nenurut teorela L.2.2 , c la+ cb

Jadi c adalah petbaEi persekutuaa dari a + cb d a-Ir b.

Disini c- ( a,b )< ( a+cb, b ) ... (1)
Sekarang tisalkajl f = ( a + eb, b )

Kerbali nenurut teoreaa t-2-2, f I a = (a+cb- cb)

Jadi f adalah pelbagi persekutuan dari a dal b

Jadi f =- ( a + cb , b ) s ( a,b ) ... (2>

Dari (1) dan (2) di peroleh :

( a,b ) = ( a + cb , b )-
Selanjutnya akan dibuktikan bahsa penbagi persekutuan

terbesar dari b i langan-b ilarrgan bulat a dan b, tidak
keduanya nol, dapat dituliskan sebaElai junLah dari perkalian

a dan b.

Definisi:

Jika a dan b adalah b i langan-b i lanEan bulat, naka

sebuah konbinasi linier dari a dan b adalah sebuah

penjunlahan yang berbentuk aa + nb diaana n dan n

adalah bilan€an-bilan€an bulat.

Teoreaa 2-7

Pembo.gi

b"JL qL c

post-ttj

Z

peaser<u tuan terbesc.r dar r bi L an6art-b i L,Lr.Ban-

,Can b, t Ldo,Q ,keduar.yo noL ctciaL a.h bt L znga:a bula.L

tetrkecl L dari kaDro i nd-s i Zlaler c ciart b.

15



Bukti :

Hisalkan d adalah bilangan bulat positif terkecil dari
koDbinasi linier a dan b.

Kita tulis d = Da + nb dinana I dan n adalah bilangan-

bi}angan bu lat .

Akan dituniukkan bahsa dla dan dlb.

Dengan algoritna peDba-gian diperoleh :

a=dq+r,0 S r<d
Atau

r=a-dq = a-q(aa+nb)

=(1-qn)a-qnb
Disini r adalah kolbinasi linier dari a dan b

Karena 0 < r <d dan d adalah bilangan bulat positif

terkecil yang Derupakan koubinasi linier dari a dan b naka

haruslah r = 0.

Jadidl"

Dan dengan cara yanEl sala dapat ditunjukkan bahna d I b.

Dan d nerupakan penba€li persekutuan dari a darr b.

Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa d adatah peDba€ii

persekutuan terbesar dari a dan b.

Hisalkan cla dan clb
l{aka nenurut teorena L-Z-2,

cira+nb=d

Jadi d adalah peBba€li persekutual terbesar dari a dan b

16



ran lLy'yt.6zk)
fl ?7

4
/z

Definisi :

l{isalkan d, & ... , &. adalah b i langan-b i langan bulat
yang tidak seBuanya nol- Penbagi persekutuan terbesar

dari b i 1a*Ian-bi langarr bulat ini adalah bilannEan bulat
terbesar yang Derupakan penbaEli dari ke setua bilangan

bulat tersebut, dan dilatbanEkan dengan ( u, e. ...
e' ).

Cont oh

(

(

z- r

72,
10,

2.

18

15

30

25

) 6

)=5

Lenna 2 -l -3
Jika ar , e , ... , ayr adalah bilangan-bilangan bulat
yang tidak senuanya nol laka

(ar,ea.')=(ar,e,ar'-a,(

,rn-r , 6' ))

Contoh Z -1-3

( 105 140 350 ) ( 140

70)
3s0 ))-(10s

-(105
= 35.

Def in is i

Bilangan-bilanEfan bulat d ,

saling relatif prina jika ( ar

Dan dikatakan relatif priaa

17

e

e
berpas angarr

d ikat akan

a" ) = 1.

jika untuk

an

- , L,/r /rRpusIAKAAII
IU IP PA DANG



setiap sepasang

hiapunan diatas,
pasangan bilangan

bilangan bulat ai

(a , ar ) = 1

bulat adalah relatif

dan ai

, yaitu

PriDa.

dari

set iap

Contoh 2-l-4

B i langan-b ilanEan bulat 15 , 2l ,

relatif prita karena ( 15 , 21, 35

tidak relatif
2t) 3

berpasanEfan

) = 5 dan (

adalah saling
( 15 , (21,35 ))
(1s,7)
1

karena

21 '35 )='l

35

)

Tet ap i
( 1s, (

PrI'na

15,35

2.2. ALGORITHA EUCLID

Selanjutnya akan dikeEbanEkan sebuah netoda yang

sisteratik untuk aencari pelba€i persekutuan terbesar dari
dua bilangan bu1at. Hetoda ini disebut Atgoritna Euclid,
yang dina-aakan sesuai denEan nara peneDunya yaitu EucIid

seoranEi natenatikasan Yunani.

Teorena 2.2.1-

Hr --tr I Jean- ro

Algoritna Euclid

= a danl" rr = b ddalah

bulct sedemr,kran -<eh.[n6ga. a. Z b

penbogi ddpa.L di6u.ahan u.!I u,k

qj+1 + ]'J+2 dtm.ar;o. O < rJ+z < z.J+r

u?atuk J = O, 1, ?, ..., a-2 daa

bt L antgaa-bt L antg,zn

Jika aLgori tna.

mempetoLeiz r-j i^j+r

r^+r=O, ma.kct

I A,O ) = an

18



Dari teoreaa diatas dapat dilihat bahna peabagi

persekutuan terbesar, dari a dan b adalah slsa terakhir yang

tak no1 dari barisan persa-Eaan yang diperoleh dengan

renggunakan algoritaa petbagi secara terus renerus salpai
diperoleh sisa 0. Untuk reabuktikan Algoritua Euclid,
diperlukan Lenna berikut.

Leana 2.2.2

Jika c dan d adalah b i langlan-bi langan bulat daa

c = dq + r dinana q dan r bilan€an-bilangan buIat.
I{aka ( c,d ) = ( d,r )

Bukti :

Jika sebuah bilangan bulat e rerba€fi c dan d, naka karena r
= c - dq, e reEba€li r ( lenurut teoreDa I.Z-Z J

Jikae laaaelr, laka karenna c =dq + r, elc
Karena penbagli persekutuan dari c dan d sana dengan penbagi

persekutual dari d dan r, naka (c,d) = (d,r).
Selanjutnya kita buktikan Algoritna Euclid

Bukti : ( Algoritra Auclid )
Hisalkan Lra = a dan rl = b adalah b i langan-t,i 1anEa:n bulat
positif dengan a >b
Dengan nenElEiunakan algorit[a peubagian d iperoleh

+tz,03tz<11

+t3,0Sra<p
=tr(tsPJ

r1 =YZ*
-rJ-2 = n-t r:-1 + rJ O<rJ4r.;-1

0<rn-z<Irr-3rr,-4 = Ir-,-3 qrr-3 + I'r-2

15t



rTl-3

tl.r-2

rn-1 rh qn

rn-2 qn-z + IY'-r

Ih-1 qrr-1 + IYl

0 rn-a r.rt-2

rn rn-t0

Dapat di asuusikan

barisana=rE>

dari a suku.

Dari lenna Z.Z -Z,

bahna ahhirnya diperoleh sisa nol karena

lebih

d ipero 1eh

( a,b ) = ( r" , E ) =

= ( tn-l , r.,)=(r.,

Jadidisini(a,b)=

tidak no1.

Contoh 2.2.7

Untuk nenentukan ( 252

alEloritra peEba€ian sebagai

252=1198+
198=354+
54=136+
36 = Z-18

Jadi (2S2,194) =

( rr , 12 ) = ... = ( 3n-z , r^-r )

0 ) =;n.
rn yaitu sisa yang terakhir yang

198 )

ber ikut
54

35

18

18

dapat diElunakan

Penbagi persekutuan terbesar juEfa dapat digunakan untuk

nenentukan eksistensi solusi bilanga bulat dari persalraan

ax + by = n seperti dinyatakan pada teorena berikut ini.

20



Teorena 2.2.3

Pet samactr. ax + i,y = n memprrrry ai solu-si bt Lan6crn buLat

,1t )a.a. daa hanya jika ( a , b ) | n

Bukti

Jika n

( 0,o

Sekaralg andaikan n I

Andaikan ( a ,

Haka ax + by =

Kecuali bila (

I0enElElun akan

533 = 117

0,nakaax+ bv=0dan
solusi trivial dan ( a, b

0

b)lax+uy
n tidak akan punya solusi
a,b)ln

) adalah sebuah

Andaikan(a,b)ln

Andaikann=(a,b)ln"

Haka terdapat bilangan-bi1an6an bulat
sedeuikian sehingga

(a,b) =a:<o*Syo
Dengan delikian :

1= ( axo +bF )no =ax5 rro *byo 11a

Disini x = xo lto dan y = yo 11o

adalah sebuah solusi -

) 0

)

( <=

xo dan F

Contoh 2-2-2

Tentukan sebuah solusi dari persalaan

533x+117y-65
Penye Iesaiart

DenEian Algoritla Euctid diperoleh

4+65

21
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117= 65 l+52
65=52 1+13
52=13 4

Jadi ( 533 , 117 ) = 13 dan 13 I 65

l{aka nenurut teorela 2.2.3, persa.naan

533 x + 117 y - 65 uelpunyai sebuah solusi.
Untuk aenentukan solusi dari persalaan tersebut,
gunakan substitusi lundur dari algoritla Euclid sebaffai

berikut:
13=65-52

=65-(117-65)
=65.2-117
-(533-1t7.4) 2-tt1

= 533 Z-177-S
Jadi:533 2-117 9=13
Kalikan persaraan diatas dengan 5 di peroleh :

533 10-117- 45=65
Disini x = 10 dan y = - 45 adatah

Sebuah solusi dari 533 r +.117 y = 65.

SOLUSI UHUH DARI

Jika ( xo ,
*bY=ndan(x

Y - 1"
bahr.ra

x -xa

?ERSAXAAII ax + by = n, n I 0

,b ) adalah sebuah solusi dari persaaaan ax

, y ) adalah solusi lainnya, naka jelas

-a -a / <a,b)

b ,/ (a,b)

bt -at
darty-yo

(a,b)

rv'lrL ;Y UPI PER+sill(A,xt,

.4NtP fiA&Ar'A

b

Atau x xo
(a,b)

22



Untuk suatu bilanrlan bulat t. Disini, sebarang bilangsn

bulat t aeaberikan suatu solusi.

2.3. FAKTORISASI TUI{GGAI,

Definisi:

Sebuah bilanElan asli kecuali

apabila bilangan tersebut

b i langan_ itu sendiri dan 1.

1 disebut bilangan

hanya dapat dibagi

pr1!la

o Ieh

BilangaJ]-bilandan priDa yang terkecil adalah 2,3,5,7,11,13,

2 adalah satu-satunya bilangan prita yang genap.

Definisi :

Sebuah bilangan asli yang bukan aerupakan bilangan

prira disebut bilangan korposit.

Hisalkan n adalah sebarang bilangan asli selain dari 1.

Haka peabaEii terkecil dari n ( selain 1 ) haruslah sebuah

bilangan prina, sebut F. Jika n I p1 uaka n / p1 adalah

sebuah bilangan bulat > 1.

DenEian denikian terdapat bilangan prina yanE lebih kecil
yang teDbagi n / V ( boleh sa-j a pz = Fa ).
Jika n t p p , aaka terdapat bilangan prira terkecil yang

uenballi bilangan bulat n / V e daa sterusnya.

Setelah sejunlah hingga tangkah, diperoleh :

n / V IP ... pB = 1

N =F EZAtau PE



Dengan Dengeloupokkan bilangan prina

saaa diperoleh :

bil.anEar prina yang

b i lanEan

kononik

ir

dinarra F , p

ik...EL

adalah bilsrrEan prina

n Fu
t2P

PK

dan

pk

prila yanEi berbeda it , iz, ... ik € l{.
i!. disebut dekoaposisi

L l L2

dari n

Teorena Z-3-l ( TEOREIIA DASAR ARfTHXTIKA )

Dekomposisi ,kOrro;llr< dari sebua,\ bi Langan a.sli rt a.d.a daa

Lunggal ( t ethaddp .uj^ut dr1 Iah-tornyd. ) dal atn aJ.t, i seb1.ai"

bt Lalr6an a-s I L t i dc:k do.po. L dtLf a}-torkan dalant Lebii. ddr i

Bukti :

Eksistensi dari dekouposisi kanonik telah diJ.engkapi oleh
definisi sebelunnya.

Bukti ketungEalan :

Andaihar ada dua dekoapcsisi kanonik untuk n yaitu :

n = Fn" p" ... pklk

F P

r1

=q'
d inana Er' , qF

Untuk setiap n

Pnl
Dan karena

I,ll

Karena pn

iz teq2' ... qe-

adalah bilangan Pr lEa

diperoleh
J2q2 qe

( p--q ) = 1 untuk seuua priaa kecuaii tr" naka
, iII + untuk suatu t ,

dan qL keduanya adalah

J1(E

,1< l< k,
Je

1<t<1

24

bilangan prira Eaka pm qr



Disini setiap bilangan priDa yanEl ada pada pn" P\z

pk juga ada pada qrri

Dengan deuikiaa k = L darr

dapat dituliskan sebaglai

sehingga. n = Ft'E"l'...p*i
Seharang andaj-kan crl > ir

n
raka bi lartEan bulat -----11

it-r it+iLt Lz ikn = p( Ee ... pt-2 pl+l ... pk---

ar (,:r-it ) ik= p( ... pt' -... pk

Dehorposisi kedua aenuat bilangan pritra pL, tetapi
dekonposisi yanEl pertaDa tidak. Hat ini kontradiksi dengan

penyataan sebeluanya.

Jadi at = it untuk setiap t.
DenElan DenEfgunakan teorena diatas, dapat diturunkan

suatu fornula untuk peDbagi persekutuan terbesar dalal
bentuk faktor pr iaa.

k tzq2' iLqL" .

dekonposisi kanonik
Ll L2 Lkn=F P pk

-L1 L2 LL
= F P -.. pk

yang kedua

k

aenpunyai dua korposisi yaitu

k

Y l. = L,2,

Definisi:

I{ i sal kan
k
np

i=1
o{1
i

Gi

Haha(a,b)

d2 ctl<P pk

pkftx

d1a=pc

l=pt Bz
P,

k
.B
1=

pBt

k
_n
1=

1
a

p
1

25
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Contoh 2.3.2

24=
180 =

H aka

Contoh : 2.4.L

<24,18o) = 36O karena 241 360 dar 1BO 1360

3

*

f
t
(24

.5

180 ) * J

2.4, HASIL KALI PERSEKUTUAII TERKECIL

Definisi:

Hasil kali persekutuan terkecil dari a dan b,
dilaabangkan dengan hpt ( a,b ) atau ta,bl, adalah
bilangan bulat positif terkecil yang habis dibagi oleh
a dan b.

Definisi:

Jika a aip.

Daks (cr i ,8 i )

cr1p dart
1

{1ip
.I.

d1 a2 k
nP1 Pz

p{}t 132 tl,.P, Pz k

( d inana ,r B dapat juga no1 )

b

11

k
n

i=1

p
k
n

i=1
Haka Ia,b]

r.

26



Sifat-sifat dari hasil kali persekutuan terkecil

(i) [a,b] =

(ii) iika a

(ii.i) t a, b

(iv1 [ ., %

labl
(a,b)

lrdanbl
l Ia,

a

n laka I a,b I

tb, cl l
I ar, I a. ,

tr

l
c

ln-t ' a ll

Teorena 2.4.t- ( Teoreua Euclid )

Terddpd.t' t.Lk terhin6Sa bantyakrtya biLan5an P]^ifia-

Bukti:
Andaikan bilangan prina terhinEfga banyaknya.

Andaikan terdapat n bilangan prina sebut pz,Pz,.. .

Pandang bilangan I = PrPz... P.,* 1

Sekarang , n bisa uerupakan bilan€an priaa atau E

p

konposit.

Jika n bilangarr korposit, naka n harus dapat dibagi

saiah satu bilangan prina Pr,P, ..., P,.,,

hal ini tidak nungkin karena apabila D diba€i oleh p1

pz ... atau pn akan Berrghasilkan sisa satu.

Jadi n adalah bilanElan prina

Jadi terdapat tak terhingga banyaknya bilangar priua.

Lenna 2.4.2

Xisalkana>1danc>O

Haka a" - 1 adalair bilargan konposit iika
a > 2 atau c adalah bilangan konposit.

b i langan

oleh

atau

27



Bukti

a t habis dinagi oleh a
jadi jika a > 2 naka a"- 1

Juga, jika c adalah kotposit,
dirana d > 1 , e > 1

Sehingga:
de

1

adalah bilangan kouposit.

raka dapat d itu l iskan

1

-1
l dan u"- L, I

c=de

Yang habis dibagi oteh

Karenaa>1dane>1

Definisi:

B i langan H

a

Lenua 2 -4.3

H isalkan

uaka a"+

b i langal

1 a

(*u)o

ae

2 -1 disebut bilangan Harserrne.

Henurut lenna 2.4.2, bilandan l{arsenne H. adalah

bilangan konpisit apabila n adalah bilangan konposit. Dan

jika p bilangan prina laka Ho kadang-kadang juga bilangan
prina dan disebut bilangan prina llarsenne seperti :

H, = f -1=3 adalah bilangan prina
H, = f -L='t adalah bilanrlan priDa

JuEa ll. , H, , H' Hrr, Hro seruanya adaLah bilangan
prina -

a > 1 dan c > 1

1 adalah bilanEan konposit
garrjil atau jika c aelpunyai

2A

jika a adalah

faktor ganjil.



Bukti :

I{isalkan a bilangan Sanjil, katakan

Untuk k suatu bilangan bulat
Haka a"+1=(Zk+1)"+1

=(2!)'+{ f)zt"-'+q
4+1+1

= [ zr]"* r f) zr"-, +

u=zu +1

| ) za"-'+

Yang habis dibagi oleh 2

Jadi a"'+ 1 adalah bitan€an konpisit.
Sekarang aisalkan e lelpunyai faktor CaIIjil
Hisalkan c= (2k+1)d
l{aka a"+ 1 = ( ad )2k 

+ ! + t habis dibagi oleh
Jadi disini a" + 1 juga bilangan koaposit,

+

+2h+2

d
a 1+

Definisi:

Bilangan F =
2n-t2 + 1 disebut bilangafl Eerlat.

Teorena 2.4.3. ( Teorena Dirichlet )

iebclen5 ungxapan ari tnut tka. ( a * *, ) dtm.ana ( a,b
= 1, ffE tt].lu(,.t t ah- te?l.iIlE6a. b6:nyaknya. bi La.ngaa prtffva..

)

f,asus khusus dari teoreDa Dirichlet
dituliskan sebagai teoreaa berikut ini.

ini dapat

zs
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Soal-soal

1. Tentukan perbagi persekutuan terbesar dari setiap
pasanElan bulat berikut :

(a) (15,35) (b) (0,111 )

(c) ( 9S , 100 ) (d) ( 100 102 )
2. Buktikanbahra(a,b)=(a,b+ ka ) untuk setiap

bilangan bulat k

3. Xisalkan n adalah bilanEan bulat positif
(a) Apakah(n,2n)?
(b) Apakah <n,nt )?
(c) Apakah(n,n+l>?
(d) apakah(n,n+2)?

4. Buktikan : Jika a dan b adalah bi langan-b i langan bulat
yanEl tidak keduanya nol dan c adalah bilanEan bulat
yanE tak nol Daka ( ca , cb ) = lcl ( a,b )

5. Buktikan bahrra jika a dan b adalah dua bilangan bulat
sedenikian sehingga ( a,b ) = 1 aaka ( a + b, a - b ) =

1 atau 2

6. Buktikan bahpa jika a,b dan c .adalah bilangan-bilangan

bulat sedeuikial sehingga ( a,b ) = l dan c I a + b

naka(c,a)=(c,b)=1
'7. Buktikan bahna jika a, b dan c saling relatif prina naka

( a, bc ; = ( a,b ) ( a,e )

8. Gunakan Algoritra Euclid untuk nenentukan :

(a) ( 666 , 1414 )

(b) ( 20785 443s0 )

(c) ( s81 , 1234 )
.4,



9.

10.

11.

12.

(d) ( 34709 100313 )

Gunakar Algoritta Euclid untuk neabuktikan :

( fn f.+ 1 ) = 1 , dinana fhadalah suku ke n dari
barisan Fibonacci

(a) Tentukan bi langan-b i langan bulat r dan y sedeaikian
sehinElEla 95x+432y=1

(b) Tentukan b i langan-b i lalgan bulat \ , y dan z

sedenikian sehingga 35 r + 55 y + T7 z = 1

Tentukan.solusi unur dari persaaaan-persalaan berikut :

(a) 2O72 x + 1813 y = 2849

(b) 117 x + 54y = 203

Tentukal setua solusi dari persaraan :

19x+ ZOy= 1S0Sl , xl0, y) 0
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BAB TTI

EOI{GRUEHSI

3. 1. PEHDAHULUAH

Istilah konEfruensi yang akal dibicarakan pada bab ini,
balyak keElunaannya da1"n teori bilangan. Istilah ini
diperkenalkan pada aral abad ke 1S oleh KarI Eriedrich
Qauss, seor{rng natetatikawan yang terkenal pada za^Dannya.

Berikut ini diberikan definisi dari kongruensi itu sendiri.

Definisi:

Iiisalkan a adalah sebuah bilan€an buIat. Dan jika a dan

b adalah bi langan-bilangan bulat, dikatakan a kongruen

dengan b nodulo n jika r I a - b.

Jiha a kongruen Bodulo n denEfan b, naka dituliskan a : b (

nod u ). Jika D t ( a - b ), raka dituliskan az rod D )
dart dikatakal a dan b tidak konElruen nodulo n.

Contoh 3. 1.1

ZZ = 4 ( nod g ) karena S I ZZ - 4 = 18

3 = - 6 ( nod g ) karena S I 3 - ( _6 ) = 9

200 = 2( rodg)karena9lZ00-2=19G
13 = 5 ( rod g ) karenaS+ 13 - 5 = I
Eongruensi serinEl kali nuncul dalan kehidupan

sehari-hari. Hisalnya pada kerja jaa, digunakal aodulo lZ
dal 24 untuk jan, dan rodulo 6 untuk menit dan detik- pada
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kalender, kita reaakai aodulo Z untuk
seringgu, nodulo 12 untuk bulan.

Dala.n bekerj a dengan konEfruensi,

hari-hari dalan

PerSa.[aAr-I .

k ita ser 1ng

Un tuk

kal i
itu,perlu Den terj eDahkannya ke dalal

diperlukan teorena berikut :

Teorena 3.1. 1

Jika a daa b o-dalah bi Lan6an-bt L ot:.6an:. bulcrt, ma.ko. a = b

t mod m ) jika dcza A.cnya jik(:. terdc].pa.t sua.tu biLcngan

bulot ,< sedemikian sehin6ga a. = b -+ km.

Bukti :

(=) Jika a = b(noda)raka Dla - b yang berarti
terdapat sebuah bilsnElan bulat k sedenikian sehingga a - b =

kaataua=b+k.u
( o ) Sebaliknya, jika terdapat sebuah bilangan bulat k

dengan a = b + k-n.

I{akaa-fo=krr

Yaitunla-batau

Contoh 3.1.2

a= b ( rod n )

ft bt Lon-gqr', b|jLaL

>19 2+3-7

Teorena 3 - l.Z
H,i sa i i:aru

)'!,tita kcng'ruens r nrodu I o

postLti

m aCa.L<:h_ s-.uc. t 1i r,9 I <z.s i

!!4iL:fi ! ilr

3X lP

,Enr:5i*K4AlI

?in*"t!*
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(r-\ StfaL re/Leksif :

Jtka a btlan6an bula.t, mo.ha a. = a (

( ti) Si/at syn.etri

Jika o. dan b btlaagan buLdl dengan a

m) ma.kob = a ( nodm)

modm)

mDd

Bukt i
(i)
(ii)

(iii)

Ctit) SildL tt'dt-t^si ttf

Jikaa,b , dan c

den6ana.=b(modm)

Maha a=c(modm)

bi Laagan'bi. Lanl-gant bulat

daab=c(nadot)

sedeEi kian

D

Jika a = a ( aod D ) karenan I a - a = 0

Jika a:b ( Dod E ) Dakaa I a - b

Jadi terdapat bilangan bulat k sehingga a

ataub_a=(_k)n

Jadi terdapat bilangan bulat ( -k )

sehingga b - a = -k u. Yaitu I I U - u

jadib=a(nodn)

Jika a= b( trod n ) Daka D l"-b
Yaitu terdapat k, sedeaikia-n sehingEa a -
ataua=b+k u.

I

(rodn)rakaalb c

k sedeaikian sehinEga

-.b= kn

!=k
.1

Danjikab=c
Yaitu terdapat

ataub=c+k
2

b- c = k,

D
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Jad i

Ataua-c
Ataurla

(k2+kr)r

a=!+k Dt

- c + kz r + k1a

=c* ( k2+k1 )n

a= c (

c

Jadi EodD)

Dari teoreaa 3.1.2 dapat- dilihat bahsa hiapunan bi-

Iarigan dibagi renjadi n hitpunan yang berbeda yan6 disebut

denga-n kelas kongruensi rodulo D, Dasing-Dasing hinPunal ne-

nuat b i lang:an -bi lanElan bulat yang saling konElruen EoduIo E.

Contoh 3.1.3

4 kelas konglruensi lodulo 4 adalah sebagai berikut :

... = - 8= - 4= O= 4= 8= ... ( nod 4 )

... = _ 7: _ 3 = 1= 5= g= ... ( rod 4 )

.,. = - 6= - 2 = 2= 6= 10= ... ( nod 4 )

... = - 5= - 1= 3= 7 = 11 = ... ( nod 4 )

Andaikan n. sebuah bilangan bulat positif, dan diberikan

sebuah bilarrgan bulat a , dengan trengEunakan algoritDa

penballi.an diperoleh a = bn+ r diDana 0s r< tr - 1. Kita

katakan r adalah sisa tak negatif terkecil dari a aod n dan

dinotasikan dengan r = a nod D yang nenyatakan bahsa r

adalah sisa yang diperoleh bila a dibagi dengan a.
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Contoh 3. 1.4

17 nod

-8 nod

Jadi dari persaDan a = bn + r, diperoleh a = r(tod a)

Disini setiap bilangan bulat adalah kongruen lodulo n dengan

salah satu bil.angan-bilangan bulat 0, 1, .., n-l yaitu sisa
dari bilangan tersebut apabila diba€tikan dengan r.

Definisi :

Sebuah sistea lengkap dari residu lodulo I adalah

sebuah hiDpunan bilangan bulat sedelikian sehingga

setiap bilangan bulat konElruen nodulo n dengan salah

satu bilangan bulat pada hiopunan tersebut.

5=2
7=6

Contoh 3. 1.5

Hirpunan b i langan-b i langan bulat { O,1,2,

adalah sebuah sisten lengkap residu nodulo

disebut residu tak negatif terkecil Dodulo D.

Contoh 3. 1.6

Hisalkan n bilangan positif ganjit

I{aka hilpunan bilangan-bilanElan bulat

r-1 )

n dan

n- 1 n- 1
z2

disebut hinpunan tutlak terkecil residu nodulo E, dan

adalah sebuah sisten lengkap residu uodulo a.
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Teorena 3. 1.3

jik{a a, b, c dant m adaL ah bt Lan6an-bi Lan6an bulat

tu > O sedemr,kran seft.ingga a = b C nad. m )

Hqka : (t) d.+ c = b + c C nodm)

Cti) a-c= b-c(modm)

(i-tt) d. = bc ( tnDd m )

Bukti:
(i) Earena a = b ( rod D ) traka D I . - b

Dan kita tahu bahpa a - b = ( a+ c ) - ( b + c )

jadi n I " - b = ( a * c ) - ( b + c )

Jadia+c=(b+c)(lodn)
(ii) Jugaa-b=( a-c )-(b-c )

Sehing€abilar l, - b lakar I ( 
" - c ) - ( b

Jadia-c=bc(rodn)
(iii) Diketahui bahna ac - bc = ( a - b ) c

Karenaa I a - brakan | ( a - b ) c

Jadi ac= bc ( aod a )

den'6r:r'.

c)

Contoh 3.7.7

Karena 19 = 3

26=19+7:
15 = 19 - 4 =
38=19 2=

( nod 8 ), laka renurut teorera 3.1.3

3+7=10(rod8)

3-4=-1(nodB)

3 2= 6 ( nod I )
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Contoh 3. 1.8

D iketahu i
tetapi

bahna 14 7

rodG)

Contoh diatas nenunjukkan bahwa kongruensi DeDperta-

hankan operasi peaballian denEal bilangan bulat. tlalaupun

denikiaa, teoreaa berikut nenyatakan konElruensi bila kedua

ruas diballi oleh bilsndan bulat yanlf sa.!a.

2=8(rod.6)Z= 4

7 = 4(

Teorena 3.1

Jika a,

dimana

Bukti :

Jika ac : bc (

Yaitu terdapat

a-b)c=kn

DenElan nenbadi

k(It./d)

Karena ("/a,

Jadi a = b (

Contoh 3.1.9

Karena 5O

naka 5

c doa m adql-ah

.rD . -tu)d ,/ d- )

btLan6an-bt Lan6an bulat

dant ac = bc ( tiod tu ) na.kd.

4

b

m>O,d--(c,tu)

a=b(

rod l ) laka ll

sebuah bilangan

= ( a-b ) c

sedenikia-n sehingga (

ac-bc

bulat k

kedua ruas denElan d diperoleh " /d < ^ b)

n/d

aod

n) = 1 naka

^/a >

20 ( nod

2(nod

2(nod

/d ba

51s)
Ts/s 

)

.))

40
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Akibat 3.1.5

Jika a, b, c dan

denganD)0dan(

nakaa=b(DodD

Contoh 3.1.10

Karena 42 = 7

uaka 6= 1

bilangan-bilanEan

ldanac=bc( Dod

n adalah

!

bulat

n)c

)

(rod5)dan(5

(nod5)
17 )

Teorera 3. 1 .6

Jtka a, b,

den6en m >

maka :

( t)
( L L-2

Bukti:

Karena a = b

c, d dcrn m adalqh bt Langan-bi L anl.6anl. blrlaL

O daa a = b ( mod m ), c = d ( mod m )

nodm)

nodm)a-c=b-dC

Ctit) a.c = bd ( mod m )

bahsa n I

D)danc=

b dal n l

bulat k dan 1

d (. lod n ) Daka

c - d yaitu

yanElenenuhia-b

( uod

a-
be rart i

terd ap at

= kr danbilartgan-bilangan

c - d = lE.

(i) Untuk nenbuktikan (i)
(a+c)-(b+d

d itu run kan

) = ( a-b

=kn+h
-(k+1

langsung dari kesanaan

)+(c-d)

4t
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(ii)

Teorena 3.1

Jika. a.

dt marta

fira.ha.

Bukti:
Untuk peabuktian

nateaatika pada

Untuka=1,aP

Andaikan "t = u.

7

b, h dan m ada.Lah

;<>o,m>odanta=b
kb ( modm )

bt Laagaa-bi Langah

Cmodm)

Jadidisini E | ( a+ c ) - ( b +

ataua+c=b+d(Eodn)

Dan (iii) dapat dibuktikan dengan

nenElElunakan kesaaaan-kesaraan :

(a-c)-(b-d)=(a-b)

ac-bd=ac-bc+be-bd

d)

cara yang

-(c-d

sala d enEian

) dan

bulat

a=k

Bukti :

Untuk penbuktian teorena ini dapat diElunakal prinsip
induksi aateaatika dan teoreEa 3.1.6.

Dan diserahkan pada perbaca seba.€lai latihan.

Teorena 3.i.8 ( TEORE}IA KECIL FERHAT )

. Ji)<o a adal a.lt bilar.gan a.slt dan' p bt Lanl6on prina. makr:

dp =!a. C modp)

teorena ini dapat diglunakan prinsip induksi
a

= 1(modP)
(aodp)untukaSn
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Pandanga=n+1

Uaka nenurut

aP-(n+1
teorera b inoaiat

+t)P = nP +

,1P+1(

1 l n
p P-t

i
". [;-']
habis diba+li

n+1
oleh pl

p
r

Jadi ( n + 1 )P aodp)
nodp)= 11 +1(

( karena nP 3 n ( aod p ))
dan bukti selesai

Kasus-kasus dari teoreaa ini adalah :

aP-l =1( nod p ) jika( a, p )= 1, akibat langsunEl ciari
teorena 3. 1.5.

Contoh 3.1.11

Tentukan t'o' ( rod 11 )

Penye Iesaian

I{enurut feraat teorena

Dal setiap koefisien binonial

d" = 1 ( uod 11 )
t'o' = ( a'o )to = 1'o (

=1(
nod 11

nod 11 )

)

)

- .- 20a.Jaol J 3(rod11

Definisi:

l{isalkan n

ne lanbangkan

sehingga:

bilangal as 1i dan

banyaknya b i l angan

o(n)k isa lkan

bulat t

43
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(i)

(ir)
l{aka fungsi o

15 ti n

(t,n)=1

t|l 
-; 

IN disebut fungsi Euler atau
fungsi o

Hisalnya 
".o
b

tb

dan a (p)

Teorena 3.1- S

Jikd ( a ,

;(7,2
4 karena (

,10)- 10) 1

(1) =

(2) =

(1o)

1, (

=p -

1

1

(1 1) 1

1)

1 10 )=1,(3,1O)=
7 1(s
l,pbilanganprila

( teoreaa Euler

m)=1*akaa.@

)
(rl|) :-1( nodm )

Easus khusus dari teoreaa Euler

Jika n - p , bilanElan priaa, Daka O (p)
Cko) o-ta = a' = 1 ( lod p ).

p 1 dan

Ini juga lerupakan kasus

Pada tahun 1770,

bilangal prina, aaka
I( p - t )- + 1

p

atau ( p I1 )' + t habis

-1

khusus dari teorela kecil fertat.
Itilson renderukakan bahra jika p

adalah sebuah bilangan bulat

( p - 1 ) ! = 2=
dibagi oleh p atau juEa

( nod p ).

44



Teoreua 3-1.10 ( Teorena Hilson )

Jikct p bi L an6ant pritta, maka ( p 1)!=-l(modp)

Bukti :

I{udah untuk Delihat untuk p = Z dan 3

p=2, (Z-1) ! = 1= -1 (trodZ )
p = 3 , ( 3 - 1 ) ! = 2 = -1 ( Dod 3 )
Andaikan p 2 5 adalah bilargan prira jika Z< a< p - Z

Haka terdapat al secara tunEgal dengan O S a' ( p sederikian
sehinggaaal=f(Dodp)

Karena aP-i=1(uodp)
( kasus khusus teoreaa fernat )

l{aka {-2 akan renetpati posisi ar atau aenakifi kelas
kongruensinya yaitu artara O dan p - 1

tebih khusus lagi, at z 0 ( nod p 1

karenaaa'=0(nodp)
Juga al zp-1( rod p ) karena jikaa= 1( Eod p )

Juga a' zp - 1 ( rod p ) karena ( p - r )t = 1 ( uod p 1

Tetapi aS p - 2

Juga al za ( Eod p ) karena jika al=a ( aod p )

nakaa2=1(nodp)

Jadip | "t- 1 atau p | ( a+ 1 ) ( a- 1 )
Jadipla+1ataupl"-1

tetapilSa-1<p-3
Jadipia-l

Dan3aa+13p-i
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jadi p i a + 1

Sehingga p - 3 adalah bilangan genap antara Z dan p _

apabila di pasangkan adalah f (p- 3 ) pasangan,

nasing-nas ingnya adalah 1( nod p )

Jadi( p - 1 ) != ( p - t )( p - Z )3.2-L
p-3

= (p-1)f -T t (aodp;

=(P-1)(nodP)
-_1(nodp)

2 yang

yang

Akibat

(

(

( Coro l1ary ) 3 -L -72

(p-1)
1(nodp

p-1)!=-

P-2)!=
nod p

) ( karena ( P-1,p)=1)

Teorena 3.1-12

Jiha a. = b ( mod m ), a = b ( tad.
L

( mod m ) dimaaa a, b, n, m

bt L angan-bt Lantgart buLa.L der.6o,rr mr,

buLat postti/ makr: a. = b ( mod. ( m

a.m
z

tn

2

2

rI.
2

perugcl i

n/c adalah

ri,k bi I cn gant

., m, ) )

perse,ku t ucr[dima.na ( 
^r, ^r,

tei,teclZ dor i ^r, tuz,

1

-,mk)adalolt

k

3.2. KONGRUEI{SI LIIIIER

Sebuah kongruensi yantr berbentuk a:< = b ( nod E )
dinana x adalah peubah bilangan bu1at, disebut kon€fruensi
linier denEran satu variabel. pada ba€ian ini kita akan
relihat bahsa nencari solusi dari konElruensi Iinier, sa.na

I\4iL iK LIPl PERPUSIA\TAl,T

!t/t? PA0Ai{6
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halnya dengan nencari solusi dari persa.Daan linier atau

disebuL juga persa-uaan Diophantine ax + ny = b-

Dari teorena 2-Z-3 kita tahu bahwa persauaan a:< - !y = !
neBpunyai solusi apabila ( a, D ) | b

Sekarang, yang nenjadi pertanyaan adalah, ada berapa banyak

solusi dari kongruensi linier ax = b ( nod I )

Teoreaa berikut ini nenyatakal kapan sebuah konEruensi

linier punya solusi dan ada berapa banyaknya solusi

tersebut.

Teorena 3-Z-1

Htsalkart a,

dtmfrrla. h > O

Jika.dtb,

b dan m adal ah bi Laa6an-bi Langan blulo,.t

dan(a,m) d

maka a.x mod m ) t, f ddJe punya solu.st.

Ji h-a d b ma.ka a.x mempuftyd,.i d solus[ t a]<

ko,2Eruerl modul o m-

Bukti:
KonEiruensi linier ax = b ( uod r ) ekivalen dengsn Fersaraan

diophantine ar - ny = b

=b<
=b(modm)

Bilangan bulat x adalah solusi dari

dal halya terdapat sebuah bilangan

t{enurut teoreEa Z-2-3, jika d i b,

b tidak punya solusi

Da:r jika d I b, terdapat tak hingga

diberikan oleh :

x=xo+(r/d)t,y=yo+

banyaknya solusi yang

a.)(= b ( rod

bulat y dengan

raka persa.Daan

r ) i ika

ax-DY = b

ax uy

47
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dinana r = xo dan y = yo adalah solusi khusus dari
persa.Eaan.

l{ilai x yang diberikan oleh x = xo + (\/d ) t adalah solusi
dari kongruensi linier dal terdapat tak terhinE€fa banyaknya.
Untuk nenentukan berapa banyak solusi ystrg tak konEfruen.

Haka pandang dua buah solusi yaitu :

X, = Xo + ( n/d ) tr dan X, = Xo + < n/d > t.
Jika kedua solusi ini konEfruen naha

xo+ (n/d ) t, =xo + (n/a) tr(nodr)
Atau :

( t.za ) Lz = ( 
n/d ) t" ( nod a )

Sekarang ( \/a , n I = D7d karena "Za i ,
Jadi banyaknya solusi tak kongiruen adarah d yaitu diaana
nilai t terletak antara 0, 1, ..., d - 1

Contoh 3 -2. I
Untuk nenentukan solusi dari gx = 12 ( rod 15 )
Pertala perlu dilihat bahpa ( g, 1E ) = 3 da..r 3 

I

Jadi persaaaan gx = 12 ( nod 15 ) punya 3 solusi.
Untuk tenentukan solusi-solusi ini, pertata dicari
solusi khusus dari persa_naan

9x-15y=Lz
Dengan alEloritaa Euclid diperoleh :

15 = g . 1 + 6

I = 5 1+3
6=32

15

du Iu
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Jadi!=S

Jadi 12 = g

15 9) 2 15

dan xo = I dan

8-15 4

yo = 4 adalah sebuah solusi khusus

dari persa-uaan g x - 15 y = lz
Ketiga solusi tak kongruen dari 9x = 12 ( lod lE )

adalah:

x = xo = 8(nod15)
x = xo+5 = 13(nodlE)
x = xo+10: 18(nod1E)

Sela-njutnya akan kita tinjau bentuk khusus dari
kongruensi yaitu ax = 1 ( rod n ). Dari teoreaa S.Z.I kita
tahu bahsa konElruensi ini punya solusi jika dan hanya jika
(a,n) = 1 , dan seaua solusi dari kongruensi ini adalah
koagruen nodulo a.

-6 = 9-( I

Definisi:

Diberikan sebuah b i langan

Sebuah solusi dari a-:< = 1

daria(rodn)

aden€an(a,n;- 1

B ) disebut inversi

bulat

( uod

Contoh 3.2.2

Karena solusi dari 7x = 1 ( lod 31 ) neuenuhi x =
nod 31 ) , aaka g dan seaua bilangan bulat
kongruen denElan g ( nod 31 ) adalah j.nvers dari
7 (nod31 )

9(
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Apabila diketahui qebuah invers dari a ( nod n ) , kita
dapat nenggunakannya untuk nenyelesaikan sebarang kcingruensi
qx : b ( aod n ).
Caranya adalah sebagai berikut
daria(nodn) jadi aa =
Haka jika ax = b(nodt),
ruas denElan i untuk DeDperoleh

a adalah invers.l{isalkan

1(nodn)

kita dapat

x = it<
aengalikan kedua

nodr)

Contoh 3.2..3

Untuk nenentukan

kedua ruas denEan

untuk nenperoleh

x=198=
Jadi disini, jika ( a

b(nodn)aetpunyai

solusi dari 7x : ZZ ( nod 31 ) katikan
9 yaitu invers dari 7 ( Dod 31 )

12< rod 31 )

= 1, taka kongruensi linier ar =

tunggal nodulo I

4 ( rod 12 ),
hanya terdapat

,n)
solusi

Contoh 3 -2.4

Untuk nenentukan serua solusi dari 7x =
diketahui bahea ( 7, 12 ) = 1, laka
satu solusi.
Untuk nenentukan solusinya, kita harya

sebuah solusi dari persa-naan diophantine

Algoritra Euclid nemberikal :

L2--7 1+ 5

7 =5 7+2
5=2 Z+L

perlu

7x-
Eeilcar].

LZy - 4-
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Jadi

2=2
L=5-2

1

z

1=(a-1)(a+1)

lataupla+1

=S-Z(7_S )=S B_Z z

= ( lZ - 7 ) S - 'l . 2 = 11-. 3 - 7 s

Jadi 7=lZ -3-?s
Dan 4=12 lZ-7 ZO

Jadi f, = - 20 dan Jr = - 72 adalah solusi dari
pers:r.Daan d iophantine 7x - LZy = 4
Dan dengan derikian X = - ZO= 4 ( nod LZ ) adalah
solusi dari 7x = 4 ( nod 12 )
Selanjutnya kita ingin EenEletahui, bitaaga-rr-bilangan

bulat nana sa-i a yang inversnya adalah bilanElan tersebut (

nod p ) dina-na p adalah bitangan prila.

Teorena 3.2.2

HtsaLkar- p btlangan pz.imn- Bt Langan bulat po3i Lif
adqLah lnuers dclz. i a ( nod. p ) j i!.a. dan holftyc- jtka a.

1( mod p) d.tdu a = - ! ( awd. p )
Bukti :

Jika a= 1 (

l{aka a.a = az

Jadi a adatah

Dodp)ataua= 1(nodp)
1(nodp)

inversdaria(aod p)

daria(Dodp)takaa2 =
Sebaliknya, jika a adalah invers
1( aod

Yaitu p

Disini p

2
a

p)

a
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Yaitu a = 1(nodp)ataua= 1(aodp)

3.3. STSTEI{ KOHGRUENSI LINIER SI}IULTAI{

. Pada bagiarr ini dan bahagian selanjutnya akan

didiskusikan sister konElruensi linier sinultan.
akan dipela-iari sistel kongruensi den€an satu variabel dan

rodulo yang berbeda. Sisten ini nuncul di Cina untuk
nenjawab pertanyaan : Tentukan sebuah bilarrgan yang apabila
dibagi tiEfa reEberikarr sisa 1, dan nenberikan sisa Z bila
dibagi denElan 5, dan bila dibagi T nerberikan sisa 3:

Bentuk pertanyaan ini, apabila dibuat dalrr bentuk
kongruensi adaLah sebaglai berikut :

X = 1(uodZ)
X = Z(rod5)
X = 3(nod7)

Berikut ini, diberikan suatu letoda untuk uencari solusi
dari sisten konElruensi Iinier siaultan diatas.
Teori untuk nencari sorusi dari siter ini diberikaa dalaa
bentuk teorela berikut.

Teorena 3-3.1 ( Teorena Sisa Cina )
l'tt saLhaa m,

! ^2, . - . , m" adaL o.4 bi L an6an--b i L an6an bulal
postLi/ yarr6' react i j pIind be:-pcsc.n6.u}1-

,YcJ<d srsle/rr kongruerts t-

x = a ( mcd m )
LL

x = G. ( trt.C m )z2
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x=d.Cmodmr )r
Hemp4lyai solu.si tuftgga.LmoduloM=m

I m
2

mr

Bukti :

Hisalkan n
1

n1
D2

lnibila j- i
,ni)=luntuk
Sehingga nj )qi =

Selanjutnya pandartg x = n xI

laka terdapat xj

Illt HI D TL-1 r+1 r
Sehingga loj

Karena ( n-i

sedeni.kian.

8(ri,ni
setiap j ,

a-i ( nod n;
+ n, \ + --

1

)

+n xrr
Karena qj I ni xi - Untuk j - i, naka

x = nj xi (DodD.j)

= aj ( rod uj ) untuk j = 7,2,..., r
Disini x adalah solusi siaultan dari sisten r kongruensi
untuk renbuktikan ketunEgalan sorusi, nisarkaa r dan y
adalah dua solusi dari sisteu r kongruensi, taka

x = y ( rod Ei ) untuk i = 1,2, ..., r
Dart karena ( li, n5 i - 1 Untuk i* j
naka x = y(nodl)
Jadi solusi dari sistea kongruensi rinier sinurtan adalah
tunggal -

Contoh 3-3.1
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Selesaikan sistel konEfruensi linier silultan
x = 1(rod3)
x = Z(nodE)
x = 3(nodZ)

Penyelesaian:

H=3SZ=10S

n
7

n
2

n
3

D._ 
/it

n-= /t.
T._ /ns

_ 105._

_ 105,.

_ 10 5,,,
2t

!od

rod

rod

nod

Eod

rod

+n
3

2+

35

nxz2

ID

3)
3)
5)
s)
7)
7)
x

3

15

Solusi dari 35 x

Jadi x = 52

s iDu 1t an

Solusi dari Zl

SoIusi dari

Jadi x nx+la

35-2+21
157

52 ( nod

adalah

105 )

solusi dari kongruensi 1in ier
(EodA)

(nod5)
(aod7)

I = 1( adalah

adalah

adalah

x.= 2 (
15 xr= 3(

rs= z(
r.= z (

X.= 3(

3

x

x=z
x=3

1

Karena 52 = 1(nod3)
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52

52

2(rod5)

3(uod7)

Akibat (Corollary) 3-3.2

Jika a, , t2, -.., Er adalah b ilangan_b i langan bulat
yang relatif prita berpasangan Eaka sistea kongruensi
-t ln ler

dapat

J ika

a-i x = bi ( nodui )untuk j = 1, Z,

d.iselesaikan secara sinultan nod H = tr. A
dan haaya jika ( aj, rj ) | bj untuk setiap j

rr

Er

Contoh 3.3.2

SisteD kongruensi linier

nenpunyai solusi sinultan

< 7 , zL > I zz d* ( z ,

Darl sistel diatas ekivalen

x= 12 ( ncd31 )

x = Z(aod3)
Dengan Eenggunakan teorena

x = 74 ( aod93

7x= 22

Zx=1
karena

3)11
dengan :

(trod31 )

(Eod3)

sisa Cina diperoleh solusi
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Soa 1-so al
1 . Bukt i ka-n

a-=0 (

dan j ika

2. Buktikan

bahra jika a bilangan Elenap, Daka

rod4)

a bilangan Efanj i1 traka

bahpa hasil kali dari 3

nodB)
bilanEfan bulat be'rurutan

3

:0(nodE)

Buktikar bahra :

a.Jikan>Odan
(rodn)

b.Jikac>odan nod n ) raka ae= bc

(nodc)laka(a,c

a2=1(

a= b ( rod n ) naka a= bn lr

=b

dan

( (nodac)

) = (b,c)4. Buktikan bahna jika a : b

5 Buktikan bahwa untuk

az = 1 ( nod z^*t )

Tentu kal

ber i kut

a.

setiap bilangan EanjiI a,

serua solusi tak konE ruen dari kongruensi6

)

)

)

)

b

c

d

5x = 6(Eod7
6x = 7(Dod8
7x = 8(Dodg

2x=O(nod4

bahwa jika ( a,n )

renpunyai solusi

7. Buktikan

uodn)

x = u@ 
rm)-1b dirana 6 (E)

8. Tentukan solusi siuultan

= 11 (nod17)

= 17(aod 11 )

naka kongruensi ax = b (

adalah fungsi Euler

dari sisten konElruensi berikut
b. x = 2 ( aod 3 )

2x:3(Bod5)
3x:4< nodT)

1
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9. Tentukan bilanAan positif terkecil sedetikidn
apabila bilangan tersebut diba€i oleh 10, 13,

reneberikan sisa 3, 11, 15 nasinEl-las inEinya.

10. Selesaikan sistea konElruensi :

7x = 47( nod 55 )
13x = 87 ( aod 128 )

. -17x:49(nod73)

-16x:8(aodZ3'l)

SehingEf a

d a-u 17
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BAB IV

FUHGSI HULTIPLTXATIF

4.1. Fungsi phi - Euler

Fungsi Phi - Euler Denpunyai sifat bahca nilai fung-
sinya yaitu O (n) adalah hasil kali nilai-nilai funEsi
tersebut pada pidi dilana pi adalah bilanEan prira daa

d:
n = lt pa

Fungsi-fungsi denElan sifat seperti diatas disebut fun€si
nultiplikatif- Pada bab ini akan ditunjukkan bahna fungsi
phi - Euler adalah fungsi nultiplikatif. Dari fakta ini
akan diturunkan sebuah fornula untuk nilai fungsi ini
berdasarkan pada faktor-faktor prinanya. Dan selanjutnya
akan dipela-iari fun€si-fungsi nultiplikatif Iainnya,
teruasuk fungsi banyaknya perba€i dan fungsi jullah pelba€fi.

Berikut ini di.berikan sebuah definisi.

Definisi:

Sebuah fungsi aritratika adalah sebuah fungsi yang

terdefinisi untuk seaua bilangan bulat positif.

Fungsi aultiplikatif adalah fungsi atitaatika yang xeapunyai

sifat tertentu.



Definisi:

Sebuah fungsi aritratika disebut fungsi lultiplikatii
jika f (rn)=f (t) f (n) diDana n dan n bilanElan-

bilajlgall bulat da;r u,n relatif priua. Dan sebuah fungsi
aritaatika disebut fungsi rultiplikatif lengkap jika
f (nn) = f (n) f (n) untuk setiap b ilangan -b i langarr

bulat n darr n-

Contoh 4-r-1
FunEs i
t engkap

Vn, n

FunEs i
karen a

Jika f adalah sebuah fungsi nultiplikatif, naka kita dapat

sebuah fouula sederhala untuk f (n) dalan faktor-
prina dari n.

a f (n) = 1 vn adalah fungsi nultiplikatif
katena f (m) = 1 = 1.1 = f (n) f (n) ;

b f (n) = n adalah fungsi

f(nn)=mf(r)f(n)
uultiplikatif lengkap

vl,n

nenear1.

faktor

Teorena 4. 1,1

Jika f adalah fungsi nultiplikatif dan n = nro* r.o'
.. - ,"o' adalah faktor-faktor prina dati n, raka

f (n)=f (pno') f (p.*)... f (p.o')

Bukti ( Dengan Een€Elunakan Prinsip Induksi latetatika )

Jika n nenpunyai satu faktor prina naka n = p o1 untuk
pl sualu bilanEian priEa

rYIiI-i( UPi PT,RPUS iAI(AA}

}KIP PII.DATB
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Dan f (n)

Andaikan n
(tln=D -i

f (n) =

Se karang

Karen a
ak+1

Pt *,'

Haka f (n)

Dan den6an

f(n)-f

nenpunyai
o2 ok... p.

f - <(-(P, )

P2

aldaikal n P1 Pz

f nultiplikatif darr ( p,

)=1
oL d2

k faktor prila yanE berbeda yaitu

dan

{n.*) ... {nud )
ol d2 ok ok+l

<l1(P,f

p1f

) f
p, p,

ot
p2

+1

d2 ak
Pk

ok o.k+1

renggun akan
OI o2

p2 pk )f(p.

hipote sis

, ... r (pr.

induktif,
ou) f (n**r**')

( )

d ipero leh

(P, )f(r,

Teorela 4.L-z

Jtka p bi langaa primz., na.ha b C P = p-f .

Sebcl i,knya, jika p bi Lant6an bulczt posiLil deagan @ (p)

= p-l mrrka p acial alt bi La'a6an pr tma.-

Bukti :

Jika p bilanElan priaa, naka setiap bilangan bulat positif
yanEi lebih kecil dari p relatif prina dengan p

Karena terdapat p-1 bilangan bulat positif yang akan lebih
kecil dari p naka o (p) - p-1.

Sebaliknya, Andaikan p bilangan konposit, aaka 7 d, 1 < d <

p dan d I p. Jadi sekuranEf-kuranglnya terdapat satu diantara
p-1 bilangan bulat 7,2, -, - , p-1 yaitu d yang tidak relatif
prina dengan p.

Jadi. a (p) < p-2 (kontradiksi) - Jadi pengandaian p kouposit

salah. Jadi haruslah p bilangan prina-
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Teorena 4. 1.3

Nis,zlkan p a.da.Lah bilangan pt im/,. dan a sebuatt b i.L iarLgdn

buLat posili/. M<:}.a @ ( po) = po - pou

Bukti:

Bilangan bulat positif < po yang tidak relatif prina dengan

f adalah b i larrEan-bi lanEan yang habis diba€i oleh p.

Bi lan€an -b i langan tersebut adalah kp dinana 1 5 k < po-t.

Dan terdapat sebanyak po-' b ilangan -bilandan tersebut.

Jadi terdap"! po - po-t bilanEan yang lebih kecj,l dari
yang relatif prina dengan po.

Jad,i @ (p') = po - po-t.

Contoh : 4-1-2

Dengan nenggunakan teorena 6-3 , diperoleh bahra

f=100

p

3
535b ( )

@(2'o)=z'o-f-1tZ

aS ( 112) =]-:-2 - 11 = 110

Untuk nenentuka-n fornula o (n), bila diberikan faktor-faktor
priaanya, cukup ditunjukkan bahsa 6 adalah tultiplikatif.
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Contoh 4.1.3

l{isalkan r = 4 n = I sehi.nEEfa Dn = 30.

tuliskan bilangan-bilangan dari 1

dan

kitaBerikut ini
sa.apai 36 :

1 5 s 13 t7 21 25 29 33

6 10 L4 18 22 26 30 34

3 7 11 15 1S 23 23 31 35

4 I 12 16 20 24 2A 3Z 36

Dari daftar b i lanEan-b ilangan diatas, tidak ada

b i langan-bi langan yang terdapat pada baris kedira dan ke

eupat yang relatif priaa dengan 36-

Sekarang perhatikan b i langan-b i laagan pada baris perta_
aa dal ke tiga. Seaua bilarrElan tersebut retatif prila
dengan 4. Dan 6 bilanEian pada baris perta_a.a, Juga 6

bilangan pada baris ketiela reLatif prina dengan 36-

Jadi ada 12 bilangan yang relatif prina den€f8n 36 yaitu
2.6. Jadi disinis (36) = Z . 6 =s <4>a (S).

Teorena 4-L.4

Misd.L har- m dd.n- n adal qh btlangan bulaL posi L t f dc,a m, r.

relaLif pr d ma. yal tu ( m, n ) = 1

HakaA(nm)=6(n)@(n)

Bukti:

Tuliskan seaua biianEan-bj.langan bulat positif < an seba€rai

berikut :
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1

2

3

n+ 1 2r+ 1

2n+2
2n+ 3

a,+2

E+ 3

D+ r 2r+ r

( n-1 )

( n-1 ) r + 2

( n-l ) D + 3

r

2a 3n IN

Sekarang andaikan r bilanElan bulat positif dengan r < n

dall ( r,a ) = d > 1. I{aka tidak ada bilangan yang

terletak pada baris ke r yang relatif prila dengan tn,
karena setiap elenen pada baris ini dapat dituliskan
dala.n bentuk kn + r , 0 S k S n-1.

dan d I kn+ j karenad I ndan d I ..
Jadi untuk nencari bilangan yang relatif prina dengan

m dari b i langan-b i lanEf an pada daftar di atas, kita
hanya perlu aenperhatikan baris ke r ditana ( n,r ) -
1- Jika ( n,r ) = l dan 15 r S n, harus ditentuka,

berapa banyaknya bilangan bulat pada baris ini yang

relatif prina dengan nn.

Elenen-elenen pada baris ini adalah :

r , E + r ,2a + r , ..., ( n - 1 )l + r
Xarena ( n, r )= l naka setiap bilan€tan ini adalah

relatif prina dengan a. Dan terdapat o (n) bilangan

pada baris ke r ini yang relatif priua denElan n

Karena ke (} (n) bilarElan ini juga relatif prina dengan

( n-1 ) r + r

I
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r, raka b i langan-bilangal ini relatif priaa dingarr m-
Karena .ada O (u) baris yanEl nenuat O (n) bilangan bulat
yanEi relatif prina dendan u laka O (nn) - b (a) O (n)-

Tborera 4.1.5

Misdlkaft n

pr. i ma. d.d.r t

Naka @ Cn)

d1 02o-'1 '2

bt LaLEatL bulaL

=nlt-J-LP1

okp- adalah lahtor- laktor
posi L t/ ft

I t

Bukti :

Karena 6 Briltiplikatif, laka
O (n) =€, ( pro' ) O ( pr* )

Dal nenurut teorena 4.1.3,

I [,- P2

l

b(P* )

ltl

l

r

1
p"

Pk

6(p, )=Pr

=P

p untuk

ok

1

Pr

k

dk

o,L-1
L

'i = L,?,

1
p

1
pi

l
1
p1= p,- 

[1

pk

1
p1

1t l

Jadi tr (n)
tp

]['- lIro2ot

l
1
P="Ir-

d2

t
1
p"

p2 1 1i

dkPl Pz Pk

Ir-
l['
l

1

1
1
Pi. l

64



Contoh 4-L

. Dengan

o (100)

dan

4

renggunakan teoreEa 4 diperoleh bahwa

=o < f f ) = roo

=40

720 1

5+ I [,-
1.5,

Ir-

['-+]
4
5

.,

3
1
2

l
1

+lIr+lo (7zo) =.a ( 2a I S I t

= 750

= 192

Teoiena 4. 1.6

Htsalkat n bi Langan buLdt Positil
Haka tl Cr) adal ah bi Lan-gan 6endp.

Bukti :

Andaikan n = p:a pzo2 .-. n** adalah

da.nn>?

f aktor-fakt or Pr Lra

dari n.

Karena o rultiplikatif, naka O (n)

Dan nenurut teorena 4.1.3, diperoleh bahwa

(nio i 1o
k

=n
i=1

t,a
J=

p i 1 lPr

Disini
g.anj i1

[n,"]o adalah genap apabila pi bilangan prina yang

karena pi-1 genap atau jika
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pi = 2 dan ai > l laka p.']-' adalah Eenap.

Karena o > 2, Daka salah satu dari kondisi di atas
oleh n. Dengar derikian, a 

[n "] genap untuk
kurangnya satu dari salah satu bilanCsn i , 1 s i <

Jad,i o (n) adalah Efenap.

Hisalkan f adalah funElsi. aritratika
Haka E f (n) adalah juntah nilai-nilai f pada .

dl .,

d ipenuh i
seku rang-

k

Senua peaba€i positif dari n_

Contoh 4.1

Jika f
E f(d)
Dan E

dl

5

adalah

= f(1)
&=f

L2
--t

sebuah funEsi ar itaat ika,
+ f(2) + f(3) + f(4) + f
+f+*+4'+{+t*
+4+g+16+36+144+

uaka

(6) + f (12)

240

Teorela berikut tenyatakan bahsa n adalah junlah dari.
nilai-niIai fungsi phi - Euler pada seaua perbaEii dari n.

Teoreua 4.L.7
lltsd.L*.r;'r ru bt Lan6an buLd.t posittl
Maka I A(d)=n

aln

Bukti:
Disini kita nenba€i b i langan-b i langan 1,

keloapok-keloapok.

Hasukkal b j.langan u ke dalaa kelonpok Cd

2 ,5 , n kedala-a

d
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yaitu tr e Cd apabila ( r,n ) = d
atau(o/d,'/d>=l

Jadi disini banyaknya elenen di Cd addalah @ (\/d>, karerra
bilan€ar-bilangan 1 sanpai n, dikelodpokkan kedalan.
keloapok- keloapok yang disjoin, dan setiap bilangan b,erada

dalan hanya satu kelotpok, naka

1 = juulah banyaknya elenen dalal ke lonpok-kelonpok ydng

berbeda.

Jadi n =Eo ( n/d )
di "

Dan

naka

karena d adalah bila-n€an bulat positif yang reBba€i n,
n/d jrga nerupakan peubaEli dari n.

Eo (d)
dl.

Jadi n

C

C

-E b
dl'

(n/d)

= { 1,5,7,11,13,17 }
- { 2,4,8,10,14,16 }
- { 3,1s }

= { 6,12 }

= {gi
= {18}

Contoh 4.1.6

l{isalkan n = 18. Haka b i langan-b i langarr dari 1 sa-upai

18 dapat dikeloapokan kedalaa keloapok cd, <i ! 1g sede_

uikian sehi.ngga kelonpok cd aenuat b i langan_b i lan€an

bulatadinana(n,18)=d

Diperoleh:

C
3

C

C

U
a1

ttl

L





Eita lihat bahsa setiap Cd tenuat o 1 18 /d ) bi langan

=O(18)=6

=O(9)=6

=A(6)=Z
-o(3)-2
-q(z)-1
-a(1)=1
(9)+s(6)+o(3)+o72ya a

(1)

E 6(d)
di 1s

4-2- JUI{LAH PEI{BAGr DAH BAIIyaxNya pEI{BAcr suaru BrlA-rrca.,y

BULAT POSITIF

Seperti telah dikatakan pada bagian 4.1-1, bahra fungsi
junlah penbagi dan fungsi banyaknya penba+li dari suatu
bilangan bulat positif adalah fungsi-fungsi aultiplikatif.
Berikut ini akan kita perlihatkan bahsa fungsi_funEsi ini
adalah fungsi aultipLikatif dan akan diberikan fortula untuk
nilai fungsi-fungsi ini pada suatu bilalgarr bulat positif n

berdasarkan faktor-faktor prira dari n-

IVlILIX UPI PIRPIJS iAIAIU

Ir{ lP PAOAXB

bulat yaitu :

C, nerruat a ( 18/t 
)

C. uenuat o ( 7a/z )
C. reauat g ( 18,t2 

)

co tseEuat a ( la/a 
)

Co neauat a ( 78/s 
)

Cr" neruat , < la/n 
>

Jadi 18=o (tB)+a
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Definisi:

FunEsi junlah penbaEii dari
dan didefinisikan sebagai

. positif dari n.

n, dinotasikan dengan o (n),
junlah dari senua peDbagi

Definisi:

Fungs i

. r (n)

positif

banyaknya peEba.gi

dan didefinisikan
dari n.

d inot as ikan

banyaknya

dari n,

sebagai

dengan

peabag i

Contoh 4.2 -l
.l{isalkan

Haka a (6)

r (6)

Disini juga dapat dituliskan bahna

d (n) - E d
dln

(n) E4dl,

t2

Karena 1,2,3,6 adalah pelbagli-penbagi dari 6

I{isalkan n -- L2

l{aka o(72)=l+2 +3+46+ 12=Zg
z (12) = 6

n=6

=7+2+3+6=
4

T

6St



Teorera 4.2.1
Jr)c.o J adalah

ar"i Lrtll i]ca F Cn)

= f(1)

mulLtpLihcl.til,

(d) luga lun$si

m.a.Ao. f uags i

nLLtLLipLikattf.

fwn6s i

= E/dl.

Sebelua dibeiikan bukti dari teorena diatas; Iebih baik
di .tuliskan terlebih dahulu ide yanE ada pada teorena den€arr

contoh berikut.

Contoh 4.2.2

llisalkan f adalah fungsi rultiplikatif dan

F(n)= E f (d)
di,

Haka F (L2) = f(1) + f(Z) + f(B) + f(4) + f(6) + f(12)
Karena 1,2,3,4,6 dan 12 adalah perba€i-peaba€i dari 12.

Darr karena 1 = 1 1 4 = 1 4

2 = I Z 6 = Z-a
3 = 1 3 lZ = 3 4

Haka F (t2) = f(1) + f(2) + f(3) + f(4) + f(6) + f(12)
= f(1) f(1) + f(1) f(2) + f(1) f(3) +

f(1) f(4) + f(2) f(3) + f(3) f(4)

t i if(1)+f(2)+f(4) + f(3) f( 1)

+f(2)+f(4)

= { r<r> + rra) }
=F(3) F(4)

Selanjutnya kita buktikan teorerna

f(1)+f(2)+f(4)
)

{ )

70

4.2.t



Untuk uerbuktikan f Dultlpiikatif, harus dibuktikan
'bahwa jika ( n,n 1= l raka f (nn) = f (n) f (n)
Sekarang aldaikan ( n,n 1 = 1

Jadi kita punya.

F (on) f(d )=f,
dl DN

Karena ( n,n ) = 1 naka setiap peabagi d dari nn

dituliskan sebagai d = d. d, ditana ( dl dz ) = 1

n dan d, ln.
Sehingga sekaranEi

F (rn) =

dap at

dl

E f (
dl.
dl ,,

d.

d L I (O

d ln2t

d )
7,

Dan karena f fungsi nultiplikatif, naka

F (nn) = E f (d1) f (d2)
d, lu
d, ln

E
dI

f( ))7 z

Selanjutnya teorexa

neabuktikan bahwa a (n)

nultiplikatif.

ini dapat diE:tnakan untuk
r (n) adalah fungsi-fungsi

E

F (n) F (n)

4 2.1

dan
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AkibaL (Corollary) 4.4-2

Eungsi junlah penbagi, o (n) dan funEsi . banyaknya

penba€li 7 (n) adalah fungsi-fungsi Dultiplikatif.
Bukti :

Hisalkan f(n) = n dan g(n) = 1.

Disini f(n) dan g(n) adalah funEsi-fuDgsi

ru ltiplikat if -

l{aka nenurut teorera 4.2.1, fungsi-fungsi
a(n)= E f(d) dan z(n)= E E(d)

dl" dln

adalah fungsi-funEsi eultiplikatif .

Leana 4-2-3

Hisalkan p bilangan priaa dan a bilangan bulat positif.

Haka:
p 1

(po) 2
d +p

d a-n

. (p') = a + 1

Penba€i -penbalii dari po adalah 1, p, p',

Akibatnya po ueapurryai a + 1 peuballi

Jadiz(po)=a+1
Juga a (po) = 1 + p + pt + ... + po

Ruas kanan nerupakart deret geouetri dengan

bilangan prina ( yaitu p > 1 )

( 1+p+p +
P 1

Bukti

p

7Z

las10 p p

)



o+ 1p 1
d

Teorena 4-Z-4

Xisalk(2n n bi Ldnqdn bulaL
.aldzP}.Ln,/].:n-Pap?

' Ma.ka

( rulus jualah.deret geoEetri )

pst ti/ dengan lah-tor-laktor
d&

Pk

d,2 + ,.

l{aka o < p

d (n)
P,

pr

)

d1+ I

1p

ak+ r

dan

r (n)

Untuk n

Dan

(n)

1

+1)(

o'1 o,2

o.1

o1+1 -_I

1

a2

1

+1)

1

pk 1

ok * 1
Pk -1

Pk

1 p 1 pk
2

P

(a la

<*p
k

) ... a (pk

( al.+ 1)

ok

Bukt i
1

o1 n2 dk
p2 Pk

funEsi-fungsi nu ltiplikatif
P

Karena a dan ?

naka :

a (n) - s (pr )P2

o (P, ) a (p az
?

1p

P

It
o,Z+lp2 1

p2 1

ok

1

I
I

r -dl_ 7 (pr

-dl_ r (Po

= (an + 1

p2 pk

) . (pr* )

) (az + 1 )

)
o.kT (P*

(ak

)
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Cont.oh . 4.2.3

Dengaa DenElgunakan

'o(2O0)=d(
teorena 4.2.3 d iperoleh

d

f f)
(sz )<f> o

1

15 31 465

T (200)

Sa-aa halnya

a (750) =

(720)

T (2t

, (f)
(4)
12

53 1

1

d (5)

33

=[
t

1
2 -l

5

)

lj

=

)

(5'

2

t
T

( 3 )

o

o

<2" .f .s)
(zn; .' 13

2
)

1

(31) (13)

24tA

, <2"1
z (24) t

.)

f
1

25

2

1

L 5

1

1

(6)

T s)

(3') T (s)
(4

5

30

+ 1) (2 + 1) (1 + 1)

32
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4:3. BILAIIGAN-BTLANG,AX SE}IPURIIA DAX BILAXGAII PRIXA HARSENIIE

AhIi lateratika.. Hesir juga tertarik pada bilangan-
bilahgan bulat yang sara dengan jualah penba€i-peabagi

positifnya. Bilangan-bilanElan bulat ini disebut bitranEa-n

seDpurna.

Definisi

Jika n adalah sebuah bilanEan bulat posltif dan q (n)

2n, naka n disebut bilangan serpurna

Contoh 4.3.1

. Karena d

b i langan

Juga 28

o (ZA)

(6)

seDpurna.

adalah bilangan

=L+2+4+7

=56=2 2A

=1+2+ 3 + 6 = tZ raka 6 adalah

setpurna karena

+14+28

Teorena 4 .3. 1

Bi-Langan bulaL postttf n adc:l oh btlangan seo_ptLz.na. 6ena.p

jtk<z dant- .r.aaya jtka n = A^-l (Zm - i)

di raa.nc m- ada.L ah sebua,lr. biLangan_ bulot sedemi/Ria.r,

seh-ingga m > 2 d.an 2m - I bi|c;.gcn prtna.

Bukti :

(=) Hisalkar n = {'' (2'- 1) untuk n i 2 dan

(2' - 1) bilangan prina.

Karena 2^ - 1 prira naka (Z--1 , Z- - 1) = i
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l

Dan. karena a adatah funEsl lultiplikatif,

raka :

a (n) = o (z/-'), (2--1)

Dan renurut lema 4 -2 -2,
ri-1+1

2 1
d </"-')

Dan karena 2

d (2^-]-)

Jadi a (n)

1 bilangan prila, laka

<z- - t> (z^>

z (/.11 ( z- - 1)

2 1
2 1

1+Z^-1--Z^

= 2n

(=)

Jadi n adalah b i lanElan serpurna.

Sebaliknya , nisalkan n adalah sebuah bilangan

seBpurna yang Elenap, tuliskan sebagai n = f. t

diaana 5 dan t adalah b ilangan-b ilarrgan bulat

positif dan t bilangan ganjil.

Karena <f ,t1 = 1 , raka berdasarkan l.etma 2-4.2 :

a (n) = o 7251 o 7t,)

= <f" - t) o (t) -.. (4.3.1)

Darr karena n adalah bilanEan senpurna, laka a (n)

= Zi = (2"' - 1) a (t)

Atau

f" t = (zt*'- 1) o (t) . -. (4-3.2)

Karena <f*' , Zt" - l) = l aaka 2t"1, G)
Den€an deuikian 3 sebuah bilanEtan bulat q

sedeoikian sehingga o (t) = q *'r
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Jad i

f" (z 1) (e z5*') ... (4.3.3)5+1

Atau

<20*' (4 .3.4 )

Disini Olt.dan q z 1

Substitusikan t = <2t*' - 1) q diperoleh

t + q = (f*') q * q = Z=*n q = a (t) -.. (4.3.5)
Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa q = 1.

Jika E 1, laka teldapat sekrrran6-kuranE nya ti6a
perba€ii positif dari t yaitu 1 , q q8n t.
Akibatnya d (!) a 1+ q +

Ini kontradiksi denElan persa.Daan (4.3.5)

Jadiharuslahq=1.

Dan dari persanaan (4.3.4) di peroleh

t = (zt" -1)
Dan persa-naan (4.3.5) lenberikan :

4 (t) =t+1
Yang berarti bahsa t adalah bilangan priaa.

Dengan denikian

n = zo (zo*' - 11) dinana 25*1 - 1 adarah

bilangan prina.

2

bt Langor buLaL posi Ltf dan 2m- i

Frtmo- t'<L;?-a ra h-at us L,sy'. bilcngant prtmtz

L

-1)q=t

Teorera 4-3

Jrhcz ln

b t l- ar,ga,-t
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Bukti:

Andaikan tr bukan bilangan prira

Jadi I dapat dituliskan sebagai a.b dinana

I{aka 2- - 1 = zob - 1

= (zo - 1) (z'tb-') + zo,b-., +

. +2" +LJ
Karena kedua faktor pada ruas kanan > 1

raka 2^ - L adalah konposit-

Kontradiksi dengan hipotesis bahsa { - 1

haruslah a b i langa_n prila.

Definisi:

Jika r bilanEtan bulat positif naka }{n = 2--
bilarlgall l{arsenne ke n, dan jika p bilangan

llp -- f - 1 juga bilangan prina Eaka

bilan8an prita l{arsenne.

Teoreua 4.3.3
jika p a<ial ah biLaagan prtma. gantfiL,

pembo.gi da.r i bt Lan:"6anl Harsenrre Hp = aP-t

?kp + 1 dtmaaa k btlangan buldl posiltl.

Bukti :

1 < a,b < n

prina j adi

1 d isebut

prila darl

Hp disebut

maka sebc.rang

berbea t uA

fI{isa}kan q sebuah bilangal prina yang nenbagi Hp

1- Haka-menurut teorena kecil Fernat,
ql(f'-'-r)
Dan ( f - 7,2'-') = 2(e'e-r> - t
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Karena q adalah penbagti persekutuan

2't .r - L , naka (zP-t , f-' -t) , t
Disini(p,e-1)=p

Sehinggaple-1

Denga-n denikian, terdapat b i langa.n

denEan q - 1= np. Karena q Banjil
bilangan Elenap, sebut r = 2k diaana

positif.

Jadiq=Dp+1=2kp+1.

dari f 1 dan

bulat positif D

laka 
, 
n haruslah

k bilangan bulat

Contoh 4.3.2

Untuk neneutukal apakah Hr. = l' 8191 adalah

sebudh fakti:rbilangan prina, hanya perlu

prina J r'-E'Iiif = 9o, 5o4

Dal nenurut teorena 4.3.3

nenpunyai bentuk 26k + 1.

Keaungkinan untuk bilanEan

dilihat untuk

penbaEli priDa tersebut

prina yanei Derba€li Hr. yang

dan 79.

bilangan

sala denEan fi-
- t3 adalah 53

penba.gian H13 dengan ke dua

diatas aenunjukkan bahsa l{
13

adalah bilangan prira.

Contoh 4 -3 -3

' Untuk aenentukar apakah Hr. = *t - 1 = 8388607 adalah

bilangan prina, kita hanya perlu nenentukan apakah Hr.

habis dlba+li oleh sebuah bilangan prira s

y'-T-= 2896 , 309 ... vang berbentuk 46 k + 1.

1

Iebih kecil atau

Denga-n aencobakan
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Bilarlgan prina yanEl perta.ra .adalah 4?

Dan 8388S0?7 = 47 . 1? 8481

Jadi l{r. bukanlah bilangan prila

Atau l{., adalah bilangan koaposit.

80
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Soal-soaI

1. Tentukan apakah setiap fungsi-fungsi arituatika berikut
' adalah fungsi nultiplikatif lenrlkap.

(a) f(n) = 0 (d) f(n) = loEt n

. (b) f(n) = Z (e) f(n) = n2

(c) f(n) = 't,/2 (f) f(n) = n!

2. Tentuka-n junlah penbagi positif dari setiap bilangan

berukut (Yaitu tentukan a (n) )

a. 35 d. too
b. 196 e-z=- 3t.st.f .n
c- 1OOO E- 20 !

3. Tentukan banyaknya penbaGii positif dari setiap bilanEan

berikut (yaitu tentukan ? (n) )

a-36 d-2.3 5 ? 11 13 1? l.S

b. ss e.2 3t.5t.f
c. 14 f.zg!

4- Bilar€an bulat positif yang lelpunyai sebuah penba-gi

positif ganj i l-

5. Untuk bilangan bu13.t positif n yang aanakah sehingga

junlah peaba.gi dari n adalah bilangsn Carrjil
6. Tentukan serua bilanElan bulat positif n dengan d (n)

sa-ua denEf an :

(a) 72 (b> 24 (e) s2

(b) 18 (d) 48 ((f) 84

'v,,-,,\ uPi PtHruS laltAAIt

II(IP PADANG
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7. Tentukan bilangan bulat terkecil n, ditana (n) sanaT

I

denElan :

(a) 1 (c) 3 (e)
(b)2 (d)6 (f)
Tentukan selua bilangaa bulat positif yang

dua peDballi positif
Tentukan selua bilangal bulat positif yanel

tiga peDbagi positif
1O- Buktika-n bahsa sebuah bilangan positif n adalah bila-ngan
' 

. koa;losit jika dan hanya jika
d (n) > n+{i

11. Hisalkan n adalah sebuah bilangan bulat positif.
Buktikan bahna r <f-t )2r (n)

12- Buktikan bahwa jika a (n) €anjil, aaka n adarah sebuah
kuadrat atau dua kali sebuah kuadrat dari satu bilangdn

13. ?entukan :

(a) o (1Oo) (e) a 61ggt I
(b) a 1256' (d) o (1O!)

14. Tentukan senua bilangan bulat
sehingga O (n) sa-aa dengan :

(a) 1 (c) 3

<b) 2 (d) 6

15. Untuk n nanakah 6 (n) ganjil ?

(n) Jika n ganjil
O (n) Jika n genap

L4

100

hanya punya

hanya punya

positif n sedetikian

(e) 14

(f) 24

, ={z16. Buktikan bahpa @ (Zn

a2



17-

1A.

Buktika-n I I n raka a (tr) I o (n)

Buktikan bahpa n korposit jika dan hanya jika
O (n) S n - r/ n
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