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KRITERIA FUNGSI DISTRIBUSI YANG TERMT]AT DALAM
DAERAH ATRAKSI DARI FUNGSI DISTRIBUSI NORMAL

H c I m a, Dewi Murni, I r w a n

Abstrak

Penelitian ini berlujuan untuk mencari kriteria yang harus dipenthi oleh

suatufungsi distribusi agar lernuat ke dalan daerah atraksi dari lungsi distribnsi

normal. Sehingga jika kila mempunyai suatu fungsi distribusi yang dintodelkon,

maka hta akan dapat menentukan apakah dia termual ke dalam daerah atraksi

dari fungsi distribusi normal. Dengan nengkaji terhadap teori-teori yang ada,

menganalisis teori-teori tersebut dan kemudian dilakukan pilihan terhadap salah

satu teorileori tersebut, naka didapatkan hasil yang dapat dijadikan suatu

teorema, yaitu

Fungsi distribusi F(x) ternuat ke dalan domain alral<si dari fungsi

x2 l, , .- dF(xt
distribusi normat jika dan harrya jika lim r 'r'l2l ' = 4 .*-. jl,l.* xz dF(x)
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PI'NGANI'AI1

Kegiatan penelitian merupakan bagian dari darma pcrguruan tinggi, di samping
pcndidikan dan pengabdian kepada masyarakat. Kegiatan penelitian ini harus dilaksanalan oleh
Universitas Negeri Padang yang dikerjakan oleh staf akademikanya ataupun tenaga fungsional
lainnl,a dalam rangka meningkatkan mutu pendidikan, melalui peningkatan mutu staf akademik,
baik scbagai dosen maupun peneliti.

Kegiatan penclitian mcndukung pcngcmbangan ilnru scrta tcrapar)nya. Dalanr hal ilri,
Lembaga Penclitian Universitas Negeri Padang berusaha mendorong dosen untuk melakulian
penelitian sebagai bagian yang tidak terpisahkan dari kegiatan nrengajamya, baik yang secara

langsung dibiayai olch dana Universitas Negcri Padang maupun dana dari sumber lain yang

relevan atau bekerja sama dengan instansi terkait. Oleh karena itu, peningkatan mutu tenaga

akademik peneliti dan hasil pcnelitiannya dilaliukan scsuai dengan tingkatan serta kewenangan
akademik peneliti.

Kanti menyambut gembira usaha yang dilakukan peneliti untuk nlenjawab berbagai

permasalahan pendidikan, baik yang bersifat interalisi berbagai faktor yang mempengaruhi
prahek kependidikan, penguasaan materi bidang studi, ataupun proses pengajaran dalam kelas

yang salah satunya muncul dalam kajian ini. Hasil penelitian seperti inijelas menambah
wawasan dan pemahaman kita tentang proses pendidikan. Walaupun hasil penelitian ini
mungkin masih menunjulikan beberapa kelemahan, namun kami yakin hasilnya dapat dipakai
sebagai bagian dari upaya peningkatan mutu pendidikan pada umumnya. Kami mengharapkan

di masa yang akan datang semakin banyali penelitian yaltg hasilnya dapat langsung diterapkan

dalam peningkatan dan pengembangan teori dan praktek kependidikan.

Hasil penelitian ini telah ditelaah oleh tim pereviu usul dan laporan penelitian Lembaga
Penelitian Universitas Negeri Padang, yang dilaliukan secara "blind reviewing'. Kemudian
unruk tujuan diseminasi, hasil penelitian ini telah diseminarkan yang melibatkan dosen/tenaga

pcncliti Urrivcrsitas Ncgcri Padalg scsuai dengan fakultas pcncliti. Mudah-nruda.ha-rt pcnclitian
ini bermanfaat bagi pengembangan ilmu pada umumnya, dar peningkatan mutu staf akademik
Universitas Negeri Padang.

Pada kcscntpatan ini kami ingin nrengucapkan terima kasill kepada berbagai pihali yang

membantu terlaksananya penelitian ini, terutama kepada pimpinan lembaga terkait yang menjadi

objek penelitian, responden yang menjadi sampel penelitiur, tim pcrcviu Lembaga Penelitian dar
dosen senior pada setiap fakuitas di lingkungan Universitas Negeri Padang yang mcnjadi
pembahas utanra dalam seminar penelitian. Secara khusus kami menyampaikan terima kasih

kepada Rektor Universitrs Negeri Padang yang telah berkenan memberi bantuan pendanaan

begi penelitian ini. Kami yakin tanpa dedikasi dan kerjasama yang terjalin selama ini, penelitian
ini tidak akan dapat diselesaikan sebagaimana yang diharapkan dan semoga kerjasama yang baik
ini akan menjadi lebih baik lagi di masa yang akan datang.

Terima kasih.

Padan Mar
ctua Lenrbaga Pc

niversitas Negeri

et 2000
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Padang,..t$K
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, . ..Prof. Drs. Kumaidi, MA., Ph.D.

.: .ryrP 130605231
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BAB I. PEr\DA-IIULUAI\
,.llV. i/ErjE,( i i,A0.r ilG

.d Latar Belakang Masalah

Fungsi distribusi mempunyai peranan penting dalam Teori Peluang' Dan

tidali dapat pula disangkal banyak penerapannya dalam statistika Matematika. Salah

satu diantaranya adalah fungsi distribusi normal, karena pada pengolaha n dau ada

beberapa statistik yang mensyaratkan bahwa data berasal dari sampel yang

berdistribusi norma[ seperti uji-t, uji-L'? , uji-F, d.an analisis regresi'

Kita mendefinisikan fungsi distribtsi F dikatakan stabil sebagai berikut'

Definisi : @ohagi, 1976:280)

Variabel acak X dikatakan stabil jika terdepat variabel acak Xr , X' ' "' ' Xn

salhg bebas dan berdistribusi identili ;-ang sama dengan fungsi distribusi dari X'

a"> 0, b. e R schirrgga Ix* - b" mcmpunyai distribusi Yang samx1

a
o k=t

dcngan X. Dan fungsi distribusi dari v'ariat:el acak stabil discbut fungsi disribusi

sta bi.l

AdapunbentukkanonitfiurgsikarakleristikdarifurEsidistribtrsistabil&pat

kita lihat pada teorema berikut ru.

Teorcma : (Helrna" 1995 : 38)

Fungsi disribusi F stabit jika dan hanya jika fungsi karakteristiknya q dapat

dinyatakan sehagai :



dM(z) +

dN(z)

dcngan d * 0, M(z)=0,N(z)=0, atau

o, = 0,M(z)=c, lzl'0 G< 0), N(z) = -srz+ 1z>0),0<p<2,

cr, cz 20, c1 +c2>0

Dalam hal in! p disebut eksponen karakteristik atau indek dari F.

BuLti : lihat lampiran I

Jfta kita perhatikar benruk fungsi karakteristik dari frngsi distribusi norm4

maka fimgsi dishibui normal termasuk ke dalam fungsi disribusi stabil' yaitu

lnq(t) = itu- +

12o'lnQ(t)=itp-l-

{+(A-- 
- u")}r"r"",een dalam disribugi ke suat' variabel acak dcngan

(.'-,-#)

I;{"-,-#r)

. J-:

Kitr mendefinisikan firngsi disribusi F diaraksi ke fimgsi distribrsi G

sebagai berikut.

Dellnisi : (Rohatgi, 1976 :28O)

Misalkan { X" } barisan variabel acak yang saling bebas dan mempwryai

disribusi identik dengan firngsi distibusinya F. Misalkan tcrdapat barisan {a" } dan

{ b" } dengan a" > 0, bne R mnrk sctiap n e N, schingga baisan

firngsi disribusinya G. Maka F dikatakan diatraksi ke G'

2



Himpunan semua frrngsi disribusi yang diaraksi ke G dinarnakan daerah (domain)

atralsi dari disribtsi G.

Elcrdasarkan dcfinisi fungsi distrib$i stabil dan dcfinisi dacrah atraksi" maka

fungsi disribusi stabil manpunyai daerah atraksi yang tidak kosong'

Bsldasarlian hal diaras, maka fun5i distribusi normal mcmpunyai daerah

arraki yang tidak kosong yaitu sekurang-kuraflgnya fungsi distribusi normal iru

scndiri. Kritcria apakah yang harus dipenuhi oleh suatu fungsi disribusi agar

termuat ke dalam daerah atraksi dari fungsi distribrsi normal tsrsebut ?

B. Perumusan Ma-salah

Berdasarkan laur belakang masalah kita dapat merumrskan masalah sebagai

bcrikrt : kriteria apatriah yang harus dipc"uhi oleh suatu fimgsi disribusi agar

termuat ke dalam daerah atraksi dari fungsi disribusi normal ?

C. Tujuan Penelitian

Tujuan penelitian ini adalah unnrk mencari kriteria yang hanrs dipenuhi oleh

srutu fungsi distribusi agar termuat ke &lam daerah atraksi fui ftmgEi distribusi

normal.

D. Manfaat Penelitian

Manfaat Peneliti.ur ini adalah :

l. Untuk mcnambah wawasan tentang firngsi distribusi normal

2. Membcri masukan tcrhadap pcneliti-pcneliti lain yang dalam mcngolah datanya

mcnggunakan shtistik yang mensyaratkan sampel berdistrr'busi normal'

3



3. Jfta dalam penelitian peneliti mempunyai suatu fungsi disribusi yang

dimodelkaq maka akin dapat menentukan apakah dia ternuat ke dalam daerah

atraksi dari firngsi distribusi normal.

4



8.4,8 II. TEORI PENDUKUNG

N{isalkan (A,?,P ) ruang pcluang

.d Fungsi Distribusi

Definisi I : (Hogg; 1978 :31)

F disebut fungsi disribusi dari variabel acak X jika unruk setiap x e R,

F(x) = P { <o e O , X(o:) < x } .

Untuk seterusnyq { o € O, X(ro) s x } kita nrlis dengan { X < x }'

Definisi 2 : (Hog, 1978 : 3t)

Fungi distribusi dapat dibcdakan mcnjadi dua, yaitu :

(i). Tipc diskrit , F(x) = If(z)

(ii). Tipe kontinu rlxy = jl f1z; az

dcngan f(z) merupakan fungsi padat pcluang

Definisi 4 : @ohatgi. 1976 : 220)

Variabel acak X dikatakan memptrnyai disfibusi dengan parameter

Definisi J : (Hogg, 1978 : 111)

Variabel acalt X dikatakan mempturyai distribusi normal standar jika firngsi padat

peluangrrya f1z1= {g-d'zrzt , -co<z<co
I llt



u(-.o<p<.o) dan o (r 0 )jika fungsi padat peluangnya

rp1 = ! rf2l = -+e-ttz'r\242o2O\O/Artl7l

-$ <2<6 ; o>0; -<o <P < co

Jika X mcnrpakan variabel acali berdisribui normal dengn parameter p

dan o, kita tulis X-N (fr, d ). Dcngan demikiarl variabel acak X pada

definisi3 , X- N(0,1).Dan X dinamakan variabel acak dari disribui normal

standar.

Definisi 5 : (Chow, 1988 : 55)

Variabel acak Xr , X, , '.' , X. , dikatakan saling bebas jika

n

P { X, <xr,XzsXz, ..., Xo<& } = fi P{X; <xi }
i=l

Definisi 6 : (Rohatgi, 1976 : 123)

Variabel acak X. , n e N dikatakan mempunyai disribusi identik jika unn* setiap

n e N , Xn mcmpunyai dishibusi yang sam'" yalru

P{Xr<x} = P{Xz<x} = " = F(x) , xeR

Teorema 1 :(Rohatgi 1976:222)

Msalkan X,, Xz, ... , X" variabel acali saling bcbas dengan X, - N 1p* ' 
of ) '

k=1,2,...,n.Maka S"= |
k=l

N Ilrr.'Zor(
t=l k=l

2

)xk

6



Akibat I : (Rohagi, 1976 : 222)

Jika Xr , X, , ... , X" variabel acalt saling bebas dan berdistribusi identik

N (p, d ), maka S, = i x* - N(np, no2), dan s"/n - N(p,o'7ln).

B. EkspeKasi

Definisi 7 : @reimarq 1993 : 3l)

Ivtisalkan X terintegralkan atas C) terhadap P. Malta Et X I = 1,, XC aisebut

elspcltasi dari variabel acak X.

Definisi 8 : (Hogg" 1978 :49)

Jil€ E[ X'?] ad4 malia d =var(X) =E( X - p)'l disebut variansi dari X. Dan

alur kuadrat positif dari var (X) disebut standar deviasi (SD) dari X.

Definisi 9 : @ohatgi, 1976 : 157)

Misalkan X,, Xr, ... , X. variabel acak bemilai komplek saling bebas dan E[Xt ]

ad4 untuk setiap i = 1,2, ... , n, maka E[ X, X, ... X, ] ada dan

ElXr X2 ... X"l =ElXr lE[Xz]... ElX"l.

C. Fungsi Karalderlstik

Definisi l0 :(Chow, 1988 :268)

Fungsi karakteristik g dari variabel acak X didefinisikan scbagai :

't

e(r) = J_: ei" dFx(x) : E[ 
"n*]

,,,.*1il
. iil',G I



Teorema2 : (As[ 1972 : 332)

Msalkan X variabel acak dengan fimgsi krakteristik 9 , maka ada cr korstan ,

0<occo, sehingga untuk sctiap u > 0,

r{ x = * } = :i; (r-Re{q(D})dr

Danjika a > 0, maka F(-) = F-(I-!, 
)

Teorema3 : (Choq 1988 :269)

Misdkan X dan Y variabel aca( q b e R. Jilo Y = aX + b ruka fungsi

karakraistik dari Y adalah C(t) = g.(aQ e} .

Teorcma 4': (Chow, 1988 : 271)

Misalkan X dan Y variabel acak yang saling bcbas. N4aka

qx-Y(O = q(O.p'{t).

Teorema ( Teorema Ketunggalan ) 5 : (Chow, 1988 :270)

Ftmgsi disribui Fr dan F2 identik jika dan hanya jika 9r dan 9 identik.

D. Beberapa Teorema Kekonv'ergenan

Definisl Il : (Laha, 1979 : l3f)

Misalkan { F" } barisan fungsi yang terbatas ser€anL tak turun dan kontinu kanan

di R. F" dikatakan konvcrgen sccara lernah ke fungsi F yarlg terbatas, tak turun

8



dan kontinu kanan di R jika Fo (x) + F(x) untuk n 1 'o pada setiap x titik

kontinu dari F. Notasi : F" -- 
*-, 

P

Definisi 12 : (Laha, 1979: 13l)

Illisalkan { F" } seperti dc6nisi 11. Fn diliaurlian konvergen secara lengkap ke F

jila :

(0. F" --r-, F

(ii). R (t co) -+ F (t co), untuk n -) co.

Notasi : F" --l+ F

Definisi 13 : (-aha" 1979 :132)

Misalkan F" dan F masing-roasing merupakan hrngsi distribui dari variabel acak

X" dan X. Xo dikatakan konvergen dalam distribusi ke X jika F ---:-r f

Notasi : X, --5 X

Teorema ( Teorema Helly - Bray ) 6 : (Irh4 1979 : 135)

N{isalkan g fungsi bemilai real dan kontinu pada Ia,b]; { F, } barisan fi:ngi

terbatas seraganl tidak turun dan kontinu kanan yang korwergen secara lemah ke

firngsi F pada [a,b], dengan a,b titik-titik kontinu dari F' Maka

li* i"o g dF" = j,o g dF

9



Teorema ( Teorema Perluasan Helly - Bray ) 7 : (Lah4 1979 : 137)

Misalkan C firngsi bemilai real, terbatas dan kontinu di R ; { F, } barisan fungsi

terbatas seraganl tidak ffiurr dan kontinu kanan yang konvergen secara lengkap ke

frrngsi F diR. Nlaka fi. I1 g a4 = I.1 g an .

E. Bebcrapa Teorema Lain Yang Penting

Teorema ( Teorema Type Konvergensi ) 8 : (Ash, 1972 : 342)

a. Misalkan x, --g--) x , Y" -5 Y , dimana unnrk setiap n e N,

F. (x)= F, (x), a">o..o _:(yo _bo )
Asumsikan X dan Y non degenerate, yainr

tidak konstan hampir dimana-mana. Maka ada q b e R, a >0 sehingga a,-+ a'

bo+b dan F* (x) = F1 (x) .
(Y-b)

Teorema ( Limit Pusat Lindenberg - Feller i'9 : Q-ah4 L979 :282)

Misalkan { X" } menrpakan barisan variabel acak yang saling bcbas dengan

var(X") = o"' <. , n=1,a..., E[X"]=o', S"= | Xu dengan

var (S) = Bnz , dan F" fungsi distibusi dari Xo . Maka

( 
"*')tB",('). lim max

oJ.o lskl!
=0

[ (s" - rts.])
i4 Jz" [l-.-"'''

k=l

5x I(ii). lim P

jika dan hanyajika untuk setiap e > 0

l0

du , unruk setiap xeR

!



"ry" + i I*-*,,..*" (x - o* )2 drn 1x;

Akibat (feorema Limit Pusat Levy) 2 : (I-aha, 1979 :287)

Misalkan { X" } merupakan barisan variabel acak .vang saling bebas dan

berdisribusi identik dengan 0 <var(X,) = o' <*,n=1,2, "', So=
n

XXt

Ivlaka untuk setiap xeR, lim P
t

,l2n
so - E[so ] <x u2 tz

[. e- du.
oJ"

Kctaksamaart Cauchy f 0 : (Astr, 1972 :82)

Jika f dan g e L2 , maka fg e Lr dan l l, trap I . ( t" Fl' ou Jn l.l' a*)"'

dcngan g merupakan kompleks konyugat dari g.

Teorema ( Bernsteln & Fellcr ) 1l : (Gncdenko, 1968 : 130)

Nlisalkan { X" } merupakan barisan variabel acak saling bebas' Maka ter&pat

barisan bilangan real {a.} dan { b. } dengan b,> 0 untuli setiap neN yang

mempunyai sifat bahwa barisan \.Y
k=l

konwrger dalam distribusi ke1
a

tr
bo

variabel acak yang bcrdistribusi nonnal srandar da" {+ }, I <k<lq merupakan
Ib"J

infinitesima[ jika darr hanya jika tcrdapat barisan konstanta Q ( C" + 'o )

sehinga unhrk n --+ co

)-.,,riirr
,.iEANG

11



p lro"" ot'{*) -+0

nI

{.[*,.." 
*' d&(x) - (L,.", *d o,,.r' ]z -+@

F. Barisan Inlinitesimal

Delinisi 14 : (Astt, 1972 : 350)

Barisan variabel acak Xrr , Xrz , ... , X,, ,

Xrr,Xzn,...'Xzra

Xol Xo2 X15

c

e > 0.

dikatakan barisan infnitesimal jika I-ll,[ff" P{ I x,k l,' } = o, unruksetiaP

Teorema 12 : (Gnedcnko, 1968:96)

Kondisi infinitesimal .... ekuivalen dengan

(i). 0 ataq

(ii). jl1rff;" lO*(t)-ll = 0 *ec"ras'agampadaintcrrralhingea ltl<T,

unruk setiap T > 0 , dimma rp.1 firogsi karakteristik dari X,& .

lim max
!-ro tlkJla

*2

J " *7 dFa(x) =

t2



.feorenra f3: (-ah^o' 1979:295)

Misalkan X, , X,, ... , Xn variabcl acak saling bebas dan bcrdistribusi identik' Jika

! x* --5 x maka x" ---!-, o.
k=l

UntuIi y -vang tetap letapi sebarang, 0<7<o , definisilian :

chi = c(,k tf) = I x d \n ('x)xln

f;rr,=X*-aor

F* = F* (r + %r)

0*(t) = 
"-rta* 

p* (t)

Teorema 1.1 : (-aha, 1979:297)

lvlisalkan m.a median dari X,k . Anggaplah variabel acali pada barisan { X* }

in Enilesimal. Maka

(D. lim max
a-+o l(kSko l'n* I

(ii) lim max
n-+o l<l<kn I o,n

0

0

Karena lim max
o-to l(kSlco l"* I

0, maka { I* } merupalian barisan infinitesimal

apabila { X"1 } infinitesimal. Akibatny4 melalui leorema 4.1 2

tim .max l0*(t)-ll = o
nJo lsr5xn

ser-ara seragam pada interval hirgga lt l< T, trnruk setiap T> 0

13



Teorema 15 : fl-aha 1979 :298)

Misallian X , Y variabel acak saling bebas dan berdistribtsi identilq X' = X - Y

merupakan simerisasi dari X. Definisikan g pada R dengan :

g(x) =

k!
SUP I

k=l

l*l< t

I*1, t
2x

1

malia rmruk sebarang median m dari X : El g(X'y) l > (l/2)E[g(X-m)] '

Teorema 16 : (I-aha, 1979:298)

rvlisalkan { X* } merupakan barisan variabel acak yang infinitesimal. Angg+lah

filr*l -+ lql ,nruk n-) co, dimana 9 kontinu pada R. Maka ada konstanta
l=l

C=C(y)>0 tidak bergannurg pada n sehing4

I.#;dFil(x) < c.

Bul*ti : lihat lamPiran tr.

14



BAB III. METODOLOGI PENELITIAN

A NtrTODE PENELITIAN

Penclitian ini merupakan penelitian tcoritik atau "library rescarch" . Dalam

penelitian ini, penctiti mencoba memodifikasi suatu tcorenra dan membukikannya

berdasarkan teori'teori yar€ ada.

B. TEKIIIK PENGIA,{PULAN D.A,TA

Padapenelitianini,dala-d^ad'ikumpulkarrdaribulrr.bu(uyangmenunjarrg

sehinggadidapatkansuatukonsepyangdapatdibuktikansecaamatcmatis.Adapun

proses kerjanya adalah sebagai berikut :

l. Meninjau permasalahan yang dihadapi.

2. Mencari teori+eori apa saja yang dapat dijadikan sebagai penunjang untuk

menjawab permas alahan tersebut.

3. i\,IemodiEliasi teori'teori tersebut sehingga teori-teori tersebut mengarah kepada

jawaban permasalahan

{. Ivlencoba membentuk suatu teorema dari teori-teori yang ada yang diduga

menrpakan jawaban dari permasalahan

5. Membuktikan teorcma tersebut.

l5



BAB IV. PEMBAIIASAI{

Sebelum kira membahas tenhng kiteri, firgsi distrttusi yang termuat ke

dalam daerah atraksi dari fingsi distribusi nonnal, maka ada baiknya kita tinjau

kembali apa yang dimaksud dengan daerah atraksi tersebut.

Definisi 14 : @ohatgi, 1976:280)

Mbalkan { X, } barisan variabel acak yang saling bebas dan mernpunyai

distribusi identik dcngan fungsi distribusinya F. Misalkan terdapat barisan {a, } dan

{ bo } deogan ao>0, boeR untuk setiap n€N, sehingga barisan

{*(*.- 
-u.)}m**sen dalam disribtrsi ke suatu variabel acak dongan

ftrngi distribusinya G. Maka F dikatakan diataksi ke G.

Himpunan semua flmgsi disribusi yang diatraksi ke G dinamakan daerah (domain)

atraksi dari disnibusi G.

Definisi diatas dapat pula kira nyatakan dalam bentuk pernyataan lain

sebagai berilut :

Dellnisi 14' :

Msalkan variabcl acak & , X, , ... , Xo, ... saling bebas dan mcmpunyai fiurgsi

disribusi sama, yaitu F(x). Jika urtuk konstanta A" dan B, , fungsi disuibtsi dari

variabel acak X. = 
f ,i,X, 

- A" konvergen untuk n -+ .o ke fimgsi ditnbusi

l6



3tp/u1uno - l<, G)

fi*
kI

/- (-/

V(x), maka kita katalian bahrva F(x) diatralisi kc V(x)' Scluruh fungsi distribusi

yang diatraksi ke V(x) disebut daerah atraki dari fungsi dist-ibusi V(x)'

Ivfisallian kita mempunyai fungsi disribusi F(x) yang termuat ke dalam

&erah atraki dari fungsi distribusi normal. Ivlaka menurut Laha (1979 :336) "..'.

if and only if Ii., dF(*) = {r-' I,,.. *'art*)) as z '+ co ' " Dan menurut

.x' I1,1.y dF(x)
Gnedenlio (1968 :172) " .... if and only if as X + 

"o x' dFlxy*l.x

Menurut peneliti, kedua pendapat ini sama artinya kalau kita tinjau dari makna

masing-masingnl 4 Yaitu :

--+0.".
I

I rlzz
dF(x) =

-2z x'aF1x 1 untuk z -> co artJnya
.1.,

X' iq.1r* dF(x)
0lim

X-+o x'dFlxy.l.x

i

I

Urrn i X-+co
X'z I1_1r* dF(x)

fr;;'dF(D
+ 0 artinva lint

X2 {-1.* dF(x)

*l.x x'dF(*)
0

I

Dan kalau kita tinjsu pula menurut Brsiman (1993 | 215), yaitu " There cxist A" ,

B. suchrhat s./A" - B. --5 N(0,1)ifandonlyif

,. x' I1r1,* F(dY) 
- ^,,m -=-=--=- - v*-. Irtr' y'F(dy)

Dengan demikiaq berdasarkan ketiga pendapat diatas kita dapat membuat suatu

.lr'lJ

teorerna lain sebaiPi berikut

t7



Teorema 16 :

Fungsi dishibusi F(x) termuat ke dalam domain atraksi dari fungsi distribusi normal

x2 l; ,... dF(x)
iika dan hanva iika lim 1'r'1 ' = 0 .- x-- 

{,1.* *. dF{*;

Bulti:

a. Variansi dari F(x) hingga

Perhatikanlah jika lx l>x maka x2 >X2. Sehingga

I,l.* *' dF(x) > Ii.* x' dF(x) = X' i-,.* ,lri*),

Karena variarui dari F(x) hingg4 rnaka EfXl = I_: x2 dFlx; <.o .

Dengan demikiarl unnrk X -+ 
"o , x' dFlx; -+ o

rl>x

Akibatrryq kita perolch x' 
{"1.* 

dF(x) + 0, untuk X + co (l)

Di lain pihak kit juga mendapatlian bahwa :

o . .h.* x2 dFlx; - J] *'dF(x) <co , untuk x -) co (2)

Dari (l) dan (2), kita mendapatlian

I

0

Selanjutny4 fungsi disribui F(x) termuat ke dalam domain araksi dad fimgsi

disfibusi normal karena akibat dari teorefiB limit pusat Lindcnbcrg - Feller dengan

mengambil B"= \Gt.

Msalkan a = Jx dF(x) , o: = J1x-a)t dF(x) ,B"'z=nd .

.. x2 l.,r* dFlx;
hm -:-=*-*-' .ll*1.* x' dF(x)

l8



lvlalia unruk setiaP t > 0, n -+ co ,

n
1x- a;2 dFlx; I.r,'"., (* - a;? dFix;

L'l

n

o
->0

B *1, €o
0

Berdasarkan tcorsma 9 dan akibat 2 maka [(x) ]crmuat kc dalam domain afraksi

dari distribusi normal.

b. Variansi dari F(x) tak hingga.

Jita variansi dari F(x) tok hittgec maka J-- xr dF(x) -+ co '

Sehingga unruk x -) co, 
1,1.* 

*' dF(x) -r co.

AIan dihmjukkan jk ll,l.* x' dF(x) -+ co maka

(( I x dF(x) ) o x2 dFlx;
'1. 

xIl )rl. X

lvtisalkan ()i)>0, t tak terbatas ( unruk x+ t'o ) sehingga

. = j_" r'1x; ar1*1 <co

Maka x dF(x),l.x =(r trxr s ar(x) l" t(x) )

z

(i 2

Dan dari ketidaksamaan CauchY ,

( I x dF(x)
2

) ( 1,1.*,,r*r 
dF(-) ) [ Ir.. *dFc) )*l.x

z

=.[ I',.,.fr*t.')

19



Karena t'? (x) -+ 0 unnrk x --+ t co , maka terdapat ,Yo sehingga untuk setiap

X > )G berla(-u

I "l.X
x dF(x) <c

[1.,.*, ;f *t-')(
2

) + c E( Ixo.l,l.x *'1*; ar1*) )

Jadi x dF(x)
rl. X

n
(ii)

C rl.Cn
x' dF(x) - x dF(x)

tl<co
--' co,unfuk n-+.o,

(3)

x' dFlx; .

(I 2

) o( lr,r.* x2 dFlx; )

Mcnurut teorema Bemstein & Feller, fimgsi disribusi F(x) termuat ke dalam daerah

atraksi dari distribrsi normal jika dan hanya jika terdapat barisan komtanta { C' },

dengan Co -> o untuk n -r co 5gffigga kondisi berikut mernenuhi :

(i). n {4,"" dF(x) -+ o

2
n

I (I 2

)

Karcna variansi tak hingga, maka (ii) dapat dijadikan

n
I .l.Co x' dFlx; - . untuk n -+ co

Co

Akan ditunjukkan : jika (i) dan (3) maka

Dalam hal ini karena Q -r co unn* n -+ co , untt* setiap X yang cuk'up bcsar

kita dapat menemukan sebuah n sehingga C" < X < C*.r

t,,' 
X'Jt'l.I dF(*) - ox-- [,1.x x' dF(x)

Misalkan q(X) = dF(x) dan H(X),l>xI
I

Ix2 *l.x

Maka untuk X dan n yang cukup besar q(C") > q(X) > q(C*r) , dan

20



H(X) =

x2 dF(x)

i i''.* x'dFlx;

I
x *l.xI

l

l

dF(x)tl.X

*l.Cn
dF(x) +

n <l.l.x dF(x)I"

I x2 dF(x) + q(c,)
C rl.Co2

= H(CJ + q(C")

Dengan cara yang sama, kita dapatkan H(X) > H(C"*r) - q(Q) ' Dan kita

- 9(C.*r)
- H(C,)+ q(C")mempunyar

q(c") 
>

H(C",,) - q(C,)
q(E
H(X)

n dF(x)I I 'l>x
dF(x)

xlzcn
ataq I

;l SL."n*, 'x2 dF{'x) - nl.r,"" dF(x) 'x2 l'1.* 
*'dF{")

(n+ l) dF(x)I "l>co+l
n+ I n

nC I,,.." r'dF(x) + (n+ r)l.l>c" dF(x)

Dari (i) dan (3), ruas kiri dan ruas kanan pada ketidalsamaan menuju ke 0 unnrk

n -+ .o . Sehinga terbukti bahwa lim
x'l dF(x),l>x =0

XJo ri.x x'dF(x)

UnNk membuktikan (1) kita hanya membutuhkan barisan konstanta { Co } dengan

Co -> co untuk n -> .o, sehinga kondisi (i) dan (ii) memenuhi'

Jt

rs rt iiA A,
i,i0xN62l

I

,I



rVisalkan 6 > 0 dan definisikan C" (6) :

q(6) = S{ *, n1.,,* art*) . s 
}

Karena f-' x' dF(x) = co, maka C 
"(6) 

+ co untuk n --) .o .

Maka dari (1) bahwa terdapat Xo sehingga q(X) < e H(X), unruk setiap X > Xo.

ladt, q(llz C"(6) < e H(l/2 C"(6)) .

Untuk n yang cukup besar, dan kareru nq(1/2 C"(6)) > 5 , maka kita mcrnpunyai

6 < nq(l/2C"(6)) < neH(l/2C.(6)),

ataq n H(1/2 C"(6)) > 6/e, unhrli n yang cukup basar'

Sekarang, H(l/2 C"(6) = 
# 1,,,."{r, x2 dFlx;

4,_t
c.'14; Jl rl<co(5) x'dFlx; = aH(G(6))

Untuk n yang culrtp besar, n H(C{6)) > 6 /(4e).

Jadi, untuk setiap 6 > 0, n -+ .o malia n H(C.(6)) -r .o

Dan hal ini diikuti bahwa terdapat 6" --+ 0 sehingga n H(G(6)) --t co unruk

n -) cD. Tetapi, nq(G(6)) s & -+ 0 untuk n -; co oleh pendefinisian C"(6)

Dcngan kata lafu, wttuk n -+ o

(i) n dF(x) -+ 0
"l>coI

n

o

(ii).
C { I,r.""

x2 dFlx; -) .o

)',



BAB V. KESL\IPULAN

Berdasarkan pembahasan diataq maka kita mendapatkan suatu kesimpulan

yarN

Fungsi distribusi F(x) tcrmuat ke dalam domain atraki dari fungsi distribusi normal

jika dan hanya jika .. x2 l-rrx dF(x)
lrm -----* =*-- I,l.* x' dF(x)

0
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LA"MPIRAN I

Untuk membultikan teorema tersebut, kita memcrlukan definisi dan teorefira

berikut ini.

Definlsl : (Gncdcnlio, 1968 : 7l)

Variabel acak X discbut tcrbagi tak hingga jika tcrdapat rariabel acak Xr 
'

Xr, ... , X, salit g bebas dan berdishibusi idenrik sehingga I Xn mernprurYai
k=l

distribusi y:tng s.rma dengan X. Dan fungsi disrribusi dari rrariabel acak terbagi tak

hingga disebut fungsi disribusi tcrbagi tak hingga'

Teorema ( Representasi Levy-Khintchine ) : (Gnedenlio' 1968 : 76)

Fungsi karal,tcristik I terbagi tak hingga jika dan hanya jika ln 9(t) dapat

dinyatakan scbagai :

,.( .- _ it* ) 1**'oc,*)
ln q(r) = icrt + 

J_ (e*-l t+xz) x.

cteR,Gterbat&9'taktuun,kontinukananpadal!schingoaG(-co)=0dan

G(+co) < co .

Nilai integran di x = 0 didefinisikan dengan kekontimran sebagai :

1+ x2

x

t
e 2

itx \r---- " I

l+ x') )

Selanjutny4 a dan G ditenhrkan secara twggal oleh q '

Beril-ut ini, mafilah kita lihat bulti dari teorema tentang firngsi karakleristlt'

stabil

25



Misalkan 9(t) fiutgsi karakteristih dari variabe I acak stabil' Maka 9(t)

menrpakan fimgsi karakteristt terbagi tak hingga. Dan

t 9(0 f = gito g(ar t)

n ln C(t) = ilb, + ln e(a" t)

n V(t) = itb" + rY1a, 1; (l)

Bcrdasarkan definisi variabel acak terbagi tak hingga dan variabel acak stabil maka

kita mendapad<an suatu hubungaq yairu setiap variabel acak stabil merupakan

variabcl acak terbagi tak hingga.

Maka dari teorerna diatas didapatkan :

v(r) = rnq(r) = iat * i.-(,'" -r-#)!I dce).

Hal ini berarti,

v(a"o = rnq(a,t) = icur + I--(.'*"-t-#:)!t$ 061*1

, 
,_ ,r.-..l t+an-2!2 dG(yi a,).= iaa"t + J-.["''- t+a^-,y,) an-.!.

Karena --4-- terbatas maka integral berikut ada'
I + a,'w'

'"[ --4.act*lJ- 1+ a"'w'
f -J-=dc(y/a")J-6 l+y'

Karena inr, didapatkan :

v(a"g = iaa"t - J-l $7uorr,,.) 
* i-:(.'' ,+#dc(vi a")

26



ee ivt 1+v2
= ica.r - I -+; :--t . dG(y / t^).- a.'y' t+y-

* J:(.'n - 1)113+I dG(y/a")

iyt un-'y'-l. y' - 
^n

2

v += icr&t + r" dc(y / a" )
l+y an v

r * a-*-1Y' 
dG(1'l a. )a"'y-

= iqa"t + 
'l.; #[,-,.'- t'+ ?') dG(v/a.)

J-'.("'n - t'+{dG(y / a")

, .6 ilt
= iq,r"r + (1 - a"')J__ 1ft dc<v r 

^"1

J:(", -')

+

+

tl \. -2 1

1..[.,r,_1_ 
iI 

'll+ao-y" dG(y/a")
., -\ l+y.) a. -y"

V(a,D=itct."+ j-] eir -l- iF I t"1o-'y' dG(y/a,)
I + .\'" ) a^ 'y'

Jadi.

Definisikan :

(2)

dengan a.. = drn + (t-a.')i- 
=+ 

dGQla^)'l_. l+Y.

.2., l+VM(z)= I -; dc(y)
J-@ y'

, untuk z<0

N(4 = -f f- uo,r, , 'nn.rk 
z>0

o'z= c(+0) - q-0).

2,1



Maka M(z) dan N(z) masing-masing tidali nrun pada intcrval (-co,O) dan (0,co)

dan M(-co) = N(.o; = 6.

Dari (2) didapalkan :

v(a" t) = ito"" * J-t ("'' - t

fi(",,-,

n(

f ["* -r-lI=]dN(y/a") .
J*0 \ l+y. )

J;(

ivt

#dG(y/a") 
+

)+#dG(y/a") 
+

21+y

ilt
zl+y

&t - antt'o'
1

eil-l- iyt-.) r+t-'t" dG(y/a.)
l+y') a,'Y'

f' ( 

"', -,- lql dM(y/a") +
J-. \ l+y" )

+
eo

Dari (l) diperoleh :

. ntlo2
mtct- 

- 

+
2

.-o (
i_- "[e,r, -r- its,

l+y.
dlvl(y) + [{.'-,--:Yt )aNtrl

= irbn + ita",- if . J-j(.,r-r-#o-rJdM(y/a") +

",r' 
- r - -ll4-..] dNg / a,) .

l+y')

Dari kenrngqalan penyajian pada teorerna diatas, maka :

d1a'-n; = g (3)

M(y/a") = nM(y) , y<0

28
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N(y/a') = nN(y) ' y>0 """"""""""""""(5)

Akan ditenrukan flrngsi M(z) dengan z < 0 '

Dari (4), kita perotch : l/n lvl(y) = M[ a(n)y ] dcngan mcngambil a(lln) = Lla" '

Ir{aka unhili sebarang r = m/n e Q*, didapatkan :

rlu(y)=m/nM(y)=mlvlla(n)y]=M[a(n)a(l/m)v]=Mta(n)/a(m)y]

= Ivl(y/a, ) dengan a. = a(m)/a(n) e R* '

Atian dinrnjukkan a. tidak hrun unluk setiap r e Q*

Nlisallian \ ,Q € q* dengan 11 (r2

Karena M(z) > 0 maka 11 M(z) < ru M(z) '

Dcngan demikiarL lvl(z / a, ) < NI(z / a. ) '

Karena N'{(z) tidak turun dan z < 0 maka an 3 a,,

Bilamana i\I(z) > 0 arau M(z) - 0 makr !., ' 3.,

Pandang : lvl(z)+ 0 .

Definisikan : untuli setiaP r e R* ,

B(x) = 1,3r -
sup ar

Ax

jika.i e Q

jikax e Q

N{aka B(x) naik .

Misalkan x e R* sebarang. Maka terdapat (r,) dan (r") dengan

r, t x dan r,' J x, r,, r,' € Q*

Karena r"(x(r,' maka B(r,) < B(x) < B(r,') ' Jadi' unnrli sebarang y<0

didapatkan : yB(rJ >yB(x) >yB(r"').
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Karena M(z) tidak nuwu maka :

M[ yB(r) ] > M[Y B(x) ] > M[ Y B(r"') ]

r,M(y) > M(yn!.) > r,' Mg)

Jika v -+ co maka r, , r,' -> x . Oleh karena iq untuk setiap x € R+ terdapat

B(x) e R. sehingga x M(y) = M[ y B(x) ], unnik y < 0 (6)

Jika (6) didiffercnsialkan didapatkan :

* dM(v) = ,,*, dlt/[vB(x)l
dy d[yB(x)]

MvB(x)l ,-... -.. dMYB(x)l
--:: --:-- M'(y) = ts(x) -- .- 

-
M(v) -'' {YB(x)I

M(v):
M(v)

B(x) dMyB(x)I
d[yB(x)] MyB(x)I

Biladiambil y=-1 danmisalkan gP = p maka
M(-r)

p
B(x) dM-B(x)l

dt-B(x)l M-B(x)I

-B
d[-B(x)] 

=
dM-B(x)l

-B(x) M-B(x)l

-Phl-s(x)l = InM[-B(x)] + c

., | -s(*) I + = M[-B(x)]

Misalkan z= -B(x) < 0 dan M(z)>0. Maka cr lzl+ = M(z); c1 z 0.

Karena M(-o) = 0 maka geR*.

Karena co > f, I arulz; = -"t 9f, e1'-lae1, maka p < 2 .
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Jadi, telah kita dapatkan :

M(z) = cl lzl'P 1", >0,2<o,o<P<2)

Dengan menggunakan
dlvt(y) dN(-Y)

(7)

, Vy.0 maka untuk mencntukan
Mv N(-Y)

fungsi N(z) analog dengan cara menenrukan frm$i N{(z)

A.khimya, didapattan sebagai beri.ln'ut :

N(z) = -c: z'9 7cr,0, 0 < P <2, z> 0)

JiIa (7) dan (8) masing-masing disubstitusikan ke (4) dan (5) maka didapatkan :

(e)

(10)

.............(8)

c,(a.P-n) = 0

cz(a,P - n ) = 0

Akan ditunjukkan bila o2 * 0 maka c1 = c2 = 0'

Misalkan d*0. Maka dari (3) didapatkan an2- n=0 ' Karena0 <P<2

maliaa"o-n*0.Dari (9) clan (10) dipcrolch ct = cz = 0 ' Olch karena iru'

M(z) = 0, (z<0)danN(z)=0' (z > 0).

Selanjutrry4 jilia M(z) - 0 (atau N(z) * 0) malia cr > 0 (atau c2 > 0)'

Bila diambil n = 2 nraka dari (9) (atau ( 10)) : a.0 = 2'

Oleh karena inr, 41 *2 dandari (3) disimpulhan bahwa d = 0-

BuLti sebaliknyanya , unnrk menunjulikan sebarang fung$ kalaklelistik dengan

bentukkanonikstabi|yaknimisalkandibcritanneNmakadidapatkana">0

dan bo e R sehingga bolaku (1).
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LA'il,IPIRATI T

Misalkan G* f,urSi distibusi dari vriabel acak Y* yang merupakan

simerisasi dari X* , dan misalkan 0a fungsi karakteristik dari Y* . Mal<a

0<eilt)= lq*.(Dl's r

k!
Sehingga kita dapatkan : fr e*(t) - le(t)l' unhrk n-r.o.

t=t

Tulis: ed(t) = J_' costi dG*(x). Teuplian T>0, ruka

0 . IJ (r-0"*1t) at = IJ J] (r-costr)dG",(x)dt

j_'. 
Jrr (r- coso<) a aq*1xy

= I:(, sin Tx
dG.r(x)

x

='I-: (,-+EJ dGil (.y)

l+ x2Kareru ada C(T) > 0 sehingga

x e R kita peroleh :

> C(T) > 0, unnrli setiap
srn lx Il--t
Tx) x

IJ (r-e"-<,) dr = rl-' (,-+fl)-I J- dG.,(x)

, rcCD.[-' $ uo*O,, sehingga

l6
''i,i
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[ * dG,,(x) = #G, f (r-o",tt) at

D lain pihalq pandang 
J'-11 ,T1[ lq.r (t) - I I = 0 .

Kita mencatat bahwa ln ga(t) ada dan hingga unfirk n yang cul*1lp besar dan unrult

semua 15 ks kn. r\kibatny4 untut n yang cukup besar dan 1<k<kn,ln 0d.(0 ada

dan hingga. I-ebih lanjut lagi, €,..(t) = I q*(t) I ' , sehingga kita mempruryai

kctidaksamaan O<l - e"(0 <'ln e"(t), untuk setiap t e R dan n yang cukup besar'

Dcnsan dcmikian, l' *' - I rr ', J4 1* *. dcnt('i) < - 
T c(T) J; he"k(t) dt '

Sehingga untuk n yang cukup besar,

p-, J-. i;; dG*(x) <
rkal<-

-- )
TC(T);i

T
I 0

tn0* (t) dt (1)

(2)

kD

Pandang hipotesis kit4 U lnO", (t) J z lni 9(t) j , schingga

g i; rno"k(t)dr -z l.r rnl,plt;i at-) <@

AkibaEryq rurn* n yang cukup besar tcrdapat C'(t) < "o sehingga

o . - i {' he,*it;dr < c'(t)

J:*dG"*(x)',ffi

Jadi, dari (1) dan (2) kita pcroleh:

= Cr, n>l

5J

(3)



Misalkan g pada R didefinisikan seperti pada teorcma I 5 , maka dcngan

2

dan teorcrna 15 kita
x

l+x2
l(

menggunakan ketidaksamaan
1+ x2

<g(x)sz

dapatkan

J] s(x - m* ) d4r (x)

J-: *dF"t(x+-*) = l-- *{ft}ar*t-r

Il ef* - rl dF"r(x) d4r(z)

Y2 En- *2

Il ,FdFa(x+m"*) 
t 4t J-. fr;ac"*{*)' 4c' = c'z ' 

untuli

< .[,1., (*-.k)'dF"*(x) + 2(f +l t"*lll[.'., {,-o.r)dF.r{*)

= I,1., 
(*-m.r;'or"r1x1 + 2(^l+ lm*llao l,tr, tr*(*)

< 2l

Sehingga, dad (3) kita Peroleh :

tnI
t=l

= oJ- i-. #+dF*(x)dFp(z)

setiap n > l.

Pandang pertidaksamaan : (x-cp)'s (x - trr.'r. )2 + 2(x-%r)(m*-a*)

Mak4 [.1., 
(*-o"r)'d4*{*)
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tltr

dan akibatnYa,

(x - c,,, )'f -L, dF,*(x) =r-6 l+X' i: l+(x-(x"k)

I (x-lr\r)'dFor(x) + 2't 0 *l **l) .[,],_, dF*(*)

2

dF"r (x)

(* - oon )'=j
'l.r l+ (.\-ool.)

. ,2
(x - ct"r ) dF.* (x) + I 'lz7 l+ (x-c.k)

dF* (x)
2

d,1., 
(.*-o,*)' dF"r(x) + I.t* dF,,*(t)

= Jt"t., (*- n\u)' dF*(x) + { I + 2't(v "lm*l) } I.l.r dFil (x)

Karena, 1x - m*;'1 dF*1x;
'l'r

i,, {r+1x-m*l'}
(x-m*)'z dfu(x)

i

z1+(x-m"1)

(* - *"t. )'s {l+(7*l"ull'}l .l.t l+(x-r\k)

(x-m*)'
< {1"(I*1'n,*ll'}{ 'l.r l+(x-m"l)

z
dF.r (x)

z
dI;* (x)

= 1 r -(r*lr*l )' ) I.-,*t, $ o*,,***n,

< { I +(y*l*ol)' } J" * dFk(x+m.k)

1+(x-m*)2 (*-.Lu)'
I j d\*(x)darL rl>l dF,k (x) = ,l>r (x - m* )2
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l+ m!r
D (* - m,, )'(

z
't+

(r - I'n"r l)'
I'lzr 1+(x-m,n)

dF*(x)

r * (r *l^,*l)')
f -i-- dr;(x+m*)J-' l+ x'(r-l*l)'

l,oi J-- $ **,*,

r . (r * l"u,l)' )

{r 
* (r *1.*l)'} - {,. zy(r.l**i)}

(r-1.*l)'

=d,

l+

[ * 
dF*(x+m"])

{r. (r * l',*l)'}
l+7y

't-
(f+

mnl

*D')
i:;; dF*(x+m")

(
2

D

I-1 * d{*(x+m*)

Sehirss4 p, f *#"*(*) < [ r, i" $*,"*'no,
< dr Q = C, rmtuk saiaP n >1.
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