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KRITERIA FUNGSI DISTRIBUSI YANG TERMUAT DALAM
DAERAH ATRAKSI DARI FUNGSI DISTRIBUSI NORMAL

Helma, Dewi Murni, Irwan

Abstrak

Penelitian ini bertujuan untuk mencari kriteria vang harus dipenuhi oleh
suatu fungsi distribusi agar termuat ke dalam daerah atraksi dari fungsi distribusi
normal. Sehingga jika kita mempunyai suatu fungsi distribusi yang dimodelkan,
maka kita akan dapat menentukan apakah dia termuat ke dalam daerah atraksi
dari fungsi distribusi normal. Dengan mengkaji terhadap teori-teori yang ada,
menganalisis teori-teori tersebut dan kemudian dilakukan pilihan terhadap salah
satu teori-teori tersebut, maka didapatkan hasil yang dapat dijadikan suatu
teorema, yaitu

Fungsi distribusi F(x) termuat ke dalam domain atraksi dari fungsi

x? fJxlax dF(x)
distribusi normal jika dan hanya jika lim =
Xow f o ex xt dF(x)




PENGANTAR

Kegiatan penelitian merupakan bagian dari darma perguruan tinggi, di samping
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praktek kependidikan, penguasaan materi bidang studi, ataupun proses pengajaran dalam kelas
yang salah satunya muncul dalam kajian ini. Hasil penelitian seperti ini jelas menambah
wawasan dan pemahaman kita tentang proses pendidikan. Walaupun hasil penelitian ini
mungkin masih menunjukkan beberapa kelemahan, namun kami yakin hasilnya dapat dipakai
sebagai bagian dari upaya peningkatan mutu pendidikan pada umumnya. Kami mengharapkan
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A. Latar Belakang Masalah

Fungsi distribusi mempunyai peranan penting dalam Teori Peluang. Dan
tidak dapat pula disangkal banyak pencrapannya dalam Statistika Matematika. Salah
saty diantaranya adalah fungsi distribusi normal, karena pada pengolahan data ada
beberapa statistik yang mensyaratkan bahwa data berasal dari sampel yang
berdistribusi normal, seperti uji-t, uji-y’ , vji-F, dan analisis regresi.

Kita mendefinisikan fungsi distribusi F dikatakan stabil sebagai berikut.

Definisi : (Rohatgi, 1976 : 280)
Variabel acak X dikatakan stabil jika terdapat variabel acak Xi , Xz, -, Xa

saling bebas dan berdistribusi identik yang sama dengan fungsi distribusi dard X,

n
a, > 0, b, € R schingga —L[Zxk - bu] mempunyai distribusi yang sama
3, Mk=1

n

dengan X. Dan fungsi distribusi dari variabel acak stabil disebut fungsi distribust

stabil.
Adapun bentuk kanonik fungsi karakteristik dan fungsi distribusi stabil dapat

kita lihat pada teorema berikut ini.

Teorema : (Helma, 1995 : 38)
Fungsi distribusi F stabil jika dan hanya jika fungst karakteristiknya ¢ dapat

dinyatakan sebagai :



) t’s? o . izt
Ingt) = itw- + @1 ] dM
@(t) 5 j_ﬂ Le T 7 (z) +

0 . .Zt
L
L"r( 1+2°

dengan o = 0, M(z) =0, N(z) =0, atau

] dN(2)

o =0,M@)=clzl® (z<0),N@=-z" (z>0),0<p <2,
C1,¢ 20, ¢ +>0
Dalam hal ini, B disebut eksponen karakteristik atau indeks dari F.
Bukti : lihat lampiran I
Jika kita perhatikan bentuk fungsi karakteristik dari fungsi distribusi normal,
maka fungsi distribusi normal termasuk ke dalam fungsi distribusi stabil, yaitu

t’c?

2

It

Ino(t) = itp -
Kita mendefinisikan fungsi distribusi F diatraksi ke fungsi distribusi G

sebagai berikut.

Definisi : (Rohatgi, 1976 : 280)
Misalkan { X, } barisan variabel acak yang saling bebas dan mempunyai
distribusi identik dengan fungsi distribusinya F. Misalkan terdapat barisan {2, } dan

{ b, } dengan a, > 0, b, € R untuk setiap n € N, schingga barisan

{i(zxk - bn] }konvergen dalam distribusi ke suatu variabel acak dengan

n Skal

fungsi distribusinya G. Maka F dikatakan diatraksi ke G.



Himpunan semua fungsi distribusi yang diatraksi ke G dinamakan daerah (domain)
atraksi dan distribusi G.

Berdasarkan definisi fungsi distribusi stabil dan definisi dacrah atraksi, maka
fungsi distribusi stabil mempunyai daerah atraksi yang tidak kosong.

Berdasarkan hal diatas, maka fungsi distribusi normal mempunyai daerah
atraksi vang tidak kosong, yaitu sekurang-kurangnya fungsi distribusi normal itu
sendiri. Kriteria apakah yang harus dipenuhi olch suatu fungsi distribusi agar

termuat ke dalam daerah atraksi dari fungsi distribusi normal tersebut ?

B. Perumusan Masalah
Berdasarkan latar belakang masalah kita dapat merumuskan masalah sebagai
berikut : kriteria apakah yang harus dipenuhi oleh suatu fungsi distribusi agar

termuat ke dalam daerah atraksi dari fungsi distribusi normal ?

C. Tujuan Penelitian
Tujuan penelitian ini adalah untuk mencari kriteria yang harus dipenuhi olch

suatu fungsi distribusi agar termuat ke dalam daerah atraksi dari fungsi distribusi

normal.

D. Manfaat Penelitian
Manfaat penelitian ini adalah :
1. Untuk menambah wawasan tentang fungsi distribusi normal.
2. Memberi masukan terhadap peneliti-peneliti lain yang dalam mengolah datanya

menggunakan statistik yang mensyaratkan sampe! berdistribusi normal.



3. Jika dalam penelitian peneliti mempunyai suatu fungsi distnibusi yang
dimodelkan, maka akan dapat menentukan apakah dia termuat ke dalam daerah

atraksi dan fungsi distribusi normal.



BAB II. TEORI PENDUKUNG

Misalkan (Q), 7, P ) ruang pcluang
A. Fungsi Distribusi

Definisi 1 : (Hogg, 1978 : 31)
F disebut fungsi distribusi dari variabel acak X jika untuk setiap x € R,
FX) = P{locQ,X(0)<x}.

Untuk seterusnya, { © € Q, X(®) < x } kita tulis dengan { X sx } .

Definisi 2 : (Hogg, 1978 : 31)
Fungsi distribusi dapat dibedakan menjadi dua, yaitu :

(i). Tipcdiskrit , F(x)= > f(2)

58X
(ii). Tipe kontinu , F(x) = J’; f(z) dz

dengan f(z) merupakan fungsi padat peluang .

Definisi 3 : (Hogg, 1978 : 111)

Variabel acak X dikatakan mempunyai distribusi normal standar jika fungsi padat

peluangnya  f(2) = -J:-lz_; e @ wcz<w

Definisi 4 : (Rohatgi, 1976 : 220)

Variabel acak X dikatakan mempunyat distribusi dengan paramcter



(<o <p<w) dan o (> 0) jika fungsi padat peluangnya

fz) = ! f(ii} = 1 e-tewPaesh
o ] ov2n

~0<z<w ; 0>0; -wo<pu<®
Jika X merupakan variabel acak berdistribusi normal dengan parameter
dan o , kita tulis X ~N (4, o) . Dengan demikian, variabel acak X pada
definisi3 , X~ N(0,1). Dan X dinamakan variabel acak dari distribusi normal

standar.

Definisi 5 : (Chow, 1988 : 53)

Variabel acak X, , Xz , ..., Xa , dikatakan saling bebas jika

P{X1SX1,X2$X1,...,X|1$X0}= H P{Xini}

i=1

Definisi 6 : (Rohatgi, 1976 : 123)
Variabel acak X, , n € N dikatakan mempunyai distribusi identik jika untuk setiap
n e N, X, mempunyai distribusi yang sama, yaitu

P{Xsx} =P {Xp<sx}=..% F(x) , xeR

Teorema 1 : (Rohatgi, 1976 : 222)
Misalkan X, Xz, ..., Xa variabel acak saling bebas dengan Xy ~ N (4, o),

k=12 ..,n.Maka Sa= 3 X, ~ N(ipk,)";cﬁ)
k=1 k=1 k=1



Akibat 1 : (Rohatgi, 1976 : 222)

Jika X;, X3, ..., X. variabel acak saling bebas dan berdistribusi identik

N@,co'), maka S,= i X, ~ N(np,no?), dan S,/n ~ N, o' /n).
k=1

B. Ekspektasi

Definisi 7 : (Breiman, 1993 : 31)

Misalkan X terintegralkan atas (2 terhadap P. Maka E[ X | = IQ X dP disebut

ekspektasi dasi variabel acak X,

Definisi 8 : (Hogg, 1978 : 49)
Jika E[ X®]ada, maka o = var (X) = E[{ X - w)’] disebut variansi dari X . Dan

akar kuadrat positif dari var (X) disebut standar deviasi (SD) dari X.

Definisi 9 : (Rohatgi, 1976 : 157)

Misalkan X, X;, ..., X, variabel acak bernilai kompleks saling bebas dan E[X] ]
ada, untuk setiap i=1,2, ..., n, maka E[ X, X; ... Xy ] ada dan

E[X; X; ... X,]=E[XI]E[X;]...E[X:].
C. Fungsi Karakteristik

Definisi 10 : (Chow, 1988 : 268)

Fungsi karakteristik @ dari variabel acak X didefinisikan sebagai :
o() = [, & dFy(x) = E[ "]

e,

AR RA ;
Gl PLDENG

- e o e



Teorema 2 : (Ash, 1972 :332)
Misalkan X variabel acak dengan fungsi karakteristik ¢ , maka ada o konstan ,

) < a < o0, schingga untuk setiapu >0,
1 & oru
P{IXI?;} = —J; (1-Re{o(n}) &t

Teorema 3 : (Chow, 1988 : 269)

Misalkan X dan Y variabel acak, a, b € R. Jika Y = aX + b maka fungsi

Kkarakteristik dari Y adalah @y(t) = px(at) € .

Dan jika a> 0, maka Fy(x)= Fx(x—b)
a

Teorema 4 (Chow, 1988 : 271)

Misalkan X dan Y variabel acak yang saling bebas, Maka

Pxr(t) = Ox(t) . (1) .

Teorema { Teorema Ketunggalan ) 5 : (Chow, 1988 : 270)

Fungsi distribusi F, dan ¥, identik jika dan hanya jika ¢, dan ¢, identik.
D. Beberapa Teorema Kekonvergenan

Definisi 11 : (Laha, 1979 : 131)
Misalkan { F, } barisan fungsi yang terbatas seragam, tak turun dan kontinu kanan

di R. F, dikatakan konvergen sccara lemah ke fungsi F yang terbatas, tak turun



dan kontinu kanan di R jika F, (X) = F(x) untuk n - « pada setiap x titik

kontinu dari F. Notasi : F, —— F.

Definisi 12 ; (Laha, 1979 : 131)

Misatkan { F, } seperti definisi 11. F, dikatakan konvergen sccara lengkap ke F
jika :

(). F, —— F.

(). Fa{£ o) ~» F(zew), untuk n-» .

Notasi : F;, —— F

Definisi 13 : (Laha, 1979 : 132)
Misalkan F, dan F masing-masing merupakan fungsi distribusi dari variabel acak
X, dan X. X, dikatakan konvergen dalam distribusi ke X jika F, —= 3 F.

Notasi : X, —— X

Teorema (VTeorema Helly - Bray ) 6 : (Laha, 1979 : 135)
Misalkan g fungsi bernilai real dan kontinu pada [a, b ]; { F, } barisan fungsi
terbatas seragam, tidak turun dan kontinu kanan yang komvergen secara lemah ke

fungsi F pada[ab], dengan a, b titik-titik kontinu dann F. Maka

limI:ngn = j:ng



Teorema ( Teorema Perluasan Helly - Bray ) 7 : (Laha, 1979 : 137)
Misalkan g fungsi bemnilai real, terbatas dan kontinu di R ; { Fa } barisan fungsi

terbatas seragam, tidak turun dan kontinu kanan yang konvergen secara lengkap ke

fungsi F diR. Maka lim [7 g dF, = |, gdF .
n—o

E. Beberapa Teorema Lain Yang Penting

Teorema ( Teorema Type Konvergensi ) 8 : (Ash, 1972 : 342)
a. Misalkan X, 4, X, Y, —45 Y, dimana untuk setiap n € N,

Fy, () = F,

—(Ya-by

) (x) , a, >0. Asumsikan X dan Y non degenerate, yaitu

tidak konstan hampir dimana-mana. Maka adaa, b ¢ R, a >0 schingga a,— a,

by— b dan Fy (x) = F, (x) .

~(¥-b)
Teorema ( Limit Pusat Lindenberg - Feller } 9 : (Laha, 1979 : 282)
Misalkan { X, } merupakan barisan variabel acak yang saling bebas dengan

var (X) =0, <0, n=1,2, ., E[Xa] =0, Sa= ¥ X, dengan
k=1

var (S,) =B.}, dan F, fungsi distribusi dari X,. Maka

2
(1). lim max {E%J =

oo i<k<n | B
n

(i). Hm P{g“—:B—Em—“}—) < x} N , untuk setiap x € R

n—eo m —eo

jika dan hanya jika untuk setiape >0

10



N

i L 3y 600

n—)mBz

Akibat (Teorema Limit Pusat Levy) 2 : (Laha, 1979 : 287)

Misalkan { X, } merupakan barisan variabel acak yang saling bebas dan

berdistribusi identik dengan 0 <var (X)) =0® <o ,n=12, .., 8% = 2 X,
k=1
. . E[S ] 1 x _—uln
Maka untuk setiap x€ R , lim P < Xp = = € du .
prer, imp{ ST ol e T

Ketaksamaan Cauchy 10 : (Ash, 1972 : 82)
Jika f dan g € L7, maka fg ¢ L' dan lfnfgdptl S(IQ Iﬂz du Jq |g|z d#’-)

dengan g merupakan kompleks konyugat dari g.

Teorema ( Bernstein & Feller ) 11 : (Gnedenko, 1968 : 130)

Misalkan { X, } merupakan barisan variabel acak saling bebas. Maka terdapat

barisan bilangan real { a, } dan { b, } dengan b, > 0 untuk sctiap n € N yang

X, —a, } konvergen dalam distribusi ke

u["]:

mempunyai sifat bahwa banisan { -l;l-

variabel acak yang berdistribusi normal standar dan { )tf } 1 < k < k, merupakan

n
infinitesimal, jika dan hanya jika terdapat barisan konstanta C; ( Gy —> )

schingga untuk n — <

i1 T --l.g.r_fMG)



> J'hbc dE(x) —» 0
k=1 o

1 n
C &

n 1

{-fbckcn xz dFk (X) - [lekcn xd Fk(x))z } - ®

F. Barisan Infinitesimal

Definisi 14 : (Ash, 1972 : 350}

Barsan vanabel acak X“ ’ X;z 3 ey Xlkl ’

Xn s Xn y ey XIIQ ]

Xa » Xaz 3 ooy Ko

dikatakan barisan infinitesimal jika Hm max P{|X, |2¢{ = 0 , untuk setiap

n—o lsk<ky

e>0.

Teorema 12 : (Gnedenko, 1968 : 96)

Kondisi infinitesimal .... ekutvalen dengan

2
w X
i) L ; =
O lim max [ 3o dRat0 = 0w

(ii). lim max |@u(t)-1} = O secara seragam pada interval hingga 1ti< T,

a3 1sksk,

untuk setiap T >0, dimana @y fungsi karakteristik dari Xq .

12



Teorema 13 : (Laha, 1979 : 295)

Misalkan X,, Xz, ..., Xu variabel acak saling bebas dan berdistribusi identik. Jika

3 X —> X maka X, —%> 0.

k=1

Untuk y yang tetap tetapi sebarang, 0 <y < , definisikan !
G = G (1) = f, X dFy (%)

Xukz}cﬂkua‘ﬂk

-~

Fy Fac (X + Otat)

P () = €7 ue ()

Teorema 14 : (Laha, 1979 : 297)

Misalkan m, median dari X . Anggaplah variabel acak pada banisan { Xy }

infinitesimal. Maka

O Jim gy fmal =0
(i). im max joy | =0

n—eo 1sk<ky

Karena lim max |c, | = 0, maka {X } merupakan barisan infinitesimal

a-+o 1sksky

apabila { X, } infinitesimal. Akibatnya, melalui tcorema 4.1.2

fim max [Fw 1) = 0

secara seragam pada interval hingga |t1< T, untuk setiap T>0.
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Teorema 15 : (Laha, 1979 : 298)
Misalkan X, Y variabel acak saling bebas dan berdistribusi identik, X'=X-Y

merupakan simetrisasi dari X. Definisikan g pada R dengan :

2, x] =1
g(x)"L , x| > 1

maka untuk sebarang median m dari X @ E[g(X-Y)] = (V2)E[g(X - m) 1.
Teorema 16 : (Laha, 1979 : 298)
Misalkan { Xu } merupakan barisan variabel acak yang infinitesimal. Anggaplah

ion
[ |Pu} = |@| untk n - o, dimana ¢ kontinu pada R. Maka ada konstanta
k=1 ’

C = C (y) > 0 tidak bergantung pada n schingga,

xz

o dF, (x) < C.

kn o
sup Z Lo
k=1

Bukti : lihat lampiran I.

14



BAB IIl. METODOLOGI PENELITIAN

A. METODE PENELITIAN

Penclitian ini merupakan penelitian tcoritik atau "library rescarch” . Dalam

penelitian ini, peneliti mencoba memodifikasi suatu teorema dan membuktikanmya

berdasarkan teori-teori yang ada.

B. TEKNIK PENGUMPULAN DATA

Pada penelitian ini, data-data dikumpulkan dari buku-buku yang menunjang
sehingga didapatkan suatu konsep yang dapat dibuktikan secara matematis. Adapun
proses kerjanya adalah sebagai berikut :
1. Meninjau permasalahan yang dihadapi.
2. Mencari teori-teori apa saja yang dapat dijadikan scbagai penunjang untuk
menjawab permasalahan tersebut.

3. Memodifikasi teori-teori tersebut sehingga teori-teori tersebut mengarah kepada

jawaban permasalahan.

4. Mencoba membentuk suatu teorema dari teori-teori yang ada yang diduga
merupakan jawaban dari permasalahan.

5. Membuktikan teorema terscbut.

15



BAB 1V. PEMBAHASAN

Sebelum kita membahas tentang kriteria fungsi distribusi yang termuat ke
dalam daerah atraksi dari fungsi distribusi normal, maka ada baiknya kita tinjau

kembali apa yang dimaksud dengan daerah atraksi tersebut.

Definisi 14 : (Rohatgi, 1976 : 280)
Misalkan { X, } barisan variabel acak yang saling bebas dan mempunyai
distribusi identik dengan fungsi distribusinya F. Misafkan terdapat barisan {a, } dan

{ b, } dengan 3, > 0, b, € R untuk setiap n € N, schingga bansan
n

{-l—[zxk - bn) }konvergcn dalam distribusi ke suatu variabel acak dengan
35 \k=1

fungsi distribusinya G. Maka F dikatakan diatraksi ke G.
Himpunan semua fungsi distribusi yang diatraksi ke G dinamakan daerah (domain)
atraksi dari distribusi G.

Definisi diatas dapat pula kita nyatakan dalam bentuk pernyataan lain

sebagai berikut :

Definisi 14" :
Misalkan variabel acak X, , X3, ..., Xa, ... saling bebas dan mempunyai fungsi

distribusi sama, yaitu F(x). Jika untuk konstanta A, dan B, , fungsi distribusi dari

X, - A, konvergen untuk n — = ke fungsi ditribusi

1

N L]

variabel acak X, = ——
B, x

n

16



3/l o .
3493/1/ 200 - L (2
57426
pel
O
V(x), maka kita katakan bahwa F(x) diatraksi ke V(x). Scluruh fungsi distnbust
yang diatraksi ke V(x) disebut dacrah atraksi dari fungst distribusi V(x).
Misalkan kita mempunyai fungsi distribusi F(x) yang termuat ke dalam

daerah atraksi dari fungsi distribusi normal. Maka menurut Laha (1979 : 336) "....
if and only if |~ dF(x)= o(z—z J- xzdF(x)) as z — <« . " Dan menurut
]XIZZ Ixt.(z

X2 fig2x dF(x)
Gnedenko (1968 : 172) " .... if and only if as X — = - 0
2 dF
I[x]dc X (X)

n

Menurut peneliti, kedua pendapat ini sama artinya kalau kita tinjau dari makna
masing-masingnya, yaitu :

J’lez: dF(x) = 0(2—2 J‘l‘iﬂ xzdF(X-)) untuk z —>» co artinya

X? dF(x
lim INZ}: ) =0
Xy '[led-' x“ dF(x)

X2 dF(x) X o, dF(x)
f|,|2§ ( — 0 artinya lim lx[z’; = 0
x* dF(x) Xy I]x|<x x° dF(x)

Untuk X —> 0
J‘[xl«:x

Dan kalau kita tinjau pula menurut Breiman (1993 : 215), yaitu " There exist A, ,
B, such that S,/ A, - B, —=— N(0, 1)if and only if

X" fypox FCAY) _

lim > Qr.
e [ ¥ E(dy)

Dengan demikian, berdasarkan ketiga pendapat diatas kita dapat membuat suatu

teorema lain sebagai berikut:
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Teorema 16 :

Fungsi distribusi F(X) termuat ke dalam domain atraksi dari fungsi distribusi normal

X? dF(x)
jika dan hanya jika lim J}"Iz’: =
X Jyex X7 dF(X)

Bukti ;
a. Variansi dari F(x) hingga
Perhatikanlah jika | x | > X maka x* > X*. Sehingga

2 _ .
j}xizx X dF(X) 2 J’ijzx xz dF(X) - Xz J|x[2X

dF(x).
Karena variansi dari F(x) hingga, maka E[X’]= | x* dF(x) <.
Dengan demikian, untuk X —» o, I{x[ax x? dF(x) — 0.

Akibatnya, kita perolch X? I[x]ax dF(x) —» 0, untuk X = ... (1)

Di lain pihak kita juga mendapatkan bahwa :

O<f

Yef<x x? dF(x) > [ x? dF(x) <o ,untuk X = 0 riiiiinnens (2)
Dari (1) dan (2), kita mendapatkan

m Xz I[x]zx dF(x) -
X2 fex X" dF(x)

Selanjutnya, fungsi distribusi F(x) termuat ke dalam domain atraksi dari fungsi
distribusi normal karena aldbat dar teorema limit pusat Lindenberg - Feller dengan

mengambil B, = yno? .

Misalkan a = [x dF(x) , o* = [(x-a)’ dF(x) , By =no” .

13



Maka untuk setiap t> 0, n > w0,

n
-B_? -"]xb'.Bn

n 2
(x- a)? dF(x) = gt j];|>-.o-(r_: (x-a) dF(x) —» 0
Berdasarkan teorema 9 dan akibat 2 maka F(x) termuat ke dalam domain atrakst
dari distribusi normal.

b. Varansi dari F(x) tak hingga.

Jika variansi dari F(x) tak hingga, maka J': x* dF(x) — .

Sehingga untuk X - ©, -[Ix[d\' x? dF(x) — .

Akan ditunjukkan jika I x? dF(x) — «© maka

[x}eX

(o 3700 ) = o fyox ¥* 070 )
1 i

Misalkan t(x) > 0, t tak terbatas (untuk X —> £ ) schingga

c= J: t*(x)dF(x) <o .

2 X 2
Maka ( J‘]xld( x dE(x) ) = ( j?*!«‘\' t(x)ﬁ dF(x)) .

Dan dari ketidaksamaan Cauchy ,

z z
X
( figex 17 (00 dE) ) [ foex 7 dF(X)]

A

[ I|x|<)( x dF(x) ]2

x? :
<c [ J‘|x|<x —_tz(x) dF(x) J

19



Karena t2(x)-> 0 untuk X —» + oo, maka terdapat X, schingga untuk sectiap

X > X, berlaku

-

2

2 ,
[ J-lx[«:X X dF(X)) <c ( jl L dF(x)J +c e[ jxo<ll|<x x?(x) dF(x) )

x[<X0 tZ(x)

. 2 2
Jadi, ( -[]x|<)2 X dF(X)) - 0[ I]x]d( X" dF(x) J
Menurut teorema Bemstein & Feller, fungsi distribust F(x) termuat ke dalam daerah
atraksi dari distribusi normal jika dan hanya jika terdapat bansan konstanta { C, },

dengan C; — w0 untuk n — o sehingga kondisi berikut memenuhi :

Q. n jlxlzcn dF(x) = 0

n

)
() an {J-l*[«:,, x* dF(x) - ( J-|K|<Cu X dF(x)) } — o,untuk n— 0,

Karena variansi tak hingga, maka (ii) dapat dijadikan :

En; I R — 3)

. . X2 JixIZX dF(h)
Akan ditunjukkan : jika (i) dan (3) maka lim 5 =0
Xy Iltldf x° dF(x)

Dalam hal ini, karena C, — « untuk n — oo, untuk setiap X yang cukup besar

kita dapat menemukan secbuah n sehingga C, <X <Gy -

Misalkan q(X) = j' x* dF(x) .

ax AF(X) dan HCX) =

X Jx<x

Maka untuk X dan n yang cukup besar q(C,) > q(X) = q(Cys1), dan

20



1

F J|x{<x x” dF(x)

1 .
< o jlxldc N2 dF(x)

.[[x] <X dF( .\')

.[ng<c,, dF(x) + .[cnslx|<x dF(x)

1
< E J.led:n x! dF(x) + q(Cu)

It

H(Co) + q(Gy)

Dengan cara yang sama, kita dapatkan H(X) = H(Cur) - q(Co) . Dan kita

aC) L AP L aCu)

mempunyai > >
H(Cn+\) - q(cn) H(X) H(Cn) + Q(Cn)
ataw, n j’x]zcﬂ dF(X) > J‘HZX dF(X)
n n+l 1
—_ x? dF(x) - nIIxIECn dF(x) "}_\;Z_J‘;xkx x? dF(x)

n+1l ) an |x[<Ca+1

41 ey 5O

n+l1 n 2 )
T jlxm x? dF(x) + (n+1) jwzcn dF(x)

Dari (i) dan (3), ruas kiri dan ruas kanan pada ketidaksamaan menuju ke 0 untuk

XI J']x[zx dF(X)
n — « . Sehingga terbukti bahwa lim 5 =0
X3 j]xid( x° dF(x)

Untuk membuktikan (1) kita hanya membutuhkan barisan konstanta { C, } dengan

C, — « untuk n —» o, sehingga kondisi (i) dan (i) memenuhu.



Misalkan 8 > 0 dan definisikan C; (8) :

C®) = inf{ X:nf . P < 8]

Karena | x*dF(x) = «, maka Cy(5) > e untuk n > .

Maka dari (1) bahwa terdapat X, sehingga q(X) <€ H(X), untuk setiap X > X, .
Tadi, q(1/2 Cu(8)) < & H(1/2 C(5)) .

Untuk n yang cukup besar, dan karena nq(1/2 Cy(8)) > &, maka kita mempunyai
& < nq(1/2 Cy(8)) < ne H(1/2 C(8)),

atau, n H(1/2 C,(8)) > &/¢, untuk n yang cukup besar.

Sekarang, H(1/2 Co(8)) I;ng ) X° dF(x)

C, (5)

x* dF(x) = 4 H(Cy(8))

A

an (8) jlxl(Cn (5)

Untuk n yang cukup besar, n H(C(3)) > & /(4¢).

Jadi, untuk setiap §>0, n » «© maka nH(Cy(S)) - =.

Dan hal ini diikuti bahwa terdapat §, — 0 schingga n H(Cy(8)) » <« untuk
n — . Tetapi, nq(Cu(8)) <8, — 0 untuk n—> oo oleh pendefinisian C(8).
Dengan kata lain, untuk n —»

(). n fmacn dF(x) > 0

(ii). E’% { fee, X 4FCO } -

22



BAB V. KESIMPULAN

Berdasarkan pembahasan diatas, maka kita mendapatkan suatu kesimpulan

yaitu :

Fungsi distribusi F(x) termuat ke dalam domain atraksi dar fungsi distribusi normal

X? dF(x
jika dan hanya jika lim — I"‘*af A
X x” dF(x)
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LAMPIRAN I

Untuk membuktikan tcorema tersebut, kita memeriukan definisi dan teorema

berkut ing.

Definisi ; (Gnedenko, 1968 . 71)

Variabel acak X discbut terbagi tak hingga jika terdapat variabel acak X ,

X;, .., X, saling bebas dan berdistribusi identik sehingga >, X, mempunyai

k=1
distribusi yang sama dengan X. Dan fungsi distribusi dari variabel acak terbagi tak
hingga disebut fungsi distribusi terbagi tak hingga.
Teorema ( Representasi Levy-Khintchine) : (Gnedenko, 1968 : 76)

Fungsi karakteristik ¢ terbagi tak hingga jika dan hanya jika In (1) dapat
dinyatakan sebagai :

dG(x)

itx Jlﬂcz

1+ x> z

In o) = iot + Iw[eh’——l—
o "

a € R, (G terbatas, tak turun, kontinu kanan pada R, schingga G(-0) =0 dan

G(+e0) <20 .
Nilai integran di x = 0 didefinisikan dengan kekontinuan sebagai :
: 2 2
(e““—l— 1tx2) 1+:l v
1+x X _ 2

~x=0

Selanjutnya, o dan G ditentukan sccara tunggal oleh ¢ .

Berikut ini, marilah kita lihat bukti dari tcorema tentang fungsi karakteristik

stabil.
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Misalkan (t) fungsi karakteristik dari variabel acak stabil. Maka o(t)

merupakan fungsi karakteristik terbagi tak hingga. Dan

[o®]" = e® g )

nln o) = itb, + In@(a,t)

AW = ithy + WA 1) e (1)
Berdasarkan definisi variabel acak terbagi tak hingga dan varabel acak stabil, maka
kita mendapatkan suatu hubungan, yaitu setiap variabel acak stabil merupakan
variabel acak terbagi tak hingga,

Maka dari teorema diatas didapatkan :

itx ) 1+x*?

;) = 46,

= In S = i 7 _
y(t) o{t) = iat + J._Q(c I o x

Hal ini berarti,

Y(au) = Inoant) = ioat + [ 1o Lo ) L% 4600
- I+x X

- -2.,2
= ioagt + j_m(ci"—i——ﬁt——z} 3 Y 4Giyra,).
y y

1+a,~ a,

Karena s— lerbatas maka integral berikut ada.
1+a'w
Y
-*——-—-——dG w) =
'L" 1+a () -2 14+y?
Karena itu, didapatkan :
-2,..2
Waat) = ioat - [ —5 y‘ _dG(y/a,) + j_w(e‘“-l)ﬁi—-i—dc;(y/a )
an y au y
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, o iyt 1+y’ -
= jota,f - - dG(y/a,) +
- L 3,7y 1+ y? =
-2.2 2 -1.2
a, Y _l-y —dy Yy dG / :
= ioagt + (y/a,) +
lwﬂ J‘r.ol_;f_v an—ly‘z n
e (ci"“l)udG()/a )
e a
. o iyt 2 1+a Zyﬁ d / +
= ioagt + f i 1-a - G(y/a,)
2 l+y a, "y

(" -1) 11’-‘373”— dG(y/a,)

“n

= joat + (1-a)[" ”; dG(y/a,) +

’ . -2 2
r’Lci”'—l— iyt Jl+a“z Y 4G(y/a,)
- o l+y2 nn— yl
Jadi,
. peo | iyt 11+a, y
Wlagt) = ito, + J_w[e"‘—l— I-i-\«'ZJ g2 dG(y/a,)
dengan o, = aa, * (I-a, )J‘ y) dG(y/a,)
z 1+y2
Definisikan : M(z) = I —dG(y) untuk z<0
- Ty
NG = -f “y dG(y) , untuk z>0
o* = G(+0) - G(-0).
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Maka M(z) dan N(z) masing-masing tidak turun pada interval (-0,0) dan (0,0}
dan M(-0) = N() = 0.

Dari (2) didapatkan :

W) = ito, + j [e‘”‘ 1- ]1+a2 f dG(y/a,) +
1+y a,’’y

-2.2
iyt )I+a,, Y dG(y/an) N

1+y:) a7y’

( _ W ]1“’ Y 46y /a,)

1+y*/) a, 'y’

+ J'-D [e"‘—l—llytz)dM(y/an) +
o y

L i iyt
j'm [ew -1- 1+sz dN(y/a,) .

Dari (1) diperoleh :

1
+ f:: n(ciy' )dM(Y) + J- n( " JdN(y)

. nt'c
mtce -

= ithy + itor, - -2 + j ['ﬂ 1- ]dM(y/a) +
; +y’

| iyt
I (cﬂ—1—1+yz) dN(y/a,) .

Dari ketunggalan penyajian pada teorema diatas, maka :
G (a2 -N) = 0 e 3)

M(y/ag) = DMY) ; YO ooreeoremeeomsecssmtemmesssssssnsssssnsssssnees (4)
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N(y/a) = nN{y) , y> T U P U PO PPRT OIS &)
Akan ditentukan fungsi M(z) dengan z<0.
Dari (4), kita perolch : ¥nM(y) = M[ a(n)y ] dengan mengambil a(l/n) = 1/a, .
Maka untuk sebarang r=m/n € Q", didapatkan :
r M(¥) = m/n M(y) = m M[ a(n)y ] = M[ a(n)a( Um)y}=M[ a(n)a(m)y ]
= M(y/a, ) dengan a. =a(m)a(n) € R".
Akan ditunjukkan a, tidak turun untuk seliap 1 € Q.
Misalkan r, ,r; € Q dengan 1, <1, .
Karena M(2) = 0 maka r, M(2) < M(2) .

Dengan demikian, M(z/a_) < M(z/a,) -
Karena M(z) tidak turundan z <0 maka a, S a, .
Bilamana M(z) > 0 atau M(z)= 0 maka a <a, .

Pandang : M(z)=20 .
Definisikan : untuk setiap r ¢ R™ ,

supa, , nkax eQ

B(x) = 1/be = { &=
a jikax € Q

x H

Maka B(x) naik .
Misalkan x € R" sebarang. Maka terdapat (r,) dan (r,") dengan
r, P xdanr,’ v x, 1,0 € Q.
Karena r, < X <1’ maka B(r) < B(x) < B(r,') . Jadi, untuk sebarané y<O0

didapatkan : y B(r,) >y B(x) >y B(r/).
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Karena M(z) tidak turun, maka :
M[yB(ry) ]2 M[y B(x) ] 2 M[y B(,") ]
wM(y) = Myb) = 17 M)

Jika v-» o maka 1, , 1, = X. Oleh karena itu, untuk setiap x € R” terdapat

B(x) € R* schingga xM(y) = M[yBX) ], untuk y <0 .ocvvmrrrnnnnnes (6)
Jika (6) didifferensialkan didapatkan :

< dM(y) _ B(x) dM[yB(x)]

dy d[yB(x)]
MyB(x)] dM{yB(x)]
I M) = B(X) ————
M(y) » ®) dlyB(x)]
M(y) _ B(x) dMyB(x)]

M(y)  dyB(x)] MyB(x)]

Bila diambil y = -1 dan misalkan o) = B maka
M(-1)

B(x) dM[-B(x)]

P A B0 M-BO]

d-B()} _ dM[-B(x)]
—B(x) M[-B(x)}

-B
-BInl-Bx)| = In M[-B(x)] + ¢
ol -Be)| ? = M[-B(x)]
Misalkan z =-B(x) <0 dan M(z) > 0. Maka cllzl"3 = M(z); c = 0.
Karena M(~0) =0 maka B e R".

Karena 0> [° 22 dM(2) = o B[ (-2)'Pd(-2), maka p<2.
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Jadi, tclah kita dapatkan :

M@ =clzl® (6120,2<0,0<B<2) s N

dM(y) _ dN(y) . ¥ y <0 maka untuk menentukan
My N(-y}

Dengan menggunakan

fungsi N(z) analog dengan cara menentukan fungsi M(z).

Akhimya, didapatkan sebagai berikut

N(z)=-czz'ﬁ(0120,0<[3<2,z>0) ........................................... (B)

Jika (7) dan (8) masing-masing disubstitusikan ke (4) dan (5) maka didapatkan :
c.(a,,[’—n)=0 ........................................................ (9

¢ ( a,,ﬁ ST ) T 0 e
Akan ditunjukkan bila o # 0 maka ¢, =¢; =0.
Misalkan o # 0 . Maka dari (3) didapatkan a,” -n =0 .Karena 0 <p <2
maka a,® - n = 0. Dari (9) dan (10) diperolch ¢ = ¢; = 0 . Olch karcna itu,
M(z)=0, (z<0)dan N(z)=0, (z>0).
Selanjutnya, jika M(z) = 0 (atau N(z) = 0) maka ¢, > 0 (atau ¢, > 0).
Bila diambil n =2 maka dari (9) (atau (10)): a.® =2.
Oleh karena itu, a,2 = 2 dan dari (3) disimputkan bahwa o = 0.
Bukti sebaliknyanya , untuk menunjukkan sebarang fungsi karakteristk dengan

bentuk kanonik stabil, yakni misalkan diberikan n € N maka didapatkan a, > 0

dan b, € R sehingga berlaku (1).
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LAMPIRAN II
Misalkan G fungsi distribusi dari variabel acak Yu yang merupakan
simetrisasi dari X , dan misalkan 0, fungsi karakteristik dari Yo . Maka
0<8x()= fpu®? < 1

ko
Sehingga kita dapatkan : ] 6, (t) — |o(t)]" untuk n — .
k=l
Tulls 1 Gy (t) = J: costx dG_, (x). Tetapkan T >0, maka

0 < [ (1-64®)dt = [T [7 (1-costx)dGy (x) di

= I: jﬂT (1- costx) dt dG,, (x)

- I_“; [T— Si“:") 4G, (x)

I L sin Tx
=T[_ (1— - )dG"k(v)

i 1+x?
S‘"T") X 2 CT) > 0, untuk setiap

Karena ada C(T)> 0 schingga (1« 3 2
Tx X

X € R kita peroleh :

z

T I sinTx} 1+x* x
jﬂ (1-8, @) dt = TL, (1— T J T dG,, (x)

, Schingga
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o X} 1 T
dG , {x) =< 1-9 . (1)) dt .
.l-m l+ x?. nk (k) TC(T) J’D ( BL( ))

Di lain pihak, pandang lim max |@ (t) - I =0.

n—o lsks<kn
Kita mencatat bahwa In @u(t) ada dan hingga untuk n yang cukup besar dan untuk
semua 1 < k < kn. Akibatnya, untuk n yang cukup besar dan 1 <k <kn, In B(t) ada

dan hingga. Lebih lanjut lagi, Ou(t) = | puc(t) 1* , schingga kita mempunyai

ketidaksamaan 0 <1 - 644t) < -In 8,(t) , untuk setiap t € R dan n yang cukup besar.

Dengan demikian, [ 1 :h dG,, (x) <€ 'Tcl(T) [T me, (b de .

Sehingga untuk n yang cukup besar,

b x? 1 oot
= dG (x) £ - IO, (1) At vreeriecreerecrrerrrneens 1
Ex"“” s nk (X) TC(T)Z‘]J“ ax (1) (1)

kn
Pandang hipotesis kita, ¥ In6_, (t) — 2 In/@(t)], schingga
k=1

ka .
Y [T meumd > 2 mlew|d <
k=1 i
Akibatnya, untuk n yang cukup besar terdapat C'(t) < « sehingga
ka o1
0<-3 fo N0, (1) Al < C'(L)  eeorrreerrreemeriesmsseeecsseermscessesssssssansssasssnssns ©)
k=1~

Jadi, dari (1) dan (2) kita peroleh :

pd 1
[0 25 4G < A0
o 1+ x TC(T)

=C1, N2 ] s (3)
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Misatkan g pada R didefinisikan seperti pada icorema 15 , maka dengan

2
xz X

1+x

dan teorema 15 kita

menggunakan ketidaksamaan

2z

dapatkan :

I

LI(X my, )’ _ dF, (%)

== xz (x+my)
_.91 nk My +(k mnk)

IA

[ ax-my) dE, (x)

<27 [ g(x-2) dFy (x) dF (2)

o o (x—2)°
- 4J*'° I—o 1+(x_ Z)Z d'Fllk(x) ank(z)

- 2
) 4L° Ij-lx2

Schingga, dari (3) kita peroleh :

ok (X)

2

dGnk (x)< 4Cl Ci ) untuk

= 1+
setiap n = 1.
Pandang pertidaksamaan : (% - 0uc )’ S (X = M )® + 2 (% = O ) (M ~ Ok ) -

Maka, II (X~ g )’ dFy (%)

x| <y

S e (- M) By () + 2(7+|""*|)|I|x1<, (% — 0ty ) dEy (%)

= I]xl"f (x‘m.x)z dF, (x) + 2(7+|mﬂ|)ank J-[x|zy dF,; (%)
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< I;x;q (x - my)* dF (x) + 2y (¢ +imal) j!xin dF, (X)

dan akibatnya,

@ Xz w (x_ o )2
d? 3 = nk an x
J‘-—m 1+x2 nk(‘) J.__w ————-—-——h'-——l_*-(x-ank )1 k( )

= (x = o) (x - ot )’ .
S _Bmom) e g e [ S dF (x)
J‘iﬂ(? 1+ (X _ a.ﬂ; )1 ok (‘() J‘tx]zy 1+ (x _ ank )?. nk(

s j[x]q (x_aﬂk)z ank(x) + J-lx|2'! ank(X)
< fy ()t B (0 (14270 mal)y [ R

Karena, J‘Hd (x- m“k)z dF, (x)

. 2
_(_t_g.l';'i.-z-ank(x)
M T (X - Mg )

A

{1+(Y+1m,xl)z}J'E

_Geme) e
[<y 1+(x_mnk)l nk('\)

IA

{1+(y+lm,.kl)‘}j]x

= dFyy (X +my )

{1*(71(4'|mnkl)2}fI

x=mak|< 14X

<2
1+ x*

S {1+(‘f+|mnx])2}f: dF,, (x + mg)

1+ (x—mg)’ _ (x-m,, ) 4, ()
x[xy (x_muk)z 1+ (Xﬂm,,k)

dan,j

|x|2y

dby (x) = Jl
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< {H(mm.n)}j aem? e
T el TG m)’
{1+(Y+lmnkl) } @ X
dF (X + 1y )
(r - mal) i

ank(x+mnk)

{1+ ZT(T+|mnk|)2}

= {l+(y+|mnk[} }{1+ (-y—|mnk|)2 J‘L’ T dE,, (X + my )

2

= 4 r; - ank(x-t-mnk)
&
Sehingga, Z Z d, _[ I—+-;—z—ank(x+mnk)

<d, C; =C, untuksetiap n 2 1.
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