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KATA P]I]JGA}TTAR

Geometri Anal-itik tsidang adalah safah satu cabang da_
ri matematika dan merupakan afat penyederhanaan setiap m+
salah dalam geometri yang akhirnya diselesaiiran dengan bat_
tuan al jabar.

Karena jarangnya buku_buku berbah6sa Indonesia yang
rrengupas tentang geometri anal_itik bidang maka penulis te_
Lah inencoba menyusun beberapa topik dari hal yang dipela _
jari dalam geometri analitik bidan6. Uraian penulis dalam
buku ini meliputi;

1. Garis lurus dan permasalahannya.
2. Lingkaran
J. ParaboLa

Harapan penulls semoga buku j-ni- dapat memenuhi kebw
tuhan terutama bagi mahasiswa jurusan matematika.

Dalan kesenpatan ini penulis Eengharapkan kritik-
kritik yang membangun, saran-saran dan pe tunj uk_petunj uk
yan6 pada gilirannya nanti dapat merubah isi buku ini mer
capai kesempurnaan. Untuk itu penulis ucapkan terina kasih

PadanS, April LgSg
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BAB T

. GARIS LURUS

l.L carls Bilan8an

Jika pada suatu garis a diambil sebuah titik yang ter_
tentu 0, maka letak tiap titik p pada garis i.tu dapat di-
ketahui ciengan jalan menentukan jarak Op. Akan tetapi cara
diatas m=nghasilkan dua buah ti.tik, yaitu satu sebelah ka-
nan 0, iian yang Lain disebel_ah kirinya. Untuk itu perlu di
beri tanda-tanda kedua p,hak tersebut.

Sebelah kj-ri dari O diberl tanda negatif, dan sebelah
kanannya diberi. tanda po siti f.
Con toh :

Titib P (+J) berarti: P terletak pada suatu e;aris B, J
satuan ( uupamanya cm) sebelah kanan O.

Titik Q (-2) berarti: Q terletak pada g, 2 cn dikiri O

Jadi Jika pada suatu garis g terdapat titik tetap O, leng-
kap dengan tandg-tanda serta satuannya,
in pada garis
baliknya tiap
tu ,rada garj-s
langan.

itu ditentukan oleh sebuah
bilangan roerupakan sebuah

*z

naka tiap titik Ia-
bilangan 6aja. Se

titik yang terten-

A B

xI
A

j-tu. Garis ini disebut surobu atau Earis bi-

Titik O disebut titik nol atau titik pangkal, sedang -
kan bilangan bersaroa tandanya disebut absis. Titik 0 sen-
diri berabsis no1.
Lihat Aallbar: *r

Z
Ka-Lau A(xI) dan B(xr), maka

iarak AB - x2 xI, karena
xe )xr
Disini jaraf, 1g=x, - x, ka
rena xz(o dan x1) 0. untuk
nudahnya diambil lxa - x2l
Jadi jarak antara dua titik pada suatu garis
harga uutlaknya selLslhkedua absis tersebut.

sama den6an
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1.2 Koordinat Cartesiua

Dalam sisten koordinat Cartesius, bidang dibagi dalam
empat kuadran oleh dua garis tegak lurus dan berpotongan
di titik o. Garis horizontal xrox disebut suirbu-x, 6aris
vertitai yt6y disecut sunbu Y, dan kedua-dua sumbu terse-
but dj-narra,ran sunbu koordinat. Titik O disebut oangkal .

KUa,-rran I1 Kuauran I

o

Kuadran JII Kuadran IV

Gambar 1.2

Jarak terhadap sunbu Y disebut absis ciari suatu titik.
Sedangkan jarak terhadan sumbu X disebut ordinat dari ti-
tik tersebut. Dua jarak tersebut bersama-saoa disebut ko -
ordinat titik dan disajikandengan simbol (x.,y). lbsis ada-
Iah positif jika pengul<uran di kanan sumbu y, dan negatlf
jika dikiri sumbu y. ordinat dikaLakan positif jika pengu-
kuran diatas surnbu X, dan ne6atif jika dibal;ah sumbu X.

Titik-titik pada sumbu X ne::iounyai ordinat yang sama

dengan nol , tetapi absisnya senbaran5, sedang:lan titik pa-
da sunbu f .:empunyai absi-s sar:ra riengan nol untuk senbarang
ordi.iiat.

*:en.:enai tan da

ran arialah sebagai
liuadran

absi.s dan ordinat suatu titik pada kuad
berikut:

absis Ordirat

I
II

III
1V

+

+

+

+

Jadi tj-ap titik pada bidang dapat ditentui<an oleh se-
pasang bilangan, yang pertama menuniukkan absj.s dan yang

kedua ordinat. Sebaliknya tiap pasan8 bj-Iangan menentukan

sebuah titik pada bidang.
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Latihan 1

f. Berilah penjelasan dengan seksana istijah berj-kut:
a. taris bj.langan
b. absis
c. ordinat
d. koordinat suaiu titik

2. :entukan lokasi dari- titik (-1 ,r), (4,J), (2,5), (4,-1)
(-2,0), (o,-5), (-4,-6), (r,-1).

l. Suatu segitiga sarna sj-si dua titik sudutnya adalah:
(C,O) dan (a,0). Dimanakah letak titik sudut yang keti-
ga ? Ada berapa penyelesaj.annya ?

4. Berupa apakah ternpat kedudukan titik-ti-tik yang absS-s -
nya se1alu 5 ? Ga;nbari<an1ah.

,. Katakanlah tenpat kedudukan titik yan6 ordinatnya:
a. selalu -]
b. selatu 4
c. selalu konstan

5. Berupa apakah tempat kedudukan titik yang absis dan or-
dinatnya sama.

7. Beru?a apai<air tempat kedudukan titik-titik yang absis -
nya sela-Lu sama den6an nega'uif ordinatnya ? Ganbar;(an !

3. Dua .itj-k punca.r suatu bujursangxar adafah (0,J) dan

(a,l). Carilah dua titik puncak Lainnya.
9. Sebuah jajaran genjang dengan titik puncaknya (C'O)

(a,O) dan (b,c). Carilah titik puncak .reenpat. Jefaskan
semua kemung.:inan lenyelesaiannya.

10 Sebuah bujursanghar dengan pusatnya di titik pangkal

dan punc ak-puncaknya terletak paCa sum,ru-sur:rbu koordi -
nat. Jika panjang sisinya a satuan, carilah koordinat
tilik puncaknya.

11 Berupa apakah tenpat kedudukan titik-titik yang iarak -
nya terhadao titik pangkal tetap Letap sebesar bj-langan

tertentu.
12 Berupa apakah tempat kedudukan titik-titik yang ordj-nat

n;ra seIaIu dua kali.'- ab6isnya.
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1.J Jarak Antara Dua .ririk

Jarak d antara dua tj.tik pl(x
ngan mudah dapat dicari sebagai3

Y

p(xl , x

1,xa) dan p2(xf,y2) de-
&.r.;t.)

Y z-JLd
I
I

+ (y -y )
(4'-1). dan

x2- xL

(?,3) adalah:

sebab P P dan
1

2

*rM

(x?tr)

,,- r
ilv,

Yr-Y

2

x
o

d x-x)
ririkIadi jarak antara dua

7-4) (J*L)2
= ! uni t

1.4 Ti'tik pembagian

Cua titik Lersebut naka r akan positif,
memilikl arah yang sama. Pz

\
P(x,

PI(x1 'yI )

d 2
+

Titik pembagian adalah titik yang membagi suatu garis
dalam perbandingan yan6 d:-ketahui. triisalkan pl(xI ry1 ) dan
PZ(xZ,IZ) adaLah dua titik pada suatu garis dan ,i""Ik"o
pula P(x,y) adalah tj_tik ketiga yang nenbagi ga.is plp2
sehingga memenuhj- PLP/ppA 

= r. Jika titik p tersebui be_
rada perpanjangan kedua titik tersebut, maka r akan berhar
ga negatif, karena prp dan p2p memiLikl arah y2n6 berlawa_
nan. Sebaliknya jika titik p ierseb:rt bera<ia diantara ke_

DD
a

I
-Iil

0
x

Dengan segitiga yang sebangun PtM/pu =

Dari persamaan diatas di perol eit;
x1+rxz
-18-
J1+rY,
-f+r-

PtP.lpp
2

x *r/* x

x

v

dengan cara yang sama diperoleh

)
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a. (-8,-4),
b.(10,-J),
Jarvab:

(5,9)
(L4,-7 )

c. (-11r11), I-1I,10)
d. (8,5), (14,5)

a. m= 1

Yr-Yr
fs Q 3 ----:- *2-x1

0= ts-l :- = 45o

Itr=

9+4
)+o

-7 +1
TZ,-i
10-4

-fEfr
6-6

-r = t3rc
^^o=yu

;^oU =U

o -1 o-

0=
e=

-1

-1

-1d. f4-o

Jawab

Slope AB = Sl-ope AC =
1-lr
b+_)

=0

@,:
Tunjukkan bah:';a t:iga titik A(-J,4), B(1,2) dan C(6,-1 )be-
rada pada gari6 lurus yan6 sama.

4)+)
I
)

1
)

karena slope AB sama dengan slope AC maka ketiga garis te
sebut berada pada satu 8aris.
1.8 Sudut Antara dua Garis Berpotongan

Sudut e yang diukur dafam arah positif (berlawanan

dengan arah jarunn jam) dari garj-s Ll dengan slope masampai

ile garis L2 den6an slope m2 adaiah :

tg 0=

Sukti: 92=e + eI
F+%\

atau I = e
2-0I

tg6=tB(e
tB e2 n2 - 'r.

2 r)-e
tgoI

1+ig0 tge 1 + mrn,2 I

eg&! :

Carilah sudut dalam se6j-tiga yang titik sudutnya i(-1 ,-Z)
B(2,5), C(4,2)
@: 5+2

fr3 =+ZT\-2I'AB= 'Bc=



4
=r7

-^aA

2+2
'cA = E-3

,A:
tg l= l+m m

n ^-ntg B- B AB
I+m B

BC Ats

n
9C

Peril<sa A+B+C = 18Oo

1.9 caris Se.ia.iar dan Tegak Lurus

2)a A 240 43,Ii

r--(47ZlO/5) = zg/Lg, B -6go1J,5'

(4/7)-G2/3)
= 29/2, C =860 j,3'

t+(4/7) c2/1)

745-7
1'--7'T
-L ++iCA

Z,
3?

(.

BC
1*rCA,

Jika
Ha1 ini

eontoh:
DenSan meng,3unalian

B(4,8) dan C(2,4)
Jawab:

tunjukhan bahla tj-tik A(8,5),
titik-titik segitiga siku-siku !

dua garis lurus sejajar, maka slopenya sana besar.
dapat dengan jelas dilihat dari rumus:

tgo=rffi, b]-1a o=oo nakanr=ro,

Jika dua gari.s tegak lurus , maka slipe garis yang per-
tama negatif dari kebalikan sldpe garis yang kedua. Atau
dengan kata lain hasil kali kedua sl6pe tersebut -1. i(aIau
kita turunkan dari rumus diatas, dalam haf ini e = !Oo, ma
<a tg !C0 =6. Jadi,

nr-'2
1 + nrma = Oo atau 1 * ,Ir2 0

atau mro2

'r.=fj=a

-1

sl ope

adal ah

R, o
t-28-5

4-:-T
karena hasil kali kedua
si6i segitiga inl tegak

I.IO l,uas Se8ilanyak

Jika p1(x ,

suatu segitiga.

s16pe ini sama dengan -1 maka dua
1urus.

v) P2(x ,y ), rr{x ,y ) adalah titik dari
Lua6 6eglti8r plpzpJ d"fr. suku-suku koordl
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nat adalah:

Bukti-: Y

A - * ( xrVr+ x 
Zy 3+ 

xly.-x3r 2-x2r;x1t 3)
afit)

Pr,I..Y, )

t.r, )
o x

Luas segi tilia =

t{ D P t"l - luas

,{, 'Y, lrlt

luas trapesiun
trapesium MIP1P2

,rOrnJ,rJ* luas trapesi-u:r

142. r.rrk,1 3 2 ?

A = * Q r+ t r; 1 xr-x. ) +* ( y f y ) Gr-x.r) -i ( rr+v. ) ( xr-x, )

= 1 ( xryr+xa y 
3+ 

x3y'-xty 
3-x Zt;x3t,

Ini dapat dihyatakan dalam bentu,r determinan:

A=t
x1 J1 1

x2t2 1

*1 Yj1

Ben tuk
adalah

\:

Con toh
Carilah 1-uas pentagon

c(2,7 ), C(5,1 ), D(2, -4)
Jarvab:

t
yang t:-tik suCutnya AGr,2),8(-2,r)

Iain yang lebih mudah untuk luas suatu segitiga
sebagai berikut:

.t
z +

+

a=*

L5
-2

2
5
2
c iI

+ (-r., + -2.7 +2.I +5.-4 + 2.-2 - -5.-4 - 2.-l
-5.7-2.5--2.-2

* (-132) = -66. Jadi Luasnya adalah 55 satuan.
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1

1.U Persamaan Garis Lurus

Suatu garis lurus ditentukan oleh:
Sebuah titik dan koefesien arahnya(ra).
:iisalkan garis i-tu mernpunyai persamaan y = nx + b

Titik (xI ,y1 ) terleLak pada gar:-s itu,uka XI= ExI+ b

J-V'=tn(x-x1
Jadi Barj.s yang diminta itu diketahui satu titik dan

satu gradi-ennya, rlaka diguna,tan runus:

Y - Y:- = m(x - x1 )

2. Dua buah titik yang berbeda (x,y1 ) dan (xZ,yZ)

)

llisalkan
(x,,t1)
(x2,! 2\
(; ) (2)
(3)-(2)

garis itu mempunyai. persamaan y=nx +

pada garis itu, beraiti yl.=o*I
pada garis itu, berarti !2'=nx,

b... (1),

+b.. . ( 2)
+b...(f)

ueghasilkan y-y, = m(x-xa) . ..... (4)
menghasilkan y2-yl= n(x2:r1)

(5)
(4): (5) nenghasj-lkan RuDus

t:
Yz- Y1 x2- *1

Bentuk lain dari persamaan suatu garis dikenal den6an na-

B

qqr,)

(x, y) pacia gari-s itu berl-aku:
0?=0i?+RQ

=XCOse+ySine
l,lisalkan Oq=n , maka

xcose+Ysine=n

?tx,y 1

o A

persaxnaan tersebut merupakan Dersamaan garis lurus AB yang

ditentukan oleh jarak n dan sudul antara jarak itu dengan

sunbu x positif. Persamaan tersebut dina;nakan Persamaan

Normal Hes6e.
Seandaj,nya diberikan persamaan dafan Ax+By+C=o kita dapat

Y-Yr I

ma persamaan normal Hessc.
Jika OQ -jarak dari 0 ke Saris
AB, malia untuk sebarang titi.k P

I

t-

(r

(
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nerubah persamaan tersebdt dalam Nornal Hesse, yaitu dengan
cara membuat kesamaan: x=cos e, y=6in e,. Kallkan semua srl
ku darj- Ax+By+C=O dengan k, menjadi'

kAx+kBy+kC=O, misalkan kA=cos s, kB=sin e dan jarak-
nya = -kC dengan syarat bahvra -kC= positif.

yzgz * yzg 2 2
=COS e + sin2e= 1 atau k= I 1

f(A2 * t'j
Jadi bentuk llormal Eesse dari Ax+By+c=0 adalah:

It' X+

atau

B y+ 0yraz _ t'l iG. B ,[G22 2+B

da2 *
Tanda k dipilih sedemiktan
Contoh:

-ten 

turan
Jawab:

jarak O kegaris 7x -24x - Z5 = O

1

@

Ax+By+C 0
B

sehitrgga -kC bernil-ai positif.

+
25

z

1Ik= t +frNG;
c -?-J agar -kC bertanda positif p11ih Landa posi-

jarak yangtif untuk k,
diminta = 1

sehingga -kc=- (l/ 25) (-21)=1. Jadi

I.1I Kedudukan dua Garis Lurus

Diketahui dua persarnaan Saris Iurus3

Aax + BtY + Cr= O

A2x + il2y + cr= a

Dal-am haf ini terdapat dua persamaan dengan dua variabel-.
Untuk menghitung harga x dan y kalikan gersamaan J dengan

B, dan persa.lnaat yaug kedua den8an \ I4aka diperoleh:
(aana- AzBr)x = \c2- B2c1 (1)

f. Jika A B A B
l_ 2 1

diperoleh nilai
Jad j- perEamaan

tunggal, atau

2 I o at.au A1 , 81 tentul-ah akatr
;- F -G--n2 u2

x yang tunggal begitu juga nilai y.
itu mernpunyai penyelesaian x dan y yang

persamaan itu Eenpunyai satu dan hanya s+

) )

)
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tu penyelesaian xry. .Sarat diatas tersebut jika dipe-
nuhi oleh dua persamaan maka persanaan tersebut dinama-

kan tak bergantrqnaan. Titik (x,y) tersebut dinamakan

titik potong kedua Saris tersebut.
II. A1B2- A2B1 = 0 atau Ar

4.2

atau q-

D

E-

a. B7c2- BZCL I o

Persamaan 1l- )

I

menjadi ol,?. I ocz yang tak menShasir

kan sebuah harga x pun. Qleh iiarena itu kedua cerst
rnaan tak mernpunyai penyelesaian. Susunan Dersamaan

tersebut dina.:ra.ian berla'"ranan (bertentangan). Kedua

persamaan tersebut tidak mempunyai titilt persekutiran

atau kedua garis tersebut sejajar.
B1C2rB2C1 =0 atau 3= - persamaar(1)men-

o2 uz

jadi- 0.x = 0 yang nerupakan suatu identitas. Kedua

persanaan itu menpuayai banyak penyelesaian, dan

dinanakan ber8antuntan. Grafik kedua persamaan itu
mempunyai banyak sekali titi-k persekutuan atau ti-
tik. tersebut berimpit atau identik.

1.1-5 Berkas Garis

Kadang-kadang suatu Saris Ax+By+C=O dituli.s dengan

simbol- g = O atau 8. = 
Ax+By+C=o. Persamaan bernas suatu

girris B. dan ga adalah :

8i *.\.5a= O, Aharus linier, Adisebut

paraneter. Titi.k potong S kedua Saris 8I dan ga terletak
pada garis 81 dan 82. Ha1 ini berarti- koordinat S Bemenuhi

baik ga dan g, maupun pada 6a *1"82 = O untuk sebarang har''

g, )". Jueu untuk tiap-tiap harga )t bentuk 8I+\82 =O sela-

1u linier dan nenghasilkan sebuah garis lurus yang melaLui

S. Jadi dapat disimPulkan bahawa:

5emua garls lurus yang didapat clari 51 +\92= O

selalu melal-ui titJ-k potonS kedua gari-s 81 dan 6a

b
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Con toh:
Diketahui dua garis lurus y = X - L dan y = -tx + 2
Tentukan persamaan garis lurus yanS melalui Uitih panS<aI

dan titik poton! kedua garis itu.
Jarvab:

Berkas garis adalah: (y-x+l)+,\ (y+ix-2) = O atau
(1+)y-(l--i I )x+(1-2).J = o.... (*)

ABar garis tersebut melalui titik pan,l ka1 ' konstantanya h+
rus sama dengan O atau 1-2i ) = O atau )'.= ].
Jadi garis yang diminta mempunyai persamaan:

(I+i)y - (]-*)x=O atau y = ]x
@.!e!:
Tentukan persamaan garis lurus yang melaluj- titik potong

kedua garis diatas dan bersudut 5Oo dengan su[bu x positif.
Jawab:
Lihat diatas berkas garisnya. (*) neniliki koefesien arah:

+#. = ts 5oo = vJ Jadi r+I)=(1+)r)vl

Dengan nenasukkan harca ) lni ke (*) itu diperolehlah per-
samaan yang dininta.

Persatraan Garis Bagl .Sudut1.14
PBrsamaan gar j-s begi

L1 : ax+by+ c=0
La:Px+qy+r-0

sudut antara dua garis:

adaLah:

qy+rax+by+c _. pxJ

^[(u2tazl {, 22+qI(

Con toh :

Tentukan
L1

L2

'I@: tt
Jika p (x ,yt )

bar di-sebelah)

persa::aan Earrs
z 1x-4y+8 = O

: 5x+12-L5 = 0

Z..lalah
maka:

bagi sudut antara garis:

titil< pada 6aris bagi L1 (Iihat Ban_

5x'I +B + L2Yr - 15dz _---TT
lq rlr

'.YL L,

d1 =
Xl

.r \u

o

Lr

Lt
x

)

\
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Untuk setiap titik paCa L3, da dan da sama besarnya.
Pr dan O berada pada slsi yan5 berlavanan dari L2. Dari si-
sini dI adalah negatif cian da adalah positif dan da = - d2

Jadi tempat kecluriukan Pr adal,ah

Jxt - 4yr L2yr - ,,+ 8 +

-5 13

Setelah disedr;rhanakan diperoleh

14x - 112y + 179 = o.
DenSan cara yan8 sama persamaan L4 adalah

5{x+8y+29=O
Disini jelas bahwa L3 dan LU sali-n8 tegak lurus.

r',. Sebagaj- diketahuj- Dersamaan nornal Eesse adalah
x cos e + y sin e = n dengan n = jarak dan titik pangkal ke-
garis dan e = sudut anLara jarak itu dengan sumbu x positif.
Misalkan garis itu g. Kalalr titik itu bukan titik pangkaL,

tetapi titik sebaran6 P(x,y) diluar g. Bagainanakah raencari
jarak itu ?

Lihat gambar.

Misalkan jarak yang diminta = d

d = nr - n. Tarik garis h mela-
1ui P dan sejajar g.
h = x cos e + y sin e = nr.
P terletak pada h, berarti- :

xlcose+ylsine=nr

?t l.e, )

h

4
6Jadi d = lnt - nl = lx, ccs e + yI sin r - "l

Ternyata ben'uuk ruas kanan darj- pada d = xf cos e + y sin e

- n . tepat sama pers."maan nornal garis g, setelah salah sa-
tu ruas menjadi nol, dan setelah koordj-nat-koordinatnya p

(yang tJ.dak terl-etak pada g) diisikan.
a au L' Yl

dari
an8 +

maka jarak
xI cos e

Pke
si-n e

Sarl-s
-n

g adalah
+ Y1

n

i\

DaIil
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Jika diketahui dalan bentuk
P(xrr Y1) , maka iarak dari

Ax1 + BYI+ C

umunAx+BY+C=O
P ke garis g ialah

dan

.i_

2
A +B

Contoh
Carilah ja:'ak d darj- :

a. Saris Bx + 15y - 24 = 0 ke titik (-2,-3)
b. garis 5x - 8y + 5 = O.<e titik (-lr7)
Jawab
a. Bentuk normaf dari persamaan garis tersebuL adalah

8x+15y-24 8x+ 1 y-24 o

^(taz * ry21 t7

.t 8 (-2) L5 G5) - ztt l- 3l 
=. ''

tersebut adalah

+

17

darib. Bentuk nornal
5x-By+5
-^[rs, cat2)

persanaan

5x-8y+
-10

5 =o
+

+d= 6 -I a

-ro
- )l

-10
,,7
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Latihan 2

I Carilah Dei'sarnaan dari. iiap gar,is
I€roIr=i dan p=(2,1)2-b .m - -4 dan titik rotong surnbu

-1 dank=l
't

! dan tib:li po;ong sumbl

Tdank--1
f danp=(1,-i)
, aanR=-1
O dan ii = j

riengan data beri,<ut

.,i

e.

L

h=
tr=
h==

m=

J=2

x

2

i. titik potong sumbu x = j dan s = -2
j.h=-3 dank=-)
Note ; h dan k adalah perpgtongan garis dengan sumbu x

dan y.
Carj-Iah s jika garisnya nelalui titik (1,2) dan dengan
sumbu x dan sumbu y membentui< suatu segitiga yang menpu
nyai luas 15 satuan luas.

J. Perlihatkan bahwa
O adalah persamaan

Saris d rngan titik :o;r-.nl sunbu )i r,.dalah h dan tltix
poton8 sunbu y adaiah k.

4. Tulislah dal-arn bentuk persarnaan garls norllaL
a. 3x-l1y+ 12 = 0 f. 2x- 1y =O
b. x+2y+ 1= C g.2x-5 =C
c. |x- 4y-l-2=C h. 1y+2 =C
d. x- y- 2=O i. x-]y=O
e. ,x - l-zy - 6) = O j. 2x - 2y - 4 = ']

5. Tentukan jarak antara A dan B jiiier A (-r,l) dan ! (-2,-))
juga untuk A (-1,5) dan B (4,-7).

5. Tentukan sebuah titik P yan6 terl-etak pada AB dengan A
(-r,1) Can ts (_],-5), sehingga -4P : PB = | : 5.

7. Diketahui A (-5,1), B (),-5) dan c (2,2). illtunglah ruas
segitj.Sa ABC.

B. Tentukanlah ti;ik bcrat sogiLiga ABC daiam soal nor:iJr 7.

I, IiI
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Dari suatu jajaran genjang ABCD diketahui titik sudut
A, B dan C (lihat soal- no. 7), Tenlu,ran titiit sudut D

dengan ja.Lan meini-<ai sifac :

a. kedua Ciagonai be:.potongan ditir-ii( r.ngairnya.
b. du. s:-si yang berhadapan .:,eja.rar dan sama panjang.
c . dua oasang sisinya lria s in6-:na s ing se ja jar.
Dari suatu :.egiirga ABC saixa slsi diketahi.ii, bahr,ra 1
(-L,-3) dan B (5,5). Tentulian litik sudut C.
Gambar grafil<nya x + y + l- = O juga x - 2y - 1 = O.

Gambar grafil<nya *2 * y2

Ganbar graf i.knya *2 * 2y2
Ganbar grafiknya y = x2 -
Garnbar grafiknya x =)
Qqnbar grafiknya x' -

11.
12.
L3.
14.
75.
r5.
77.

10.

18.

'to

)^

2L.
22.

)7

24.

)q

_l

)
4

4)
v-

Tentukan persamaan garis
yang bersuciut 4ro dengan
150o.

yang meLalui
x, juga yan6

_,]
lurus
s umbu

(O,O) dan

bersudut

Buktikan bahwa persanaan 6ari.s iurus yang melalui (a,O)
dan (O, b) iaLah :

+ * { = 1 yang disebut Dersamaan segirenao
suatu 6aris -urus.

Tentu]:an .ersamaan gari-s lurud yan1; aelaiui (1,0) dan
(C,2), juga untuk (-2,0) dan (C,J).
Tentukan Dersamaan garis J-urus yang ne-ralui (1r2) dan
(-3 ,4) .

Juga untuli (2,-2) dan (2,4).
Tentukan persamaan garis iurus yang melalul (1,.J) dan

sejajargarisy=2x.
Tentuiian :rcrsanaan garis .u:-u,.; yang lrelaiui (O,-J-) dan
yang tegak iurus gari; y = 2v,.

Tentukan persamaan garis lurus yang nrelalui (2,1) dan y
yang ce ja jar Sar.L;i i:. + 2y + J = O.

Tentukan lersamaan garis lurulr yang melalui (2,J) dan
yang bersuriut 4ro dengan Baris y = 2x.
Buktikan bahura dalam segitiga ABC (l-ihat soal no. 7) dua25.
sisi tegak J. urus sesananya.

'P5'ITUSIAX r
(q_B(st

aI lllo P lilrt6
E0AfiO ii t'fu

l( ,tDNlra Fl{ 0 tr
ll ttrlii' rcr,A:,rrN1rqmm IIT
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tent,ul<an persamaan garis tinggi dari C (soal- no, Z)
Tentukan persa:xaan gari:; berat dari A (soal no. /).
Apakah iietiga titik (1,-1), (4,+1) Can (2,-1 ) terletak
pada salu Aaris ?

Apaiiah suatu gari,s -urus yanj ditentukan oieh (2,-j)
dan (-{, J) rnelar-ui tiik pangl<al e 2

Apalrah artj-nya y = ax + I cian t = )>: + a, bila a dapat
berubah- u bah/
Selidi}<j- apakah titik-ti'cik (2,-1) dan (-J,4) terletak
pada garis jx + 2y + I = C. Dafan hal. manai<ah garis
y = )x + a nelalui titik (2,2) ?

Tentukan tit.ik potong Saris x + 2y - ) = O dengan sumbu

x juga dengan sumbu y.
Tentukan sebuah tittk C pada garis y = -2xt sehingga 1f, =
BC , jika A (5,1) aan B (J,7).
TeDtukan persamaan garis lurus yan6 melalui (2r2) dan
yatrg berpqtongan ?, sejajar 2-l berimpit ?, tentukan titt
potongan.garis-garis x + 2y + ) = O dan y = x - 3.
Tentukan persamaan garj-s J-urus yang melalui (2r2) dan
yang bersudut 4io dengan garis x - 2y + J = O

Dii<etahul jajaran genjang ABCD dengan A (-1,1), B (5,4)
dan t (0,5), Tentukan ti.tix C dan l-uas ABCD.

Diketahui segi:i6a ABC dengan A (-1,-2) dan B (7,2).
Garis tinSgi riari 5 melalui(O,I), sedang AC = 5 2. Tentu
kanfah C dan jari-jarJ- iingkarannya.
Se-j-diiij-, apakah garis-gar1s x + 2y + J = C, 1x + 2y + I
= 0 dan y + 2x = O me.:-alui. saiu ;iLi)(. Tital.: rnana.iah itu.
Dalam hal manakah ketj-ga gari.s ax + 2y + ) = a, U = - 2

dan x = f tldak mefalui satu liti:i?
Tentukan persamaan gari-s surubu segmen garis AB, .taiau
A (f,1) dan B (1,-l).
Tentukan /)ersarnaan liedua gar j"s iurus yang nelalu j- p (-2,i)
sedemj-kian, sehrngda t,itlk-titik A (1,-7) dan B (-{,I)
berjarak sama terhadap garis itu.
Diketahui trapes;iun ABCD dengan A (-I,-1), B (7,5) dan

C (2,6) sedan5,--an AB / / DC dan CD = 5 . Ten Lukan titik su-
duL D.

10.

zz

14.

1r.

7(

2 t-,

ZQ

40.

4r-.

42.

41.
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+o

44.

47.

48.

49.

qa

i)

+b
'li
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Dua sisi suatu jajaran genjan..; adalall garis-garis
2x- 1y +6=O dan x+ 2y=4. Salah satu tltik pun-
caknya (1 ,-3). Caril-ah persamaan dua si_si yang lainnya.
Diketahui- traDesj-uxl ABCD dengan A (-2,-Z), B (7,f ) dan
D (1,4), sedang<an AB/ /DC darr BC = i. ?en:ukan C Can

luas ABCD.

Tentu ;.an lersamaan gar j.: lurus :reiaf ui A (-r,)) r JanE
r,e.'iiotong s urri'r-ru - s ul:bu ,;oordin:rt di P dan q, schingsa
0PPOQ=5:).
Tentui.ian persamaarl garis Lurus melaLui A Grrr, yan6
tremoiong su :bu-sunbu koordinat di p dan Q, sehingga
AP:AQ=5:5.
Tentukan jarak antara (-J,2) dan garis !x + 12y + JO = O

dengan : a. menakai ruuius langsung.
b. menentukan duLu garis -,egak ]urus, kenudj.an

titi.k poiong keCua Saris, akhirnya jarak.
Tentukan persanaan garis lurus yang nelalui titik potong
kedua garis {x + 15y - 5 = O dan Jx - 4y + 2 = O, dan
yang tegak lurus salah satu dari kedua gari-s itu.
Buktikan bahwa persamaan garis bagt sudut antara dua
garis ax + by + c = O dan ^ox + qy + r. = 0 adalah :

ax+by+c px+qy+r

.l( .' ) 21q)2p+
5l-. Buktikan bahwa kedua 6aris bagi

2

n)'a,
itu tegak lurus sesama

Tentu:-,an Der:ia.rnaln 6aris bagi sueul- antara iua 6aris
x-2y+I-Odaly=2t:-:...
Pertanyaan yan6 serupa dengan lnetrai.iai rumus unLuli suriul.
Dilretahui garis-garis x 1+ y={cian x+y=) 2.
Pada garis bagi sudut antara i-,eciua garis itu terletak ti
tili P. yang berabsisi 2. Tentuk,an pe.rsamaan garis Op.
Darj- suaiu trapesiura sartaxaiii ASCD diketahui bahrva 4(-I ,

-I)' B (5,2), D (0,2), sedangkan AB sejajar DC.

Tentukan :

a. panjanS AD, AB dan BC.

,).
54.

,5
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b.

d.

1.

persamaan garis Dc.
jarak antara AB dan

koordinat 
"i 

tiir C,
titik po tong .<edua

sudut antara keCua

DC.

ci iagonal .

ciia6cnal itu.
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BAB II

LING KARAN

Pe.r saraan Standard Dari Lingkaran
Lingkaran adr:lah te:'apat kedudukan titik pada cidang

datar, seiringga setiap titik oada tingkaran itu berjarak
sana terhaCap tj-tik tertentu dalan L1ngkaran. Jqrsk ysng
sama atau jarak yan6 tetap disebuc jarj.-jari (radius), se_
dangkan titik tertentu disebut pusat (center). Jil(a, dalair
ga:r.bar (2-I), h dan k adalah koordinat titik pusat C, dan
x dan y koordinat suatu titik p yang berjarak r dari titik
tetap, dengan r adal-ah jari-jari atau Cp = r, sehingSa
ki- ta dapatkan

v 2(x-h) (v-k)
atau

2 2(x-h) + (v-k)
"2

(2-1)

v

?rr.',

2 r+

F0

5ebalii:nya jii<a x, dan ya acialah pasangan koorciinat
suatu tiiik yang riemenuhi persarcaan (2_I), rnal<a p1 = (xI ,yl)
adalah suatu titik pada 1in _.karan. Hal ini dapat dibulitii(a;
sebagai bcrikut : i(arena lxlrJ1) nenenuhj- persanaan,
(*1 - h)- + (yr k)'- r'
Tetaoj- besar atau ukuran dari vektor u - Cpa yang dibentuk
dari c = (h,k) ke Pf - (xrrv1) adal-ah sama dengan r. Jadi ki-
ta dapatkan bahwa CP, = r dan dalam keadaan yang denikian
berarti titik PI terLetak pada lingkarang dengan titik pu6at
C dan jari-jarl r, yaitu persamaan (2-1). Karenanya persana-
an (2-I) disebut persamaan standard dari lingkaran.

\
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Seandainya h - k = O, pusat ling}<aran dl titik pang-
kal koordinat dan persariaannj/a menjadi :

(2-2)x2*y2-.2

Carilah persai:aan dari suatu lingkaran yang mempunyai
pusat di titik (-2,f) dan jari.- j art- 2.
Penyelesaian

Lingkarannya diperli.hatiran dalar.r gambar (2-2). Adaprur
persamaan standar dari lingkaran, dapat kita tulis :

Kita sebut persaxeaan

lingkaran ( persanaan

Contoh 2-1 .

(2 -2)
pusat

seoagai pet-samaan sederhana dari
lingkaran ) .

Y

5br 3-f

dan jari-jari lingkaran yans me:upunyai

(x+2)2+(y-1)2=4
v

6cr 3-z

Contoh 2-2
^--.i 

l -Luat rl.arr

persamaan (x +

Penyel esaian

r t

pusat
)2)- 2+ (y + 1 ) 9

Karena persamaan standar dari lingkaran adalah
(*- fr)2 + (y- k)2 = 12, maka h=-2, k= -1 , dan t=).
Jadi ganbarnya diperlihathan daiarn gambar (2-J), dengan pu-
sat di titik C = (-2,-I) dan jari-jari J.
ontoh 2-l

Persamaan lingkaran manakah yang berpusat di titik C

(-2,I) dan melalul titik p (lr1) Z

Penyel esaian
Karena CP =

Menurut persamaan
kita dapatkan rr= CP - L3.
per.sanaan lingkaran yang riicari

(1,2) ,
(r-1),

Ct-a6S

C({r)



adal ah

Cont o h

:(x
2-4

22) (v

Jadi, persanaan

(x-2)Z + (y+

,
lLngkaran

t)2 = 9.
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(4,-f)danr=1r5
(i,-2)danr=6
(-r,-6)danr=7
dan ga::barlah

2r) 73

Carilah oersamaan J.ingkaran yan6 mempunyai
sat (2r-1 ) dan menyi-n65ung terhadac 6aris )x - 4y
Penyelesaian

titik pu-

rak
DYa t

Karena lingkaran menyinggung suatu garis berarti ja-
darj- titik pusat icrhadap garis adalah panjan6 jari-jari

dan

3 (2) 4 (-1) + 5

++

+ i - o.

r
/=3

yang kita cari adalah

I

Carilah persanaan dan sketsa grafiknya
karan beri-kui :

a. pusat (2,-I) dan r = 5 d. pusat
b. ousat (-1,2) dan r = / e. pusat
c. pusat (2,{) dan r = 1 f. pusat

untuk tiap ling-

Carilah persamaan tlao lingkaran berikut
sketsa gra fiknya .

a. pusat i-I,J) dan melaLui (2,-4)
b. pusat (0r2) dan rael-alui (-I,-4)
c. pusat (J,0) dan melalui (7,J)
d. pusat (),-1) dan lnenyinggun6 sumbu-sunbu l..ooriinat.

J. Carilah persamaan lingiraran yang tit j-l'. ujung garis tengatr
nya (Cj-amebcr), (2,j) dan (-1,i).

4. Carilah persamaan tiap lingkaran berikut dan gambarlah
sketsa grafiknya !

a. jari-jari 5 dan menyinggun6 sumbu-cumbu koordinat
b. jari-jarj. 4 dan menying,,;ung kedua sumbu koordinat
c. jari-jari r dan menyin6gung kedua sumbu koordinat

5. Carilah persamaan tiap lingkaran berikui, dan gambarlah
sketsa grafiknya !

LATTHAN

I

2
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a. pusat (614) dan :::ienyin5gung su.mbu y
b. pusat (5,Is) Can rrenyin,;3un6 surbu x
c. pusat (-1,j) dan nenyin6gung garis )x - 4y + 12 = O

6. Carilah pusat jari-jari. untuk tiap lingkaran berikut
dan g,,]rnbarlah shecsa o-rz:firinya !

a. (x-1)2 + 1y-912 = 15 d. x2 * (y*3)2 = 9
b. (x+2)2 + 1y+L)2 = 25 e. (x+4)2 * y = z,
c. (x-1)2 + (y+5)2 = 8 f. x2 * y2 -n

7 Carilah persamaan tiap lingl<aran berikut, dan gambarlah
sketsa grafll<nya !

a. Jarl-jari ! dan nenyinggung kedua sumbu koordinatnya
b. Pusat (1r-l) dan menying8ung sumbu x.
c. Pusat (-4,-2) dan menyinggung sunbu y
d, Pusat. (-1,-4) dan menyinggung garis 4x + jy - 5 = O

Carifah persamaan lingkaran dengan segmen garis hubung
Litik (-fr0) dan (1r-4) sebagai garis tengahnya.
Sebuah llngkaran dengan pusat (2,-J) dan menyinggung
garis Jx + 4J - 4 = C . Bagalmanakah bentuk persamaann)a.
Caril-ah Dersamaan-persamaan 1j-ngkaran yang nenyinggung
sumbu y dan masing-masing mefalui titik (Ir-2).

o

9.

10.
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2. 2. Persamaan Umum Lin:ikaran
Bentuk Umum persamaan lingkaran adalah

(A, B dan C boleh nol, asal iiciak A = B = C = O).
Persarrraan ini disebui juga persai:a:n nc-r'raal cian disingkat
si:rbolis r;renjadl L = 0. Koeffisien - l<oeffisicnnyu "2 dun
y2 saiu dan suku dengan xy tidak ada.

11
zusatnya (- i.L, - +B) cian

.lari-jari = { -c*f,rz**r'
AnaloB dengan persaflaan parameter unruk suatu garis; J-urus,
terdapat ju6a suatu persamaan parameter lingkaran.
Lihat gambar.

Untuk tiap

*2*y2+Ax+By+C=O

ti.tik P(xI ,y1) Vant terletak pada lingka-
ran berlaku t *1 =a+rcos? danyI=b+rsinq

dihitung dari arah sumbu x positif, mengelilingj- M sampai
36o0.

e(r,YJ

Jika trti.., P dijaianiran rilaKa

merupairan
parameter
nin ta .

per6amaan

yang di

Catatan:
Bentuk diatas hanpir menyerupaj. persamaan parameter suatu
garis lurus, yakni x = x1 + t cos.(

' Y - Yl t sin o<

mtl.l) o,-..1

cos tf
s j-n 0

X=a+I
y=b+r
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Disini P (xl ,yl) diketa.hui, tetarp , se.ian6kan t ccrubah =
lraramel-erniia , yaiiu jara.i riari t_Lr,ii;-titiri Q

y2*A*+By+C=O

ir tetar
P. Dari pe.isarnaan paranie-uer 1i:r ,:ai-an y.:n-; di,ielaitui ialal.r
M (a,b), r tetap, sedangkan = Darallsterirya, bel-ubah kcarah
posilii dan cerputar berlaLranan dengan arah jarum jam sarnpar
pada jari-jari IIQ.

Contoh
Tentukan sebuah lingkaran yang meJ_aIui tiga buah titik (2,2),
(2,-4) dan (),-l-).
Cara I .rika yan,g dininta persamaan pusat, misalkan lingkara n

itu menounyai irersamaan (x-a)2 * (y-b)2 = r2
i.?elalui (2,2) berarti (2-a)2 + (2-b)2 = 12......(I)
I{ela1ui (2,-4) berarti (2-u)2 + (-4-b)Z = ,2....(Z)
l''lelaluj- (5r-1) berarti (5-a)2 + (-1-b)2 = 12.. . .G)
Tiga persanaan debgab tiga bilangan anu a, b, dan r
dapat diselesaikan.
(1) - (2) menghasilkan (2-b)2 - (-4-b)2 = O.

atau (2-b+{+b) (2-b-4-b) = 6(-Z-Zb) = O

b=-1.
fsikan di (.r) : (5-a)Z * O = 12

rsilran dj. (r; ' i;-;7 - , = ,' 
kuransi

(254.oa+a2-4*4a-a2-9 = o 

- 
-6a + t2 = o

r- a=2. danr=J,
l4aka lingkaran itu = (x - 2)2 * (y + t12 = 9.
Pusatnya (2,-f ) dan jari-jarinya = )

Cara If Jake yang Cj-minta Dersanaan umumn).a, misalkan lj_ng--
i',aran i iu me::rpunyai pcrsarraan :

2X+
Koordinat -koordinat i<etiga ti-tik itu memenuhi persa-
maan, ,.-arena tj-tik-tiiili rLu tcrletak pada 1j-n8karan
JaCi terdapat juga tiga persamaan dengan tiga b11a-
ngan anu ArB dan C, tnaiia soaL itu dapat diseLesaikan
Ternyata A = -4, B = 2 dan C = -4. Jadi persamaan
yan6 ditrinta ialah , x2 * y2 - 4* + 2y - { = O
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Cata tan
Cara yang mana yang lebi-h baik, ha1 ini tergantung pada si-
fatnya soal j.tu sendi-ri. Kalau pusat dan jari--jarinya dinci-n-
ta juga, hendalinyi dipai<a: cara sat,u.

LATIiII.!'I 2

2.

4.
q

5.
1

8.
9,

10.
11.
12.
13.
14.
'Itr

15.

Carilah pusat dan jari-jarj- dari- tj-ap lingkaran ceril<ut:-22^1. x- + y- - 2x + {y + 1 = 0

*2 *y2 +4x- loy-12=O
2x2*2y2-1x+4y-1=O
3*2*1y2+2x-5y-4=a
3*2 * 1y2 - ro = o
*2*y2+\x+16y+12=0
22x-+y--4x+6y-1=O

4*2 * 4y2- 2x + Jy - 15 = 022x*+y--2x+)y=O
22x-+ y--4x+ 6y+ 25--O

*2*y2-2x+\y+j=o
*2*y2+x-y+I=o
22x-+y-+6x-2y+1r=O

2x2*2y2+Jx-5y+7?=O
Titik (Brr) adaf.ah tengah-tengah tali busur suatu li-ngka-
ran yang mempunyai persamaan *2 * y2 - 4x + By - 124 = O

Tentukanl-ah persamac.n t a1i busurnya.
Caril-ah persariaan-persaoaan lingi<aran yan6 masing-masing
menyin6gunE sunbu-sulabu koorciinat, dan ke,Juanya r:relal-ui
titi.lc (2,{).
Carilah pe:-samaan-persamaan ling.iaran yang masj_ng-lrasJ-ng
pusatnya terletak pada 6aris )x - )y = 3 dan menylnggung
sumbu-surbu koordinat.

L rt.
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2.3. tlencar i oersamaan Lin Ekaran Yang inemenuhi SYarat-syara t
Tertentu

Seirarang kita tinjau kesball persamaan 1in6i<aran Calam
centuk standar, yaiLu :

(x - r,)2 + (y - k)2 = r
Dalar.r bentuk ini terkandun6 tiga konstanta bebas h, k dan r.
Demil<ian pula dala:; bentuit unuxnilTa, yaitu ;

*2*y2+DX+Ey+F=O
terdapat tiga konstania bebas j), i, dan E.

Seandainya ciarj- syrrat-syarat yang iliketahui_ kita dapat
menurunkan tj-ga persamaan bebas dalaa t-iga konstanta D, E dan
F atau h, k dan r, maka secara al;acar tiga konstanta bebas
tersebui dapat dicari. proses pencariannya sejalan dengr:in tr>
juan kita untui< nencarl persamaan 1in6i<aran sebagai tafsiran
geometrisnya. Untuk nendapatkan garnbaran yang lebih je1as,
kita perhatikan l-angkah-langkah dal_az, contdh berikut :

Cont oh

Carilah persamaan J-ingkaran yang rnelal.ui titik (-1r1) , (Z,j)
dan (1r-2).
Penyel- esaian
Bentuii U,Tum Persana,:n !ing!1a1an .

22x- +:J + Dx + Ey + F = 0, dan iit.i-k yang
(2,)) d:n (1,-2) terlet6.i< !ada fln8karan
patkan tiga buah Dersanaan si-mul-tan dal_an

diketahui (-1,f ),
itu, naka kita da-
D, E dan F, yaitu

(1) 1 + 1 - D + E + F = O

(2)4+)+2D+jE+?=O
(l) 1 + 4 + D - 2E + F = C

.Secar.a determinan, kita cari D, E dan I

D

l-2 1 1l
l-., l 1l

-_ l-s -z 1l

l-2 1

l-)' -;

sep.r'ii
1l

:l

oer-ii.,u i

19 )
-1

2

1

-1
2

l_

0

5

o

5
21il -1

-t1
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1

2

I

-2
-t z

-)

1

I
L I

I

2

-2 1

-1I 0

-)0 2+22
-t1E --rT -1

-t <

:TI

-1
2

I

I
1

-2

-2
-1
-2

-1
2

I

o0
:' -l ,

-r- -7F
-t -t1

4

Jadi persamaan yan; ki-ta cari. adalah *2 * yZ - )x -
[,ingkarannya diperlihari<an daian g::n bar

4nda dap-:t ii ei:i e ril(sanya b:hvra koo:-dinat l:ci:ga
:r'an6 diketahui terle'r.aii pada Dersamaan lingkaran.

Y-4=j

ti_tik

Q,-t )

6-t,r)

(!i r'

Carila.h rlersarnaan J-ingkaran yan:; :rrenuat titl,.l-cicik P1(-I, 2)
dan Pa(-,i,O) dan ner:lur;iit 'r.i;iir ousai yan5 terleial. padi ga-
ii:.; :., + ;ly - 6 = O

Penyel e saian
2 )r+ 2l"ienur-u'd rersamaan siandar dari -ingi<aran (:<-h) ( v-k)

kiia dapai.l'.an;
(1) (-1-h)2 + (

(2) (J-h)z + (o
O) h +)L; -6=12
pari persamaiin (1) dan (2), i.,ita
(1') I + 2h * h2 * 4 - 4k + k2
(2') 9-5h+h2 *k2

)2-k)-)
-?L )

-- ,2
12

luli-s
=t2)
= r_

Con to h
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Kurangkanlah persarr:aan (2t) t{)rhadap persa,Taan (1'). kita
dapatkan

c 4ir+ 0

ati;.u
(4) 2h - '-. - I

Selesailian persa:r:aan (j) d r (4)
ceri:

3h + 11

+ (o

dan k

j
I
1
I

h Il
I
I
1

2

9
7

pusat iingkaran adalah

substitusikan
dan di-dapat :

secara simui Lan ,

1I
7

dan

6

I
3
1

1

2

tserarti koordinal titik
C=(9,11 )7T

Untuk mencart r, kita
11 dalan persamaan (2)T

t =9
7k

2r- 2 2(7 9
7

11)
7

262
7

Jadi per-

sanaan standar lingkaran adal-ah
(x-2)2*(y-11 12=2657T-4
LJ-ngkarannya ciiperlihatkan dalam gambar

(-r,r )

(r o)

Cont oh

Tu]islah dal-am bentuk determinan untui( persamaan lingharan
yang melalui tiga titik yan6 tidak segaris (xrry1), (x2r12)
dan (xrrVr).
pe4f,,e I esaiqn

q'i)
c

) ,ataur=
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Secara determinan persamaan lingkaran yang dicari d::pat di-
notasikan dalan bentuk deterlninan 4 baris rtan l1 kolon yang
sama dengan ncl, seperti berikut ini:

22x +y*i.'i
*3. ti
))

"i* Yi

yI
v-l

Y2 I

YjI

tt1

*z

)

0

untulr inendapatkan persamaan
nya dj-persilahl<an pada anda untuk

deterrninan diatas, proses
nencobanya.

LATTHAN 2

1. Carilah persamaau lingkaran yang melalui tiap himpunan
tiga titik berikut :

a. (2,O), (1,-]) dan (J,I)
b. (1,-1), (2,1) dan (-J,2)
c. (3,2), (-1,1) dan (1,-1)
d. (f,4), (2,-l) dan (1,2)
e. (O,O), (2,O) dan (O,11)

f. (I,6), (2,5) dan (-5,4)
g. (3,2), (2,-3) dan (-2,{)
h. (1,-1), (-1 ,I) dan (Or))

2. Caril-ah Dersamaan lingkaran yang membatasj- segitiga de-
ngan titil< puncak P1(0,0), p2(-1,4), dan pr(2,6).

j. Cariiah uersamaan lingi.laran yang ner.rcaiasi segitiga iie-
ngan sisi garis y = 0, x-J=O danx+4y-5=O

4. Dalarn tiap nasalah berl]iut, carilah persamaan tiao Iing-
karan dengan data yang di.ietahut seperti berj-liut ;

a. Pusat pada sunbu y dan lingharan melal-ui tj-tik_titik
(1,2) dan (-1,1).

b. Pusat pada garis x + 2y - 5 = O dan mel-a1uj- titik
(r,4) dan (1,-2).

c. Pusat pada garis x - y + 4 = 0 menyinggung kedua sum-
bu koordinat.
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d. Menyinggung }<edua sunbu koordinat dan melal_ui titik
(2,r).

e. l.{enyingsung garis Jx - 4y - 5I = O di titik (1,-Z)
dan menounyai jari-jari ).

f. iiefalui titik (Ir-1) dan ousai terfetai: nada garis_
garis x + 2y - 4 = O dan 2x - 4y + 1J = 0.

g. ;,'ienyinggung garis x + 4y - ? = O di t j.trir (1,1) dan
mernuat titik (6r-2).

,. Suatu lingkaran menyin86ung garis 2x +l-7 =O di
ti-tik ({,-1 ) dan rnemuat Li.Li-k (7 12). Carilah persamaan-
nya .

5. Carilah persanraan 1in6}<aran yang menyinggung 6aris
x + y = 5 di titik (2,/1) dan menpunyai jari-jari Z.

7. Lingkaran yang menyin6gung gari-s x + 4y - 5 = 0 di ti-
tilt (1,1) dan nemuat titik (4,-4). Carilah persamaannya.

3. Carilah persanaan lingkaran yang menyinggung garis
x - 1y + J = O di titik (-2,1) dan nempunyai jari-jari
J(10.

9. Carilah persamaan lingkaran yang mempunyai pusat dalan
kuadran pertama, nemuattibik (0,9) dan (JrIO) dan menyi-
nggung sumbu x.

10. Dua buah lirrgkaran nelalur titii., pangkal , serta menyin$-
gung Saris r{ + y = B dan hedua pusatnya terfetak pada ga-
ris x = 2. Carifah kedua persarnaan lingxaran iersebut.

11. 'Calilah persanaan lingkaran yang menyinggung garis
2x + 3y = 12 dan nelalui ti-Lik-titik (-7,O) dan (5,-B).

l-2. Carj.lah .ersamaan- persamaan llngkaran yan6 menyinggung

Saris 2x - y+ 6=0 dj- titik (-1,4) dan nasi_ng-masing
mempunyai jari-jari Jv ).

lJ.Sebuah lingkaran yang dilingkungl oleh segitiga ]ang dibsn_
tuk oleh surnbu- su:nbu koordinat dan garis ,x-4y+LZ-O.
Carilah persamaannya.

f4. Buktikanlah bahwa hi,npunan semua titik tengah dari tali-
busur- t al-i busur yang sejajar pada lingkaran adalah garis
tengah dari llngkaran tersebut.

15. Bicarakanlah himpunan titik-titi.k untuk *2 * y2 = 25 dan
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x + y 7. Apakah dua titik (J,4) dan (4,J) anggota dari
himpunan tersebut.

2.4 Garis dan L j-ngkaran

Untuk menyefidiki apakah suatu garis menotong suatu
li.ngkaran, dimisalLian (xt,yt) nerupakan tltil( potongnya.
Dan misalkan g 

= 
y = ax + b cian L = x2 * y2 - ,2.

(xt,yt ) pada g, berarti : yr = axr + b
(xt,yt) pada L, berarti : xra + yr2 = 12.
Dua persamaan dengan dua bj-tangan anu xr dan yr; dapat da_
selesaikan : xr2 + (axr + U;2 = r 2

atau ; 1t + a2) xr2 + 2abxr * b2 - "2 = O.

Suatu persanaan kuadrat daLam xr.
1. Jika
2. Jika

D(0,
D>0,

rcaka g tidak Eemotong L
maka terdapat dua harga xr yang berlainan,
yang r-0erupakan absisinya kedua titik potong
Saris I dengan L. Ordlnat-ordi_natnya dapat
dicari dari (1).

J. Jit<a D = o atau 4 ,2a2 - 4(l + ,2) (b
atau b2 = (1 + ,2) rz

2 2r-)
b= +

0

r 2a

nya

i{al-

Diperoleh dua harga xr yang
be rinpit .

ini berarti bahu;a : y = ax + r

+ 1
sama. Iiedua titik potong

1+ 2a lnerupalian per-

saraaan garis singgung
yang berpusat Ci- O cian

Catatan

yang berarah a,
berjari-jari r

pada suatu llngkaran,

TuLj.s g dal-am bentuk normal ax + o
0

:^J('2
Jarak dari 0 kegaris itu = r = b/ (!
sesuai dengan hasi-I diatas sub l.

+ 1)

a + I) 
'

selalu berlaku : Jari-jari = jarak dari pusat ke garis sirg-
SunE.
2.5 Garis Sin:':Hun8 Disuatu Titih pada

Dirretahui 1:-nsi.IIf-*Z;;2 *2 dan ti.tik (xr,)
T,inAkaran

pada lingkaran j.tu. lentuhan persetnaan garis si_ng6ung
1)
yang
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melal ui Litik(xl ,yl) pada l-ingkaran.
Lihat Bambar

Garis OP
=(v

0)

Yt
xl (x-- o).

(oeffisien arahnya 3a-
1u-

Rr..Y, )

ris
rus

singgung
0P adala h

yan.i t egaii
x,
vi'-_i-

x
Jadi garis sing'un5

2

(v Yr) J1
(x *t)I3:

)
I" 1= x1x + xl

2 2
v1

2 karena 1x' V1) terl.etak
pa

1x+y1Y=xI
lin6karan.

Rumus

x1x + Y1Y =
2r- merupakan persamaan garis sing-

gung titik (xirV1) pada J.ingka-
ran --2 +

Dari suatu titik diluar lingkaran dapat ditari_k dua
buah garis ;.ing8ung pada lingkaran. Garis irubung dua dua
titik singgungnya disebut garis kutub atau garis polar.

+=x,l^

,22

Eagainanakah
,22riara:] x + y-
Runus;

persa:::aannya , kalau ii: ik
_ n2,

P(xt,yI) dan ling-

merupakan persamaan grri:; p:Iar.

yanlJ t-LCali torletal pada lingir:rr.an

Ft,,v,)
i,iha t 6arlbar' .

l{en uru L ruiru, diaias
:ca..ia :

,r.i tiii
2

P
2

(x',,Y. ),2 ,
+x v

Y-) P0 = x^x +
Z

PR = x-x +-)
P t erf c iak
*z*1 * JJYI
P t erl e tak
*1*J- * !r!,

a2 dr,n
)r-

PQ, berarti
(1)

YZY =

!,J =
pada

)

) pada PR, berarti
r

xt + rI

Ir)l r

t
2 (2)

2x



Pandanglah irini garis 6r yant n, nipunyai perJamaan)xxl + yyl = r- .........(l)
Karena koo rCinat,-koordinatnya Q memenuhi persamaan

garis g(bandingkan (1) riengan (1) ), t,,ntulah ? terletak
paaa 8. ;iarena koorCinatnya i? n.etienurri per.s::rnaal Ai.r j_s g
ientul-ah 'cerletr.< paria g juga. JaCi .R cian q terletak pada

5 atau g melalul Qr atau g 
= 

RQ = 6alis kulubnya p terha-
dap lingka:'an ( ingai : P tidak pad, ling.(aran ).
2.5 Pan.ianF Garis sing.EunS

Andaikan P adaLah suatu titil< Cj- l-uar iingkaran
yang tertentu, l-ihat 6anbar . SeLanjutnya dari ti;ik p
iitari-k dua buah garj-s yan6 r:enyinggung lingkaran dititik
yang berlainan. SeCangkan yang menjacii nasalah adalah men-
cari panjang atau jarak dari titik P terhadap salah satu
titik singgung, sebab kedua garis singtung mempunyai pan -
JanS yanE sama.

0

L

KY.,Y)

Perhacikan, t = QP , dengan 0 salah sa.tu ;iii.r si-n;6ung
dari garis singgung yang melaiua P terhadap lin6karan. 5e-
lanjutnya ciari segitiga CQP , .rit,a dapatkan

QP 2= cP 2- cq 2

t2 = (x1h)2 + (yI - u)2 - "2
6pabila kita perhatikan, jika koordinat titik p disubsLi -
tusikan pada ruas kiri persamaan standar lingkaran yang
ruas kanannya teJ-ah dijadikan nol, rnaka kita dapatkan ja-
rak kuadrat dari titik P terhadap titik singgung Q pada
lingkaran. Karenanya seandainya persamaan standar dijadi -
kan persamaan umum, maka dapat kita tulis

t(

0
L

LLh,U
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t2 2
1*Y1 Dxl + EyI +F2

Jadi untuii lrencari panjang kuadrat suabu garis sing_
gung dari suatu titr,i terhadap J-i.n6l<aran, kita subsblLusi_
kan koordinat-koorciinilt x dan y nya dal_am ruas kiri per_
samaan statdar aiau persar,raan ur,1u I lingkaran. Jika hasil _

nya positif, tiLik terletak Ciluar lingkaran, jika negatif
titik terletak cii dal-an 1inlkaran dan garis-garis si_nggun6
nya lidak ada, dan ji.ka sama dengan nol , maka tj-tik terle_
tak pada J-i-ngkaran.
Contoh

+x

Carilah panjang garls singgung dari titlk
llngkaran (x - )Z + (y + Z)Z = zr.
Penyel e saian
I{eadaan garnbarnya diperllhatkan dalan gambar
patkan :

f-2= (-4-12+(2+z)2-2,
atau
t2=49 +16- 25=40
Berarti:
t = 2' 10. Iihat gambar
Cont oh

Carilah panjang garis singgung darj-
lingkaran 2x2 * zyz + )x - y - 5 = O

(-4r2) terhadap

Ki.ta da-

litik ( J, -1) terhadap

tr--7
fio

?('1,L) L
I}{

7.

r .r)0(

Penyel esaian
Pertama-tana setiap suku dari persamaan lingkaran kita
bagi- dengan 2, sehingga peraqmaannya dapat ditul-is daLae

cc3,-2)

cri,l)
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bentuk umun, seperti berikut :

*2 * y2 + 1*x - *y - 2* = o
Salah satu garis singgungnya ciiperlj-hatkan dalarn garnbar

Selanjutnya kita dapatkan ;

t2=e*t */.*-Z
atau
,2 25

2

Jadi panjang garis s'ng6ung adalah 1 = 2 = 
-1-? 

sa-
2z

tuan panjang.

LATTEA}I 2

Dalan tiap soal berikut, periksalah apakah titik tersebut
terletal< pada lingkaran, dj. daJ-ao lingkaran, atau di luar
Iingkaran dari nasing-nasing titik dan Ii-ngkaran yan6 ber-
sesuaian. Selanjutnya jika tj-tik tersebut terletak di tuar
lingkaran, carilah panjang Baris singgung terhadap masing-
nasing lingkarannya.
l. (rr2) drn x2 + y2 = 15.
2. (-L,1) dan x2 + y2 - x + y - l- = O.

1, O,-2) d,an 2x2 + 2y - jx + y- 5 = O.

4. (1,-r) dan (x - 1)2 * tZ = t6.
i. (OrO) dan (x - y)2 * (y + 1)2 = 4

6. (1,1) dan (x - 2)2 * (y - 3)2 = l?.
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2. 7 Garis Kuasa

Dari suatu titi.ir P dapat ditarik banyak sekali garis
garis, yang merootong lingkaran menurut ti.tik-tj_t1k A dan
Ar r B dan Br dan seterusnya, dan menyinggung lingkaran di_-
tj-tik-titik Q dan R. Secara planinetris dapat dlbuktikan
PA.PA' = PB.PBT = PQZ = PRZ = PLZ - 12

Hasil
ngkara
positi
P dida
Lihat
I,(isalk
tren uru

2PL=
letapi
Jadi :

(*1-t)2

kali yan6 tetap ini di-sebut kuasanya p terhadap Ii-
n. Kalau P terletak diluar lingkaran, maka kuasanya
f. i(alau P pada 1i-n6karan, maka kuasanya nol_. Ka1au
1an lingkaran, naka kua:janya negatif.
gambar .

Pd,,Y,)

d

+(yI-b12-r2=pq2
A.

an L(a, b) dan plxrrYl);
t rumus jarak

))(x, - a)'+ (y.', - b)'.
J' ) ) L)

PL--r-=Pq-.

= kuasa P terhadap lingkaran
= PA.PAT = PB.PBT.

Perhatikan lingkaran L 
=)),(x - a)' + (y - b)' = r'

Panjangnya Baris singgung

DaIi1

Diatas telah dihitung
sedangkan kuasanya p adafah

))a
Jadi PL' = + k' + r' atau :

dari P(x1 rJl) pada lingkaran L dikwadratkan ternyata sama

dengan persamaan lingkaran, setelah "2 dipiofuhkan keruas
ki-ri dan untuk x dan y diisikan koordinat-koordinatnya p 

=
kuasa P terhadap lingkaran. Koeffisien-ko effisiennya x2
dan y2 harus 1.

KaLau P(xI,y1) dan L ; ( x - a ) + (v b )

= r2, maka kuasnya p terhadap tingkaran
Iah (x, - a)2 + (v1 - uyz - .2.

La-

bahwa PL
(xt - a)

h

(xt - a)
+

2

2

2 2b)

1
(v b) 2

+ (yr -
-r2=+ k2



Kesimpulan

Sagalnanaltah nal-nya dengan
dua buah 1: .;karan L1 dan

La ? Garis '-lbung La dengan

L, disebut sentraL.
Lihat ganbar.
Misal-kan P(x,,11) mempu-

nyai kuasa yang sama ter-
hadap I,1 dan L2 , berturut-
mempunyal persamaan :

*2 * y2 + Zax + 2by + 2c - O))x-+y'+2px+2qy+2r=O
Kuasa P terhadap tr_ = "aj
Kuasa P terhadap L2 = xr-
kedua kuasa itu sama, jadi

))*L- * yI' + 2ax, + 2by, +

atau
(a-p)x.+ (b-e)V1 +(c
Jika P dijalankan ( dengan
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lempat kedudukan lilik-tiiik p yang mempunyai)kuasa yang sama (= + k') tsrhadap suatu ling-
liaran merunakan lrn:1;kari.n konsenlris yang bcr-))jari-ja:i r' + k'.

+y1
* Yr-

?$*)

2pxL

2

2
+

+

L.-\,'o

pusatnya (-ar-U;
pusatnya (-pr-q).

Zax.+2bya+2c
2pxr+2qya+2r

2
+=xI Jf

22c + + 2qv + 2rI

- r) = 0
xnenghapus perunjuk koordinalnya),

diperolehlah ;

Runus :

Karena beniuk inl 1ln ear,
lurisr rrang )isebr:i 5aris
l- is sj.ubolIs :

L L2

a p)x + (b q)v + (c r) o

t en -"u

kua sa

grafiknya rnerupakan
Cua lingl<aran, atau

8a11s
ciitu-

01

Sifat : Garis kuasa tegaii lurus sentraf
Bahwa l<edua gari.s lurus itu tegak lurus sesamanya, dapat-
lah dibuktikan seba6ai berikui (1ihat diatas)
L1(-a'-b) dan La (-p,-q), sedangkan 6arj-skuasa 

= 
LI-L,=O

atau (a-p)x + (b-q)y + (c-r) = O.

Koef,fisien arahnya = H

L t L
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caris L x+ a
-Pla

v+ b

-q+ oL1 . Jadi koeffisien arahnya2

t+b
-P+ a

llasil ka11 }<edua koeffisien arah iiu iernyata sam3 den6.n

-1 . Oleh l<arenanya kedua garis itu iegak l-urus sesananya.
Keslmpulan : lenrpat kedudukan titil:-titik yan3- nemounyai,

kuasa yang sana terhadap dua buah lingkaran
reerupalian sebuah 6aris }iuasa yan6 tegak Iu-
rus sentral-.

Contoh
Cari-lah persamaan 6arls kuasa dan titik potong kedua ling-
karan dengan persamaan :))(1). x'* y'+ 8x + 12y - 28 = 0))(2). x- + Y- - 4x - 12Y + 20 = 0
Penyel- e saian
Kurangkan persamaan (2) dari persanaan (1), kita dapatkan
12x+24y-48=9
atau
(3) x+2y-4=O
Ini adalah persamaan garis kuasa.

Untuk mencari titik potong kedua J.ingkaran, kita se-
lesaikan Dersaraan (f) dan (1), rian iidapatkan 3

(4 - Zy'12 * y2 * 8(4 - 2y) + I2y - 2,3 = O

afau
15 + 16y + 4y2 * yZ * )2 - 15y + 12y - 28 = O

Da:'i bentuli t erai;.hj-r ki-ta dapatkan ;

(4) 5y2-ZOy+20=O atauy2-4y +{=O
atau
(y-z)2=o
Jadi darj- persamaan ({) didapat y = 2

5elanjutnya ! = 2, disubstitusikan daLam pe!-sanaan

(j), maka didapat x = O. Karena titik (O,2) Lerletak pada

gariE l(ua6a dari dua lingkaran tersebut, berarti garls ku-
asa adalah garis singgung terhadap lingkaran. Jadj-, garis
kuasa berinpit dengan garis singgung dan kedua lingkarannya
bersinggung di titik (0r2).
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2.8 Berkas Lj-ngkaran
. Analog dengan berkas garis dapatlah juga dibentuk su+

tu berkas lingkaran.
Kalau kedua lingkaran itu LI = 0 dan LZ = e, naka ber-

kas lingkaran itu Ll *).L2 = O ..........n(I)
L1 dan L, disebut lingkaran dasar, dan dua titik po-

tongnya (nyata atau tidak) disebut titik-tltik dasar.
Parameter ). harus linier.

untuk tiap harga \ terdaoat sebuah lingkaran dari be-
kas itu, dan ciisebul anggota berkas. Karena banyak sekali
harga ,X yang dapat dipilih. Tentulah juga berkas itu neng-
hasil-kan banyak sekali lingkaran-lingkaran.
Sifat : Semua anggota dari berkas itu senantj-asa melalui dua

titik dasar berkas.
Bukti :

Misal_kan tj-tik dasar itu (xI,yI).
(x1 

'v1) 
pada L. - 0 berarti: (L1) =Ountukx= x1

dan X=YI
1x,J1) pada La = 0 berarti : (L2) - o untuk x = xI

dan Y=YI
.]adi: (Lf*trL2)=O untukx=x1 ,y=y1
HaI i-ni berarti, bahwa Lf + LZ - O untuk setiap ha-
ga A senantiasa melalui titik (x1,Y1).
Analog untuk titik dasar yang kedua.
Bahrva sernua ang6ota berkas nelalui dua titik dasar

tadi, dapatlah dijelaskan sebagai berj-kut:
Suatu lingkaran di-tentukan oleh ti6a ketentuan atau

tiga tj.tik yang tidak segaris letaknya. Untuk rnenentukan

tiap anggota berkas, hanyalah diperlu)ran sebuah titik lagi-
Jadi rupa-rupanya sudah dipakai dua ketentuan atau

dua titik 1ain, ialah dua ti-tik dasar tadi.
Dengan sendirinya berlaku :

1. Kalau kedua titik dasar j-tu nyata, maka semua antgota
darl berkas berpoton6an dititik-titik i-tu. Anggota berkas
yang kecil j-a1ah lingkaran yang bergaris tengah - garis
hubung kedua titik dasar itu.
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2. lialau l<edua titik dasar itu berimrit, tentulah semua
anggota dari berkas juga mel-al.ui dua titj-k yan6 berirrpit
den8an perkataan lain : senua anggota dari berxas menyi-
nggung kedua J.ingkaran dasar tltik singgungnya. Dalam
berkas hanyalah terdapat sebuah lingkaran yang berjarj--
rto1, atau lingkaran no1.

J. iialau keCua lingkaran dasar itu tidak berpotongan, jadi
kedua titl)r dasar itu irnaginer, tentul-an semua anggota
dari berkas juga tidak berpotongan. Dalan berkas terda-
pat dua buah lj.ngkaran nol.

Secara anaLitis haI yang diatas dapat dijelaskan sebagai-
berikui :

4mbi11ah sebuah berkas lin6karan, yang sesederhana-
sederhananya:

*2 * yz *A
terdiri atas ]in8karan x

x + k = O.

+k=O2 v- dangarisx=0yang+

akan merupakan garis kuasa berkls(karena bentuk itu se1alu
rnenghasilkan lingkaran untuk tlap-tj-ap harga A , yurrg setrar -
tiasa roelal-ui titik potong Lingkaran dasar dan gari-s kuasa)

Titik-tj.tik dasarnya didapat dari- perpotongan x = 0 dan
*2 * y2 + k - 0, ialah titj-k-tj-tik (0, t y'lX).

Tiap ang6ota berpusat G+4, O) Can berjari-jari =

+l L

f. Kalau k(0, tentulah titik-titii dasar 10, 1y'TX ) nyata.
Dal-am berkas tidak terdapat lingi<aran no1, sebab

mungkin ncl . Lingkaran yang terkectl+>
ialah lingkaran yang berpusat di 0 dan berjari-jari -k

ff..Kalau k = O, tentul-ah keCua titil< dasar i-tu berj.mpit.
Dalanr berkas terdapat sebuah lingkaran no1, yai-tu kalau
}'=r<=o.

01eh karenanya maka tiap lingkaran yan6 menyinggung garis
g dititik P ( a, b),tuerupal<an anggota berkas (x - a)2 *
(y - b)2 *)g = O. Li-ngkaran dasar yang satu ialah lj-ng-
karan no1 - titik P dan g - garis kuasa berkas.

IfI Kalau k)o, tentulah lcedua titik dasar (o, t lf-k) ima6i-
ner. Dalan berkas terdapat dua buah lingkaran nol' ialah

k tidak
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apabiL a

ntr] i-ni
dan Pa

Conioh

at au
r.i I ^- - at au

12-t=o
disebut titik

).
untuk berkas I

k. Kedua lingkaran
t j- tr-ir Poncel-et ( Pt

sb.y : gariskuasr
be,-lias

+-
=-Z

,.sa'Y

Contoh untuk berkas II.

tt tt

sb

i

I
I

\

:.,iii
:.::;'

I !b:!
H

Contoh untuk berkas III.

Jtr.), 4

r b.r
f,:', 4l ?,

M, IJ,

,' n' t'



-44-

2. 9 Persamaan Paraneter Lin.qkaran
Perhatikan sebuail lingi<aran dengan pusat (OrO) dan

jari-jari r seperti diperlihatkan dalam Baiobar.
Jika P = (x,y) adalah sebuah titik yang terletak pada 1i_-
ngkaran, dan jlka e arialah sudul dj-aniara sumbu x dan

vektor u = OPr naha kita dapalkan :

0P=(rcose,rsine)
Kar ena

u = (x,y)
x = r COS

PersaDaan

Paranet er
1is dengan

X = r COS

= ( r cos e , r 6in e ), berarti :

e danY=rsine . . . . . . . . . . . . . . ( I )
(L) disebut persamaan parameter sebuah lingkaran
adaiah sudui e. Kedua persamaan parameter ditu -
:nenggunalian koma diantara keduanya berarti :

9rJ=rSing.

f tl.v)

x

Jilra ,ruadrat dari xersamaan (1) <ii junl-ahkan, kita
dapatl<an:

2x+
Persamaan
ran .

.r
.2Sl-n e =

sederhana

2 2 122re+
diatas adalah persanaan Cari J-ingka-

Jika pusatnya adalah
titik 0 (C,0) dan e adalah
yang r:re1aIui C dan sejajar
dapatkan (Misal titik c di
u=CP=(x-hrY-k)

f, = (h,k) tj-dak
sudul diantara
dengan sumbu x
huadran J ) .

=(rcoserr

beri-npit dengan

CP den8an garis
positlf, kita

sin6)

2
v



:,:_.j., .'i- piFx,l:*ftr.j
i;'l:: ,r..:.: ir.j;i

X-h=rCOSe
.I-k=rsine
Keiua nersanaan diatas cii;<uaara il<an , kenudian di jun-l_ahi.ian
ki- ta dapaikan ;

(*- n)2+(y-t<)2=12
Seniui ini adaLah Dersamaan standar Can lingkaran.

Benlui. lain dar-j- Dasangan xersamaan paraneter untuk
11ng}<aran yang berpusat di titil-, pangkal- O (O,O), d-j_bj-carE

kan daLan kalkuIus, naraun ciapat iicari seperti berikui :

Perhaiikan persanaan lingkaran *2 * y2 = r2 .

Kombinasi dengan persailaan x - ty dan di-lanjuthan dengan
elininasi x, kita peroleir :)) ) )t-y-+y'=r'
atau

^'lt.t2

r
+

Substitusikan nilai y dalan x =

x=tr

+ 1+ t2

ty, kita peroleh

Jika ki-ta pilih nilai yan6 positif, kita dapatkan pasan6-
an persamaan paraneter untuk seten6ah lingharan bagian a-
tas, yaitu ;

l-r

^/
1+ t 2

I+t2
r

dengan parameter t adalah koeffisien arah dari garis de-
nganpersanaanx=ty.
Jika dipilih nilai yang negatif, didapat pasangan persa-
Daan parameter untuh setengah h-ngkaran ba6j-an baivah
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LATTHAN 3

1. Carilah persamaan ti-ap lingkaran yang rnemenuhi syaraL-
syarat berikut :

a. Pusai (-1 ,2) dan jari-jari 2

b. Titik-titik ujun5 diameter (-I,4) dan (j,2).
c..Pusat dikuadran 1II, menyin63un6 keCua .sunbu cian

jari-jari i.
d. Pusat (r,r) yang nenyin6gun6 garls y = 2x + 1 .

e. Pusai terletak pada sumbu y dan rnelalui titik (1112)

dan (-5,2).
f. l,telalui titik (1r-I) dan (!,J) dan pusat terletak

padagarisx+Y+7=O.
g. Titik potong surnbu x adalah -1 dan J, dan jari-jari

5.
h. Hetalui titik (2,1), menyinggung Saris Jx + \y + 6

= 0 dan jari-jari 4.
i. Helalui titik-titik (I,1), (1,-I) dan (J,O).
j. Melalui titik-titik (2,8), (7,5) dan (-1,3).
k. Melal-ui titik-titik (9,4) dan (r,-6) dan pusat ter-

letak pada Saris 9x +I1Y - 8 = 0.
2. Carilah persamaan lingkaran yang dilingkun6i- o].eh tiap

segiti8a be:tkut :

a. P, (-1')) , Pz (7,-l) dan P5 (2r9)
b. Pt (o,-1) , Pz (-7,o) dan P, (-1 

'5)
1. Cat-i-lah persamaan garis kuasa dari J-i.ngkaran-Iingkaran

zxz * 2y2 - 1x +y - 4 = O d:n x2 * y2 * 2x -1y - 5 = o
4. Carifah suatu titik yang nernbentuk garis sin6Sun; yan6

sama panjangnya yan8 dapat digambar terhadap lingkaran
Ij-ngkaran *2 * y2 = 4 , xZ * y2 + 5y - 2 = O dan
22x- + y- - 4x + 1= 0 ; dan carilah pula panjang garis

garis singgun6 tersebut.
5. a. Carilah pusat dan jarj.-jari dari lingkaran-lingkaran

dengan persamaan t*2 * lyz 2x-4=0
b. Carifah panjang Saris sin8Sung yan8 ditarik dari ti-

ti,k (-1,2) terhadap lingkaran pada bagian (a).
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2 2 2x1 *Drxl
1

*EI
(a).
(b) .

(c).
7. (a) .

a. x2

b. (x
c, 2x

1.

vI
L

t

+
2

2

2

F1

0

0

o

, dan g,:onetri

F, = 0.
9. Tulisl-ah

titik dan

Jx 2

persamaan
l ingkaran

=Jdan2*(v-

c+2

+

+

Ten t u}<anlah persamaan
?

dl-de I enl-sldan oren x

anggota b er)<as
)+y +zx-4y

yang mempunyai

lingl<aran yang

-8=Cdan
ousai terletak

lirg -
2

Pada surnbu Y.
8. Bul(tikanlah bahrva ,;aris kuasa adalah tegak lurus terh+

dap 6aris hubun6 pusat-pusai lingkaran dari berkas yarg

Cidefenisil<an oleh lingkaran.
*2 * y2 + DIx + Ely + FI = o dan

2
v- D+ +x+ Er]r +

..2J

5)

2

garis singgung dan normal da:-r tiap
berikut:

(-1 ,2)
t)2 = z, dan (-2,!)
5y - 6 = 0 dan titik-titik berabsis2*2y2 x+

IO.. Buktikanlah bahwa sudut yang dilingkungi oleh setengah

Ij-ngkaran adalah sudut Iurus.
If. Car;.lah koordinat-koo rd-nat titik poton6 ciiantara garis

2x+ )y - 5=c dan lingkarr, *2 * y2 -2* - {y+ 4= C

12. a, Carilah titii< potonS ciiantara lin5karan-lingkaran
*2 * y2 + 2x - 4y - I = o dan *2 * t2 - lx - 1y - 2

- 11

b. Tentukanlah panjan8 tali busur persekutuannya
lJ. Diketahui berkas lingkaran yang dJ-defenisikan oieh

karan-ling.i u"^n *2 * y2 - 2x + l1y - 5 = o dan x2 *
4x + 2y - 4 = 0. Caril-ah persaoaan tiap anggota berlkut
a. tlelalui titi-i (-4,5)
b. I'1e1al-ui- tiLik (5,L)
c. Pusat Lerle'uai< pada su:nbu x

d. Pu6at terletak pada sutrbu y



14.

15.

18.

lo

20.

22
2
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Carilah persamaan lingkaran yang i:lenyinggun3 terhadap
lj-ng,<aran *2 * y2 = 15, dan me.rpunyai pusat dititik
(-7,o) .

Jika u = OP = (x,y) dan v = OC = (h,k), buktikanlah
bahr';a J-ing :aren yrns cerpusat di C = (h, *) , jarj-- jarj-
r, d.,n nefalui ',,itik P = (x,y) dapat ditulls dalam sa-
Iah satu cara beri.iu'- ;

a. (u -v). (u - v) = r2
b. (u.u) - 2(u . v) + (v.v) - 12 = O

Carilah nersamaan paraneter dari- lingl<aran- llngkaran
dalan suku- sui<u oaraneter :

^.*2*t2=t6
b

2c. x + y
2

2'
49=o
2x+I1y-11 =

5:<-lay+!=

J5=Odan
{2=Odan
4v=E7

:cer6amaan
2 adal-ah

X +Y =

+

+

d 0

U

2

2
+

L7. Carj-Iah persamaan pararneter lingkaran dalan latihan
jika pararneternya adalah t dengan t koeffisien arah

ris den8an persamaan t'=.-ty
Carilah tempat kedudukan sebuah titik yang memilikj.
panjang garis singgung dari titik tersenut pada I1ngha-

)2ran x- + y- + !x + 6,y = 2? adalah 9 satuan panjang.
Bicarakanlah himpunan iitiir-tiLik yang memil.iki panjarg

6aris singgun3 dari tiap titik terhadap lingkaran
x' * y' - 2v. + 4y + I = O adalah 5 satuan -!anjrn6.
Carilah oersamaan-cers;ma.::n Saris singgun'; ci.:rri titlk
da:r Iin5ka: an beriku i.

2x

23r X +
,2o. x +

2c. x +

\5,
8a-

-5x-
+ 8y-
+10x-

21 . Buktikanlah bahwa
)(x - h)- + (Y - k)

x = h + r co:i e

y=k+rsine

(c,9)
(-4,5)

dan (t,-{)
parameter dari lingkaran

2
v
v

2

2

dengan e sebagai p4raneter. Buat sketsa grafiknya.
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ritik
0 dan

22. TentLkan persamaan lingkaran yang melalui O dan
potonS kedua lingku".rl *2 * y2 - 5x - By - LI -
*2*y2 -4x- 6y'22=o.

2J. Tentukan persanaan Iingkaran yang melalui titik
kedua lingk""r, *2 * y2 - 5x + 4y - 12 = 6 6rg

*2 * y2 - rox - r6y + 49 = g.

24.

2r.

zo.

2?.

,Q

29.

po 
"ong

dan yang belousat paCa garis Bx - 1y - 2 = 0. Titik
pada sunbu x yang manakah mempunyai kuasa yang sama

terhadap kedua li-ngkaran itu?
Buktikan bahwa kedua 1i-ngkaran *2 * y2 - IOx + 2y + L?

= O dan *2 * J2 + 8x - 22y - 7 - O saling bersin6Sung-
an. Tentukan pula titik singgungnya.
Lj-ngkaran yang manakah menyinggung kedua lingkaran da-
lan nomor 24 di titj-k singgungnya dan pula nenyj.n6gung

sumbu y ?

Carilah persauaan-persamaan lingkaran yan6 menotong

sumbu x nenurut sebuah tali busur sepanjang 20, dan

meurotong sumbu y sepanjang 36 dan yang berjarl:5ari
5 L3.
Tentukan:
a. PersaEaan lj-ngkaran yang oela1uj. iitj-k-tiiik (8,-7)

(I,-6) dan (5,2).
b. Persamaan l5-ngkaran yang berpusat dititik pangkal

dan berjari--jari 4.
c. Persamaan-persamaan lingka:'an yang rnelalui iitik-

tit:-k potong kedua lingkaran tadi dan yan8 ;nenyin6

gung sur,'rbu y.
Perbatasan : Sudut a\tata dua 6ari-s J-engkung yang ber-

po;ongan adalah suriut antara dua 6aris
singgung di tj.tik potong pada kedua garis
l-engkun8 itu.

Lingkaran yang manakah berjari-jari. 4' berPusat pada

sumbu y dan memotong J.ingkaran *2 * y2 = ! tegak lurus
Tentukan persanaan lin8karan yang memotong lingkaran
*2 * y2 - 2x + 5y - 5 = 0 tegak 1urus, nelalui titik
(5,1), dan yang pusatnya terletah pada garis 9x + 4y -47
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Buktikan bahwa lingkaran-Iingka"rn *2 * yZ _ 49 = O
dan x2 * yZ - 5x - By + 2I = 0 bersi.nggungan. Tentukan
kemudian persamaan lingkaran, yang melalui titl< pang-
kaL dan yang menyi-nggung kedua Ilngkaran tadi dititik_
ti.tik sing6ungnya.
Perbatasan ; gebuah lingkaran rcembagl dua sama sebuah

lingkaran 1ain, jika lingkaran yang per_
tana melal-ui .redua ujun6 sebarang garis_
tengah lingkaran yang kedua.

Tentukan persamaan lingkaran yang nenbagi dua sama
Ii-ngkaran *2 * y2 - 2x + 2y - 2 = O, berpusat pada ga-
ris lx + 2y + J = 0 dan yang garls kuasa llngkaran
yang diketahui dan Lj-n8i<aran yang Ciminta, me1aluj. Li-
tik (-1 ,f).
Tentukan Dersamaan garis sj.nggung persekutuan pada ke-
dua lingkaran (x - 3 )2 * (v - r+)2 = 25 dan 4*2 * 4y2
+2Bx+2Oy+5J=O'
l,ingkaran yang manakah mel-alui titik-tj_tik potong ke-
dua lingkaran x2 + y2 * 2x + 4y - L? = O dun x2 * y2
- 5x - 10y - 15 = O dan berpusat pada garis ,x - 3y
+1=O.
Buktikan bahrva persamaan 6ari.s singgung yang berkoef-
fisien arah a, pada J-J-ngkaran yang berpusat (a, ) dan
berjari-jarr r adalah : y - = a(x - a) 1 r I + a2.

1

30.

,L.

32.
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BAB III

PARAtsOLA

1 Persatnaan Parabola
fenisi

Parabcla adafah tempat kedudukan titik-titik
berjarak sama terhadap sebuah iitik

I
-rL-

yanE

dan se-

a L

buah garis yang tertentu .

Titik itu dj-sebul fokus dan garis itu direk-
trix.

P
Diketahui : Baris g dan titik

F.
Lukis : geberapa iitik dari

parabola dengan F se-
bagai fokus dan g se-
bagai direktrix.

penyelesaian : Tarik sebuah
garis FS tegak lurus
g. Titik tengah 0 dari
segmen garis FS meme-

nuhi.
tsuat lingliaran (F, d) ,

C sebarang. Tarik
g'//g pai.a jarak d,

A

t

,t o
? g tlf

yang ixemotcng lingkaran pada Cua titik, yang mer:renuhl defe-
:r j-si diatas . Bi-larnana ur L trri d eiar::bj-l canla,i nacam harga,
tentufah terdlpat i:anya,r ,;e,laii tiii l pada paraboLa :nenurut
keperj-u;-ln. Ragailnanakah cenzu.< Dersainaannya ? Untuk ini
perhatikanJ-ah gambar diatas. .;udah barang tentu bahvra ga-
ris FS akan diambj-I sebagai sumbu x. Dan Logis akan ciipili-h
garis I seoagai sunbu y. Tetapi ternyata bahrva persamaannya

akan tidak semudah sebagaimana yang berikut.
Ambj-ilah garis sumbu dari segmen garis FS = p sebagai

sumbu y. Jadi F = (*p'0). Misallian P (x'y) - pada hakekat-
nya sudah diambil koordinat berjalan, karena sudah tidak

it

2

1

I

,,I
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nemakaj. petunjuk -, maka cialar;r pFR siku-siku berl-aku hubu_
nsan :

PF2
2*FRZ

+ +p)
2 2(x

)x- +DX+
(x - jp)
22v+ia px++p

2

,2
+

2

atau :

yZ = Zpx ; p Cisebui paraneter oarabo]a
Jelaslah dari iukisan diatas, bahiia lunbu x tr.eru-ca::2n surti-
bu sj-nct:'is paraboJ-a itu. - Pertanyaan : mengapaila ?

- Titik potong surnbu simetri dengan parabola ialah O Cise-
but titih pun cah.
Jadi y2 = 2px adalah persarnaan paraboia yang

l. B_eipuncak dj. O (0,0)
2. Meopunyai sumbu x sebagai sunbu sircetri-
J. Berfokus f (*p,O) dan

4. Berdirektrix 6 
= 

x = - +p.
Kalau puncak parabola adalah (arb) dan sunbu simetri

nya tetap sejajar dengan sumbu x, maka dengan mudah dapat
dibuktikan, bah'.va persanaannya adalah (y - U)2 = 2p(x - a).

Persamaan dir+ktrix nenjadi x = a - $p, sedangkan
fokusnya F berkoordinat (a + *p , b).

Persamaan pararneter suatu parabol-a ialah :

x = 2pt2

v-zPt
( t = pa.rameter )
Bilamana t di-eliminir, terdapatlah kembali y2 = 2p*

1. Carilah Dersamaan parabola yang mempunyai fokus dititik
(-arO) dan garis x - a = O sebagai direktrixnya.

2. Carilah persamaan parabola yang mempunyai fokus diti.tik
(Ora) dan garis y + a = 0 sebagai direktrixnya.

J. Carilah persamaan parabola yang nempunyai titik puncak

(OrO) dan titik (O,-a) sebagai titik fokus.

ILATII{Ai{
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4. Carilah persanaan parabola yang nempunyai titik puncak
(O,0) dengan titik-titik fokus :

a. (2,O) d. (-4,0)
b. (0,-f) e. (O,r)
c. (0,r) f. (5,0)

i. Carilah persanaen parabola yang meupunyai puncak dititik
pusat (titik pangkal) dan persamaan direktriknya.
a. x + 2 = 0 c. y - 4 = O

b.x-l=,J d.y+)=Q
5. Carilah persamaan sederhana parabola yang hoordinat fo-

kus dan persamaan direktrixnya seperLi berikui ;

a. I'okus (1r0) dan direktri:ory? X = -l
b. Fohus (-j,O) dan direktriknya x -
c. Fokus (Orl) dan direktri:anya y +

d. Fokus (0r-4) dan direktriknya y -
7. Caritah persanaan sederhana parabola

a. Fokus terletak pada sunbu y dan kurvanya nelalui (Br-l)
b. Fokus terletak pada sumbu x datr kurvanya netalui

(-1 ,5) .
Carilah persanaan sederhana parabola yang rletrenuhi syarat
syarat sebagaj- berikut :

a. titik (2r-3) terletak pada parabola
b. tj-tih (-4,-1) terletak pada parabola
B uktikan bahwa x2 = {ay adalah persamaan parabota yang

mernbuka keatas .

Bukti-kan bahrva y2 = - {aX adal-ah persanaan parabola yang

mernbuka ke .iiri.
Buktikan bahrva *2 = -4.y adalah persamaan parabola yang

menblka ke bawah.

J=o
5=o
4=0

o(.) t

9.

10.

t-1.
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3. 2 Garis SiaEgq4E
Sekarang akan diselidiki kedudukan suatu 8arislurus

terhadap sebuah parabola.
Misalkan Saris itu 6 - y=ax+b
dan parabola itu y2 = 2px

(1)
(2)

Perpotongan antara (t) dan (2), atau harga (I) dj-nasukkan
ke (2) menghasilkari :

a2 x2 +2abx+ b2=2px
atau

^2*2*2(ab-p)x+b2=O)dengan:+D=p--2pab.
Jika D XO, garis tidak memotong parabola .
Jika .D '0, garis I meaotong parabola pada dua titj.k .

Jika D = O, yang berartl p2 - 2pab = 0
atau : p - 2ab = O ...................(J)
maka g menyinggung parabola.

Kalau dari garis I diketahui koeffisien arahnya ar'maka
dari (f) terdapat :

b = p/Za. Jadl :

Runus Y=ax+ p
2a

merupakan persamaan garis singgung, yang

berkoeffisien arah a pada' parabola
2^Y = zpx.

Rumus YY:- P ( x+ *1 )

roerupakan persamaan 6aris singgung dititjk
P ( xt , y1 ) , pada parabola y2 = 2px.

5ebarang garis g yang nelalui p mempunyai. persanaan

Y-Yl = a(x- xI) atauy=YI*ax-ax1 .

Perpotongan dengan parabola nenghasi-Ikan ;)(y1 + ax - axl)- = ztrx atau

Bukti
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Bilanana garJ-s

singgung, maka

pit dengan P.

ax 2(a xl- ayr * p1x*yr2 * 
^2*12 - 2ax1y1

(4) .

iLu harus merupakan sebuah garis
li.t j-kpotong yang kedua harus berim-

jadi junlah kedua akar dari ({) harus
*1 ^+ au:

-a
2

2 2ax +

a

I2a

"2*1 - a}l +p
Setelah harga

?

P

DaIil

F

RF+eq=PP
dengan 6;aris
= sudut FPR.

Perbatasan:

antara PF dan

swabu simetri

,2*L p/v
1

terdapatlah :

YYI -YI2=Px-Pxf
(x],rr) nada paraboia berarti : yr2
Jadi;yy1 -2nxr-px-pxl
atau ; Jyl = p(x * x1), q.e.d.

Garis singgung di P nembagl sudut
garis yang nelalul P dan sejajar
atas dua bagi.an yang sama.

a j-ni dj-isikan dipersamaan pertama,

2px1'

-l
Lihat gambar.

Kal-au P (arb), maka PQ = a +

*p = PF (raenurul perbatasan pa-
rabola) . Titik po*.on;5 garis
singgung di P dengan sunbu x
adalah R (-a,O) 

- i-sikanlah
saja Y= o kedalan by = p(x+ a)

Jadi RF = a + *p juga. Karena
merupakan sebuah belah iiet upat
sebagsl diagonal . Jadi su-dilt QpR

o

I5

, maka PFRQ

sin8gung PR

I I(al-au PI? = garis singgung di p, maka garis
yang rnelalui P dan tegak lurus pada PR di-
sebut normal-.

.'!R9USI \,(
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Ca ta tan

2. Segmen garis RS disebui subtangens.
J. Segtren gari:j ST disebut subnornal .

1p1 =ncrmal ! )
L. Karena RO =OS, tc'ntulah sumbu y nelalui titih

poiong xedua diagonaf beiah ketupat itu.
2. Sifat diatas dipergunakan untuk irrelaksanakan

reflektor Lampu senter yang berbentuk parabo-
Lis, yang menghasilkan sinar sejajar, bj-1a
per l-ampu di F.

Bagaimanakah bentuk persaxcaan garis einggung di titik
(xrrl1) pada parabola ( y - b )2 = 2p(x - a) z

Dalan hal manakah Baris y = ax - 3.
a. I.letrotong pada dua titi.k
b. Menyinggung
c. Tidak nenotong, parabola y2 = 4x ?

Parameter suatu parabola adalah 2. i(alau 'ritik P ter-
letak pada parabola dan berordinat -2 , tentukanlah
absisinya P. I(emudian t,entuhan persaoaan garis sing6un3
di titik P itu.
Tentukan persamaan normal di titj.k (1, -2) pada parabo
la v2 4x . tserapakah sub ncrmalnya ?

6.

Tentukan persamai,n garis singgun6 yang berhoeffisien
arah 2 pada parabo"a y2 = 8x . Tentukan pula tiiril< sing
Bungnya dan persanaan normal di titik itu.
Tentukan persamaan parabola yang berpuncak cii titik
pangkal" O, meJ-alui (6,-6) dan menyinggurlg su.nbu y.
Idemridem dan menyinggung sumbu x.
Cari-Lah persalnaan parabola yang berpuncak di O, nenying
gung sumbu y dan menylnggung pola garis x - y + 1 = 0.
Manakah titik sin8gungnya ?

Tentukan persamaan-persanaan yang melalui (-2r-J) pada)parabola Y' = Bx. Pufa persanaan garis hubung kedua
ti-tik sitrggungnya. Sesuaikah persanaan ini dengan ruDu6

Baris polar suatu tj-tik terhadap parabola ?

7.

LATlI]Ai.I 2

I

2

3

4.

5

8.
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3.3 maka ian Parabo 1aPE

Kita dapat rnellhat beberapa -oenerapan dari penakaian
parabola, diantrranya :

1. ;alannya lintasan peluru yan6 keluar dari senapan atau
nel.i.atn atau alat penenbak iainnyl, bila hanya dipen6a_
ruhi. ofeh gaya berat adalah berupa parabi.rla seperLi
6a::rbar dibal'rah in:

Bila kita i-ngin menempatkan sunber cahaya dalan benda-
benda yan6 berbentuk parabola maka sumber cahaya itu
harus ditenpatkan padla koordinat titik-titik fokusnya,
sehin6ga akan paling terang bila dibandingkan dengan
;ilsi:r:p:in paria tel:ipat-tempaL lain. IIal ini diseb;rb;tan
bj.J-a pada trtik dita:'ik cahaya, 4aka sinar-sj-na:' yang
jatuh pada pernu:raan parabola akan dipantulkan r::asin6-
:;:a 'i-ng se je jar dan6an sunbu sinetrisn;r:r, lihat gi,.::bar
C: c:l';llt.



tro

J. gila suatu jembat,an atau jalan yang bergantung seperti
kabe1, ma.ka wal_aupun nerata horizontal , tetapi sebenar_
nya berbentuk par:boIa, hal ini dj_sebabiian berai dlri
pemisalae i<abel- '; ersebut , liha t ga:rlbar dibarvah.

LATIHAN 3

l-. Bicarakanlah dan buat sketsa grafiknya dari persaroaan
parabola beriku; :

a. 3y2+ 1Ox = O e. 3xz - t6y - o
b.5*2-12y= o f. y2*j2x=o

)c. x- + 24y = C
, ^2o. tY = )/x

2. Carilah persamaan parabola dengan lUrrcak dan foirus se-
per t - cerikur, ;

a. Puncal( (2rJ-) dan foxus (11,1)

b. Puncak (-),4) dan fokus (-1,-2)
c. Puncak (-4,?) dan fokus (-4,3)

J. Carilah tiap persamaan parabola den6an data sepertj-
berikut:
a. Fokus (I,2) dan direktri:anya y = O

b. Fokus (2r1) dan direhtriknya x = O

c. Fokus (-1r-.1) dan direl<tri nya 2x + y - 1 - 0
d . f'okus () , -2) dan direktri><nya x - 2y = 0
e. Puncak (1r-2) dan direktriknya x + 4 = 0
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4. Caril-ah persanaan sederhana parabola berikut :

a. Fokus terletak pada su::lbu y, dan panjans latus rec_
tunnya 15.

b. Fokus pada suinbu x dan panjcng latus rectunnya 2{.
5. Carilah persa;1aan iiao parabcla i-.er j-kut :

a. Fokus (0,O) dan drrektri:<nya ax + by + c = l
b. Funcak (hnk), surrbunya sejajar dengan sul:-ou x, dan

panjang Latus :'ectumnya l1a.

c. Puncak (hk), sunbunya sejajar dengan sunbu y dan .,

panjang latus recLu:nnya {a.
6. Salah satu koordin2t titik ujun; ta11 busur fokus suatu

parabola yc = \ax adalah (4ar4^1. Carilah koordj-nat ti-
tikujung yang satu lagi.

7. Carilah koordinat titik poton.3 diantara parabola-para-
bola y2 = llax dan x2 = 4ay.

E. Jika setiap titik yang diketahul :nerupakan hiapunan ti-
tik dalam keadaan berjarak tetap dari titik (-fr11) se-
sar 2 eatuan lebih besarnya dari pada berjarak -oada ga-
ris x - 3 = O. Carilah persanaan hi-rnpunan titik berse-
but.
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3. 4 Titik dan Garis Polar
Perbatasan : Kalau dari sebuah titik p (x1 ,V1) di luar

suatu paraboia ditarik.dua buah garis sing J
gung, maka garis hubung p antara kedua titik
singgungnya disebut- garis polarnya p terhadap
parabola, dan P adalah titi.r polarnya 6aris
P itu.

Sebagaixcana telah di-ketahui, persanaan garis singgun6 di_

P (xI , y1) pada parabola y2 = 2 px adalah yyl = p(x + xl)
Akan dibuktixan bahwa persamaan ini ialah :

p(x + x1)Runus 1

rnerupakan Dersamaan garis polar^titik p(xlryl)
yang terletak diluar parabola t2 = 2 px ter-
hadap parabola iiu.

Bukti : lihat Sambar.
Kalau Q(x2,y2) dan R(x3,y3

adaLah titik singgung-titik
singgung kedua garis singgung
dari P(xarJ1), naka Baris
sin6gung di Q dan R itu ber-
turut-turui:
P0=Y.Y=a

o(x^ +

p("3 *
berar t i

)

6 [f,Ir )

TCt

I,,Y,)
x)
x)

(r)
(2)DD-v

P pada

2

1
(1)

^j)

v2 t-
+x(p

P

r _<)

paoa l2 ) berarti : Y3y1 =
p(x, + x1 ) (4)
Perhatikanlah seilaran5 suatu garis yang berpersarnaan
yy1=p(x+xI) (5) .
Berhubung dengan (J) tenlulah titih q terletak pada (5)
gerhubung dengan (() tentulah titik R terletak pada (5)
Jadi. Q dan R trrrletak pada (5), yang berarti bahwa (5)
ditentukan oleh Q dan R, atau QR 

= 
(r) = garis polar titik

v2P(xI,yI) terhadap parabol-a 2px, menurut perbatasan.
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Catatan : Bukti diatas sesuai benar dengan bukti untuk
lingkaran dan akan dipakai lagi untuk elips dan
hiperbola.

Sebagaimana dulu untuli lingkaran dan sekarang untuk
parabola sebuah garis kutub atau garrs polar hanyalah dal
pat di-1ukis, biJ-amana titi<. polarnya terletak diluar ling-
karan atau parabola. Bagaimanakah halnya, jika titik polar
P iLu terletak di dalam parabola ? (teori, luki-si.n dan
bukti berlaku juga untuii lingkaran ).
[,ihat ga ,:bar

4mbi1lah dua garis
melaLui P. Tentukan titik
polarnya masing-nasing
8aris. Garis hubung kedua
titik polar itu rrerupakan
garis polarnya titik P

terhadap parabola.
Bilanana 6aris q

berputar tre1alui P, tentu-
1ah titik polaraya berge-
rak sepanjang garis hubung
tadi, yakni garis polar p

a ,

?

dari titik P. tsahwa ini
betul-betu1 benar, dapat
Iah dibukt j-kan sebagaj- be-
rikut.
I.{isal-}<an : Q(xn,yrr). Garis polarnya Q adalah JoJ = p(xn + x)
Titik P padanya berarti : ynyl = p(xn + x1 ) .........(6)
Kalau q berg.:rak, tentulah n berubah. Jadi tempat kedudukan
titik Q adalah (5) dengan mer:rbuang petunjuknya n, sesuai
dengan rumus dj.atas. .Tadi runus di atas berlaku uatuk titik
P di luar, pada, atau di daLam parabola.
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3. 5 Tempat Kedudukan

Contoh:
L. Tentukan tempat kedudukan tengah-tengah sercua tali busur

yang sejajar dari suatu parabola

Y

Penyelesai,an : Lihat gambar
)

Parabola 1y' = 2px
Garis-garis yan i sej aj ar
diraana talibusur- tal-ibu sur
itu terletak dapat d j-umpa-

makan Y = ax + b, (a tetap
dan b = paraneter).
Perpotongan nenghasilkan
)J-=2p. y-b atau

a
)

aY-.
-Zpy + ph - O.........(I)
yang diperlukan disini bu-
kanlah harganya akar rna-

sing-masing tetapi hanya-
1ah junrlahnya.

Karena yang dininta adalah titik tengah jualah akar-akar
(1)adalahyt*yZ= 

* 
atau i(vr+ya;= !=yT

= koordinat y titik tengah T dari- kedua titik potongnya.
Ternyata dislni paraneter b sudah tidak terdap2t t.agi rna-
ka tcngah-tengah itu selal-u berkoordinat y = p untui( se-

barang x, jadi tempat kedudukannya adal-dh

J P/ a sebuah garis yang sejajar suabu x

2. Tentukan tempat kedudukau titik-titj.k dasar semua garis
tegak lurus dari fokus suatu paraboli kesemua garis
singgung parabola ltu
Penyelesai-an lihat gambarg
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J=ax+

Parabola = v2
l4isalkan garis

= 2px
singgung itu
a = paraEeter

=-X

t_
2a

t

karena arahnya berubah-ubah
garis yang tegak lurus garic
singgung itu dan yang mela-
Iui F (]p,0) rnenpunyai per-
EamaanJ=-I(x-ip)

a

Perpotongan kedua
menghasil-kan ax +

garis itu
D

2a

o

+D
1a

atau
a

X=0

Ataux-O.
1'ernyata tempat kedudukannya adalah sebuah garis yang ne-
la1ui no1 dan yang tegak lurus sumbu x, yaitu sumbu y
sendirl sesuaj- dengan catatan.I garis singgung. Titlk da-
sar itu adalah titik potong kedua diagonal belah ketupat
dalam pasal tersebut.
J. Tentukan tenpat kedudukan titik sudut semua sudut siku-

siku jika kedua kaki suciut
sing6ung pada parabola.
Penyelesaian : lihat Bambar)
Parabola=y-=2px

itu merupakan garis ar]- s

Garissinggun6=y!ax+ p
2a

s = psrameter
Garj.s s j-nggung yang tegak
lurus padanya berkoeffisien
arah -i/a dan nempunyai

Per6amaan Y = - x/a -*ap
Perpotongan menghasilkan : ax +

atau
x(a + I/a) = - *p ( a + L/a).

(a+f)
a

p/Za=-x/a -*ap
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Jall x = -p
2

Ternyata tempat keduduhan itu ialah.direktrix parabola.
Catatan : Baili dalarn contch 2, rnaupun dalarn contoh J, cara

inengelircinr parameternya adalah berLainan dengan

apa yans telair di.:etahui. llengenai hal- ini meroang

tak ada cara yang terlentu. Cara yang mana yan8!
aiian dipakai, ter'6anlung dari bentuk soalnya sen-
ciiri.

tATIflAI'I 4

1. A, B, c, D adalah titik-ti:ik (-1 ,1), (12,5), (-4r-3),
. (1,-2), E nembagi da)-an segmen AB atas perbandingan 2 : I

2. A, B adalah titik-titik (1r-2), (-1,4); tentukan titik-
ti-tik T pada garis x - 2y + 4 = O, kalau luas segitiga
ABT = If.

lr.Garis-garis ax + hy + I - 0 , hk + by + f =0 dan

gx + fy + c = O adalah konkuren ; buktikan bahrai:
abc + 2f6h - af2 - ug2 - cir2 = o

4. Tentukan p-"njan6 tali busur yang berinpit dengan sunbu

x dari lingkaran yang ber8aris tengah AB, kalau A(0r-1)
dan 3(2,J)

5. A, B, C, adalah titik (1,5), ('4,'2), (J'-I); tentukan
liii]<-titix pada garis x - 3y + 2 = O, yang kotrsiklis
(selin8karan letaknya) dengan A, B dan C'

5. Bukiikan bahwa pusat lingkaran-lingkaran 2x2 * 2y2 -3x
- 4x + 1 = O dan lt"x2 * t6y2 - izx - t- O yang satu
t erl- etal< pada yan6 lain.

7. Tentukan tj-tik polon6 - titik potong garis singgun6 di
t iti-k
)x-

(

v
ka

1,2) pada llngkaran *2 * y2

=I0
persamaan lingsaran yang melalui titil( (1'0)

,, deu8an

+

TentuB

9

n

dan yanpJ menyinggung garis Jx + 2y = 4 dititik (2,-1)
Tentukan persamaan-persbmaan garis singgung yaDg dapat

ditarik dari titik (-1 ,-D pada lin8karan x2+ y2-4t-Zy'5

=o.



1o. Buktikan bahwa garis singgung pada lingka"rn *2 * y2
- 5x + 2y + 5 = 0 dititik (IrO) nenyinggung lingka-
ran 5x2+ 5y2 = 4

11 . Buktikan bahwa kedua tingkaran x2 v2-
L6a2 = O dan x2

tegak 1urus.
y2-z^*+6ay+Iaz
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5ax + 5ay +

= 0 berpoton6an
+

+

t2.

L3.

14.

Lr.

15.

1a

18.

19.

20.

caris singgung .dititik (4rJ) pada lingkaran x2+ y2=2J

Eenotong lingkaran x2 * y2= 50 dititik-titik P dan q
buktikan bahwa garis singgung - garis singgun6 di P

dan Q pada lingkaran yang kedua tegak lurus sesaoanJa

Buktikan kedua garls 3x - y - 25. 0 dan 7x - 4y - 25

= O adalah sekaran terhadap lingkaran x2 + y2= 2J
(titik polar garis yang satu terhadap lingkaran ter-
letak pada garis yang lain).
fentukan persanaan 1i ngkaran yang nelalui titik-titik
G[rZ) dan (-J,-1) dan yang berpusat pada garis
7x - y = 1. Tunjukkan bahsa talibusur lingkaratr tadl
dan lingkaran x2 + yZ - 2x + 4y - 4 = 0 nerupakan
garis tengah lingkaran yang kedua.

Tentukan peraaaaan lingkaran yang melalui (-JrO) dan
yang roenotong tegak lurus Lingkara[-lingkar ^, *2 * f
+ 3x - 5y * 5 = o dan *2 * y2- lx - y = o
Tentukan titik-titik yang kuasa-kuasanya terhadap
lingkaran-lingkaran *2 * y2 = 3, *2 + y2- x = 0 dan

*2* y2 + Jx + 2y - 6 = O berbanding I : 2 .: 3.
Diketahui titik-titik A (2,O) dan B (O,J). Tentukan
tempat kedudukan titik C se6i-tiga 4gg, jika selalu
berLaku : Ac2 - BC2 = 1

Tentukan tenpat kedudukan titik-titik yang mempunyai

sifat bahwa junlah jarak-jaraknya kedua buah garis
yang berpotongan tetap harganya.
Diketahuj- titik A (0rZ). Pada sunbu x terletak titlk
B dan pada AB terletak titik C, sehingga 63.4g = 15.

TeDtukan tenpat kedudukan titik C, kalau B bergerak
pada sumbu x
Dlketahul Seg5-tlga ABC. Pada AC terletak tltik p dag
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pada BC titik q sehlngga pQ sejajar AB. Tentukan tenpat
kedudukan titlk potong AQ dan Bp.
Dua buah lingkaran L, dan L, berjari sana ( - a ) dan
kedu:r-duanya menying8ung suubu x dan surnbu y ; LI di
kuadran f dan i,2 dikuadran II. Darl sebarang titik p
pada su::ubu x ditent,ukan gari: polarnya terhadap L, dan
Cari garis polar ini ditentukar titik polarnya terhadap
La. Tentukan tenpat kedudukan titili ,Q, bila p bergerak
sepanjang sumbu x.
Lin3karan La dengan pusat O dan lingkaran L2 dengan pu-
sat (l,O) berslnggun6 dititk p (I,O); p adalah titik
sudut tetap suatu sudul si.l<u-siku. Kaki yang satu [emo-
ton8 L1 dititik-titik P dan Q; kaki yang Iain mercolong

L2 di P dan R. Tentukan tenpat kedudukan 'r,engah-tengah

QR. l,lacan apakah tenpat kedudukan ini ?

PQ adalah taLi busur variabel- yang nelalui fokus suatu
parabola : TP adalah garis singgullg di pr dan TQ 6eja-'-
jar sunbu simetri; buktikaa bahwa tempat keduCukan te-
ngah-tengah PI adalah di-rektrix.
P dan q adalah dua buah titik variabeL t dan 1'.ZE pada
parabola yZ - 4u*; tentukan tenpat kedudukan ti-tik
potong garis singgung-garis sj-nggung di p dan q pada
parabola t ersebul .
Talibusur PQ suatu parabola
tunjukkan bahvra garis-Baris
pada5arisx+b=0.
PN adalah norrnal- iiti'cii( P, yaicu titiiivariabel pada
parabola yZ = 4ux; garis yan6 :i:eial-ul fokus dan sejajar
dengan garis singgung di P, memotong PN dititik N;
buktikan bahwa tempat keduciukan titik lI adalah parabola
y2 = a(x-a) .
funjukkan bahrva dua dari ti.ga buah nornaL yang dapat dj.-
iarj-k dari. titik (5ar2a) pada parabola yZ = l1ax, berim-
pit.
Tentukan persanaan-persamaan garis singgung yaag dapat
dltarik dari titi.k (-f,I) pada parabola y2 = x.

28. yZ = \ax nelalui titik (b,O)
singgung di P dan Q berteBu

20

30.
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J2. Suatu titik terletak sebarang pada garis Zx - 3y + g = O
tsul<tlkan bahsa garis polar tj_til< itu terhadap parabola
y2 = 4x , melalui- (4,r.

9J. guXti-t<an bahwa parabola y2 = 4ax merupalian tempat kedu-
kan pusat lingkaran yang rnenyinggung su:rbu y dan llng_
karan x2 + y2 = Zax.

54. Lingkar.n *2 * yZ + zax + zay = 0 memotong parabola
y2 = u* di O dan tiga buah tiiik, yang berordinat
V1r{2 d.n yJ. B uktikan bahrva }1r X2 r y5 sana dengan

-2a) .

]5. Tent ukan 
- 
persa&.aan garis slnggung persekutuan pada pa-

raboLa y2 - 4^* dan lingkaran zxz + Zy2 = ^2.
J5. Kalau,.aiketahui A(5rZ) dan c(.5,5), tentukan kedua ti_

tik sudut lainnya dari bujur Eangkar ABCD.
lerapakah luas bujur sangkar itu ?

J7. Tentukan persanaan Eerua lingkaral yqng reenyinggung
lin8karan *? * y2 - 8x - ly + 22 = O dititik (Zr2).
Kenudian tentukanLah pusat dan jari-jari lin6karan dari
kumpulan Iingkaran diatas tadi yang nenotong, tegak
Iurus Iingk""r., *2 * yz - 6x - 4y - 4 = o
Petunjuk ; Sebuah titiir (a,b) dapat dianggap sebagai
lingkaran yang berjari-jari nol, yaitu (x - a)2 +

(y - b)2 = O. Susunlah berkas dengan titik itu sebagai
li.ngkaran dasar.

J8. Diketahui tiga titik A (-6,-4), B (5,r) dan C (-18,12)
a. Tentukan perwamaan keLiga segitiga ABC itu.
b. Te-ntuir.r ^}ersaBaarr kedua 6arj-s bagi dal_am sudut-su-

dut E dan C.
petunjuk : pakailah titik potongnya dengan sunbu y un_
tuk menyelidiki yang nana garis bagj_ dalan dan yan6
mana garis bagi luar
c. Tentukan per8atraan ll_ngkaran dalam dari segitiga ABC

itu,
d. Berapakah luas segitiga ABC ?

--'r ':,i il'i1'
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