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KATA PENGAMTAR -

Geomelri Analitik Bidang adalah salah satu cabang da-

ri matematika dan merupakan alat penyederhanaan setiap ma-

salah dalam geometri yang akhirnya diselesaizan dengan ban -

tuan aljabar.

Karena jarangnya buku-buku berbahssa Indonesia yang
mengupvas tentang geometri analitik bidang maka penulis te-
lah mencoba menyusun beberapa topik dari hal yang dipela -
jari dalam geometri analitik bidang. Uraian penulis dalam
buku ini meliputi.

1. Garis lurus dan permasalahannya.
2. Lingkaran '
3. Parabola

Harapan penulis semoga buku ini dapat memenuhi kebu-
tuhan terutama bagi mahasiswa Jurusan matematika.

Dalam kesempatan ini penulis mengharapkan kritik-
kritik yang membangun, saran-saran dan petun juk-petunjuk
yang pada gilirannya nanti dapat merubah isi buku ini men
Capai kesempurnaan. Untuk itu penulis ucapkan terima kasih

Padang, April 1989
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BAB I
+. .. a GARIS LURUS -~

1.1 garis Bilangan

Jika »nada suatu garis a diambil sebuah titik yang ter-
tentu O, maka letak tiap titik p pada garis itu dapat di-
ketahui dengan jalan menentukan jarak OP. Akan tetapi cara
diatas menghasilkan dua buah titik, yaitu satu sebelah ka-
nan 0, dan yang lain disebelah kirinya. Untuk itu perlu di
beri tanda-tanda kedua pilhak tersebut.

Sebelah kiri dari O diveri tanda negatif, dan sebelah
kanannya diberi tanda positif.
gontoh:

Titik P (+3) berarti: P terletak pada suatu garis g, 3

satuan (umpamanya cm)} sebelah kanan 0.

Titik @ (-2) berarti: q terletak pada g, 2 cm dikiri 0O
Jadi jika pada suatu garis g terdapat titik teiap 0, leng-
kap dengan tandg-tanda serta satuannya, maka tiap titik la-
in pada garis itu ditentukan oleh sebuah bilangan saja. Se
baliknya tiap bilangan merupakan sebuah titik yang terten-
tu nada garis itu. Garis ini disebut sumbu atau garis bi-
langan.

Titik O disebut titik nol atau titik pangkal, sedang -
kan bilangan bersama tandanya disebut absis. Titik 0 sen-

diri berabsis nol.

Lihat gambar: Xy X5
Kalau A(x,) dan B(x.), mzka

1 P — FN a
jarak AB = X5 = xl, karena 0 A B
*22%
Disini Jarak AB:xl - x2 ka X5 xl
rmaxa(Odmlﬁ}b,UMmk £ 3 -

mudahnya diambil |xl - x2|
Jadi jarak antara dua titik pada suatu garis sama dengan
harga mutlaknya sellsihkedua absis tersebut.



1.2 Koordinat Cartesius

Dalam sistem koordinat Cartesius, bidang dibagi dalam
empat kuadran oleh dua garis tegak lurus dan berpotongan
di titik 0. Garis horizontal X'0X disebut sumbu-X, garis
vertikal Y'OY disedut sumbu ¥, dan kedua-dua sumbu terse-
but dinamasan sumbu koordinat. Titik O disebut pangkal.

Kuadran II Kuadran I

-]
Kuadran ITI Kuadran IV

Gambar 1.2

Jarak terhadazp sumbu Y disebut absis dari suatu titik.
Sedangkan jarak terhadap sumbu X disebut ordinat dari ti-
tik tersebut. Dua jarak tersebut bersama-sama disebut ko -
ordinat titik dan disajikandengan simbol (x,y). Absis ada-
lah positif jika pengukuran di kanan sumbu Y, dan negatif
jika dikiri sumbu Y. Ordinat dikatakan positif jika pengu-
kuran diatas sumbu X, dan negatif jika dibawah sumbu X.

Titik-titik pada sumbu ¥ mempunyai ordinat yang sama
dengan nol, tetapi avsisnya sembarang, sedangkan titik pa-
da sumbu Y empunyal absis sama dengan nol untuk sembarang
ordinat.

Menzenal tanda absis dan ordinat suatu titik pada kuad

ran adalah sebagai berirxut:

wuadran absis Ordinat
T + +
11 -

11T - -
IV + -

Jadi tiap titik pada bidang dapat ditentukan oleh se-
pasang bilangan, yang pertama menunjukkan absis dan yang
kedua ordinat. Sebaliknya tiap pasang bilangan menentukan
sebuah titik pada bidang.



10

11

12

TLatihan 1

Berilah penjelasan dengan sexsama istilah berikut:

a. 3aris bilangan

b. absis

c. ordinat

d. koordinat suatu titix

~"entukan lokasi dari titik (-1,3), (4,2), (2,6), (4,-3)
('2:0)3 (Oa"5), (—4,-6), (5,—3)-

Suatu segitiga sama sisi dua titik sudutnya adalah:
(0,0) dan (a,0). Dimanakah letak titik sudut yang keti-
ga ? Ada berava penyelesaliannya ?

Berupa apakah tempat kedudukan titik-titik yang absis -
nya selalu 6 ? Gambarikanlah.

Katakanlah tempat kedudukan titik yang ordinatnya:

a. selalu -3 o

b. selalu 4

c. selalu konstan A

Berupa apakah tempat kedudukan titik yang absis dan or-
dinatnya sama.

Beruna apaxan tempat keduduxan titik-titik yang absis -
nya selalu sama dengan negatif ordinatnyz ? Gambarxan !
Dua titik puncaxg suztu bujursang«ar adalah (0,J) dan
(a,)). Carilah dua titik puncax lainnya.

Sebuah jajaran genjang dengan titik puncaknya (0,0)
(a,0) dan (b,c). Carilah titik puncax =zeempat. Jelaskan
semua kemung:sinan nenyelesaiannya.

Sebuah bujursangker dengan pusatnya di titik pangkal
dan puncak-puncaknya terletak pada sumbu-sumbu koordi -
nat. Jika nanjang sisinya a satuan,_carilah koordinat
titik puncaknya.

Berupa apalkah tempat kedudukan titik-titik yang jarak -
nya terhadan titik pangkal tetap tetap sebesar bilangan
tertentu.

Rerupa apa<ah tempat kedudukan titik-titik yang ordinat

nya selalu dua kali'. absisnya.



1.3 Jarak gntara Dua m™itik

Jarax d antara dua titik pl(xl;xa) dan Pa(xl,ya) de-

ngan mudah dapat dicari sebagai: q '&thg
Y /yafl
]
P(xl,xa) %, Ly

‘|

2
d = 1kx =X )}~ + (y -y )2
Jadi jarak antara dua titik ‘h,=-1) dan (7,3) adalah:

d

Yr-1)2 + (521)2
5 unit

1]

1.4 Titik Pembagian

Titik Pembagian adalah titik yang membagi suatu garis
dalam perbandingan yang diketahui. Misalkan Pl(xl,yl) dan
Pa(xa,ya) adalah dua titik pada suatu garis dan misalkan
pula P(X,y) adalah titik ketiga yang membagi garis Plp2
sehingga memenuhi PlP/PP2 = r. Jika titik P tersebut be-
rada perpanjangan kedua titik tersebut, maka r akan berhar
ga negatif, zarena PP dan PaP memiliki arah ysng berlawa-
nan. Sebaliknya jika titik P tersebut berada diantara ke-
dua titik tersebut maka r akan vositif, sebab Plp dan PP2

memiliki arah yang sama. PZ(XZ’yZ)

0

Dengan segitiga yang sebangun , PlM/PN =X = Xl/xa - X

Dari versamaan diatas diperoleih:
Xy+TX,
l+r
Y+rY,
M T

X = dengan cara yang sama diperoleh



a. (-8,-4), (5,9) c. (-11,4), [-11,10)
b .(10,—5}, (lll-,"?) d. (8:6)! (14’6)
Jawab: |
w2ass Yo=Y

m = tg Q = X2 1

2%

a ngig_ 1 0 =tgt1=45°
bom= gy = -1 0= tgh -l =135
c. m __%%5%1 Q = tg"l = 90°
d. m = EEEB 0 9 =tglo =0°
Contoh:

Tun jukkan bahwa tiga titik A(-3,4), B(3,2) dan C(6,-1)be=-
rada pada garis lurus yang sama.

Jawab .
Slope AB = % = % Slope AC = %%% = = %

karena slope AB sama dengan slope AC maka ketiga garis ter

sebut berada pada satu garis.,

1.8 sudut antara dua Garis Berpotongan

sudut & yang diukur dalam arah positif (berlawanan
dengan arah jarum jam) darl garis Ll dengan slope mlsampai

ke garils L, denzan slope m, adalah :

tg 0= _—2°™1
+m2m1
nukti: 92=9 + 01 atau 9 = 92-91
tg & = tg (6, - 6;)

i te 92 - tg 91 ) m, my
1l + g 92 tg Ql 1+ m, m,

Contoh :
Carilah sudul dalam segitiga yang titik sudutnya A(-3,-2)

B(2,5), C(4,2) 5
+ 2=
Ja‘wab: mAB= %3 = % chz Fg = %



(s

2+2

Mea = 543 F _—
m,. -m L -
_ A Tea 57 029 L 50 '
tg A— l+mAﬁmCA - i +% % - B'; ] A = ELF L{B,l *
m_ -m .o o %
-'B"AB T3 ) L0ra
tg B l+mBCmAB = I- (=3/2)(7/5) ~ 29/19, B =60713,6

Mop~Tge  (4/7)-(-2/3)
l+m C14(4/7)(-2/3)

= 29/2, ¢ =86° 3,3

ca™sc
Deriksa A+3+( = 1800

1.9 garis Sejajar dan Tegak Lurus

Jika dua garis lurus sejajar, maka slopenya sama besar.
Hal ini dapat dengan jelas dilihat dari rumus:

- | : 0
tg 0 = ygp 55— » bila @ =0 lllaka_mlﬂn‘2
21
Jika dua garis tegak lurus , maka slape garis yang per-
tama negatif dari kebalikan sldépe garis yang kedua, Atau
dengan kata lain hasil kali kedua slépe tersebut -1. Xalau
kita turunkan dari rumus diatas, dalam hal ini € = 900, ma-
xa tg 90° zoo . Jadi,
“m,-m
12 _
I—:—EIEE =02 atau 1 + mm, = 0

atau mlm2 = -1

“ontoh:

Dengan menggunaiian slope tunjukzan bahwa titik A(8,6),
B(4,8) dan C(2,4) adalah titik-titik segitiga siku-siku !
Jawab:

"B 4 -8°-"2 "ggT2-og4"°

karena hasil kali kedua slépe ini sama dengan -1 maka dua

sisl segitiga ini tegak 1lurus.

1.10 ruas Segibanyak - = oL .

Jika Pl(x 2V )y Pa(x Y ) PB(X s Y ) adalah titik dari
suatu segitiga. Luas segitiga P1P2P3 dalam suku-suku koordi



nat adalah:
— 1 p — - -
A ?(x]y2+x2y3+x3y] x3y2 %5¥q x]yj)

Puxti: Y -r ? in’ys)
P‘,l 1;.\" )
,R&%} E E
o M, M’ ét ? x
Tuas segitiga = luas trapesium MiPlP3M3+ luas trapesiunx

M3p3p2M2* luas travesium Mlplpama. Maka
A= %(yl+y3)(x3-xl)+%(y3+y2)(XZ-XB)-%(yl+y2)(x2—xl)
= FH(X YRV 3+ XY =X Y 3= XY ~X3¥ 5

Ini dapat dihyatakan dalam bentuix determinan:

Xy ¥ 1
A=3f% Y2l
x3 y3 1

Bentuk lain yang lebih mudah untuk luas suatu segitiga
adalah sebagal berikut:

x¥>éh:/»
X7
as 3] XK

Xz Y
305
X)(y N
1 1N
>+

contoh:

Carilah luas pentagon yang titik sudutnya A(=5,2),3(=2,5)

C(2,7),€(5,1),D(2,-4)

Jawab:
ab L2
=2 5
2 7
A=3 5 1
2 -4
-5 =2

=} (=5.5 + =2.7 +2.1 +5.=4 + 2.=2 = =5.-4 - 2,-1

=5.7 = 2.5 - =2.=2

= % (~132) = =66. Jadi Luasnya adalah 66 satuan.
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1.1] Persamaan Garis Lurus

Suatu garis lurus ditentukan oleh:

1. Sebuah titik dan koefesien arahnya(m).
isalkan garis itu mempunyai persamaan - ¥y
mitik (xl,yl) terletakx pada garis itu,maka Y= @x;+ b

mx + b

1]

y - ‘Yl= m(x = xl)
Jadi garis yang diminta 1tu diketahui satu titik dan
satu gradiennya, maka diguna:san rumus:
Yy - ¥y = oax - %)
2. Dua bugh titik yang berbeda (xl,yl) dan (xa,ya)

Misalkan garis itu mempunyai persamaan y=mx + b ... (1)

(%1,¥,) pada garis itu,berarti yy=mx; +b...( 2)
(xa,ﬁa? pada garis itu,berarti . yaﬂzmxa +b ... (3)
(i)_(z) meghasilkan y-y, = m(x-xl) N €Y

(3)-(2) menghasilkan y,~¥;= m(Xy=X;) (5)

(4):(5) menghasilkan Rumus .

Bentuk lain dari persamaan suatu garis dikenal dengan na-
ma persamaan normal Hesse,
Jika 0Q =jarak dari 0 ke garis ™
AR, maka untuk sebarang titik p-
(x,¥) pacda garis itu berlaku:
02 = OR + RO
= X COS & + ¥ sin e

Jisalkan 09=n, maka

X cCoOs @ + ¥y sin e = n
Persamaan tersebut merupakan persamaan garis lurus AB yang
ditentukan oleh jarak n dan sudut antara jarak itu dengan
sumbu x positif. Persamaan tersebut dinamakan Persamaan
Normal Hesse.
Seandainya diberikan persamaan dalam Ax+By+(C=0 kita dapat
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merubah persamaan tersebut dalam Normal Hesse, yaitu dengan
cara membuat kesamaan: x=co0s e, y=s8in e,., Kalikan semua su
ku dari Ax+By+C=0 dengan k, menjadi

kAx+kBy+k(C=0, misalkan ka=cos ©, kB=sin e dan jarak-

nya = -kC dengan syarat bahwa -kC= positif,.
2p% + x%8 ° e ®e= 1 atau k= * 1

kK“AT + ¥™B T=cos e + slin e= —_—
'JCAZ + Ba)
Jadi bentuk Normal Hesse dari Ax+By+c=0 adalah;
A . B C
—_— X + Y+ =" = 0
V(4% + B) V(4% + B°) V(a° + BY)
atau

AX + By + C -0

Vias + 8°)
Tanda k dipilih sedemikian sehingga -kC bernilai positif.
Contoh:
Tentukan jarak O kegaris 7x -24x - 25 = 0

Jawab:
1 ' 1 1
k= & = 4 ——— =+ ——
¥(a® + B V(7%+24%) 25
C = =25 agar =-kC bertanda positif pilih tanda posi=-

tif untuk k, sehingga -kC=={1/25)(~25)=1. Jadi jarak yang
diminta =1
1.12 Kedudukan dua Garis Lurus

Diketahui dua persamaan garis lurus:
Dalam hal ini terdavat dua versamaan dengan dua variabel,
Untuk menghitung harga x dan y kalikan persamaan I dengan
B, dan persauazn yang kedua dengan By Maka divercleh:
(Ale- AZB].)X = B].CE— Becl A EE R (l)
T. Jika A;B,- A,B,#Z O atau M1 Bl tentulah akan
1-2 21 — f =
Ay Bo

diveroleh nilai x yang tunggal begitu juga nilai y.
Jadi persamaan itu memvpunyal penyelesaian X dan y yang
tunggal, atau persamaan itu mempunyai satu dan hanya sa-
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tu penyelesaian x,y. Sarat diatas tersebut jika dipe-
nuhi oleh dua persamaan maka persamaan tersebut dinama-
kan tak bergantungan. Titik (x,j) tersebut dinamakan
titik potong kedua garis tersebut,

_ ) A B
B, By

a. 3,C,= ByC; # 0 atau ;g; ) ;;

Persamaan [1) menjadi 0.8 £ 0 2 yang tak menghasil
kan sebuah harga x pun, Oleh karena itu kedua persa
maan tak mempunyal venyelesaian. Susunan persamaan
tersebut dinamnaiian berlawanan (bertentangan). Kedua
persamaan tersebut tidak mempunyai titik persekutuan
atau kedua garis tersebut sejajar.

b. ByCo* B,C; = 0 atau E; _ El persamaan (1) men-

B2 Co

jadi 0.x = O yang merupakan suatu jidentitas. Kedua
persamaan itu mempunyai banyak penyelesaian, dan
dinamakan bergantungan. Grafik kedua persamaan itu
mempunyai banyak sekali titik persekutuan atau ti-

tik. tersebut berimpit atau identik.,

1.13% Berkas Garis

Kadanz-kadang suatu garis AxX+By+C=0 ditulis dengan
simbol g = O atau g = Ax+By+C=0. Persamaan berkas suatu

garlis g dan &> adalan :
g, + Ngpx= 0, Aharus linier, Adisebut

parameter. Titik potong S kedua garis g1 dan g terletak
pada garis g1 dan 8o Hal ini berarti koordinat S memenuni
baik g1 dan g, maupun pada 8 +Ag2 = 0 untux sebarang har-
ga M. Juga untuk tiap-tiap harga M bentuk g1+)hg2 =0 sela
lu linier dan menghasilkan sebuah garils lurus yang melalui
3. Jadi dapat disimpulkan bahawa:

Semua garis lurus yang didapat dari g +Xgp= O

selalu melalui titik potong kedua garis 8] dan 85
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Contoh:
Diketahui dua gzris lurus y = X = 1 dan y = =3x + 2
Tentukan persamaan garis lurus yang melalui titik pangzal
dan titik potong kedua garis itu.
Jawab:
Berkas garis adalah: (y-x+1)+X\(y+zx-2) = 0 atau

(L+ Wy-(1l=-F X)X+ (1-2X%) = Ouees (*)
Agar garis tersebut melalui titik pan:kal, konstantanya ha-
rus sama dengan O atau 1-2R) 0 atau a = 3.
Jadi garis yang diminta mempumyal persamaan:

(1+3)y - (1-1)x=0 atau y = X

Contoh:
Tentukan persamaan garis lurus yang melalui titik potong
kedua garis diatas dan bersudut 60° dengan sumbu x positif.

Jawab:
Lihat diatas berkas garisnya. (*) memiliki koefesien arah:

1";31 = tg 60° = V3 Jadi 1-}A)=(1+MV3

Dengan memasukkan harga‘* ini ke (*) itu diperolehlah per-

samaan yang diminta.

1,1@ Persamaan Garis Bagi Sudut

Dprsamaan garis bagl sudut antara dua garis:
Ll:ax+by+c:0
L2 : PX + @y + r = O adalah:

ax + by + ¢ & DX + gy + I

t

‘f(aa-r-ba) v( 92+q2)
Contoh:
™ Tentukan persataan garis bagi sudut antara garis:
Ly : 2x-4y+8 = O
LZ : 5x+12-15 = O

Jawab:

] 1]
Jika P (x ,¥y') %ialah titik pada garis bagi L3 (lihat gam-
bar disebelah) maka:

oX! = Ly' + 8
d, = d, =
l -_5 l‘ \!Uf'-‘l'y 2

& L

b’ ‘JI !
\5“(—”— yrurl Ly
-— - Tz ' \id‘ |_.x

///’ Wiz “\\\‘LL

\

5xt + 12y1 - 15
15




“ll=

Untuk setiap titik pada L., dl dan d2 Sama besarnya.

P' dan O berada pada sisi yanz berlawanan dari LZ' Dari si-
sini d, adalah negatif dan dy adalah positif dan d; = - d2
Jadi tempat kedudukan P! adalah

30 - 4y' + 8  _ S5xt + 12y0 - 15

-5 13
Setelah disedurhanakan diperoleh

14x - 112y + 179 = 0.
Dengan cara yang sama persamaan Lbr adalah
64x + 8y + 29 = 0
Disini jelas bahwa L3 dan L4 saling tegak lurus.

'+ Sebagai diketahui persamaan normal Hesse adalah
X cos @ + ¥y sin @ = n dengan n = jarak dan titik pangkal ke-
garis dan e = sudut antara jarak itu dengan sumbu x positif.
Misalkan garis itu g. Kalan titik itu bukan titik pangkal,
tetapi titik sebarang P(x,y) diluar g. Bagaimanakah mencari

jarak itu 2

Lihat gambar. \\\\
Misalkan jarak yang diminta = d

d = n' - n. Tarik garis h mela-\\\\\\
A

lui P dan sejajar g.
h=XxXcos e+ Yy sin e = n'.
P terletak pada h, berarti :

c o + sin e = nt
Xl 0s ¥y, si

Jadi d = jn' ~« n| = | x; cos e + y; sin
Ternyata bentuk ruas kanan dari pada d = Xy CO0s & + y sin e
- n . tepat sama persamaan normal garis g, seteiah salah sa-
tu ruas menjadi nol, dan setelah koordinat~koordinatnya p
(yang tidak terletak pada g) diisikan.

Kalau P (xl, yl) dann g = X C0S @ + ¥y 51in 6 - 11 = U
Dalil : maka jarak dari P ke garis g adalah
X) COs 8 + y; sin e = n
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Jika diketahui dalam bentuk umum AX + By + C = O, dan
P(xl, yl) , maka Jjarak dari P ke garis g ialah

4 - Axl + Byl + C’

2+ B !

contoh
Carilah jarak d dari ;
a. garis 8x + 15y - 24

= 0 ke titik (-2,-3)
b. garis 6x - 8y + 5 = 0 %

e titik (-1,7)

Jawab
a. Bentuk normal dari persamaan garis tersebut adalah
8x + 15y - 24 = 8x + 15y - 24 = 0O
N(82 + 159 17
d ={8 (-2) + 15 (-3) - 24 =|- gz] ="+ 5.
17 17
b. Bentuk normal dari persamaan tersebut adalah
6x - 8y + 5 =6x-8 +5 =0
6% + (-8)9) - 10
d = 6(-1) ~8(7)+5 = =57 =5,7

- 10 - 10
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IL,atihan 2

Carilah vpersamaan dari tiap garis dengan data beri.zut

a. m = é dan p = (2,3)

b .m = <4 dan titik potong sumbu y = 2
Ce h = -1 dan k = 3
d. m = é dan titiix potong sumbu x = =5

e. h== 7 dan k = -3

f.m=¢ dan p = (3,-5)
g. M = 5 dan k = =2
h: s = 0 dan & = 5

i. titik potong sumbu x = 5 dan s = =2

jo h = <3 dan x = =5

Note : h dan k adalah perpptongan garis dengan sumbu Xx
dan y.

Carilah s jika garisnya melalui titik (3,2) dan dengan

sumbu X dan sumbu y membentuic suatu segitiga yang mempu

nyai luas 16 satuan luas.

. Periihatkan bahwafx y 1

h 0 1 = 0 adalah persamaan
0 &k 1
garis asngan titik =»oion~ sumbu x =zdalah n dan titik
potong sumbu y adaiah k.
Tulislah dalam bentux persamaan garis nornal
a. >x - 4y + 12 =0 fo 2x - 3y = O

be X+ 2y + 3 =20 E. 2X -5 =290
C. 53X = Ly - 12 = O n. 3y + 2 =20
de x- y- 2=20 i. Xx=-3y =23
e. 5x - 12y - 65 =0 Je 2X = 2y = 4 =

Tentukan jarax antara A dan B jika A (-5,1) dan B (-2,-3)
juga untuk A (-1,5) dan B (4,-7).

Tentukan sebuah titikk P yang terletak pada AB dengan A
(-5,1) dan B (3,-5), seningga AP : PB = & : 5.

Diketahui A (-5,1), B (5,-5) dan C (2,2). Hitunglah luas
segitiga ABC.

Tentukanlah tiiik berat segitiga ABC dalam soal nomor 7.
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‘Dari suatu jajaran genjang ABCD diketahui titik sudut

A, B dan ¢ (lihat soal no. 7). Tentukan titii sudut D
dengan jalan memazkal sifat

a. gedua diagonal berpotongan dititik teagahaya.

b. du. sisi yang berhadapan nejajar dan sama panjang.
c. dua vasang sisinya masing-irasing sejajar.

Dari suatu :egitiga ABC sara sisi diketahui, bahwa A
(-1,-3) dan B (5,5). Tentukan titik sudut C.

Gambar grafiknya x + y + 1 = O juga x - 2y = 3 =

Gamvar grafiknya xa + Yy 1.
Gambar grafiknya x2 + 2y 2 = 3.
Gambar grafiknya y = 2 - 4.
Gambar grafiknya x = 2 - 4.

Ganmbar grafiknya x2 - ya = 1.

Tentukan persamaan garis lurus yang melalui (0,0) dan
yang bersudut 45? dengan sumbu x, juga yang bersudut
150°. |

Buxtikan bahwa persamaan garis lurus yang melalui (a,0)
dan (0O,b) ialah ;

g + % = 1 yang disebut persamaan segmen
suatu garis lurus,

Tentw:ian otersamaan garis lurug yans melaiui (1,0) dan

(2,2), Jjuga untuk (-2,0) dan (0,3). '

Tentukan versamaan garis lurus yang melalui (1,2) dan

(=3,4).

Juga untuk (2,-2) dan (2,4).

Tentukan persamaan garis lurus yang melalui (1,93) dan

sejajar garis y = 2X.

Tentukan persamaan garis .urus yang melaliul (O,-1) dan

vang tegalk lurus garis = 2¥.

Tentukan persamaan garis lurus yang melalui (2,1) dan y

yang sejajar garis x + 2y + 3 =

Tentukan persamaan garis lurus yang melalui (2,7) dan

yang bersudut 450 dengan garis y = Z2X.

Buktikan bahwa dalam segitiga ABC (lihat soal no, 7) dua

sisli tegak lurus sesamanya.
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Tentukan persamaan garis tinggi dari ¢ (soal no. 7)

Tentukan persamasn garis berat dari A (soal no. 7).
Apaxzah etiga titik (1,-3), (4,+3%) dan (2,-1) terletak
pada satu garis ?

Avaxzah suatu garis .Lurus yan; ditentuxzan oleh (2,-3)
dan (~4,>) melalui titk pangkal O 2

Apaizah artinya y = ax + 3 dan y = 3% + a , bila a dapat
berubah-ubahZ

Selidiki apakah titik-titik (2,-3) dan (-3,4) terletak
pada garis 3x + 2y + 1 = O, Dalam hal manakah garis

¥y = 3% + a melalui titik (2,2) 2

Tentukan titik potong garis x + 2y - 3 = 0 dengan sumbu
X juga dengan sumbu y.

Tentukan sebuah titik ¢ pada garis y
BC , jika A (5,1) dan B (3,7).
Tentukan persamaan garis lurus yang melalui (2,2) dan
yang berpotongan ?, sejajar ?4 berimpit 2, tentukan itk

-2X, sehingga AC =

potongan-garis-garis x + 2y + 3 = 0 dan y = x - 3.
Tentukan persamaan garis lurus yang melalui (2,2) dan
yang bersudut 450 dengan garis x - 2y + 3 = 0

biketahul jajaran genjang ABCD dengan A (-1,1), B (5,4)
dan D (0,6). Tentukan titik C dan luas ABCD.

Diketahui segitiiga ABC dengan A (-1,-2) dan B (7,2).

Garis tinggl dari € melalui(0,1), sedang AC = 5 2. Tentu
kanlah ¢ dan jzri-jari ilingkarannya.

Se.idiki, avnakah garis-garis x + 2y + 3 =0 , 3x + 2y + 1
=0 dan y + 2xXx = O me:aluil satu titik. Titik manaxah itu.
Dalam hal manankah ketiga garis ax + 2y + 5 =0 , y = - 2
dan x = 1 tidak melalui satu titilk?

Tentukan persamaan garils sumbu segmen garis AB, <alau

A (3,1) dan B (1,-3).

Tentukan persamaan :edua garis lurus yang melalul P (-2,5)
sedemixian, sehingga titik-titik A (3,-7) dan B (-4,1)
berjarak sama terhadap garis itu.

Diketahui trapesium ABCD dengan A (-1,-1), B (7,5) dan

¢ (2,6) sedang:an AB // DC dan CD = 5. Tentukan titik su-
dut D.
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Dua sisi suatu jajaran genjan.- adalah garis-garig

2x = 3y + 6 = 0 dan x + 2y = 4. Salah satu titik pun-
caknya (1,-3). Carilah persamaan dua sisi yang lainnya.
Diketahul trapesium ARBCD dengan A (-2,-2), B (7,1) dan
D (1,4), sedangkxan AB//DC dan BC = 5. Tentukan C dan
luas ABCD.

. Tentu:iar persanmaan garis lurus meialui A (-5,3), yang

memotong sumbu-sumdu soordinazt di P daan Q, schingga
OPPOQ=5: 3. '
Tentusan persamaan garis lurus melalui A (-5,3), yang
memoion3g su:bu-sumbu koordinat di P dan 9, sehingga
AP : AQ = 5 @ 3.
Tentukan jarak antara (-3,2) dan garis 5x + 12y + 30 = 0
dengan : a. memakal runus langsung,
b. menentukan dulu garis tegakx lurus, kemudian

titik potong kedua garis, akhirnya jarak.
Tentuxan persamaan garis lurus yang melalui titix potong
kedua garis 4x + loy - 5 = 0 dan 3x -~ 4y + 2 = O, dan
yang tegak lurus salah satu dari kedua garis itu.
Buktikan bahwa persamaan garis bagi sudut antara dua
garis ax + by + ¢ = 0 dan vX + qy + r = 0 adalah :

ax + by + ¢ DX + Q¥ + I

V(a2 + v?) V(2® + a?)

Buistikan bahwa kedua garis bagi itu tegak lurus sesama

nya.
Tentuxan persamaun garis bagi sudui antara dua garis

X -2y + 1 =0Cdan y = 2z - 1.

Pertanyaan yang serupa dengan meiakai rumus untuk sudut.
Diketahui garis-garis ¥ 3+ y = 4 dan X + y = 3 2.

Pada garis bagi sudut antara iedua garis itu terletak ti-
tik P. yang bverabsisi 2. Tentukan persamaan garis QOP.
Dari suztu trapesium samagaiki ABCD diketahui bahwa A(-1,
-1), B (5,2), D (0,2), sedangkan AB sejajar DC.

Tentukan

a. panjang AD, AB dan BC.



b.

persamaan garis DC.

Jjarak antara AR dan DC.
koordinat titik C.

titik potong xedua diagonal.
sudut antara xedua diagonal itu.
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BAB IT
LING KARAN

2. 1. Persamaan Standard Dari Tingkaran
Lingkaran adzlah tempat kedudukan titik pada bidang

datar, seningga setiap titik vada lingkaran itu berjarak
sama terhadap titik tertentu dalam lingkaran. Jarak yang
sama atau jarak yang tetap disebut jari-jari (radius), se-
dangkan titik tertentu disebut pusat (center). Jika, dalam
ganbar (2-1), h dan « adalah koordinat titik pusat C, dan
x dan y koordinat suatu titik P yang berjarak r dari titik
tetap, dengan r adalah jari-jari atau ¢cP = r, sehingza
kita dapatkan :

(x --h)2 + (y - k)a =r

atau _
(x - h)a + (y - k)a = ra Teas e (2-1)
7
cumd)
7 5 — K
?th"l) '

Sebaliiknya jika X dan ¥y adalan pasangan koordinat
suatu titik yang memenuni persamaan (2-1), maka Py = (Xl,yl)
adalah suatu titik pada lin karan. Hal ini dapat dibuiktikan
sebagal berikut : Xarena (xl,yl) memenuhi persamaan,

(x} - 02+ (y, - )2 = r? ’

Tetani besar atau ukuran dari vektorru = cPl yang dibentuk
dari C = (h,k) ke Pl = (xl,yl) adzlah sama dengan r. Jadi ki~
ta dapatkan bahwa CPl = r dan dalam keadaan yang demikian
berarti titik Py terletak pada lingkarang dengan titik pusat
C dan jari-jari r, yaitu persamaan (2-1). Karenanya persama-
an (2-1) disebut persamaan standard dari lingkaran.
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Seandainya h = k = 0, pusat lingkaran di titik pang-
kal koordinat dan persamaannya menjadi :

X + y° = r° Y - P
Kita sebut persamaan (2-2) sebagal persamaan sederhana dari
lingkaran (persamaan pusat lingkaran).
gcontoh 2-1.

Carilah persaiaan dari suatu lingkarzn yang mempunyai
pusat di titik (-2,3) dan Jjari-jari 2.
Penyelesaian

Lingkarannya diperlihatikan dalan gambar (2-2). Adapun

persamaan standar dari lingkaran, dapat kita tulis :
(x + 2)2 + (y - 5)2 = 4 Y

bbr 3-3

Gor 3-2

contoh 2-2
Carilah pusat dan Jjari-jari lingkaran yang mempunyai

persamnaan (x + 2)2 + {y + 1 )2 = 9.
penyelesaian

Karena persamaan standar dari lingikaran adalah
(x = h)% + (y - k)2 = v, maka h =-2, k = -1, dan r = 3.
Jadi gambarnya diperlihatkan dalam gambar (2-3), dengan pu-
sat di titik ¢ = (-2,-1) dan jari-jari 3.
contoh 2=-3%

Persamaan lingkaran manakah yang berpusat di titik ¢
(~-2,1) dan melalui titik P (1,3) 2
pPenyelesaian

Karena CP = (3,2), kita dapatkan : r = CP = 13, -
Menurut persamaan (3-1), persamaan lingkaran yang dicari
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adalah : (x + 2)% + (y - )% = 13
Cconton 2-4

Carilah versamaan lingkaran yang mempunyai titik pu-
sat (2,-1) dan menyinggung terhadap garis 3x - 4y + 5 = O,
Penvelesaian

Karena lingkaran menyinggung suatu garis berarti ja-

rak dari titik pusat terhadap garis adalah panjang jari-jari
nya, dan
[ 3(2) -4 (-1) + 5 . 3

b7

Jadi, persamaan llngkaran yang kita cari adalah :

r

(x - 2)%+ (y + 1)% = 9.

LATIHAN 1

1. Carilah persamaan dan sketsa grafiknya untuk tiap ling-

karan berikut

a. pusat (2,-1) danr = 5 d. pusat (4,-1) danr = 1,5
b. pusat (-3,2) dan r = 7 e, pusat (3,-2) danr = 6
c. pusat (2,4) danr =1 f. pusat (-5,-6) dan r = 7

2. Carilah persamaan tlap lingkaran berikut dan gambarlah
sketsa grafiknya.
a. pusat {-1,3) dzn melalui (2,-4)
b. pusat (0,2) dan melalui (~1,-4)
¢. pusat (3,0) dan melalui (7,3)
d. pusat (3,-3) dan menyinggung sumbu-sumbu xocrdinat.
3., Carilah persamaan lingkaran yang titik ujung garis tengah
nya (diameter), (2,3) dan (=1,5).
4. Carilah persamaan tiap lingkaran berikut dan gambarlah
sketsa grafiknya ! '
a. jari~-jari 6 dan menyinggung sumbu-sumbu koordinat
b. jari-jari 4 dan menying.ung kedua sumbu koordinat

C. Jari-jari r dan menyinggung kedua sumbu koordinat
5. Carilah persamaan tiap lingkaran berikut, dan gambarlah

sketsa grafiknya !
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a. pusat (6,4) dan menyingsung sumbu y

b, pusat (6,4) dan menyin.;zung suzbu x
c. pusat (-1,3) dan menyinggung garis 3x - 4y + 12 = O
Carilah pusat jari-jari untuk tiap lingkaran berikut

dan gambarlah skeitsa grafiknya 1
o o

a. (x-3)° + (y=9)2 = 16 d. 2+ (y+3)2 = 9
b, (x+2)2 + (y+1)2 = 25 e. (x+4)% + y = 25
C. (X—l)2 + (y+6)2 =8 f. x2 + y2 = 7

Carilah persamaan tiap lingkaran berikut, dan gambarlah
sketsa grafiknya ! '

a. Jari-jari 5 dan menyinggung kedua sumbu koordinatnya
0. Pusat (3,-1l) dan menyinggungz sumbu X.

c. Pusat (-4,~-2) dan menyinggung sumbu y

d. Pusat. (-1,-4) dan menyinggung garis 4x + 3y - 6 = 0
Carilah persamaan lingkaran dengan segmen garis hubung
titik (-3,0) dan (1,-4) sebagai garis tengahnya.

Sebuah lingkaran dengan pusat (2,-3) dan menjinggung
garis 3x + 4y - 4 = O . Bagaimanakah bentuk persamaannya.
Carilah persamaan-persamaan lingkaran yanog menyingzung
sumbuz y dan masing-masing melalui titik (1,-2).
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2. 2. Persamaan Umum Lingskaran
Bentuk Umum persamaan lingkaran adalah -

xa + ya + AX + By + C = O

(A, B dan C boleh nol, asal tidax A = B =C = 0),
Persamaan ini disebul juga persamazn normal dsn disingkat
sizbolis menjadi I, = 0. Koeffisien - koeffisicnnya xa dan
ya satu dan suku dengan xy tidak ada.

Pusatnya (- é%ﬁ, - -%—B) dan

Jari-jari = \j - C + -Jl;—aa + -]l;—Ba
Analog dengan persamaan parameter untuk suatu garis lurus,
terdapat juga suatu persamaan parameter lingkaran.
Lihat gambar.
Untuk tiap titik P(xl,yl) yang terletak pada lingka-

ran berlaku : Xy =a+rcose® dan i = b+ r sing

dihitung dari aran sumbu x positif, mengelilingi M sampai
360°.
48

Jika titix P dijalankan , maka :

rerupakan persamaan
= a+r cos¢g

X parameter yang di
¥Yy=b4+r sing

minta,

Catatan
Bentuk diatas hampir menyerupai persamaan parameter suatu
garis lurus, yakni x = X) + t cos «

y:yl+tsinoc
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Disini p (xl,yl) diketanui, tetap , sciangkan t beruban =
saramelernya , yaltu jarag dari titix-titiic Q ketitik tetap
P. Dari persamaan parameter lin Iaran yzn o diketanui ialan

M (a,b), r tetap, sedangkan = parawmeiernya, berusvah kKearah
positif dan derputar berlavanan dengan aran jarum jam sampai
padz jari-jari MQ.

Contoh

Tentukan sebuah lingkaran yang melalui tiga buah titik (2,2),
(2,-4) dan (5,-1).

Cara I Jika yang diminta persamaan pusat, misalkan lingkarmmn

itu memnunyai pérsamaan (x-a)2 + (y-b)2 = ra

velalui (2,2) berarti (2-a)2 + (2—b)2 = ra------(l)
Melalui (2,-4) berarti (2-a)2 + (-4-b)2 = r2....(2)
welalui (5,-1) berarti (5-a)% + (-1-b)2 = r2....(3)
Tiga persamaan debgab tiga bilangan anu a, b, dan r
dapat diselesaikan. '
(1) - (2) menghasilkan (2-b)C - (-4-b)2 = 0.
atau (2-bih+b) (2-b-=b) = 6(~2-2b) = O

b=~1,
Isikan di (3) : (5-a) + 0 = r° .

3 ‘ > > kurangi
Isikan di (1) : (2-a)™ + 9 =r
(25-10a+a®-h+ha-a®~9 = O -6a + 12 = O
B g = 2. dan r = 3. :

Maka lingkaran itu = (x = 2)° + (y + 1)2 = 9.

Pusatnya (2,-1) dan jeri-jarinya = 3
Cara 1T Jikz yang diminta persamaan umumnya, misalkan ling-
ran itu mempunyal persamaan
X +y2+Ax+By+C:O-
Koordinat-koordinat xetiga titik itu memenuhi persz-
naan, :xarena titik-fitik itu terletak pads lingkaran
Jadi terdapat juge tiga persamaan dengan tiga bila-
ngan anu A,B dan C, maka soal itu dapat diselesaikan
Ternyata A = -4, B = 2 dan C = -4, Jadi persamaan

yang diminta ialah : X2 + y2 - 4x + 2y - 4 =0
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Catatan
Cara yang mana yang lebih baik, hal ini tergantung pada si-

fatnya soal itu sendiri. Kalau pusat dan jari-jarinya dimin-

ta juga, nendaknya dipakai cara satu.

LATIHAN 2

Carilak pusat dan jari-jari dari tiap lingkaran berikut:

L.
2.
3.

I~

W o 3 o\

10.
11.
12,
13.
14,
15.

16.

x2 ¥ ya -2Xx + L4y + 1 =0

x2 + ya + Lx - 6y - 12 = 0O

ZXZ + 2y2 -3 + 4y -1=0
3x2+3y +2X - 5y -~ 4 =0
3%% + 33° - 10 = 0

x2 + y2 + 4x + 1lby + 12
x2 + y2 - L4x + 6y -3=0
bxZ + Ly°- 2% + 3y - 16
X"+ y =-2x+ 3y =0

+ ¥ - 4x + by +25=0

+ y2 =2X + Ly + 5 =0

+ ¥y +x-y+1=20

+ y° + 6x =2y + 15 = 0

2x° + 2¥° + 3x - 5y + 17 = O

Titik (8,5) adalah tengah-tengah tali busur suatu lingka-
2, y2 - L4x + 8y - 124 = O

Tentukanlah persamasn tali busurnya.

AV N

H
o

MoMox KW

AV AV IR AV T AV I AV

M Mo
I
O

ran yang mempunyal persamaan x

Carilah persamazn-persamaan lingkaran yang masing-masing
menyinggung sumbu-susnbu koordinat, dan keduanya melalui
titik (2,4).

Carilah persamaan-persamaan lingszaran yaong masing-nasing
pusatnya terletak pada garis 3x - 3y = 3 dan menyingsung
sumbu-suribu koordinat.
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2.3. Mencari Persamzan Lingkaran Yang memenuhi Syarat-syarat

Tertentu

Sekarang kita tinjau kemball persamaan lingkaran dalam
ventux standar, yaitu .

(x - )%+ (y - k)% =1
Dalam bentuk ini terkandung tiga konstanta bebas h, k dan r.
Demikian pula dala: bentuk unumnya, yaitu

x2+y2+Dx+Ey+F:0
terdavat tiga konstanta bebas D, T, dan F.

Seandainya dari sy:rat-syarat yang diketahui kita dapat
menurunkan tiga persamaan bebas dalam tiga konstanta D, E dan
F atau h, k dan r, maka secara aljabar tiga konstanta bebas
tersebut dapat dicari. Proses pencariannya sejalan dengsn tu-
Juan kita untuk mencari persamaan lingikaran sebagai tafsiran
geometrisnya. Untuk mendapatkan gambaran yYang lebih jelas,
kita perhatikan langkah-langkah dalam contah berikut
Contoh
Carilah persamaan lingkaran yang melalui titik (=1,1), (2,3)
dan (1,-2).

Penyelesaian

Bentuik Umum Persama:zn Lingkaran :

xa + ya + DX + By + F = 0, dan {ii{ik yang diketahui (~1,1),
(2,3) d~n (1,-2) terletzk vada lingkaran itu, maka kita da-
patxan tiga buah persamaan simultan dalam D, T dan F, yaitu
(LY 1 + L =D+ E+F =0

(2) 4 + 9 + 2D+ 3R + * = O

(3 1+ 4+ D-2E+F =20

Secara determinan, kitua cari D, E dan 7 seperti terikut

-2 1 1 -2 1 1
-13 3 1 -11 2 0

D _ = -2 1 -5 =3 0 _ ég - -3
-1 1 1 -1 0 0 -13
2 3 1 2 5 3
1 -2 1 1 -1 2
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-1 -2 1 -1 -2 1
2 -13 1 3 <11 0 _
A1 -3 il oo t2 -3 o' . -ge22 |
¢ -13 13 = Z3o= -l
-1 1 =2 -1 0 0
2 3 -1 2 5 =17
F 41 -2 -5 = 1 -1 -7t o -(=15-17
=15 -13 ~13
= -4
2. .2

Jadi persamaan yan3 kita cari adalah x + y© =~ 3x =y = 4 = J
Lingkarannya diperlihatkan dalam gambar
Anda dapazt meneriksanys ochwa koordinat eiiga titik

vang diketanul terletak pada persamaan lingkaran.

.
f2.-3 7
- C"ﬁ)/
Contoh U

Carilah vpersamaan lingkaran yang wemuat titisg-titik Po(-~1.2
s J & 1 ’
dan PE(E,O) dan remynunyzi titix osusat yang terletalr padz ga-
s

Y oo oA o o
riz X + 2y - 6 = G

Penyelesaian

i 3 2 112
Menurut versamaan standar dari ifingkaran (x-h)" + (y-kK)° = ra

Kita dapat:itan :

(1)  (-1-h)% + (2-x)° = r
(2)  (3-n)% + (0-k)° =r°
(3) h + 5k -6 = r

Dari persamaan (1) dan (2), kita tulis
(1') 1+ 2h + kS + 4 - bk + Kk =
(2*) 9 - 6h + he + K° 2

2

|
]

W
]
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Kurangkanlah persamaan (2') terhadap persamaan (1'). kika

dapatkan

-3 + 3n + 4 - 4k = O
atau
(4) °2h - k = 1

Se.esslkan persanaan (3) d-n (4) secarz simuitan,
kita cari

L
7

P2 AN

Berarti koordinat titik pusat lingkaran adalzh
C:(9,ll)
77

h = Ji -f[ = g dan k = I; i
5

Untuk mencari r, kita substitusikan h = § dan

5

k = 11 dalam persamaan (2) dan didapat :

2 2 2 ‘ .
r~=(3-9) + (0-11)", ataur = 265 , Jadi per-
7 7 "

samaan standar lingkaran adalah :

2 2
(x=-9)+ (y-11) =26
7 7 _Ag

Lingkarannya diperlihatkan dalam gambar

(-2

C
@o)ﬂ\\\\
Contoh \\\\h_‘////

Tulislah dalam bentuk determinan untuk persamaan lingkaran
yang melalui tiga titik yang tidax segaris (Xl,yl), (xa,ya)
dan (XB,YB)-

Penyelesalan
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Secara determinan persamaan lingkaran yang dicari dspat di-
notasikan dalam bentuk determinan 4 baris dan 4 kolom yang
sama dengan nol, seperti berikut ini:

[xa + ya X Y 1

2 2 4

Kl + yl %y yl 1 B 0
2 2 _

X5 + y2 x2 y2 1
2 2

x3 + y3 x5 y3 1

Untuic mendapatkan persamaan determinan diatas, proses
nya dipersilahkan pada anda untuk mencobanya.

LATIHAN 2

l. Carilah persamaan lingkaran yang melalui tiap himpunan
tiga titik berikut
a. (2,0), (1,-3) dan (3,1)
b. (1,-1), (2,1) dan (-3,2)
c. (3,2), (-1,1) dan (1,-1)
d. (3,4), (2,-1) dan (1,2)
e. (0,0), (2,0) dan (0,4)
f. (1’6)) (2:5) dan ('6,4)
g+ (3,2), (2,~3) dan (-2,4)
h. (1,-1), (-1,1) dan (0,5)
2. Carllan persamaan lingkaran yanz membatasi segitiga de-
ngan titik puncak Pl(0,0), P5(-1,4), dan P5(2,6).
3. Carilah persamaan lingkaran yang menbatasi segitiga de-
ngan sisl garis y = 0, X - y = 0 dan x + 4y - 5 = 0
L. Dalam tiap masalah berikut, carilah persamaan tiap ling-
karan dengan data yang dixetahui seperti berikut -
a., Pusat pada sumbu y dan lingkaran melalui titik-titik
(1,2) dan (=3,1).
b. Pusat pada garis x + 2y - 6 = O dan melalui titik
(5,4) dan (1,-2).
¢. Pusat pada garis X - y + 4 = O menyinggung kedua sum-

bu koordinat.
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d. Menyinggung kedua sumbu ioordinat dan melalui titik
(2,1).

e. Menyinggung garis 3x - Ly - 31 = 0 di titik (1,-7)
dan memvunysi jari-jari 5.

£, ¥elalui titik (1,-1) dan pusat terletsk pada garis-
garis x + 2y - 4 = 0 dan 2x - 4y + 13 = 0.

g. Menyinggung garis x + L4y - 7 = 0 di titik (3,1) dan
memuat titik (6,=2).

5. Suatu lingkaran menyingzgung garis 2x + y - 7 = 0 di
vitik (4,~1) dan memuat titik (7,2). Carilah persamaan-
nya.

6. Carilah persamaan lingkaran yang menyinzgung garis
X + y = 6 di titik (2,4) dan mempunyai jari-jari 2.

7. Lingkaran yang menyinggung garis x + 4y - 5 = O di ti-
tik (1,1) dan memuat titik (4,-4). Carilah persamaannya.

8. Carilah persamaan lingkaran yang menyinggung garis
X -3y + 5 =0 di titik (-2,1) dan mempunyai jari-jari
3K10,

9. Carilah persamaan lingkaran yang mempunyail pusat dalam
Kuadran pertama, memuattitik (0,9) dan (3,10) dan menyi-
nggung sumbu .

10. Dua buan lingkaran melalui titik pangkal, serta menying-
gung garils % + y = 8 dan kedua pusatnya terletak pada ga-
ris x = 2. Carilah kedua persamaan lingﬁaran.tersebut.

11. Carilah persamaan lingkaran yang menyinggung garis
2x + 2y = 12 dan melalui titik-titik (-7,0) dan (5,-8).

l2. Carilah persamaan-persamaan lingkaran yang menyinggung
garis 2x - y + 6 = 0 di titik (-1,4) dan masing-masing
mempunyai jari-jari 3v 5.

13.5ebuah lingkaran yang dilingkungi oleh segitiga yang ditep-
tuk oleh sumbu- sumbu koordinat dan garis 3x-4y+12=0.
Carilah persamaannya.

14, Buktikanlah banwa himpunan semua titik tengah dari tali-
busur-talibusur yang sejajar pada lingkaran adalah garis
tengah dari lingkaran tersebut.

15. Bicarakanlah himpunan titik-titik untuk xa =

+ ¥ = 25 dan
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X+ Yy 7. Apakah dua titik (3,4) dan (4,3) anggota dari
himpunan tersebut.

2.4 Garis dan Lingkaran

Untuk menyelidiki apakah suatu garis memotong suatu
lingkaran, dimisalkan (x',y') merupaxan titik potongnya.

Dan misalkan g = Yy=ax + b dan L x2 + y2 = r-,

+ 1N

(x!’y|) pada g, berarci M y' = ax! b .-...o.----oo-(l)
(x',¥') pada L, berarti : x'a + y'2 = ra.
Dua persamaan dengan dua bilangan anu x' dan y'; dapat da-
selesaikan - x'2 + (ax' + b)2 =r e

2 2 -2 2
atau : (1 + a™) x'“ + 2abx' + ©° =~ r© = O,

Suatu persamaan kuadrat dalam xt.

1. Jika D { 0, maka g tidak memotong I,

2. Jika D 7 O, maka terdapat dua harga x!' yang berlainan,
yang merupakan absisinya kedua titik potong
garis g dengan 1. Ordinat-ordinatnya dapat
dicari dari (1).

3. Jika D = O atau 4 a°b® - 4(1 + a°) (b2 - r2) = 0

atau ba = (1 + ae) r2 b= + r\Jl + aa.

Diperoleh dua harga X' yang sama. Xedua titik votong -

]

nya berimpit.
Hal ini berarti bzhwa : y = ax + rV1 + aa merupakan per-

Samaan garis singgung yang verarah a, pada suatu lingkaran,
yang berpusat di 0 dan berjari-jari r.

Catatan

Tulis g dazlam bentuk normal ‘ =

Jarak dari 0 kegaris itu = r = b/(+\(a“ + 1),
sesuai dengan hasil diatas sub 3. '
selalu perlaku : Jari-jari = jarak dari pusat ke garis sing -
gung.
2.5 Garis Sinsgung Disuatu Titik Pada Lingkaran

Diketahui lingkaran X“ + ya = r? dan titik (xl,yl)‘
pada lingkaran itu. Tentukan persamaan garis singgung yang




melalui titik(x,,y;) pada lingkaran.,

Lihat gambar : \\\
Garis OP = {y - 0) = _

(x"= 0).
Koeffisien ‘arszhnya ga-~ .

NI%
N

ris singgung yanz tegak lu-

rus 0P adalsh - 33 .
1

X

Jadli garis singsung g= (y - yl) = - ;% (x - xl)

o>

+ Xla

g g'XIX + Y1Y = xla + yle = ra, karena (xl,yl) terletak

2
g yly - yl

H
1

»
P

b

pada lingxkaran.

Rumus

xlx + yly,z r merupakan persamaan garis sing-

5 > > gung titik (xi,yl) pada lingxa-
ran X° + y = r-. :

Dari suatu titik diluar lingkaran dapat ditarik dua
buah garis singgung pada lingkaran. Garis hubung dua dua
titik singgungnya disebut garis kutubd atau garis volar,
Bagaimanakahapersamaannya, kalau titik P(xl,yl) dan ling-
karan x + ¥y~ = r° 2

Rumus

2 . .
K X + y¥ =1 merupakan persamaan garis volar.

Titix P (X,,¥,) yang tidok terletalr padz lingkoran
Ltik 2 (x),y)) yang g
XT + ¥y = r-, RL%J

Lihat gawbar.

Menuruil runmu:: distas

ng.ia

PQ = XX + Yo¥ = rZ dan
2

PR = xjx + yBy =r

P terletak pada PR, berarti

] 2

}kaxl + ‘YByl = I o-...'..(l)

P terletak pada PR, berarti
= 2

xjxl + y3y1 ST seess-es(2)
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Pandanglan xini garis g, yang m mpunyai persamasn
YX) + ¥y, = T B T N )|
Karena xoordinat-zoordinatnya 4 memenuni persamaan
garis g(ocandingkan (1) dengan (3) ), tentulah 9 terletak
pada g. {arena koordinatnya R memenuhl persamaan garis g
centulah terletzg pada g juga. Jadl R dan § terletaik pada
g atau g melalui Q, atau g = RQ = garis kutuonya P terha-
da» lingkaran ( ingatv : P tidak pads lingkaran ).
2. 6 Panjang Garis Singgung
Andaikan P adalah suatu titik di luar lingkaran

yang tertentu, 1lihat gambar « Selanjutnya dari titik p
ditarik dua buah garis yang menyinggung lingkaran dititik
yang berlainan. Sedangkan yang menjadi masalah adalah men-
cari vanjang atau jarak dari titik P terhadap salah satu

titik singgung, sebab kedua garis singgung mempunyai pan -

jang yang szma.

}
a
th,B)
—— X
L y
)
v
P()‘l rvl )

Perhatizan, t = QP , dengan ( salah satu titix singgung

dari garis singgung yang melalui P terhadap lingkaran., Se-
lanjutnya dari segitiga CHP , xita dapatkan

QP . cp 2. CcQ

2= (xpmZ s (v - KZ - ¢
Apabila kita perhatikan, jika koordinat titik P disubsti -

2

tusikan pada ruas kiri persamaan standar lingkaran yang
ruas kanannya telah dijadikan nol, maka kita dapatkan ja-
rak kuadrat dari titik P terhadap titik singgung Q pada
lingkaran. Karenanya seandainya persamaan standar dijadi -
kan persamaan umum, maka dapat kita tulis
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tarz xl2 + yla + Dx1 + Eyl + F

Jadl untuk mencari panjang xuadrat suatu garis sing-
gung dari suatu titix terhadap lingkaran, kita substitusi-
Zan koordinai-koorainatl x dam y nya dalam ruas kiri per-
samaan standar atzu persamaan umun lingkarszn, Jika hasil -
nya positif, titik terletak diluar lingkaran, Jika negatif
titik terletak di dalam lingkaran dan garis~-garis singgung
nya tidak ada, dan jika sama dengan nol, maka titik terle-
" tak pada lingkaran.,
Contoh
Carilah panjang garis singgung dari titik (~4,2) terhadap
lingkaran (x - 3)2 + (y + 2)2 = 25.
Penyelesaian
Keadaan gambarnya diperlihatkan dalam gambar . Kita da-

patkan :

2= (-4 =324 (24 2)2-25

atau

t5 = 49 + 16 = 25 = 40

Rerarti :

t =2 10. lihat gambar

contoh

Carilah panjang garis singgung dari titik (3,-1) terhadap
lingkaran 2x2_+ Zya + 53X =-y-5=0

€C3-2)

\

p( ‘;rl) .

t-;l\no
o /: 2313 ‘lh'
P4, ) // ! ctfﬂ L= 2

Penyelesaian
Pertama-tama setiap suku dari persamaan lingkaran kita

bagi dengan 2, sehingga persgmaannya dapat ditulis dalam
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bentuk umum, seperti berikut :

¥+ 32+ 3%x -1ty -2t =0

Salah satu garis singgungnya diperlihatkan dalam gambar
Selanjutnya kita dapatkan :

1

t2=9+l+%+'§-g

atau
2 _ 25
tt= 3
Jadi panjang garis s nggung adalah t = —~&— = 23T§ s3-

2
tuan panjang.

LATIHAN 2

Dalam tiav soal berikut, periksalah apakah titik tersebut

terletak pada lingkaran, di dalam lingkaran, atau di luar

lingkaran dari masing-masing titik dan lingkaran yang ber-
sesuaian., Selanjutnya jika titik tersebut terletak di luar
lingkaran, carilah panjang garis singgung terhadap masing-
masing lingkarannya.

1. (5,2) dan x° + y° = 16.

2. (-1,3) dan X + y2 ~-X4+y~-1=0,
3. (3,-2) dan 2x° + 2y - 3x +y -~ 5 = O.
L. (1,-5) dan (x - 3)2 + y2 - 16.

5. (6,0) dan (x - ¥)° + (y + 1)% = 4
6. (3,1) dan (x - 2)% + (y - 3)° = 17.



-38a

2. 7 Garis Kuasa
Dari suatu titik P dapat ditarik banyak sekali garis

garis, yang memotong lingkaran menurut titik-titik A dan
A', B dan B' dan seterusnya, dan menyinggung lingkaran di-

titik-titik @ dan R. Secara planimetris dapat dibuktikan

PA.PA' = PB.PB' = PQ> = PR = PLZ - rZ.

Hasil kali yang tetap ini disebut kuasanya P terhadap li-
ngkaran. Kzlau P terletak diluar lingkaran, maka kuasanya
positif. Kalau P pada lingxaran, maka kKuasanya nol. Kalau
P didalam lingkaran, maka kuacanya negatif.

*

Lihat gambar. :
PQ&,%)

Misalkan L(a,b) dan P(xlsyl);

menurut rumus jarak
bl 2
PLL. = (Xl -a) + (yla— b)~.

Tetapi PL2 -r = PQ .

Jadi : ’
(x;-)% + (7, - 7 - % = pg?
= kuasa P terhadap lingkaran
= PA.PA' = PB.PB'.

Perhatikan lingkaran L =

(x - a)2 + (y - b)2 = r2
Panjangnya garis singgung
dari P(xl,yl) pada lingkaran I, dikwadratkan ternyata sama
dengan persamaan lingkaran, setelah re dipinfahkan keruas
xiri dan untuk x dan y diisikan koordinat-koordinatnya p =

kuasa P terhadap lingkaran. Koeffisien-koeffisiennya xa

dan ya harus 1.

= r2, maka kuasnya P terhadap lingkaran ig-

lah (x; ~ a)% + (y; - b)2 - 2.

Diatas telah dihitung bahwa PL = (x; - a)° + (y, - b)°
sedangkan kuasanya P adalah (xl - a)2 + (y1 - b)2 - r? = + ka

Jadi PL2 2 atau :

=:k2+I‘
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Kesimpulan : Tempat kedudukan titik-titik P yang mempunyai
Kuasa yang sama (= + ka) tarhadap suatu ling-
Karan merupaxzan lingkafan zonsentris yang ber-
jari-jari ra + ka.

RBagaimanaxah halnya dengon ?U*)
dua buzh li-gkaran Ll dan

L2 ? Garis .uioung Ll dengan ///,i:;><<////
L2 disebut sentral.
Lihat gambar.
Misalkan P(xl,yl) mempu-— E><ifi”//
!

nyail kuasa yang sama ter-

hadap Ly dan L2 , berturut- 1,20

mempunyai persamaan :

x2 + y2 + 2ax + 2by

2c = 0 pusatnyz (-a,=b)
xa + y2 + 2pX + 2qy + 2r = O pusatnya (-p,-q).
Kuasa P terhadap Ll = xlz + yli + Zaxl + Zbyl + 2¢
Kuasa P terhadap Lo X+ Yy apxl + qul + 2r

kedua kuasa itu sama, jadi :
2
*1
atau
(a = p)xy + (b-q)y; + (c -r) =0
Jika P dijalankan (dengan menghapus petunjuk koordinatnya),
diperolehlah :
Rumus : (a-p)x+(b-qQ)y+ (¢c=-1r)=0

+

+

+ 312‘ + aaxl + 2byl + 2¢ = xl2 + y12 + apxl + aqyl +2r

Karena bentux ini linear, tentu grafiknya merupakan garis
lurws, yang iisebut garis kuasa dua lingkarzn, atau ditu-

iis simbolis -

Sifat :; Garis kuasa tegait lurus sentral

Bahwa xedua garis lurus itu tegak lurus sesamanya, dapat-
lah dibuktikan sebagai beriku:i (lihat diatas)

Ll(-a,-b) dan Ly (-p,-q), sedangkan gariskuasa = Ll-L2=O

atau (a-p)x + (b-q)y + (c-r) = O.
- > pa— - a
Koeffisien arahnya = ET:“E



: _ X+ a _ + b . - . _
Garis LlL2 = T;va §Hr5_ . Jadi koeffisien arahnya =

=g + b

-p + a

Hlasil kall kedua koeffisien arah itu ternyata sams deng-n

-1 . Oleh karenanya kedua garis itu tegak lurus sesamanya.

Kesimpulan : Tempat kedudukan titik-titik yang mempunyai
kuasa yang sama terhadzp dua buah lingkaran
merupakan sebuah garis kuasa yang tegak lu-
rus sentral.

contoh

Carilah persamaan garis kuasa dan titix potong kedua ling-

karan dengan persamaan :

(1}). XZ + y2 + 8x + 12y - 28

(2). xa + y2 - 4x = 12y + 20

Penyclesaian :

Kurangkan persamaan (2) dari persamaan (1), kita dapatkan

12x + 24y - 48 = 0O

atau

(3) x+2y-4=0

Ini adalah persamaan garis kuasa.

Untuk menceri titik potong kedua lingkaran, kita se-

n n
o O

lesaixan persamaan (3) dan (1), dan didapatkan .
(4 - 2y)° + y° + B(4 - 2y) + 12y = 28 = O ‘

atau
2

16 + 16y + 4y2 + ¥© + 32 - 16y + 12y - 28 = O
Daril bentuk terakhir kita dapatkan
(4) 5y2-20y+20=0 atauy2—4y+4=0

atau
(y = 2)° = 0
Jadi dari persamaan (4) didapat y = 2

Selanjutnya y = 2 , disubstitusikan dalam persamaan
(3), maka didapat x = 0., Karena titik (0,2) terletak pada
garis kuasa dari dua lingkaran tersebut, berarti garis ku-
asa adalah garis singgung terhadap lingkaran. Jadi, garis
kuasa berimpit dengan garis singgung dan kedua lingkarannya
bersinggung di titik (0,2).
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2. 8 Berkas Lingkaran

Analog dengan berkas garis dapatlah juga dibentuk sua-—
tu'berkas lingkaran. ‘

Kalau kedua lingkaran itu Ly = 0 dan Ly = 0, maka ber-
kas lingkaran itu Ly +);L2 = 0 tiseevcscoscenserssssscc(l)

Ly dan L2 disebut lingkaran dasar, dan dua titik po-
tongnya (nyata atau tidak) disebut titik-titik dasar.
Parameter AN harus linier.

Untuk tiap harga N terdapat sebuah lingkaran dari ber -
kas itu, dan disebut anggota berkas. Karena banyak sekali
harga }\ yang dapat dipilih, Tentulah juga berkas itu meng-
hasilkan banyak sekali lingkaran-lingkaran.

Sifat : Semua anggota dari berkas itu senantiasa melalui dua
- titik dasar berkas.
Bukti
Misalkan titik dasar itu (xl,yl);

(%1,¥)) pada L; = O berarti : (L;) = O untuk x = X;
) dan ¥y = ¥1

(¥y,¥)) pada L, = O berarti : (L,) = O untuk x = X,
dan ¥y = yl

Jadi : (Ll'+)\L2) =0 untuk x = % , ¥ = ¥

Hal ini berarti, bahwa L + L, =0 untuk setiap har-

ga A\ senantiasa melalui titik (xl,yl).

Analog untuk titik dasar yang kedua.

Bahwa semua anggota berkas melalui dua titik dasar
tadi, dapatlah dijelaskan sebagal berikut:

Suatu lingkaran ditentukan oleh tiga ketentuan atau
tiga titik yang tidak segaris letaknya. Untuk menentukan
tiap anggota berkas, hanyalah diperluxan sebuah titik lagi.

Jadl rupa-rupanya sudah dipakai dua ketentuan atau
dua titik lain, ialah dua titik dasar tadi.

Dengan sendirinya berlaku :

1. Kalau kedua titik dasar itu nyata, maka semua anggota
dari berkas berpotongan dititik-titik itu, Anggota berkas
yang kecil ialah lingkaran yang bergaris tengah = garis
hubung kedua titik dasar itu.
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2. Kalau kedua titik dasar itu berimpit, tentulah semua
anggota dari berkas juga melalui dua titik yang berimpit
dengan perkataan lain : semua anggota dari berias menyi-
nggung kedua lingkaran dasar titik singgungnya. Dalam
berkas hanyalah terdapat sebuah lingkaran yang berjari-
nol, atau lingkaran nol.

5. ¥alau kedua lingkaran dasar itu tidak berpotongan, jadi
kedua titix dasar itu imaginer, tentulah semua anggota
dari berkas juga tidak berpotongan. Dalam berkas terda-
pat dua buah lingkaran nol.

Secara analitis hal yang diatas dapat dijelaskan sebagai

berikut .

Ambillah sebuah berkas lingkaran, yang sesederhana-

sederhananya:
x2 + yZ +A X+ k=0,

terdiri atas lingkaran xa + y2 + k = 0 dan garis x = Q0 yang
akan merupakan garis kuasa berkas(karena bentuk itu selalu
menghasilzan lingkaran untuk tiap-tiap hargaz& , yang sena -
tiasa melalui titik potong lingkaran dasar dan garis kuasa)
Titik-titik dasarnya didapat dari perpotongan Xx = 0 dan
x° + y% + k= 0, ialah titik-titik (0, + V k).

Tiap anggota berpusat (-}A, 0) dan berjari-jari =

Jire - x .

I. Kalau k£ O, tentulah titik-titix dasar (0, *V -k ) nyata.
Dalam berkas tidak terdapat lingkarzn nol, sebab
1% - k tidak mungkin nol. Lingkaran yang terkecil

ialah lingkaran yang berpusat di O dan berjari-jari -k

II.-Kalau k = O, tentulah kedua titik dasar itu berimpit.
Dalam berkas terdapat sebuah lingkaran nol, yaitu kalau
A=k = 0.
Oleh karenanya maka tiap lingkaran yang menyinggung garis
g dititik P (a,b)®merupakan anggota berkas (X = a)2 +
(y - b)2 +Mg = 0. Lingkaran dasar yang satu ialah ling-
karan nol = titik P dan g = garis kuasa berkas.

III Kalau k) O, tentulah kedua titik dasar (0, *V-k) imagi-
ner, Dalam berkas terdapat dua buazh lingkaran nol, ialah
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apabila + © - k = 0, atau = % 2 k. Kedua lingkaran
nol ini disebut titik hilang atau titik Poncelet ( Pl
dan P2 ).

contoh untuk verkas T.

. x\ sb-y = pariskuasa
]_' Lerkas

. 1w R - [ .
(RN Trss L
o P A

Contdh untﬁk bérkasMIEI:"
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2. 9 Persamaan Parameter l,inzkaran
Perhatikan sebuan lingikaran dengan pusat (0,0) dan

jari-jari r seperti diperlihatkan dalam gaubar.

Jika P = (x,y) adalah seouah titik yang terletak pada 1i-
ngkaran, dan jika e adalan sudut diantara sumbu x dan
vektor u = 0P, maka kita dapatkan : '

u= 0D = (rcose, r sin e )

Karena

u=(x,¥5) =(rcose, r sine )}, berarti :

X =rcose dsny=r sin e ereescesnsssnsecsses{l)
Persamaan (1) disebui persamaan parameter sebuan lingkaran
Parameier adalah sudut e. Kedua persamaan parameter ditu -
lis dengan menggunaizan xoma diantara xeduanya berarti :

X = r ¢cos e , y=1r sin e.

Y

N

Jiiza suaarat dari persamaan (1) dijumliahkan, xita
dapatkan :

x2 + y2 = r2 cos2 e + r2 sin2 e = ra
Persamaan diatas adalah persamaan sederhana dari lingka-
ran .

Jika pusatnya adalah ¢ = (h,k) tidak berimpit dengan
titik 0 (0,0) dan e adzalah sudut diantara CP dengan garis
yang nelalui C dan sejajar dengan sumbu x positif, kita
dapatkan (Misal titik € di kuadran I).
u=z=CP=(x-h,y-k)=(rcose, r sine )
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r cos e
Yy~-k=r sin e

{(x = )" + (y - k)2 = r2

Bentux inl adalah persamaan standar dari lingkaran.
Bentuit lain dari pasangan persamaan parameter untuk

lingkaran yang berpusat di titik pangkal ¢ (0,0), dibicara

kan dalam kalkulus, namun dapat dicari seperti bverizut

Perhatikan persamaan lingkaran X2 + y2 = r° .

Kombinasi dengan persamaan x = ty dan dilanjutkan dengan

eliminasi x, kita peroleh ;:

faya + ya =T

atau

y = by

f701.+ t2
Substitusikan nilai y dalam x = ty, kita peroleh :
X = tr

iVl-r-ta

Jika kita pilih nilai yang positif, kitz dapatkan pasang-
an persamaan parameter untuk setengah lingkaran bagian a-
tas, yaitu ;

Moo= ir

’\}l+t2

y = Yy

V 1+ t2

dengan parameter t adalah koeffisien arah dari garis de-

ngan persamaan x = ty.
Jika dipilih nilai yang negatif, didapat pasangan persa-
maan parameter untuk setengah lingkaran bagian bawah
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LATIHAN 3

Carilah persamaan tiap lingkaran yang memenuhi syarat-

syarat berikut ;

a. Pusat {(-1,2) dan jari-jari >

b, Titik-titik ujung diameter (-1,4) dan (5,2).

c..Pusat dikuadran III, menyingsuns kedua sumou dan
jari-jari 3.

d. Pusat (5,5) yang menyinggung garis y = 2x + 1 .

e. Pusat terletak pada sumbu y dan melalui titik (4,2)
dan (-6,2).

f. Melalui titik (1l,-1) dan (5,3) dan pusat terletak
pada garis x + y + 7 = Q.

g. Titik potong sumbu x adalah -1 dan 5, dan jari-jari
5.

h. Melalui titik (2,1), menyinggung garis 3x + 4y + 6
= 0 dan jari-jari 4.

i, Melalui titik-titik (1,1), (1,-1) dan (3,0).

j. Melalui titik-titik (2,8), (5,5) dan (-3,3).

k., Melalui titik-titik (9,4) dan (5,-6) dan pusat ter-
letak pada garis 9x +11ly - 8 = O.

Carilah persamaan lingxaran yang dilingkungi oleh tiap

segitiga veriizut .

a. P]. (-1,3) , Pa (7,-1) dan P3 (2,9)

b. Py (C,-1) , P (-7,0) dan P3 (-1,6)

Carilah persamaan garis kuasaz dari lingkaran-lingkaran

2x2 + ayz - 3% +y -4 =0 dzn xa + ya + 2X <3y - 5=0

Carilah suatu titik yang membentuk garis singguns yang

sama panjangnya yang dspat digambar terhadap lingkaran

lingkaran x° + y2 =4 , x° + y2 + by - 2 = 0 dan

x2 + ya - 4x + 1 = 0 ; dan carilah pula panjang garis

garis singgung tersebut.

a. Carilah pusat dan Jjari-jari dari lingkaran-lingkaran
dengan persamaan 3x2 + Bya - 2% - 4 = 0.

b. Carilah panjang garis singgung yang ditarik dari ti-

tik (-3,2) terhadap lingkaran pada bagian (a).
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Tinjau persamaan dengan ketentuan t2 = xl2 + yla +Dlxl

+ Elyl + Fl , dan terangkanlah arti g-ometri

(a). t2 #)
2

(b). t 0

(c). t2 = O

€a). Tentukanlah persamasn anggota berxas lingkaran yang
didefenisikan oleh x° + y° + 2x - 4y ~ 8 = O dan

xa + y2 - 3% - 2 = 0, yang mempunyal pusati terletak

pada sumdu ¥.

Buxtikanlah bahwa garis kuasa adalah tegak lurus terha
dav garis hubung pusat-pusat lingkaran dari berkas yang
didefenisikan oleh lingkaran.
x2 + ya + Dlx + Ely + Fl = 0 dan x2 + y2 + DBX + an +
F2=O.
Tulislah persamaan garis singgung dan normal dari tiap
titik dan lingkaran berikut :
a. X2 + y° = 5 dan (-1,2)
b. (x + 5)° + (¥ - 1)% = 25 dan (-2,5)
c. 2x° + 2y° = x + 5y - 8 = 0 dan titik-titik berabsis

1. :
Buktikanlah bahwa sudut yang dilingkungi olen setengah
lingkaran adalah sudut lurus.
carilah koordinat-koordinat titik potong diantara garis

2% + 3y = 5 = O dan lingkaran X%+ ya -2X -4y + 4 =0

a. Carilah titik potong diantara lingkaran-lingkaran
x> 4 y2 + 2X - Ly - 8 = 0 dan X 4 ya -5 =3y -2
=D

b. Tentukanlah panjang tali busur persekutuannya

Diketahui berkas lingkaran yang didefenisikan oleh ling-

xaran-lingikaran x2 + ya - 2X + 4y - 6 = 0 dan x2 + y2 -

Lx + 2y - 4 = 0. Carilah persamaan tiap anggota berikut

a. Melalui titix (=4,6)

b. Melalui titik (5,1)

c. Pusat terletai pada sumbu x

d. Pusat terletax< pada sumbu Yy
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Carilah persamaan lingkaran yang nmenyinggung terhadap
lingzaran xz + y2 = 16, dan mempunyai pusat dititik
(-7,0).

Jika u = OP = (X,y) dan v = OC = (h,k) , buktikanlah
bahwa ling: aran ysng berpusat di ¢ = (h,k), Jari-jari
r, dan melalui titix P = (X,y) dapat ditulis dalam sa-
lah satu cara berixut

a. (u -v). (u - v) = r2
b, (uent) = 2(u o V) + (V.v) = r2 = 0

Carilah persamaan parameter dari lingkaran-linggaran

dalam suku-sulku parameter :

a. x° + y2 = 16

b.X2+}'2=25

C. x2 + ya - 49 =0

d. xa + y2 - 2X + 4y - 11 = Q.
2 2

e. X  + ¥y +6x -4y +9=0 _

Carilah persamaan parameter lingkaran dalam latihan 16,
jika parameternya adalah t dengan t koeffisien arah ga-
ris dengan persamaan %"=ty

Carilah tempat kedudukan sebuah titik yang memiliki
panjang garis singgung dari titik tersenut pada lingka~
ran x> + y2 + 4¥ + oy = 27 adalah 9 satuan panjang.
Bicarakanlah himpunan titix-titik yang memiliki panjang
garis singgung dari tiap titik terhadap lingkaran

x2 + y2 - 2¥ + 4y + 1 = 0 adalah 6 satuan vanjang.
Carilah persamaan-persama:zn garis singgun:; dori ticlk
dan lingkaran perixut

a, x2 + y2 - 6x - 36 = 0 dan (9.9)

b. X + y= + 8y - 42 = O dan (=4,6)

C. x2 + y2 + 10x - 4y = 87 dan (9,-4)

Buktikanlah bahwa versamaan parameter dari lingkaran

(x - 1)% + (y - k)% adalah

x h + r cos e
y =k +# r sin e

dengan e sebagal parameter. Buat sketsa grafiknya.
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Tentukan persamaan lingkaran yang melalui O dan titik
potong kedua lingkaran X+ y2 - 6x - 8y - 11 = O dan
Xa + ya - 4x - by -~ 22 = 0, A
Tentukan persamaan lingkaran yang melalui titik potong
kedua lingkaran %2 4 ya - 6X + L4y - 12 = 0 den

xa + y2 - 10x = 16y + {0 0.

dan yang bervusat vada garis 8x - 3y - 2 = 0, Titik

pada sumbu x yang manakah mempunyal kuasa yang sama

terhadap kedua lingkaran itu?

Buxtikan bahwa kedua lirngkaran x2 + y2 - 10x + 2y + 17

= 0 dan x2 + yz + 8x - 22y - 7 = O szling bersinggung-

an. Tentukan pula titik singgungnya.

Lingkaran yang manakah menyinggung kedua lingkaran da-

lam nomor 24 di titik singgungnya dan opula menyinggung

sumbu y ?

Carilah persamaan-persamaan lingkaran yang memotong

sumbu x menurut sebuah tali busﬁr sepanjang 20, dan

memotong sumbu y sepanjang 36 dan yang berjari<jari

5 135.

Tentukan :

a. Persamaan lingkaran yang melalui titik-titik (8,-7)

(1,-6) den (5,2).

b. Persamazn lingkaran yang berpusat dititik pangkal

dan berjari-jari 4. '

¢. Persamaan-persamaan lingkaran yang melalui titik-

titik potong kedua lingkaran tadi dan yang menying
Tung sumbu y.

Perbatasan : Sudut antara dua garis lengkung yang ber-
poiongan adalah sudut antara dua garis
singgung di titik potong pada kedua garis
lengkung itu.

Lingkaran yang manakah berjari-jari 4, berpusat pada

sumbu ¥y dan memotong lingkaran xa + ya = 9 tegak lurus

Tentukan persamaan lingkaran yang memotong lingkaran

x2 4 y2 - 2x + 5y = 5 = 0 tegak lurus, melalui titik

(6,1), dan yang pusatnya terletak pada garis 9x + 4y =47
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30. Buktikan bahwa lingkaran-lingkaran x2 + y2 - 49 =0

31.

32.

33,

dan x2 + ya -6x-8y+21 =0 bersinggungan. Tentukan

kemudian persamaan lingkaran, yang welalui titik pang-

Kal dan yang menyinggung itedua lingk%ran tadi dititix-

titix singgungnya.

Perbatasan : Sebuah lingkaran membagi dua sama sebuah
lingkaran lain, jika lingkaran yang per-
tama melalui sedua ujung sebarang garis-
tengah lingkaran yang kedua.

Tentuxan persamaan lingkaran yang membagi dua sama

lingkaran x2 + y2 - 2x + 2y - 2 = 0, berpusat pada ga-

ris 3x + 2y + 3 = 0 dan ysng garis kuasa lingkaran
yang diketahui dan lingikaran yang diminta, melalui ti-
tik (-1,3).

Tentukan versamaan garis singgung persekutuan pada ke-

dua lingkaran (x - 3 )2 + (y - 4)2 = 25 dan 4x2 + uya

+ 28x + 20y + 65 = O- :

Lingkaran yang manakah melalui titik-titik potong ke-

dua lingkaran xa + y2 + 2X + Ly - 17 = 0 dan x2 + ya

- 6x - 10y - 15 = 0 dan berpusat pada garis 5% - 3y

+ 1 =0. '

Buktixan bahwa persamaan garis singgung yang bverkoef-

fisien arah a, pada lingkaran yang berpusat (a, ) dan

berjari-jari r adalzh : y - = a(x - a) Yr o1+ az.



BAB III
PARABOLA

%. 1 DPersamaan Parabola
Defenisi
Parabola adalah tempat kedudukan titik-titik yang
berjarak sama terhadap sebuah titik dan se-

buah garis yang tertentu .

Titik itu disevut fokus dan garis itu direk-
r trix.
Diketahui : garis g dan titik
Qho - - % .. F.

-

.._fl._ ,”' Lukis : Beberapa titik dari
P I
L7 . parabola dengan F se-
s R i bagai fokus dan g se-
\ r 2 sux 'bagai direktrix.

Penyelesaian : Tarik sebuah
garis FS tegak lurus
1l g. Titik tengah QO dari
segmen garis FS meme-
3 : nuhi.
Buat lingkaran (F,d),

4 sebarang. Tarik

g'//g pada jarak d,
yang iremotong lingkaran pada dua titik, yang memenuhi defe-
nisi diatas. Bllamana untu«< d diambil banyas macam harga,
tentulah terdapat banyas< sesali titiit pada parabola menurut
Keperiuan. BRagalmanakah bentux persamaannya ? Untuk ini
perhatikanlah gambar diatas. 3udah barang tentu bahwa ga-
ris FS akan diambil sebagai sumbu x. Dan logis akan dipilih
garis g sevagal sumbu y. Tetapl ternyata bahwa persamaannya
akan tidak semudzh sebagaimana yang berikut.

Ambillah garis sumbu dari segmen garis FS = p sebagai

sunbu y. Jadi F = (¥p,0). Misalkan P (x,y) - pada hakekat-
nya sudah diambil koordinat berjalan, karena sudah tidak
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memakai petunjuk -, maka dalam PFR siku-siku berlaxu hubu-
ngan :

pr® = PR° + FR
(x + 3p)° e

Xa + pPX +

2

=y
%pa

atau

y2 = 2pX ; b diseout parameter parabvola

Jelaslah dari lusisan diatas, banhwa cumbu X merusa.zn sum-
bu simetris parabola itu. - Pertanyaan ; mengapava 2

- Titiz potong sumbu simetri dengan parabola ialah O dise-
but titik puncak.

Jadi ya = 2pXx adalah persamaan parabola yang .

}. Befpuncak di 0 (0,0)

2. Mempunyal sumbu x sebagai sumbu simetri

3. Berfokus F (%p,0) dan

4. Berdirektrix g = x = - ¥p.

Kalau puncak parabola adalah (a,b) dan sumbu simetri
nya tetap sejajar dengan sumbu x, maka dengan mudah dapat
dibuktikan, bahwa persamaannya adalah (y - b)2 = 2p(x - a).

Persamaan dirskirix menjadi x = a - 3p , sedangkan
fokusnya F berkoordinat (a + 3p , b).

Persamaan parameter suatu parabola ialah ;

X = 2pt2

y = 2pt

( t = parameter )

Bilamana t di-eliminir, terdapatlah kembali y> = 2px

LATIHAN 1

1. Carilah persamaan parabola yang mempunyai fokus dititik
(-a,0) dan garis x - a = O sebagal direktrixnya.

2. Carilah persamaan parabola yang mempunyai fokus dititik
(0,a) dan garis y + a = O sebagai direktrixnya.

3. Carilah persamaan parabola yang mempunyai titik puncak
(0,0) dan titik (0O,-a) sebagai titik fokus.
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L+ Carilah persamaan parabola yang mempunyai titik puncak
(0,0) dengan titik-titik fokus :

a. (2,0) d. (-4,0)
b. (0,-3) e. (0,5)
C. (0,3) f. (650)

5. Carilah persamaan parabola yang meumpunyai puncak dititik
pusat (titik pangkal) dan persamaan direktriknya.
a. x+2=20 Ce Y=~ L4 =20
be x - 3 =20 de y+ 5=0

6. Carilah persamaan sederhana parabola yang koordinat fo-
kus dan persamazn direktrixnya seperti berikut
a. Fokus (1,0) dan direktrixnya x = =1

b. Fokus (=3,0) dan direktriknya x - 3 = 0
c. Fokus (0,5) dan direktrixnya y + 5 =0
d. Fokus (0,-4) dan direktriknya y - 4 = O

7. Carilah persamaan sederhana parabola
a. Fokus terletak pada sumbu y dan kurvanya melalui (8,-3)
b. Fokus terletak pada sumbu x dan kurvanya melalui

(’1:5)-

8, Carilah persamaan sederhana parabola yang memenuhi syarat
syarat sebagai berikut
a. titik (2,-3) terletak pada parabola
b. titik (-4,-1) terletak pada parabola _

9. B uktikan bahwa x° = Lay adalah persamaan parabola yang
membuka keatas . 7

10. Buktikan bshwa ya = - Lax adalah persamaaﬁ parabola yang

membuka ke xiri,

11. Buktikan banwa x2 = -L4ay adalah persamaan parabola yang

membuka ke bawah.



3. 2 Garis Singgung
Sekarang akan diselidiki kedudukan suatu garislurus

terhadap sebuah parabola.
Misalkan garis itu g = ¥ = aX + D ci.icavesesecse(l)
dan parabola itu ya = 2px tessssssccncsel(l)
Perpotongan antara (1) dan (2), atau harga (1) dimasukkan
ke (2) menghasilkaﬁ :
a® %2 + 2 abx + b2 = 2 px
atau
‘aaxa + 2(ab - p )x + b2 =0
dengan : 1D = p2 - 2pab.
Jika D X 0, garis tidak memotong parabola .
Jika .D ~ 0, garis g memotong parabola pada dua titik .
Jika D = O, yang berarti p> - 2pab = O |

atau : p - 2ab = 0 seeceevecccsoncones(3)

maka g menyinggung parabola.
Kalau dari garis g diketahui koeffisien arahnya a,'maka
dari (3) terdapat :
b = p/2a. Jadi :

Rumus : y:ax-v-g
. 2

merupakan persamaan garis singgung, yang
berkoeffisien arah a pada'parabola

ya = Z2pX.

Rumus : yyp =P (X + %)

merupakan persamaan garis singgung dititik
P ( X3 5 N ) , pada parabola ya = 2pX.

Bukti : Sebarang garis g yang melalui P mempunyai persamaan
Yy -y = a(x - X,) atau y = y; + ax - a¥y.
Perpotongan dengan parabola menghasilkan :

(yl + ax - axl)2 = 2px atau
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ax - 2(a X) - ay; + PYX + yl2 + aaxl2 - 2ax1yl

=0 cosececel(ly).
Bilamana garis itu harus merupakan sebuah garis
singgung, maxa titikpotong yang kedua harus berim-
pit dengan P. Jadi jumlah kedua akar dari (4) harus
1 atau :
2(a --aayl + p) = 2x1
a

a=p/y;

Setelan harga a ini diisikan dipersamaan pertama,

terdapatlah
yyl - ylz = pX - le
(xl,yl) pada parabola berarti : yia = Bpxl.

Jadi : y¥yy - 2pxl = PX - pX,
atau : yyq = p(x + Xl)’ g.e.d.
Garis singgung di P membagi sudut antara PF dan

garis yang melalui P dan sejajar sumbu simetri
atas dua bagian yang sama.

% Lihat gambar.
L7 Kalau P (a,b) , maka PQ = a +
@l j___ P‘ p = PF (menurut perbatasan pa-
/// " ','h\ rabola). Titik potong garis
, ) o :‘\ singgung di P dengan sumbu x
ifL///// \; g ;' = adalah R (-a,0) — isikanlah
saja Yy = O kedalam by = p(x + a)
f Jadi RF = a + %p juga. Karena
RF + PQ = PF , maka PFRQ merupakan sebuah belah ketupat
dengan garis singgung PR sebagal diagonal. Jadi sudut QPR
= sudut FPR.

Perbatasan ; 1. Kalau PR = garis singgunz di P, maka garis

yang melalui P dan tegak lurus pada PR di-
sebut normal.

L 5’55081-:&‘ il g 1

EF o Wi



2. Segmen garis RS disebut subtangens.
3. Segmen garis ST disebut subnormal.
(PT = normal ! )

Catatan : 1. Karena RO =0S, tentulah sumbu y melalui titik

potong kedua dlagonal beiah ketupat itu.

2. Sifat diatas diperguna<an untuk uselaksanzkan
reflegtor lamou senter yang berbentuk narabo-
lis, yang menghasilkan sinar sejajar, bila
per lampu di F .

LATIHEAN 2

Bagaimanakah ventuk persamaan garis singgung di titik
(X;,¥7) pada parabola ( y - b )e = 2p(x - a) 2

Dalam hal manakah garis y = ax - 3.

a. Memotong pada dua titik

b, Menyinggung

¢. Tidak memotong, parabola y2 = 4x 2

Parameter suatu parabola adalah 2. Xalau titik P ter-
letak pada parabola dan berordinat -2 , tentukanlah
absisinya P. Kemudian tentukan persamaan garis singgung
di titik P itu.

Tentukan persamaan normal di titik (1, -2) pada parabo-
la ya = L4X . Berapakah sub normalnya ?

Tentukan persamasn garis singgung yang berkoeffisien
arah 2 pada parabola yz = 8x . Tentukan vula titik sing
gungnya dan persamaan normal di titik itu.

Tentukan persamaan parabola yang berpuncak di titik
pangkal 0, melalui (6,-6) dan menyinggung sumbu y.
Idem,idem dan menyinggung sumbu x.

Carilah persamaan parabola yang berpuncak di 0, menying
gung sumbu y dan menyinggung pola garis x -~ y + 1 = O,
Manakah titik singgunsnya 2

Tentukan persamaan-persamaan yang melalui (-2,-3) pada
parabola y2 = 8%. Pula persamaan garis hubung kedua
titik singgungnya. Sesuaikah persamaan ini dengan rumus

garis polar suatu titik terhadap parabola 2



3.'3 Pemakaian Parabola

- Kita dapat melihat bebsrapa venerapan dari pemakaian
parabola, diantaranya :

1. Jalannya lintasan peluru yang keluar dari séenapan atau
meriam atau alat penemtak lainny:, bila hanya dipenga-
ruhi oleh gaya berat adalah berupa parabola seperti
ganbar dibawsh ini

</ )

2. Bila kita ingin menempatkan sumber cahaya dalam venda-
benda yang berbentuk'parabola maka sumber cahaya itu
harus ditempatkan pada koordinat titik-titik fokusnya,
sehingga akan paling terang bila dibandingxan dengan
disiupan pada tempat-tempat lain. Hal ini disebabkan
bila pada titik ditarik cahaya, maka sinar-sina> yang
Jatuh pada permuxaan parabola akan dipantulkan nasing-
maing sejajar dengan sumbu simetrisnya, lihat gasmbar

dibawoh,

45”,’_’
L
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‘Bila suatu jembatan atau jalan yang bergantung seperti

kabel, maza walaupun merata horizontal, tetapi seocenar-
nya verbentux paravola, hal ini disebabian berst dari

pemisalaa sabel tersebut, lihat gambar dibawzh.

LATIHAN 53

Bicarakanlah dan buat sketsa grafiknya dari persamaan

parabocla berikut

B Bya + 10x = O e. 3x2 - 1l6y = O
b. 5%~ - 32y = O f.y° + 32% = O
C. x2 + 24y = O ‘

de 2)‘2 = 37x

Carilah persamaan parabola dengan oduncak don fokus se-
pertl verikut

a. pPuncak (2,1) dan fokus {4,1)

b. Puncax (-3,4) dan fokus (-3,-2)

c. Puncak (=4,7) dan folkus (-4,3)

Carilah tiap persamaan parabola dengan data seperti
berikut

a. Fokus (1,2) dan direktrixnya y = O

b. Fokus (2,1) dan direktriknya x = 0O

c. Fokus (-1,-3) dan direktrixnya 2Xx + y - 1 = O

d. Fokus (3,-2) dan direktrixnya x - 2y = O

e. Puncak (1,-2) dan direktriknya x + 4 0
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Carilah persamaan sederhana varabola berikut

a. Fokus terletak pada swsbu y, dan panjang latus rec-
tunnyza 16.

b. Fokus pada sumbu X dan vanjsng latus rectumnyza 24.

Carilah persamaan tiav parabola berikut -

a. Foxus (0,0) dan dirextrixnya ax + by + ¢ = D

o. Puncak (hmk), suwsbunya sejajar dengan sumbu X, dan
panjang latus rectumnya 4a.

¢. Puncak (hx), sumbunya sejajar dengan sumbu y dan .
panjang latus rectumnya 4a.

Salah satu koordinst titik ujun; tali busur fokus suatu

parabola y° = Lax adalah (4a,ha). Carilah koordinat ti-

tikujung yang satu lagi.

Carilah koordinat titik potonz diantara parabola-para-

bola y2 = hax dan x° = Lay.

Jika setiap titix yang diketahui merupakan himpunan ti-

tik dalam keadaan berjarak tetap dari titik (-3,4) se-

sar 2 satuan lebih besarnya dari pada berjarak vpada ga-

ris x -~ 3 = 0. Carilah persamaan himpunan titik terse-

but.,
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3. 4 mTitik dan Garis Polar
Perbatasan : Kalau dari sebuah titik p (xl,yl) di luar

suatu paraboia ditarik-dua buah garis sing -
gung, maka garis hubung p antara kedua titik
- singgungnya disebul garis polarnya P terhadap
parabola, dan P adalah titix polarnya garis
P itu.
Sebagaimana telan diketahui, persamaan garis singgung di
P (xl s yl) pada parabola y2 = 2 px adalah ¥y, = p(x + xl)
Akan dibuktixan bahwa persamaan ini ialah :

Rumnus ; Yy; = p(x + xl)

merupaxkan persamaan garis polar titik P(xl,yl)

yang terletax diluar parabola yZ = 2 px ter-

hadzp parabola itu.
Bukti : lihat gzmbar.

Kalau Q(xa,ya) dan R(xB,y5)
adalah titik singgung-titik
singgung kedua garis singgung K_(‘,‘f.)
dari P(xl,yl), maka garis <:T//
singgung di Q dan R itu oper-
turut-turut -

PQ = ¥o¥ = P(X, + X)eseeeal(l)
PR z yz¥ = P(x3 + X)eowsoe(2)
P pada (1) berarti ; Yo¥ =

A

1y i

D(Xy + %) R )

P pada (2) berarti : yayl =

p(x3 + xl).a..............(u)

Perhatikanlah sekarang suatu garis yang berpersamaan :

yy, = p(x + xl)...........(5).

Berhubung dengan (3) tentulah titix Q terletak pada (5)
Berhubung dengan (4) tentulah titik R terletak pada (5)
Jadl @ dan R torletak pada (5), yang berarti bahwa (5)
ditentukan oleh @ dan R, atau QR = (5) = garis polar titik
P(xl,yl) terhadap parabola ya = 2px, menurut perbatasan.
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Catatan : Bukti diatas sesuai benar dengan bukti untuk
lingkaran dan akan dipakai lagi untux elips dan
hiperoola. '

Sebagaimana dulu untuix lingkaran dan sekarang untuk
parabola sebuah garis kutub atau garis polar hanyalah da-
pat dilukis, bilamana titik. polarnya terletak diluar ling-
waran atau parabola. Bagazimanakah halnya, jika titik polar
P itu terletak di dalam parabola ? (teori, lukis:n dan -~
bukti berlaku juga untux lingkaran ).

Lihat gaubar

Ambillah dua garis
melalui P. Tentukan titik
polarnya masing-masing
garis., Garis hubung kedua
titik polar itu merupakan
garis polarnya titik P
terhadap parabola.

Bilamana garis q
berputar melalui P, tentu-
lah titik polarnya berge-
rak sepanjang garis hubung
tadi, yakni garis polar p
dari titik P. Bahwa ini
betul-betul benar, dapat
lah dibuktikan sebzgai be-
rikut,

Misalkan : Q(xn,yn). Garis polarnya { adalah Yy = p(xn + x)

Titik P padanya berarti Yp¥1 = p(xn + xl) N

Kalau Q berg:rak, tentulah n berubah. Jadi tempat kedudukan

titik Q adalah (6) dengan membuang petunjuknya n, sesuai

dengan rumus diatas. Jadi rumus di atas berlaku untuk titik

P di luar, pada, atau di dalam parabola,
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3. 5 Tempat Kedudukan
contoh :
1. Tentukan tempat kedudukan tengah-tengah semua tali busur

yang sejajar dari suatu parabola

Penyelesaian : lihat gambar
Parabola = ya = 2pX
Y Garis-garis yan: sejajar
dimana talibusur-talibusur
itu terletak dapat diumpa-
makan y = ax + b, (a tetap
dan b = parameter).

Perpotongan menghasilkan
,‘/ y2=2p.y__;-__1_) atau
2 . aya-

=2pY + Pb = Ceeveeeses(l)
‘ ' yang diperlukan disini bu-
kanlah harganya akar ma-

sing-masing tetapi hanya-

lah jumlahnya.
Karena yang diminta adalah titik tengah jumlah akar-akar

(1) adalah y| + y, = gg atau  ¥(y; + ¥o) = g = yT

= koordinat y titik temgah T dari kedua titik potongnya.
Ternyata disini parameter b sudah tidak terdapat lagi ma-

ka tengah-tengah itu selalu berkoordinat y = p untuk se-
2

barang x, jadi tempat kedudukannya adalah
y = p/ a sebuah garis yang sejajar sumbu x

2. Tentukan tempat kedudukan titik-titik dasar semua garis
tegak lurus dari fokus suatu parabola kesemua garis
singgung parabola itu
Penyelesaian lihat gambar:
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Parabola = ya = 2px

Misalkan garis singgung itu

Yy =ax + p_, a = parameter
2a

karena arannya berubah-ubah
garis yang tegak lurus garis

singgung itu dan yang mela-
lui F (3p,0) mempunyai per- -

samaan y = =1 (x - 3p)
a

Perpotongan kedua garis itu

menghasilkan ax + p = =X
2a a
+ D atau (a+ 1) x=20
a a

Atau x =0 .
Ternyata tempat kedudukannya adalah sebuah garis yang me-
lalui nol dan yang tegak lurus sumbu x, yaitu sumbu y
sendiri sesual dengan catatan.l garis singgung. Titik da-
sar itu adalah titik potong kedua diagonal belah ketupat
dalam pasal tersebut.

3. Tentukan tempat kedudukan titikx sudut semua sudut siku-
siku jika kedua kaki sudut itu merupakan garis=garis
singgung pada parabola.
Penyelesaian : lihat gambar
Parabola = yZ = 2pX

Garis singgung = ¥y = aX + D_

a = parameter

Garis singgung yang tegak
lurus padanya berkoeffisien
arah -1/a dan mempunyai
persamaan y = - Xx/a -%ap
Perpotongan menghasilkan : ax + p/2a = =x/a =~ Zap

atau
x(a + 1/a) = - ¥p ( a + 1/a)}.
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Jadil x = =D

2

Ternyata tempat kedudukan itu jalah direktrix parabola.

Catatan : Baik dalam contoh 2, maupun dalam contoh 3, cara

mengeliminr parameternya adalah berlainan dengan
apa yang telan di:ietahui. Mengenai hal ini memang
tak ada cara yang tertentu. Cara yang mana yang-
aikan dipakai, tergantung dari bentuk socalnya sen-

diri,

LATIHAHN L

A, B, C, D adalah titik-tizik (-3,3), (12,6), (-4,-3),

- (1,-2), E membagi dalam segmen AB atas perbandingan 2 : 1

3

A, B adalah titik-titik (1,-2), (~3,4); tentukan titik-
titik T pada garis x - 2y + 4 = 0, kalau luas segitiga
ABT = 130

.Garis~garis ax + hy + g =0, hk + by + £ = C dan

gx + fy + ¢ = 0 adalah konkuren ; buktikan bahwa:
abc + 2fgh — af® 2 _enl -0 -
Tentukan panjang tali busur yang verimpit dengan sumbu

_bg

x dari lingkaran yang bergaris tengah AB, kalau A(O,-1)
dan 3(2,3). :

A, B, C, adalah titik (3,5), (-4,-2), (3,-1); tentukan
titik-titik pada garis x - 3y + 2 = 0, yang konsiklis
{selingkaran letaknya) dengan A, B dan C.

Buktikan bahwa pusat lingkaran-linggaran 2x2 + 2y2 =-3x
—4x + 1 =0 dan 16x% + 16y° - 32x = 1 = O yang satu
terletak pada yang lain. '
mentukan titik potong - titik potong garis singgung di

titik (1,2) pada lingkaran xe + yz = 5, dengan

% + y° = 10

Tentukan persamaan lingkaran yang melalui titik (1,0)
dan yang menyinggung garis 3x + 2y = 4 dititik (2,-1)
Tentukan persamaan-persamaan garis singgung yang dapat
ditarik dari titik (-3,-4) pada lingkaran x2+ ya-hx-Zy-S

= O.
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11.

12.

13.

1y,

15.

16'

17.

18.

19.

20.

Buktikan bahwa garis singgung pada lingkaran xa + Yy
- 6x + 2y + 5 = 0 dititik (1,0) menyinggung lingka-
ran 5x2+ 5y2 =4 ) _

Buktikan bahwa kedua lingkaran «° + ya- bax + bay +
16a® = 0 dan X2 4 ya - 2ax + bay + 8a® = 0 berpotongan
tegak lurus.

Garis singgung .dititik (4,3) pada lingkaran x2+ y2=25
memotong lingkaran x° + y°= 50 dititik-titik P dan Q
buktikan bahwa garis singgung - garis singgung di P
dan Q pada lingkaran yang kedua tegak lurus sesamanya
Buktikan kedua garis 3x - y - 25 = 0 dan 7x - 4y - 25
= 0 adalah sekawan terhadap lingkaran xz + y2= 25
(titik polar garis yang satu terhadap lingkaran ter-
letak pada garis yang lain).

Tentukan persamaan lingkaran yang melalui titik-titik
(-4,2) dan (-3,-1) dan yang berpusat pada garis

3X - y = 1., Tunjukkan bahwa talibusur lingkaran tadi
dgn lingkaran xa + ya - 2X + 4Ly - 4 = O merupakan
garis tengah lingkaran yang kedua.

Tentukan persamaan lingkaran yang melalui (-3,0) dan
yang memotong tegak lurus lingkaran-lingkaran x2 + ya
+ 3Xx = by + 5 = O dan %© + ya- 7x =y =20

Tentukan titik-titik yang kuasa-kuasanya terhadap
lingkaran-lingkaran %2 4 ya = 3, x° 4 ya-'x = 0 dan
%%+ y% + 3x + 2y - 6 = O berbanding 1 : 2 : 3.
Diketahui titik-titik A (2,0) dan B (0,3). Tentukan
tempat kedudukan titik C segitiga ABC, Jjika selalu
berlaku : AC2 - BC2 =1

Tentukan tempat kedudukan titik-titik yang mempunyai
sifat bahwa jumlah jarak-jaraknya kedua buah garis
yang berpotongan tetap harganya.

Diketahui titik A (0,2). Pada sumbu x terletak titik
B dan pada AB terletak titik ¢, sehingga AB.AC = 16.
Tentukan tempat kedudukan titik C, kalau B bergerak
pada sumbu x :
Diketahui Segitiga ABC. Pada AC terletak titik P dan
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pada BC titik Q sehingga PQ sejajar AB. Tentukan tempat

kedudukan titik potong AQ dan BP,

Dua buah lingzaran L, dan LZ perjari sama ( = a ) dan
kedua=-duanya menyinggung sumbu x dan sumbu y 3 Ll di
kuadran I dan Lo dixuadran II. Dari sebarang titik p
pada sumbu x ditentukan garis volarnya terhadap Ll dan
darli garis polar ini ditentukan titik polarnya terhadap
L,. Tentuxan tempat kedudukan titix Q, bila P bergerak
sepanjang sumbu X.

Lingkaran Ll dengan pusatl 0 dan lingkaran L2 dengan pu-
sat (3,0) versinggung dititk P (1,0); P adalah titik
sudut tetap suatu sudut siku-siku. Kaki yang satu memo=-
tong Ly dititik-titik P dan Q; kaki yang lain memotong
L, di P dan R, Tentukan tempat kedudukan tengah-tengah
QR. Macam apakah tempat kedudukan ini 2

PQ adalah tali busur variabel yang melatui fokus suatu
parabola : TP adalah garis singgung di P, dan TQ seja~"
Jar sumbu simetri; buktikan bahwa tempat kedudukan te-
ngah~tengah PT adalah direktrix,

P dan Q adalah dua buah titik variabel t dan 72¢ pada

- hax ; tentukan tempat kedudukan titik

parabola y
potong garis singgung-garis singgung di P dan Q pada
parabola tersebut, _
Talibusur PQ suatu parabola y© = Lax melalui titik (Db,0)

tunjukkan bahwa garis-garis singgung di P dan Q bertemu

2

vada garis x + b = 0.

PN adalah normal dititik P, yaitu titikvariabel pada
parabola y2 = LaX; garls yang melalui fokus dan sejajar
dengan garis singgung di P, memotong PN dititik N;
buktikan banwa tempal kedudukan titik N adalah parabola

ye = a(x—a) .

Tunjukkan bahwa dua dari tiga buah normal yang dapat di-
tarik dari titik (5a,2a) pada parabola y2 = Lax, berim-
pit.

Tentukan persamaan-persamaan garis singgung yang dapat
ditarik dari titik (-3,1) pada parabola y° = x.
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32, Suatu titik terletak sebarang pada garis 2x - 3y + 8 = O
Buxtikan bahwa garis polar titik itu terhadap parabola
¥% = 4x , melalui (4,3).

33. Buktikan bahwa parabola y2 = LaXx merupaizzn tempat kedu-
kan pusat lingkaran yang menyinggung suabu y dan ling-
karan x2 + y2 = 2aX. .

S4. Lingkaran x2 + ye + 2aX + 2ay = O memotong parabola
ya = axX di 0 dan tiga buah titik, yang berordinat

yl,gz dan yB. B uktikan bahwa Y1 Yo » y3 sama dengan

-2a

55. Tentukan persamaan garis singgung persekutuan pada pa-

2 2 2

rabola ya = 4ax dan lingkaran 2x~ + 2y~ = a“,

36. Ralaurdiketahui A(5,2) dan Cc(3,6), tentukan kedua ti-
tik sudut lainnya dari bujur sangkar ABCD.
Berapakah luas bujur sangkar itu 2

37. Tentukan persamaan gemua lingkaran yang menyinggung
lingkaran x° + y% - 8x - 7y + 22 = 0 dititik (2,2).
Kemudiazn tentukanlah pusat dan jari-jari lingkaran dari
kumpulan lingkaran diatas tadi yang memotong, tegak '
lurus lingkaran %2 4 y2 - 6x - 4y - 4 =0 . '
Petunjuk : Sebuah titik (a,b) dapat dianggap sebagai
lingkaran yang berjari-jari nol, yaitu (x - a)2 +
(y - b)2 = 0. Susunlah berkas dengsn titik itu sebagai
lingkaran dasar.

38. Diketahui tiga titik A (-6,-4), B (6,5) dan C (-18,12)
a. Tentukan perwamaan ketiga segitiga ARC itu.
b. Tentukan persamaan kedua garis bagi dalam sudut-su-

dut B dan C.
Petunjuk : Pakailah titik potongnya dengan sumbu y un-
tuk menyelidiki yang mana garis bagi dalam dan yang
mana garis bagi luar
C. Tentukan persamaan lingkaran dalam dari segitiga ABC
itu,

d. Berapakah luas segitiga ABC ?
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