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KATA PENGANTAR
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n_v-a d='iairr i lirru r:rlateirr;.tii,;a.

E,-iFri-i ini t,=r-diri dar-i 4 EAE, yaitu EAE I Fendahuir_i-

Eil s Eeb r- i tenteng Segi Enpa'r- Gesrrstr-i Netr-a1 ! EAE i I I

f;=uirr=tr-i Liiu\e=h=.v=l;y d+-n G=eil=tr-i Rieriran dan EAE iu ada-

ieir !.-Et-i-i-rriEi Ge*metr-i in=iden=i .

F=i'iiiii=- a-i=ngi-icapLei-i terii*a i,;esih i;=parja sEirruE pih*l;

-"*ailtr t=1s-h i'ii=-riibantr-t p=i-ruiis dalarn penuLisan huF;u ini E:trrr-

--: __t -__:iJdl- =til'e=-=J. -

L=Eirr,==e rhui;ii ini dapat bsr-manfsat bagi semlia p=niba=e.

fr-J--- t---i {r-ratI- c{ucil lU r tJ L(l I I L'r 7+

rErrt-rlr=

i



DAFTAR ISI

Ha l arnan

I.IATA FENEANTAE

DAFTAR I5I

BAB. I.

i
ii
I
1

?

13

32

BAE.

BAB.

II,
III.

PENDAHULUAN

1 . Geometri Eutc l idik
?.Geometri NetraI
SEGI EFIPAT GEOI"IETRI IUETRAL

6EOI'1ETRI LOBACHEVS$iY DAN EEOMETRI

1 . Jutrn I ah Besar Sltdt-tt-st-tdutt

Lobache'rsky

RIEMANN

D.r i am Geornetr i

?,Eeometri Riemann

IV. GEOMETRI INSIDENI5I

=?
45

5?

5T

59

6T

66

7?

B2

B6

B9

BAE.

a.l:.onsep Pemisah Pada Garis

b . Himpt-rn.rn-himpltnan Fionve!:.s

DAI=TAR PUSTAi.::A

1.1_

1 . Menen'urtkan Geornetri Insidensi
?.-Model-madeI Eeometri Insidensi
.1. Fle-Isomorf -An Geometri Insidensi
4 , Si f at Georneti-i Af f in
5.Ururtan Pada Earis Dalarn Geometri Insidr-"nsi



I

BAB I

PENDAHULUAN

1. GECIHETRI EUtrLIDIK

untuk rneinbangun suatu Geometri diperrukan adanya :

1. Eremen-eremen atau unsur--Lrnsur yang terdef inisi,
rnisalnya titik,

disebut garis,

disebr-rt bidang.

Aksiorna-a,ksioma

hirnpunan titil:-titi[: tertentu yeng

himpunan titik-titik tertentu yang

2 dan definisi-definisi.

3. Sifat-sifat atau teorema-teorerna.

Abad ke 19, David Hilbert rnembenahi Gesmetri

Eucklides tersebut agar supaya Geometri ini mernenuhi

aturan-aturan atau persyaratan-persyaratan yang lebih
sesuai dengan perkembangan i lmiah rnoderen . l,lenurut

Hile'brt ada 5 kerornpok aksiorna yang menda=ari Geornetri

Er-rclides itr-r, yaitu :

1. Kelompok Aksiorna Insidensi

?. l{elornpok A}:siorna Urutan

3. Kelornpol: Aksioma Kongruensi

4 . Aksiorna Kesej aj aran

5. Aksioma Kekontinuan

Csntoh Kelornpoh Aksiorna fnsidensi adalah :

(1) melalui 2 titik A dan

(2) melalui 2 titik A dan

garis.

(1) dan (2) dapat digabr-rng

B ada suatu garis

B tidak ada lebih dari

rnenjadi.....

satu

iilii rt{ ilpi pIRPUSIAI(/1/j|N
l''i.

,,, :., I Si G
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(3) melalr-ti 2 titik A dan

dari satu garis.

(4) ada paling sedikit 2

(5) Ada paling sedil,:it 2

pada satu garis.

(6) melalui tiga titik A,

B ada satu dan tidak lebih

titik pada tiap garis.

titik yeng tidak terletal:

B, C yang tak segaris ada

yang tidah terletak

tepat I bidang.

(7) ada paling sedikit 4 titik

pada satu bidang.

Contoh lr-elompok Al:sioma Urutan

"Apa artinya bahwa

segaris dikata}:an

tiga titih:

terletak

ArB!tr

antara A

apabi I a

bahwa E

dan C".

Jadi l{elompol.; Aksioma

si 'antara'.

Contoh Al,;siorna Hongruensi :

Urutan ini mernbahas arti rela-

FielornpoF: ini membahas di antara. Contoh, sudut ada-

Iah hubungan dari dua garis ( "setengah. garis,') yang

r-rjungnya berhimpit. BiIa ? sr-rdut Eama hesar rnaF;a diseburt

'l,:ongruen'

Ah:siarna F.esej aj ar-an Eutc I ides adalah sebagai berikut :

Bentuk 1" Andail';an a dan b dua garis yang sebidang yang

dipotong sleh garis ketiga r pada bidang itr_r di

Fuas-ruas P dan A. Apabila ada jr_rinlah dua sudr_rt

dalam, sepihah F;urang dari lB(tornah:a a dan b

akan berpotongan pada bagian bidang yang mernuat

dua sudut dalarn itr-t.



L.

Suatu Gesinetri yang

Aksiorna kesejajaran

tri tak EucIidEs".

C

di dalamnya tidak herlal,:ur

Euclides dikatakan "Gegme-

a

P

Bentutk 2- Helalui sebuah titik di luar suatu garis ada

. tepat satu garis yang sejajar dengan garis ter-

sebut (bentuk Flay Fair),

Teorama : Bentuk (1) dan bentuk (21 adalah 'ekivalen'

(artinya kalau (1) dipahai sebagai al:siomar f,R-

ka (21 dapat dibuktil:an, sebaliknya l,;.aIau (2)

dipakai sebagai al.:siorna rnal:a (1) dapat dibukti-

kan).

Untul,;, membul:tikan teorema ini ada teorema lain seba-

gai berikut :

Teorema 1. Sudurt luar seburah segitiga lebih besar dari

sudut-sr-rdut yang berjauhan dalam segitiga itr-r

F
A

a

B C
D

friii-i K UPT FSRPUSTAKAAI\

I ": "' ;),e !] .+" AI G
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Pada perpanjangan BC, arnbil lah titih D,

[:an F tengah-tengah AC, taril.: EE dan

janglah dengan EF = EE. Tar-il.: FG.

I"IAKA ABC I FEC

andai-

pErPan-

Jadi .A = .4n
t-

4n= zACD
.t-

./A { ^ZACD

Tesrama 2. Apabila dua garis yang sebidang dipotong oleh

garis l,retiga sehingga ada 2 sudut dalarn berse-

berangan yang =arfla begar maha dua garis itur

sej aj ar.

Er_rl.:ti

F
C

a

b X

Akibat 1.

a

.ra

Andail:an B dan b berpotongan di s maka diper-

sleh A FAS dengan , FL sebagai salah satu su-

,QZ. Hal ini berlawanan dengan yang diketahui

bahwa zP. = An. Jadi a dan b tidak berpotang-Li

an di s. [,la[:a a // b.

Dr-ra garis yang tegaF; Iurus pada bidang yang

sama dan sebidang adalah sejajar.

l'lelalui sebuah titik di lnar sebuah garis ha-

nya ada 1 garis yang tegak lurus padanya.

Apabila P tidak pada sebuah garis g, rnaka ada

pating sedil:it satu garis rnelalui P yang seja-
jar dengan g.

z



Teorama 3

Teorarna 4.

Burkti

5

JumIah dua sudurt dalam sebuah segitiga k:urang

dari sudut lurus.

Br-rk ti A

Akan dibuh:tikan .A + <+

C
./3

9
o

1Elr-!

ZABD adalah suatu sudurt luar makra

./ABD > /A

.ABD=lBOo-zB

maka ./A + ,/B < 1800

jugaA+fr(1BOo

Aksioma paralel Euclides (1) dengan

Flay Fair (2).

I. Andaihan (1)

dibuktikan (2).

dianggap sebagai aksioma akan

Harurs dibuktikan : I'lelalui

"Setelah

ada tepat

butt".

seluruh titik di luar

1 garis yang / / dengan

T

Aksioma

sebuah garis

garis terse-

I

ternyata

,nIk

r

A5

L

rn

r EIr

ditarik

Tarik melalui T sebuah k garis

cuma ada satu l,-. Di T maka Pr



melelui P sehingga aF*= rQ^

adalah dua garis yang dipotong

tiga c sehingga ada dua sudut

7

. Jadi g dan b

oleh garis l:-e

dal am bersebera-

(2) s//bngan yang

z ZQ

Earna, maka rnenurut teorama

IL
F

P

+

Iz LI

satlt-satunya garis yang / /

motong b andaikan a dan b

z Q 
-> 

e i h 
-> 

maka oleh karena g

br maka a harus me-

berpotongan di X t

tidak diinuat z Pyaitu

dan.z Q

dibagian bidang yang

r. I'laka diperolah A PXCI dengan , Q, se-

Akibat 2

bagai selah satu sudr-tt luarnya.

132

z P_, berlawanan dengan =ifat yeng telah F;ita3'

peroleh sebelumnya. Jadi pemisalan bahula a dan

b berpotongan di X tidak benar. Jadi a dan b

berpotongan dibagian bidang yang mernuat ,,' P,

danz Gl .
1

Apabila a dan b dipotong oleh garis l:etiga c

maka dua sudut dalam berseberangan same besar

(di gambar rFn= zQL).

€l
'2

I

Disini dikertahui a // b

Harus dibuktikan z P = ZQ
1 L

1

(
1

b



B

* Andaikan z P

Andail.:an Z P

Er-rl: ti

t1

I'leIaIui A butat

a 1BO9-> z P +

EI
L

a
L

+ct+F

L

L

tt

iz

zaz z Z
L2L2

z Q i 18t}0.
z

Jadi menurut al,;sioma paralel

memotong b dibagian bidang yang

dan zQ - Ini berarti a tidak
z

berlawanan dengan a // b.

* Andaikan tF > t A
LL

LZL2

z Q > lBoo. Haka ini
z

aksioma EucIides. Ini

mernotong b rnal:a a // b.

i lBOo. rnaka menlirurt

Berarti z P +z A

= lgt)o 
-> 

Z

berlawanan

berarti a

I

Euclides a

rneinuat Z F
L

sejajar b!

P+
L

dengan

tidal:

L L

Eerpotongan ini dengan yang dil,:etahui

I'lal';a ha.ruslah

2. Jurnlah besar sudut-sudurt dalarn tiap segitiga

sarna dengan lBClo

garI.s

sudut dalarn berseberangan

ZA +tA+ZA =ZA+L23

al.:siorna Euc I ides

l"lal,:a al:ibatnya dua

Eama besar.

ZB + IC 1BL]O

A

c
// EC

IJIILIK UFT PERPUST/,KA,AII
' 

11. ii:. ti,i i'j i i:.1 f.



3. Jurnlah besar

3600 r

9

sudut-sudut dalarn suatu segi-4
( buktil,:an sendiri ) .

E
.J

adalah

D
c

B E
A

Ak"siorna Kekontinuan atau Aksiorna Archimedes

JiP.a AB danCD dua ruas garis rnaka ada bilangan (asli)

A 9 fr B B

AB c D

f untuk mengetahui rebih banyal: tentang Geoinetri

Er-rclides kita rnembentul: suatu Geometri yang tidak ada

Aksiorna Paralel Euc I ides. Geornetri demikian yang

didalamnya tidah berlah:ur Aksioma Faralel Euc I ides
disebr-rt "Eeometri Netrar " atau ,,Eeornetri Absolut,. .

Didalam Geometri ini hanya herraku kelompol: aF;sisrra

(1) r (2r, (5) r (5). Disini l:onsep dua garis sejajar
tetap ada.

Geometri Netral

Eeometri Netral adarah suatu Geometri yeng didalarn-
nya berlal:u ssrnua teorama yang tidah didasarhan pada ak-
siorna kesejajaran EucIides.

salah satu contoh yang didalamnya berlal:.u aksioma sebagai

beri[:ut :

- I'telalui sebuah titik diluar suat* garis, ada pa-
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ling sedikit dua garis yanq sejajar dengan garis

tersebtrt.

Geornetri yang

paralel tersebut.

Untul: menyel idiki

LEI'll,lA :

Er-rF: ti

jurnlah

ZA= Z
L

atau

DaIam

qaa H

lah F

salah satut al;siornanya adalah aksioma

Dinanial,;an "Geornentri Lobachevky".

Dil:etahui A AEC, rnal.:a ada A OrErC. sehingga

ji-irnlah besar s'urdr-rt-=r-idutnya Eama dengan jumlah

besar sudut-sudut A AEC, dan a A* <L/? z A.
g

A

E Tengah-tengah

// AB, A AEB *A

ZA+ ZB+ ZC

EC, Ferpanjang AE EF, br-rat FC

z 3 4

Jadi jumlah besar sudr-tt-sudr_rt A AEC sama dengan

F

a
E

3

C

FEC

= Z+ Z+ Z+ Z
I

ZA= z + z,L2

rnah:a sudut-sudlrt dirr-tas kanan, z* atau a., tidak

dapat lebih dati setengah z A.

I'lisa1 '. z < zA
L

besar surdut-sr-rdr-rt A ACF.

+l
z

hal ini sebut titik A. sebagai Ar, F seba-

1t C sebagai Cr. Kalaut ,r,S L/2 z A, sebut-

sebagai Ar, C sebagai Crdan A sebagai Br.



THEORAI'IA SACCHERI_LEGENDRE

Didalam suatu Eeornetri Netral

z B + zc P +lBOo
z

seterusnya.

zB + zC=nn p

tetapi

.'. l3 +

11

jumlah begar

l:urang atausudut-srldut dalarn suatu segitiga

sama den .--on luL)

Andaikan ada segitiga yang j r-rmlah besar sudlrt-
sudutnya lebih dari lE}oo, andaikan segitiga ini a AEC

dengan I A+ Z B + Z C = p + 18Oo dengan p > t-,. t"la[:a ment-t-

rut theorama

-AdaAtrBrCrdengan rAr* UEr* zCr= p +1BOo dengan

zA< L/2 zAI

-AdaAABCdeno'an zA +zzz-2
dengan zASL/?22 A,dan'z

- ada O Ar,,Br,E.,dengan u An* +1800 dengan t

rL(pa sehinggaAr,5 LlZ^z A. n kita pilih sedemikian

.'. untuk n ini berlaku

Jadi didalarn A ArB.tr, berlaku Z A =n
p

p+18L1o>zA+1BOo

2

LlZ^z A < F.

z An< p.

zA + zB + zcnn

zc >1Boo
n

nn

Ini berlawenan dengan sifat bahwa jr-rmlah besar dua st-l-

dut didalam tiap segi tiga kurang dari 1BOo.

Akibat : Jurnlah besar sudut-sudr-rt dalarn suratu sudurt

segi ernpat hurang atau sarra dengan 36rfo

c

+ t)
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Geornetri Rieman

l*lelalui titik di ruar suatu garis tidak dapat ditarik
garis yang sejajar garis tersebut. (Jadi konsep kesejaja-
ran tidaFl ada ) .

MILIK UPT PERPUSTAKAAN

IT,P T'ADTIJG



BAB II
SEGIEMPAT GEOMETRI NETRAL

l-T

nanti-

DEFENISI

Suatu persegi panjang (segiempat) adalah segi
empat yang tiap sudutnya sama dengan g0o

Eeornetri NetraIAdanya persElgi panjang dalam suatu

nya dapat merupakan ciri bahwa geometri netral itu adarah
suatu geornetri EucIides.

Theorama 1

Apabila ada suatu persegi panjang di dalarn
geometri netral dan TT suatu ruas garis yang

diketahui, rnaka ada persegi panjang lain yang

salah satu sisinya lebih panjang deri ruas F.
Bukti

B trz Cg

I YAD ixY

lt

GtC

DnDz n

Perpanjang AD dengan DDz = AD dan BC dengan CCz

Tarik CzD maka Dztz,C juga suatu persegi
(bukt(kan M ) - (C, dan D, siL:.u-siku rnaka arCr},
panjang sehingga ADzBCz persegi penjenq).

Plenurut aksioma l.iekontinuan ada n sehingga nAD =
karena ADnCnB suatu persegi panjang maka ADnCnB

persegi panjeng yang dicari.

Ingat :

BC

panj ang

Persegr

ADn l, ;t
ada 1 ah

Dalam Geometri Netral bila diketahui besar sudut

-t

I'
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dalam brtrseberan gan sama be.gar mal,;a 1,.:edlta gari,s i tur

sejajar. Tapi r,;ar.au sebarir,;rry*r ticJar,; boleh/ ti.cJart

ber I aku .

A

J-Eg-i di-

A

D

Tari l,;

AB=

AABC

Dr

L

: ADCF,

DC

F.D

F.

CGIE

A PEGI = A FEO + Ul,:.ur titil,t tengalr BC

seblrt Gl taril,; garis O

yang tegal,; I urrus BC

setringga rnemotong di p

PE=FC

4'BQ = 4,CGt

z-fEP = .ACp

AABF

AB=

AF=

d-s-l-em p-"r.ae-qr p-tstli-g.Lq E-i--8"t.=-Er-gJ- !:-a-d_ap.ny_-a F-s.,o*s_:_

D

DA

AC dan BD

DC, BC = EC, ABC = ^dCB = ?r)o

= ADCET, AC = BI)

Tari.l,l BD clan DCr

ABCD:AEI.C[)+BD=DCr

Az=.&s.+ A)t= 4t
AI\DB = ACTDDT + At = zA := grJo

ISegitlr purl.a dt = 1g = eeo

AErCrD1 acla 1ah per-sEg i pan j ang..

fi-tirh.e-r!-

l-'s..1.-a-u. f,sr-{ Es-r-a*gJ- Ear'-i-aru. d.efsn E_eglnel_r:}. Me_.Er.rL fiIf,li_ts_

c-da. pe-r.$-e.9.-t p.f,n.i-sr.n.g. .L.sl.I.n v-an_q qr_sinaa nLE_Ie.[Lbi. ranBg-:*r_u_qg

gl.El.!:J,-ti. y.-f, n $. d.+.-!r.el a.lj-U-f-..

i
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Y
qA D Dl

B

Diketahui persegi panjang ABCD- Lu[:isIah persegi panjang
lain yang sisi-sisinya merebihi ruas-ruas xyTan pq;- rni
dibuktikan rnenggunakan theorama tadi menyangkut isi EC,
kernudian rnenyangkut sisi BA.

Theorarna J :

p

Ji[:a didalam Geometri Netral ada

panjang maka ada persegi panjang yang

ng sisi-sisinya sarna dengan panjang
ruas garis yang diketahuj.-

persegi

Panj a-

ruaS-

Bukti :
A tL

Diketahui persegi panjang ABCD dan r..raE-,-uas xy dan m-
l"laka dapat dilukis persegi panjang lain yang sisi_sisinya
yang bersisian panjangnya sama- Dengan S dan m. Buat
ter1ebihdahu1uEuatupersegipanjangdengangisiE>

,. :. lK UiiT rl:lir"iSTf,!(11.i,|r
trr -1.ir :_ : : j.r i\

'i_ .' -. .'

A

t

D



):y den FAr ]- PO

Ir-----_lr---t
)ly
ttt

1.5

>t,y -

EAfna

PQ

o
I

P
It--------l

Pi &5

LI

RB Er

Ukur- pn = i,.y

Tarik RS r AD

Akan dibr-rl:til.: e,tt I ERS - giro

lPr, + .Z,E + ZSt + aLPlF. .i grlo

Andai!-tan IERS .'. ?iro

.'. ISRE! :]- 9if -+ tB + ./.Dt + Ztu

-Z ERS = 9fF +

Ul'-urkan BU

UERI/ adalah

Thesrama 4.

+ .zSRBr). 36()c'

murngP. in -

PrERS FErEEgi panjang dengan BR =

Pff, tarik UV r SE dengan jalan yang

persegi panjang dengan ER : >:y dan BU

r lielau dalam geornetri netral ada sebuah per

segi panjang maka jurrnlah besar =urJut-surdr_rt
dalar',r tia.p =egi tiga siF.r_t-=ikt-r safia dengan

r '1 r

L

1

J

l

I

I



rcqtth-t,IAct- 
X,Lt)

9tL
til/.L,p

q A

Ambil segitiga sil.:u-sit:u

siku-siku di B. Diketahuri

FARS, harns diblr}:tikan

./A+t3+4=lBOo
U

V

Plenurut teorarna S dapat

hingga UV = AB dan Vl4 =

AABC : A UVW

A)t+Al+Ar=./A+.A

AUVW : A UWS -+ AJt * zV

tetapi A)t + AJz + Al +

AJt + zV + Zblt = L/Z J6t1o = lBOo

+Al+ZWt lBOo

L7

C

sembarang yaitr_r A ABC yang

adanya persegi panjang yaitr_r

dilukis persegi panjang UVl,lS se-
BC, tarik Uh,

+zt

+AL=AJz+.A+2U{.2

ZWt+blz+29 36Cro

o
1B(-)

BurF; ti :

AJt

j uga

Sebab

sebab ( AJt +

... tak

.'. AJt

dapat menggunahan

andaikan AJt + 2y

andaikan At + 29

7 s
A

I

w

kekongruenAUVW&AUWS.

+ atlt > lBOo tak rnunghin

AJz+.4tlz+zS
ini berarti bahr^ra

Azl + 
^zS 36t)o.

At { lBOo

AJzl +

mungkin

+ZV+Ait

Al + (.41t +

AJt+zy+

lBOo l*lLlK UPT PERPUST'\KAAN

lt{iP FADAB'tG



Theerarna 5 : JiL:a dalarn Geornetri I'IetraI ada persegi

j Bng, rnal(a jumlah besar sudurt-sr-rdlrt

tiap segi-t-iga serna dengan 18(lo.

ErrL'{.i . A

SAmA

1B

parl

daI arn

segiti-

dengan

? t

K
D c q

Ar:dail',sn dit':etahr-ri AAEC dan per=egi panjang PARS. Taril,-

AD -t- EC. tlarena ABDA segitiga =ikr-r-sihu.
t4al.:a rzIH+zfu +zPt= lEl(lo

zC+2Y+Lfu,=lEl()o

tg + tl\. + zh + .fr + lDz + t(b. 36rJo

zlt + tb. ig{ro

tB + tfu + zC + tAz + zD. + tb. = lAOo

Thesrania 5 : Jil,,a dalarn eLratLr Geernetri I'letral ada

ga

18i:l

yang jumlah

o 
--r-- -J-ttlEt f. Et rtu Et

surdr-rt-=urdutnya

persegi panjang-

Euhti :

D

Andail:an AAEC bersifat bahwa ZA + zH + tC:18{ro

Tarik AD r EC

g

t'J{ L: i. l 
:! I }:ii}1STf,i( AAh.

:t.r / .n.tlA
. 

".'. 
t'I:

)

T

L



19

(At + zDt + zB) + (zAz + zDz + zcl
q(zAt + 4z + znl----- ( zDt + fr,-l s6ct0+

lAO 100

3600

P

AE

p+q=

Andaikan p

p

Da I arn

ZAt +

+ EDBA

Gesmetri NetraI

{ 18oo+q > lBOotak murngkin

p = id0obegitur pula q =) 1BOo

36C,0

Ar + Az = L/2 g fffeo= Teo

persegi panjang.

-)

Buat EE = DAr AE = DE

AEBA : AABD

-+ZBt+Az+z:D+ZAt+Az

a.fr=g0o

ZBr+ 4z+.41-+ lAz= lBOo

Tetapi

,At = Az

.Az + ZBl-

.Az =

suatu

kalau ada suatu persegi Eanj ang
Haka : I

2

3

Kalau ada suatu

Ada tak hingga banyak persegi panjang
Jumlah besar sudr_tt-sudurt dalarn setiap
siku-siku adalah lBOo

Jr-rrnlah besar sudut-sudut dalarn tiap
adalah lBOo.

segitiga

segi tiga

iti a 'an jurrnlah besar sr-rdr-rt-sudutn a
18Oo maka ada rS J. jan

Ahibat : 1. Jika dalarn Suatu Geornetri Netral ada satu 5e-

pan



(-



2{t

gitiga yang jurnlali besar sutatut-sutdt-tt 1€}Oo ,

rnaka dalanr tiap =egitiga jr-rnrlah hesar surdltt-

sudlrtnya lEliro -

A

B K

Oiketahr-r i zA + tB + zC -- 1E}iro

Br-rl,,tian ZP + ZQ + lR = lBfio

?

Eurl,. ti A AEf, yaBg jurnlah

menrrrltt thec,rama

l-:e.rena ada per=egi

--udut-sudrlt A PCIR :

=e,gi ptsi-rjang jurrr1ah

besar surdutt-surdutnya lBOo mal',a

terdahulr-r ada persegipanj ang,

panjang maka jutrnlah besar

18{to, j urge karerra suatut pEr-

-, -..tr|:1br-)

=atu

besar sltdutt-=urdutnya

7. tialaur di dalam =-uatn Geemetri f.letral ada

Diketehui

Eurl": ti !', *n

=egitiga ya.rtll j,-trnlah besar =rtdutt-=utdurtnya [-lt-t-

rnnq de.r-i lEl(ro maka dalanr tiep segitiga jumlah

besar sr-rd,,rt-surdr-rtnya jurga kurang dari 18tlo.

A tA + tB + lC .i lEl{to

b

lP + tA + zR .1 lEltro

R q

C

?

Er-r!:ti- : Andai?.arr tP + zQ + zF, .i lBtto

l'lenurut Theorerna jnrnlal-r besar sudutt--surjut dalarn

tiap =egi-S jr-rga lE}tlo 
---+ 

lA + zB + zC = lE}{ro

( ini berlat'Jariari dengan yang dil,'etahuti bahtla



?1

Segi-4

Deff :

1)

4\t-t

.A+.8+A,<lBOo
(surdut-4 ,/ Saccheri ) (abad fB)

AFCD disebut suatu seqi-4 Saccheri bila :

o.fr, 9t'l H

ABCD segi-4 Saccheri

P tengah-tengah EC

Apabi,r* n surnbu BC

rnaka g jurga sumbu AD

5) Apabila dua garis merniriki garis tegal:. ruru=
se}:utur fial:a FD salah satu garis itr_t ada 2 titil,:
yang berjarak same terhadap garis yang lain rJan

sebaliknya.

6) Ada segi-4 ABtrD

Di}:etahui- zB = fr goo

'llLi ;{ i'i " i, i:,t}i,i STrtl{l+ L}r
i" :'. .' : i' .i i..: ,\,t- - . i. ,{{. ijj

ZB D

AB DC

B tr

Sifat-sifat segi-4 Saccheri !

1 ) Da I am geornetri euc r ides suatu seg i-4 sacc heri
menjadi suatu persatuan panjang.

2) Sudut-sr-rdut atas suatu segi-4 saccheri sarna besar
dan tidak tumpul A = .A {g0o

3) Garis hubung titik tengah EC dan titir: tengah AD

tegak lurus pD BC dan AD

4)A

B

E
D

C

q
?



,}')

Apabila A-E )

7l Dalam segi-4

Apabila zA =

E}) Di dalain segi-4

atalr sarna dengan

DT maka .A > ./A

AECD diF:etahr_tL zB .fr, 9(]

zD rnaka AB- = CD

Saccheri sisi atas lebih panjang

sisi alas
9

E

o

C

F
13

ditariL: garis hubr_rng9) DaIam segi-4 Saccheri,

tengah-tengah 'sisi atas dan sisi arasl rnaka

panjangnya rLras garis ini lebih pendeh atau saJna

dengan slratrt l:al,;i.

1{.l) Dil:etahr-ri segi-4 AECD dengan ./A = Z B = gt)o

AECD adalah suatn segi-4 sachheri bila salah satn
syarat dibawah ini dipenlrhi 2

(i) Surnbu EB r CD

( ii ) Surnbu CD r AB

(iii) Sumbu ED mernbagi saflia panjang rutas A-B-

l*lernbul:til,:an sifat-sifat dari segi-4 Saccheri i

1. Dil';etahuri

Bul,;tikan

Euk ti

Segi-4 Saccheri A

AB=DC

A=.d,=g}o B

./A = zD

./A < grJo

Taril: AC dan BD

AAEC=ADCE(ssds)

t tr- BD

D

C

A D

CE

L J



d.sa

,4CD +

9Oo + g60 +

.frDA +.ZIIAB < lBOo

2 .4J/AB S 1800

.zDAB < 9Oo (terbukti)

2. Cara lain tapi lehih rumit.

Dihetahui:Ay=yD

BX=Xtr

Tarik

Tarik

XY

=AACD

= ZCDA

xA, xD

AEAX =ADXC
Jadi XA = XD dan

...AXAY=AXYD

... Az = Az

ZAt + .42 = ZDt +

... A = ./D

.A+

A+

2A<lBOo

.4 S 900

4.DA+.4,AB<3600

,dDA+.4;1AB <3600

H

... A ABD

... .Z EAD

48tr +

Y
D

cB

At = zDt

(sss)

Alz

4+E+./DS5600

1Eto0

zD s ieoo

2. Cara lain lagi
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Dit;etahui : Ay YD Y
DA

EX XC

Tarik XY

Buktikan : yX rBC

Buk: ti

YXrAD

.' Tar-ik AX dan DX

... A ABX = A DCX (s sci s)

.'. XA = XD, zXr = zXt

A XAY = A XyD (sss)

---r akibat zXz = zxs

B CK

lt ZAt = .dz

Jadi

lain lagi

: Segi-  Saccheri

EX=XC

:YXTEC

2

YX .l- BC ( terbul:ti )

A

.'. ZYt + ZYz = lEQo

2{r = zyz = g1o Xy. r AD (terbr_rkti)

1+2 ZXl-=ZXt

zxz=zXs
ZXt+2Xi=zX++ZXg
= Ll?.lBOo (sr-rdr-rt pelurus) o90

2 Cara yang

Diketahui

Br-rl,;til.:an

Bukti

Y
D

CB

: zEIAY = .A,DY (telah. dil.:etahr_ri)

AEAY=ACDY

.'- At = 42, EY = Cy. Zyl = Zy4

.'. ZYz zYs

I
Bz = .fr,r -------+ A EyX = A CyX (s sd s)



YX YK

lXt zxz
zXt + zXz = lBOo (sudut pelurr-rs)

2 zXt = lBOo--+ zXt = ZXz - geo

l"laka YX r Etr

Dalarn tiap segi-4 S, sumbu alas juga surnbu garis atas.
3. Diketahui : AE = DC

zB=.fr,=7Qo

BX=XC

g rBC

-eL-r

D

C

Jika g

g rDA

Bukti !

inemotong AD di Y harus dibrlktil:an Ay = yDr

A
Y

Tarik BY, YC

A BYX = AtrYX (s

... BY = YC

sd s)

B

zC = 90o

.d,t

x
.82 = 4z ---+ ZB =

-) 

.Bt =

ZYz = zY" 1

AABY=ADtrY(ssds)

.'. AY = YD

.'. lBt=ZCL

^A=zD
ZYt = zYt

A(t + A(z + zYs + 2{n = lBOo (pelr-rrr-rs)

2 ZYt + ? ZYz = lBOo -+ 2 (ZYt + ./yz)

---+ A(t + zYz = 9Oo

'diiliK i i P T ? Ei?'.1 3l'A1(AtrN

2

lBOo

r tr 
^I ' . j r.-.'-r

I i -J

4

L



o

EX, ./At

ds s)

zBt,

1

10

rAE

sekutr-r

,

A{t + ZYg so

Jadi g rAD terbul,;ti

t,

a tL

Diketahui :

Pada gr ada dua titik A dan B

sehingga berjaral,; sarra terha-

dap gz,

AD Lgz

EC Lgz

ADTBtr

Br-rhtikan :

Ada garis tegak Iurus sel:uttct.

l'lenurut teorerna terdahulu.

AmbiI Y tengah-tengah AE

X tengah-tengah DC

XY garis tegal.: lurus sel,r.t-ttt-t

yang

Butkti

A ADX

.-. AX

At=

A AYX

dicari.

=AECX (s

ZXt

= A EYX (sss)

Eul';ti ABCD segi-4
Y

K

tJ

A

CEr

D

./Az = -fr2, ./{t = 4z

L/2 lBoo = 9t:to -----+ XY

XY garis tegak lurus



ZXz = zXs

lXt = zX4

ZXz = ZXs
ZXt+ lXz

L/2 BD

SebaI il:nya :

Diketahui XY r 91, XY r gz

Buktikan : Adanya dua titik pada

yang berj aral:

lain.

27

ZXs + ZX+

9B --------+ XY r DC

salah satut garis g

Earra terhadap garis yang

YA=YE

di A! FA Lgz

di E! GIB L gz

AX dan BX

=AAYX(ssds)
.'. BX = AX

ZXz = ZX3

A FAX = A GIBX (s sd s)

FX=QX

2

5

Bukti :

^
'{

x

Ambi I

Tarik

Tari,k

Tarik

A EYX

t,

T,B PA=

zAt =

lXt =

Terbukti

GIB

4r.

ZXt

ada dua titik

yeng berjarah sama.





6. Diketahui: ada segi-4 AECD

4=.fr,=gtio

Burktil,;an bahwa !

1) AE > DE mengal.;ibatl,:an zD ,'' .zA dan sebalit:nya 2)

Bul,;ti :

1). Diketahui : Segi-4 ABCD , zB = .4 = 9Oo

Atr ,.. Ec

Buktikan ./D > ./A

Buhti :

?B

Uhnr BE = DC

D Tari ED 

-) 

EECD segi-4

Saccheri telah dibr-thtikan :

Et = Ez juga .42 < 9Oo

C

yang terj auh

c

Diketahuti: segi-4 LE = LC = 9tf

Bila//l-=ZDmal.:a

Elrl;tih:an AE = DC

Eurl.; ti i

AAXY=AEXY(ssds)

.'. AY = DY

ZYt = ZYz

;,ir lH UFT rEi?#usTAliA'/\i\

A

E

B

l{enurut teorema yang dulu dikatal:an :

Sutdut luar dari segi-I ) sudurt-sudlrt

dalarn segi-S itu ma}:a z

Et it zA 

-) 
lDz | ./A

.'. ZDz + zDt 't ZA

..- .IADC > ./A

o7

DH

4

1

B
Y

'il{ t;: i.
Ea, l2!



i-a

.'. .Az = zDt

A ADY = ECY (sd sd sd)

... AE = DC ( terbr_rkti )

Y=YC

Dari .A = ZD ---s 1fi,1 - zDz

dan .Az = ZDt

B

e Ul:ur AP = FC

BGI = QC

Tarik AE r PO

BDrFO

I'laka ABDE segi-4 S

Et-rP.ti :

Perpanjang PQ dengan FE

D

t

Tarik CF r FQ

Fandang AEAP =AFCP
( bertolal: belal:ang ] PA

EF

LQz = LElrr CA

=ABDtr
CF=BD

FF

FQ=OD

(Er 4'zj

PC

FF

.t-

Akibat CF = EA

Pandang A trFA

I

dan BDe

(FQ = DQ, I

rnaka A CFD

Akibatnya t

Dari 1 dan 2 maka diperoleh

EA=trF=ED_+EA=DB

.'. ABDE Saccheri denga,n E = zD =9Qo
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EA DB

EP

PCI

FQ

PF=FO=QD

L/2 ED S AB

<AE

I0. Ada segi-4

Bul,;tiL:an:

Eurl: ti :

A x

AECDdengan A=,/B

AEtrD adalah segi-4

syarat dibawah ini

1) Surnbu AE r CD

2 ) Sumbu ffi- r AE

3) Surmbu ED membagi

__o
= YL)

5 apabila salah satu

terpenuhi :

-(

safna panjang AB

Pandang A BXY dan A AXY (AX - EX,

ZX = ZX = 9(-lo. Xy = yX )

...AEXY=AAXY

AF;ibat AY = BY, .At = .41r.

ZYz = 4g

Karena 2fi = zB = 9Oo

dan At = At ----------+ .Az = Az

Dari .ZYz = 2{g

2(t=9tro-/,Yz

--+ ZYz = 4e + ./Yt = ZYt =

gr-lo - zYz

zYa=9110-zYs

A ADY = A ECY (,Az = ./.E2, ,iiY = BY

z'i 1. = A'+l

Ahibat AD = BC, zD = 4

Terbukti AECD Saccheri dengan

, c

b
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A=4=9Oo

AD=BC

Tambahan

11. Sisi-sisj- hadap dalain EUatLr persegi panjang sarne

panjang r bul.;til:an !

L2. Diagonal-diagc-rnal suatu persegi panj ang sal ing

membagi sama panjang.

13. Apabila dalarn suatu segi-4 St diagonal-diagonalnya

saling membagi sarna panjang maha segi-4 itr-r adalah

persegi panjang.

L4. Segi-4 ABCDT A = .4 = 7Qo

Buktikan : Apabila .A = .4) mal;a AE = DC

15: Garis alas suatu segi-4 S lebih pendeh: dari garis

atas.

16. Segi-4 S, AX = XDn BY = YC

Buktikan:XY<AE-

L7. Diketahr-ri : Segi-4 S. Iantas garis hubung titil,.-titiF;

tengah garis alas dan garis atas melalui titik potong

diagonal -d iagona lnya.

lE}. Segi-4 S. Buktikan hahwa garis hurblrng titil.;-titik

tengah kaki-h:akri dibagi Earna panjang dan tegak lurus

oleh garis hubung titik-titik tengah garis alas dan

garis atas



BAB III

EEOHETRI LOBACHEVSKY DAN GEOHETRI RIEHANN

SUSUT_SUDUT DALAFI GEOHETRI LBBACHEVSKY

Jr-rrnlah Eesar Sr-rdutt-sr-rdr-rt dalam Geometri LobachevskY'

LET,I},IA 1

Jurnrlah be=ar dua sudutt di dalam tiap geqi-3

kurranq atau sarila denqan sudutt luar yanq berjauhan'

Er-rLti

Al';an dibuhtikan zA + ./3

Dengan menggunahan

Saccheri Legendre z

.A+zB+.fr<1E}r)0

... ./A + .g < lBrfo - .fr,

-.. -A + zB S .IACD

Terbukti.

*:.{.

./s,rD

teorerna

ELA { a.

sehingga:QRr=QP

A FCIRr seJna l:a}:i.

rt

A

C D

LEI{MA 2

Burl,;ti :

(8

Menurltt

Dil';etahui qaris I dan =ebltah titik E- fr L

Andaikan El e -I--- rnaka ada sebuah titil.: R e I

sehinqqa ^z FRQ daoat dibuat sekecil rnunqkin

AndaiF;an dil;etahr-ri sernharang sudut

crr akan dibr-rl,;tiL:an adanya titiL: R

o
/V

Br R2 K,

pada I

Lukis

TariF:

sehingga

Rr pada I

FRr, jadi

Lernmal:l'laka.frPRt

r,lil:'r i i:'T I;RpUSTAKAiII\
" "..r i Ft^

' \' , '.11



7 {}t {- {}
. {h .: Lt7 {}

Fiernurdian lurP.is E =ehingga Er Pz - R

A PFaft sarna l'.aki ----'> zRrPfu' = lEl-fuP

Lagi : lOF,rP > tRrPPz + llr!,tuP =4>-z

{h> w
{r-2 < Ll? {}r

fr2 < L/? {t

Prsses demiki"an dapat dilanjutkan,

=ehuah titik Rn pada I sehingga lrlr' <

*re {

==

7i tarik PRz

' {}2

rnake al'.an diPerel eh

ttzn Jl

Ambi I

J.rdi

n cuP-t-tP

untutk n
o

besar sehingga 1./?

ini berlaP.ulah:

CT

c'{/ino -< ttfBB .i

--------+ OrD 'i ct

UnturP. ri = rro ada titil'. Hrr, Yang

Jadi untttk R ini berlaP.ulah :

z.QRP = l$l

Jadi aLIRP

Tesrema :

Di dalam Gecmetri Lcbac herr

tiea yanct jr-tnrlah besar =utdlttnYa

Burkti :

dapat dinamakan F

R P =1)rD rr)
.1 <)

.l cf

ada sltatut

kutrano dari
=.eq]

1-AOo

? Y Ambil gari= I dan titik P s I

hiita lutl.:is nrelalr-ti P sebuah garis

yang =ejajar 1

fi\

?(

A

Lg



jr+

Tarik FCI -t- I

Taril'; di P garis fll

sejajar I

OIeh I:.flr-Er-li geornetri l-nhachev=1,;y n melalui F

r Ptl maka l'1

du.e yang

pit rnlr

sejajar I rnisalnya fi .lelas fl iI f'l (n

ada garis ke-

tidal'; berim-

Sehingga =alah =atut sr-rdr-rt yang dihuat cileh n dengan PEI

adalah iancip. rrisalnya z.YFA

Amhil Y parJa m yang letal.;nya sepihak dengan X terhadap PQ

Andai-ll-a,n 4XPY = cr

Jadr z[]lPX = ?L-to - cr

f'lenr-rrnt Lernma 2, pada I ada titik R sehingga ZPRO ( a

Perhatil,;an ; A PRtl

Fiita peraleh : Lfl = ?{P

I eFE .i ?r-r _ cx

z tlEP *1. cr

IG+ZLIPR+Z QRF.;18{P

Latihan i

Tr-rnjni.:hanlah segi-I Ledua yang jumlah besar =udutnya
j r-rga l:-Lrr-a.ng dari 1Br-ro tetapi yang j r-rml ah hesar-

sr-rdr-rt-sr-rdutnya berbed a .

Teorerna : Dalam tiar'Eeqi-.1 di qeo Lohachevsl,;y. iumlah

te=ar sudr-rt-=r-rdrlt kr-rr-anq dari l-Ego .

Fr-r!: ti

AnrJaiF;.an ada A AEC deng an tA + zB + tC = lEOo

OIeh l,;arena getr Laharhevsky adalah snatr-r get:





netral r

j nml ah

lBOo .

.j, -l

rnaka dalarn geo netral ini ada PF sehingga

besar sudut dalarn tiap-tiap segi-.3 adalah

Segi-3 yang jr-rmlah hesar sr-rdr-rt kurrang dari 18(P "

Jadi pengandaian hahwa ada A AEC sehingga tA + zB

+ tc = 18Oo berlawanan clengan sifat ini.

Jadi zA .+ zB + ZC .i lBrto

Akibat :

1) JumIah besar sudut-sudrlt dalam tiap segi-4

knrang f,60o.

2) Tidah ada PP dalarn Eeo LohachevsF;y.

Dalanr Geornetri tletral A ABC = A A'B'C'

Apabila.eA = zA', tB = tB', zC = zC'

Teorerna :

Dalam Geometri

A AFC dan A A'

ZC = 2C' l'laka A

Lohachevskyr apahi1a dua segi-.3

C' dengan zA ,

ABC = A A'B'C

= ZA', ZB tB' ,F

Br-rkti :

C

Andail'.an A ABC

l"laha AB * A'B

tidal': kengruen dengan

r EC # E',C',r CA I f,',A',

Andaikan AC i A'C'

Ukur AD = A'C'

UFrnr AE = A'E'

... A AED = A' B' C' (:;

.'.4 AED=z A'E'C'

IADE = ZA,tr,B,

A

sd

A'E'C

ql

A EgA'



f,6

zc + zB -ts 4BED + .zcDE =

tc + zE + (lat--P- zAED)+(lBf - zADEI

IC+IE+ ^<BED +ICDE =35(:P

'racji terdapatlah segi-4 yang jr-rmIah besar surdlrt-=r-rdr_rt

Sa,ila clengan f,6(:io " dal am Lr:hachev=F;y , ha I ini. t.:k rnungk in
ini her-ar{:-t pengandai;n l,,ita tidak benars jadi haru=lah A

Er-rl= L ides

1t

@

+ A A'B'C'AEC

a 't/ h i

b

i ) F;;. lar: a ./! b. b !,t r- -------) a /,r tr

f);i lani gecrrnetri_ LahgrL,evEI,iy sifat l,;.etransitifan

l:Esej ahteraan tidal,; perln herlaF:ur.

.-. i

relasi

A, hz Ar

t:.ala a i/ h maka tiap titik

p;.da a misa. lnyar her_iaral: sama

terhadap garis h,

f{&-fu.&==Af.rfifi=

DaIa.m gecrnetr-i Lohachevsl,=y

=if at ter-=ehut tida!,. berIaPl.r_r -

L

P,
bj

TELTREHA : li*_ I ali ,1 ! r, h ri= I am Ge=r*et-v-i. I ch;rh Er/sF;y. ftal':a A

dan b Lidal,: her i c-r I- Et l':. 5;uaflrrS d i fnana-fn.f na "

Tr:rnr.'ata- : Tidah a-da = ti-til,l pada salah satu garis yang



berjaral: sarna ter-h;.rdap gar-is; lcane lain.

-r! -f

a // b

Andail';arr ada =' titik ArBnC

yangberj ar-al: Eaflia terhadap

garis h. jadi apabila AA' r hr

FB'J- h! CC' .r h mal";a l';ita

anda,il:an AA' = EE' = CC'

AA' EE' =egi-4 Saccheri

E'C' CF segi-4 Saccheri

Perhat-ihan =egi-4 A'C' CA

rnaF;a zA'AB + zC'CB = .zE'EA +

F'EC = lB(P

aleh -karena. zAA'C' + zA 'C'C =

?oo+?(rr'=lEiP

rna[':a dal arn segi-4 A' C' CA

ber I ak r: j urn I ah be=a.r
l

=r-rdr-rt-sr-rdr-rt = j6,-lt) 
--r 

ini

tah murng F; in

Lnhachevsky "

Flalau a /i b

dal arn Gect

te I alr

Buktr ;

a

i

bu
c\

A'

AD
a

tidal: rnr-rngF; in ada

A!E.f, pada a yang

Ealila ter-hadap gar-is

terbukti.

3 titik

berj ar-al';

h
L

b

Jadi yang rnungkin ialah :

1, Ada dua titik P dan O yang sarna jarahnya terhadap



-_1 tfi

.lndailian hal ini terjadi maka jiha PF'J- tl" GlCI'r b

fr

L L

'Y q' b

l.lita pert-rIeh FP' Q'O =lratur segi-4 S. Apahila X

teng*h-tengah Ffl. Y teng*h-tengah P'Gl', rnal,,a )ly r a! dan

Xf r Lr" Jadi ;r dan b mernilil,:i garis tegal.; llrrr:s sel:.urtur.

"Sehalil:.nya" : !.laIar: a dan h memili!.:i garJ_= tegak lnrns

=ekntr-r (aiisalnya XY ] mal,;a a ,t ! h.

Uknr-an l.;iri l.;anan Xr titih-titik A dan B sehingga XA = XB

Tar-t[': AP -l tr, FQ -r- b; mah.;, AF = EEI

t-,alau XC = Xtro ma!:.a jika CE _l bs DI r b F:ita peraleh CR =

U;]

7'

'-l 
a.d i

gari=

h;rht+a

r-rl,;uran

(a dan

ada dua

ter=ehlrt mengenai dua

h) yang nremiliki sifat

titil: A! F e e. yang

herj;rak Eifiia terhadap gari= h

" F:E= i rnFt-r i- an "

a rlan fr lneirrilit';i gar.1 S

yang menqlaFlihatF:an

titi-F.-ti til-r F.i.r-i l.;;nan

mEfnpLtn )/a j. j ar-ah ;-'ang

:i " Tidal., ada ! Li.t-il.:

q xY 1,

Ir-trlr= Eehlrtu mi=aInya XY,

hahwa paEangan-Fa_Eangan

tega-F;

lagi

x ,uang

pacla

=tri.mA
j aral,;nya terhadap

Ll .

X

=.aiila terhadap

a yang berjaraF; sarna thd h,

Andai!:an P * h tarr Pf.l r h dan

tariF; di F garis a J- PQ

mak;. a ,ti h

b

i,iil.t {, r.;|;' T P?..RPilSTAKAA}t

a

tj



.TE

l"lal';a rnelalu-i F ada paling sedi!.lit dr_ra 4aris yang l/
h. andaikan PE !-t hi dan andail,.an ^zEIpR i ?oo ambir x

€ b. Taril,, XP sehingga ^zGpX = (x 1: ?CP "

hlalaur x bergerak l.:e kanan pada ht mal:a zGFX nail,:

(bertambah hesar) tetapi selaIu tidak dapat melehihi

^ZQPF -----r. c{ .: lctpR"

Jadi hinipunan sud'rt-s'rdut cr sedemikian yaitr-r ( a i
tah hingga dan terbatas, sebab tiap a e t cr ] rnernenu_

hi Q < cr *i, ^zEPE maka arja suprernum (batas atas paling
l.:eril ), l,tisall:en E.lpr=rnLrnr { cx ]. = cro dan cro = zep:-.

rna}:a P5 /! h

Br-rk ti- :

Andaikan Fi Il h ---+ Fi rnemotong b rni=arnya di v"
ini aka-n herarti ha-hwa ELrdLr-L r:ro terrnasul:- hirnpunan

=Lrdr-rt-sudLrt cx. ,radi tidak dapat rnerupakan batas

atas yang paling Hecil.

Jadi garis Ps ,// b demir':ian rjisebr-rt garis asirnts-
til=.

tiesirnplr l an ;

Geametri Netral

trEe EuklEE IFl'arabolik )

_____+ a

.Ir:rnlah hesar sudr-rt tiap segi-I lEOo
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Get: Lnhache.rEl':y (

.rlrrn I ah be=ar srldur t

Gen Hiperbelih i

segi-.3 l::LrFan€ dari 1gt-J)

><
A

Gen Fi=mann (Geci Eiiptih )

I'ilrngkin ada geometri--geernetri netrat di 1r-rar geometri

er-rt l idean d.=n geanret-ri Latrarhev=ft.y ?

filrngl,;in ada suatn geornetri netral yang =ebagian Eurhlidean

dan sehagaian !-or-\achevsl';y ?

'Iawah,nya adalah sebagai beriF;r-rt :

Snal:n gearnetri net-r-a1 F;alau tidaH Er-rhlidean rna.ka ia

Labartrev=1.;y dan =ehal iknya.

Un-r-r-rk r,renjelaskan jar+aban ter=ebr-rt I'lit-a memerLul,;.an l";ensep

=ebagai ber-j,kr-rt i

Andaikan ada a dan F F- at pa.sangan (arFI memlil'-i sif at

Eurl:lidean. apalri. Ia melalui P adatenat satu oaris yanq

Fa=ang (arFi memilihi sifat Lgtrachevsky apabila rnelaluri P

ada lebih dari =a.tn gari= yang // a-

TEOIiEI'14

And"rikan di Euatr: qetrrnetr-i netral ada trasanqan (a.P)

vanq niernilil:.i =if at Eril';Iidean rnaha ada PP.

Er-rk tr :
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Andaikan (arP) rnemiliki sifat Euclideg

Tarik PO -t- ar arnbil R e a, fr = ft

Tarik ql di R. dan g J- at tarik PS r. s

rnaka FEIRS PP.

Sehah : FS r er a

tarit: di

l"laka C / /

-L E ----) PS -t./ a

PgarisCrFA

a

?

r

at8 K

Jadi harlrslah C: FS

... z tips = ?{P J) pt1gs Fp

Al,.ihat :

Andaikan dalarn =uatu geernetri netrel ada pasangan (arp)

yang rnerniliki sifat paralel Elrclides. l'!aka dalarn genmetri

netral itr-r jumlah besar =udut-sudurt dalam tiap segi-.I

adalah l8Clo ,

TEtrHEI,IA

Andaikan dalarn suatu geornetri netral ada Frasangan ( a 
" 
p l

yang memilil.;i sifat parlel Lobachevsky, rna[.:.a ada segi-.
yang jr-rmlah besar sndurt-sr-rdut krlrang dari 1Bo(:).

Akihat : Andaihan dalam suratur treometri netrarl ada

trasanean (a.P) yanq merniliki Eifat par;r]eI

Lobacherrskv maka jumlah be=ar sudut dalam tian

seqi-I kuranq dari 1-BOo .

TEOREI'IA :



,^

Andail:an dal arn slratur geernetri netral arJa

pcls;inearr (a.F) yang rnemilil;i sifat paralel

Et-rcl ides maka tia;-r pascrnlf (garis. titik I titik

e garisi memililti si-fat Euclides (jad geornetri

netral itr-r adalah g=or-n=tri Er:'=1ide,si =

0

,[

Elrc I ides 
"

dibr-rl':ti kan

xP

Er-r[: t i

Ai':ibat 1 :

Ancjail:an (aoFi

andaitan (9, ::)

pasangan ( 9, )r i

Er-rc l ides =

rneirrilil,;i sifat par-a 1e 1

AF;anFa-Eangan I ain .

jr-rga rnerniliki sifat paralel

*nd;.iL:an ada pa=Engan (F:r y) '/ ,E l'. yang

tj-daF; r*erniliki sifat paralel Euclides.

Ini be,nar pa=angan itu merni liki sif at

pa"raIeJ- Labachevsky, rnaka jnmlah besar

sr:dlit-=i-idurt dal eni tiap =egi-Sk:rlrang
ciar-i 1Bt:lo, AL.;.r 'L.etapi nleh l;;.i-ena

FaE;rngan (a.P] rner-niIiF:1,=i sifat paralel

Euclicies rnaha jt-rrnlah bes.fr =udr-rt dalam

tiap segi-. saina dengan 18iP t-a!,;

mr-rngl.: j-n, Jadi Fa=angan (1.; ry) memilihi

=ifat- paralel Eurlidesr jadi jr-rga

F;{sangan (gr:l) "

Suatr-t geanietri netral dapa.t herbentltF;



gecrrnetri Elrcl ides atan geornetrj- Lohachevsl,;y.

Ge-"nmetri Euc I idean ;

a // b dipotonggdi F dan Ele.

43

zFt timisal

1zA.+

r
L a

Bt-tktihan izPt=tci

Bt-rkti:

Andaikan .zPr1 = E.

Zfh in=rka ZFr + zEb

lBrf .

2
bq .&z

herdasarkan l';e-ehivalEnnan aksioma paralel

play fair dan aksiorna paralel Euclides, rnaka a

dan bherpotongan di bagian tridang yang rnemr-rat

ZPr dan ZQz itr.r ini berlawanan dengan yang di-

l:.etahui bahwa a ll h.

Al,;ihat ? ; Suatu geemetri netral adalah Er-rclidean atar_r

Lobachevsky apabi I a ma.sing-nrasing geornetri

memuat =egi-.3 yang jr_rmlah besar sudurt-=r:dut

sama atau l:.urang dari lBOo .

Et-tkt-i : AndaiF;an dalarn sLratt-r gerrnetri netral I ada

segi-5 yang jlrrnlah besar sndlrt-sudlrt Eafi-ra

dengan 1Br-,o. AncJaihan geemetri kita

Lt-rhachevsky rnah:a dalarn genrnetri ini jr_rrnlah

besar sudr-rt-sudut dalarn tiap segi-.3 kurang

dari lBOc' . Berlawar-ian.

Akibat . : Apabila dalarn geometri netral ada PF, rnal:a

gearnetri itr-r adalah Euclidean.

Ada geometri yang di dalarnnya, berlaku aF;sisrna paralel

,|
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Rielnann ; "Tida[.] ada garis-gari= sej aj ar,,

cnntoh : suatur genrnetriyang tidah mengenal konsep h:ese-

jajarar-i iaLah

Amhil permul,;aan hc,la : clisini

1. TitiF; adalah t_i_til.: pa.da bt:la

?, Garj_s = lingl;aran heEar.

I ingl-;aran hesar ad*lah ':

Lingl.:ar'-an y;ing herhentr:}.: I:.arena terjadj-nya

tmla dengan hid=ng ./ang rnelalui ti+_il,:

{:erseburt,

perpotongan

pusat bala

Dida.Iarn geometri ini rJipenr_rhi sif at

bahura : l,lelalr-ri tiap dlra titik ada

tepat- satu gari= disini jelas :

L Tiap ? gar-is =elalu herpatongan

2. Tiap ? garis herpotongan pada :
titih.

t:.a I ar-r ada =egi tiga AEf,, mal::a didapa t suatu segi-I hol a .

t:.ita ltetahlti hahwa z{\ + zE + tC }. iB{P ,
/

suatlr ge,:nretri Eiernann bukan =ejenis gecrnetri netral,
seh;h da 1;m gec'inetri netra I ada pengertian [,:Esej a-j aran ,

'..lad 
j. l.:aIart pengertian hesejaj aran harn= dibr_rang, sif at_-

sifa't rnana la.gi yang juga harus tidal.; diberlal.;uFlan, Untuh

trren)relidihi =ifat-sifa.t rn.ena laj-nn;va hsrus dibuang, l:ita
perl-rxti l';an henibali pemhr-r[.;tian sifat berikut dalam

genmetri lretra. I yaitr_r srfat ber-il,:r_rt:

Apahila I r nr rn _L n rnaF;a | // rn

\,
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Bagaimana br:[:.tj.nya sifat ini ?

Dalam geemetri Fiernann I dan m da-

pa-t berpcrtnngalr r akan F:ita teirrt-tl.:a,n

sifat-sifat dalam pernht-thtian yang

tidal"; menjLrrLtE kesuatu F:nntradil.;.-

si"

TEOFEI{A 1 : Tiarr qBris t-erleta!.: =eluruthnya di dalam Ee-

suatu sudurt

Br-rkti:
A wl Andaikan I garis yang diketahui,

Amhil sehurah titik P di Ir-tar garis

j-tn. I'laka melalr-ri P ada pal ing

sedikit ? garis (l-lis m dan nI yanE]

sejajar dengan 1.

n

A

,L E
Garis-garis rn dan n ini membagi bidang menjadi empat

bagian yang merupakan daerah dalam =udt-rt-s,r-rdt-tt- yaitu dari

surdlrt-sr-tdlrt AFB. EIPA' . A'PE' , F'PA,

t.

L
A

6

?

ts

Al,;an dibr-rFrtihar{ baht+a I ter}etal.r,

salah satlr daerali dalam ter=ehltt.

FEIL!f!rh!:''lB di dalam

Untuk ini 1';ita amhi I

semharang titik El e I! rnaka fl terletak didalarn salah satut

bagian dalam itu.

OIeh l';arerra I tida[:. rnernotnng rn inarplrn ni maka tl tidaF;

terletal,;. pada in atau n. Andaj-kan EI terlet-ak dalarn daerah

.ZA'PE. rnal,;a oleh karena El =ebar-ang pada. Ir se, luruh I akan

termasuk dalam daerah dalarn zA'PB.

Akibat :
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l'1eIa1uti sebutah titiP. cl i lr-tar sltatlt qaris ada tak

hincca ban'/aknYa qarl 5-qar AE a/anq sei lar dencan

saris i.tut -

Er-t!-; ti

A

Et-t[:ti ;

Andaikan g

6t
A

tM

n

Anrbil I darr P diluar gari= itut'

l"laF;.a melallti F ada gari= mi=al nI

dan n yang =ejajar I.

Andail"an H sebutah titik di dalam

ah?fr darr zfr'PB' dan tidak akan

dapat rnemotcrng I Yang terletak'

selnruthnya di dalam tA'PB-

Ini berarti PR fl t- 01eh karena

F sebarang di dalarn IAPB, nraka

ada tak hingga banYal',nYa garis-

garis melalui P Ytsng sejajar

dengan garis 1.

Diketahui a fl b. S rnemotang

di T rnaka g rnernotong b.

a

r
R

3

r
11

b

tidak memr:tong b pada g // b melaluri T ada dua

gari= yanq sejajar b Yaitu :

q il b I ini tal': mr-rngkin menurut "Aksisrna paralel
r

a li U J tapi didalarn "GEE Lsbachevsk'!" ini masih
Eurc l ides"
rnurngkin.

i..;: ::i i:?T p?rFpuST/\l(AAI'I

'' 
"-; 

LllG
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GEO}{ETRI

Aksicrma

RIEI"IAFIN

Tidak ada garis-garis sejajar
I m

L L

Dalarn gearnetri nstral , kalaut 1 r n! IB -L n ! rnaka dapat

dibr_thtikan bahura 1// n dalarn geornetri Riernann, uralaLrpLrn

I r n dan m -L n, kita tidak' dapat rnenarik P'esimpurlan

hahula L // rn-

Bul,.ti bahwa dalem geometri netral I t / fn adalah =ebagai

beril,-t-tt !

AndaiP.an I rnemotong m di C

BC dan CA be'rimPit ini

1 . Ferpan j ang CA de'ngan AC'

=ehingga GA = AC'

?- Tarik C'B

3.4 ABC=A ABC'

4. IABC=Z ABC':9OO

5. Jadi EC r nr BC' r n

6. EC berimPit dengan BC'

7. CA dan BC (EC') bergek'uttt-t

pada 2 titik Yaitut :

herlauranan dengan Pengandaian

t-

n

berbeda.

4

bahwa

.'. Tak

t l/

yvl

I dan rn dua garis Yang

mungl,-in rn memotong I

m

RIFIGI.:ASAFI

DiandaiP.an I berlainan rn
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Jil"a diambi r I memotong n{ rnaka diperoreh sif at yang
berlaFJanan yai.tr_r hahwa I mpi t rn.Lrer-i

Jadi 1 !i rn.

seh-ingga apahira ALsinma Riemann diLrerrakurkan. teorema
yanE har-u ditrr_rtltikan harlrs F;ita hr_rantr, Si f at_sif at yang
aF;an l:ita berlal,;r-rl..arr terns adalah tentunya,,sifat t-.onqrH_

Err*-n" ? =egi tiga yang aka.n dibr,ang adara-h sifat_sifat
yang das,arny;r tidal, klrat.
sif a L in agaF;nya adar-ah =etragai ber-ikut : 1 dan rn

berirnpit nleh Frrrprifr r dan in hersehutu pada z titik yang

ber-Lr;:da -yaitr_r di c dan f,,,
L*,ghah yang menjLrr,-rs ke sifat berra*ana.n bahwa I
herirnpit rrr atjan gagar" apabira c berimnit dennan c,.
Fiont':Lr-rsi hahr+a C dan C, berbEd.r. nleh karena diglrnakan

=ltatn i':aidah bahwa tiap garis rne,mherah bidang riienjadi d*a
bagian ynng =*lin* lEn;s. Ar-trnya l.:alau ada Z titik
ma=ing-ma=irrg d:L=aLah =atu hagian bidang, garis yang

rnenghr-ri_rr_rngl.;an dlra titil: itr_r ;nemcrtt:ng qaris giemiEah. Jadi
tanpa l;aj.cjal-r penrisah =etiap gari= ini " hita tidal: dapat
rnengat*i';an hahr*a c herlreda dengan c'- Dan br-rl,:ti 1 /./ rn

;l:.an gagaJ. 
"

Ferdasarh.an r_rraian d-i ata= kita dapat rnernbaneun suatu

'feernetri r-i=nruann sehatrai trerikr_tt :

J Apabi I a si f at nemi sah " hahyra setiap
garis nre;nhagi bidang menjadi dua ha_

gian yang terpisal-r. tr_,tap diberlahu-

<-
n



I

l:an a[.;an tetapi diperbolehkan b.rhwa

dua garis herl ainan her.potongan pada

a titiP. (Geometr.j- etiptika eanrja),
pada tepat

pri n=ir

4C

satu titih.

trernisah slratu

pen ting

Er-rc I ides,

Elrc I ides .

men j ad.i

3 Dlra garis Lrerbeda berpotongan

maka harlrs diherlakukan hahwa

qaris harus diburanq (Eeemetri elint-iha tLrnqqal ),
Oidal am l.;edna gecrrnetri Riernann ini . prinip
lainnya yang lazirn kita kenal dalam geornetri
jr-rea tidak berlal,;r-. yaitr_r ; ,,Dalarn geornetri
suatur garis terpisah oleh sebr:ah .titil,; p,rdanya
dua hagian yanq saling lppa=,,,

Per-hati[.:.an ter]ebih clahullr genmetri ,,El iptika Tun qa 1r'.
Apabi I a kita perhatikan tl_rl,;ti di atas r ftakfr apabi Ia CA
diperpanjang dengan AC, n kita har-Ltg =arnpai trada titi[,:
vanQ sarna ini, berarti hahwa setiap gari= adalah =nat*
l:lrr-va yantr tertlrtup,

rni berarti bahwa nanianq +t=" qari= dalarn geometri
Riemann "Berhineqa,,.

Jadi sebr:ah titi[:- pada s,-lEat.-r gar-is Riernann tida!.1
mernba.inrr'a rnenjadi dlra bagian yang =aring repas. Te,tapi
l,:.alfiLr ada ? titk A dan E yanq berbeda, rnaka garis Riemann
terpisah rnenjadi dna haqian yane salinq letras.

7

A

DaI am geometri "Er intih; EanrJa" , andail:-an r sebuah gfiris
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dari A =.eLruah titik pada I

t3 t.

Andail';an rn gari= melarui A yang tegak rurrurs pada r. trIeh

l';.arena I dan rn berrnti:nean trada dr_ra titii,. rnaF;a m al,;an mE_

rnatnng I lrntuk 1,:edna l.lalinya di E misalnya, Oleh l.;arena I
rnerrhagi hidang menj*cli '? haqian terpi-sah, maka hagian rn

di a'Las I dapat- dicerminhan l.;.e hawah garis r. Dengan de-
mihian'tarnpak lagi bahr+a suatu garis daram geornetri erip-
tiha ganda ini adalah su;.tlr kuF.ra yane tertutun,
f'lodeL i:*rF: ena l qerrinetr-i. Riernann adalah Eebaqai beiF;r_rt :

Ferhati[.;arn br:]a E

1, " TitiF; adalah titi!.; pad* hcrla

?, [iari=. ana]ah Iing].;aran he=ar pada hsIa,

O*lam hai ini jela=leh Lrahura [,:ita rnernperrileh suatn mndel

geor.,rEl{:ri elipti. l:a ganda =ehab :

.1 . Ti,:tr tr;ris mernbaqi hidanc rnenjadi dt-ra baqian yanrl

tern sah -

:, T-iap dlra garis yang be,rbetla t,erpotongan nada dua

r_itik,

f,- TeLapi melarni dua titi!.: adai.:alanya dapat dibr_rat

tepat gatt.r qar-!.sr adal.:alanya dapat dibr-rat banyaF;

gari-s " I4i=aInya meiarrli A. F ada tepat satn gari=
dan rnelallri >t dan y ada hanvak qaris-

I'Liclel =r-ratlr r.leome l_ri elipti[''.g turnqqal dapat jr-rga kita pR-

rrileli pada perror_rl.:aan hela.

A

j

I
I
1
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I Garis disini j r_rga ki ta amhi I I ingkaran hesar.
al'lan tetapi tidak seluruhnya. nlelr karern=r dt.ra

lingkaran besar hernotonqan pada dua titik bola
Yanq letaknva di diarne tral ( pacla bol a )

Titit: T pada Lridang Riernann dalarn mndel ini
di=ajil.:an sehaqai (A.Ej = T dengan pemhaharuan

ini. tiap dua garis Lrernotsnqan pada satn titik
Riemann.

Tiap garis

I ingF:arfin.

Tiap garj_=

Tiap garis

hagian yang

cr-rkr-rp digainharkan sebagaJ- =etengah

juga nrerupal,;an F:.nrva yang

jela= tidat: mer-nbagi bnla
ter-pi-sah

tertr-rtup.

menjadi dna
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BAB IV

GEOI,IETRI INSIDENSI

A. HENENTUKAN GEOT4ETRI INSIDENSI

I'lernbentuk geornetri sEtrara forrnal didasrl,;an pada

=i-ratu =ister-n aF:sioina-al,:.sioina

i:e1 ornpsF; Al,.siooB InsrUensi

I Suatu garis adalah himpltnan titil':-titk yang mengandung

traI inq =ediI:it dna titil,:.

Dua titiF: yang berlainan terrnuat dalam tepat satut

qaris.

Suatu hidang adatah hirnputnan titik-titiF: yang rnengandungL'

-t-

palinq sediF;,it tica titii.; y;nq tidaF; "seqar-is" ('r;oI ine-

---1Etf ,| .

4. Tiga titii'; yang berlainan dan tidai'; hslinear- terniuat

dalarn tepat satu bidanq.

5. Apabila =ltatut bidang inemlta duta titil';. sebuah gar-is.

ma,[:a- bi-dang itui memut.et seILit-',-th qar-i=-

6- Apab-iIa ada 2 bidang yang bersek:utt-t trada sebuah titik.

inaha [-;eduia bidang itr-t LJI T 5 el,;r-rtr-r pada titiL; yanq k.edr-ta.

TEOFEI.,IA 1

Dlra titiL yan,f, her-lainan Lrersel,;t-ttut pada palinq

ban - t-
Et I.-- =atn titil.; "

i,.,r;.1 r. i i:,T FF:R?l_ISTAKAAN

i . .:, i.,1.:;,+,'t'iG

I



TEOREI-IA

Eurl,: ti :

TEOREI{A 3

Eurkti:

lr-alau titik A tidak pada garis EC lA G EC)

rnal,:a A!E'C berlainan dan tidah kolinear'

l'lennrutketentuanE=C. Andail':an A = B oleh

karena B e EC (B pada gar-is EC) r rnaF;a A e EC

berlawanan dengan yang dil';etahr-ri sehingga

Fengurnpatnaan A = E adalah tidal: benar. l*lal:a

harlrslah A = B. Begitur purla dengan jalan

yangserLtpa A = C' Jadi ArE'C berlainan.

Andaikan ArErC segaris sehingga ada garis g yang

mernltat ArBrC dan C- OIeh karena inernltat E dan C

danB= C maka q = Etr. Jadi A e EC Yang

berlawanan dengan yanq diketahuti sehingga

pprlttnparnaan bahwa A. E ' C tidah l';ol inier- -

Beburah qaris dan sebutah titik Yanq tidak pada

qaris itut ter-rnuat dalarn tepat satu bidang.

Andail.;an q qaris tersebut dan A sebuah titih:

denqan A g q.

Hita buktiL:an terlehih dahurlu ada palinq

Eatu bidanq.

I"lenurltt Ir, g me6ua't- pal inq sedikit 2

rnisalnya E dan f oleh l:arena A a L, rnaka A

------+ ABC tida[:. seqariE (tidak hslinear).

sedikit

titil.:..

*EC

Jadi
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rnenurLrt I+, A,E,C termasnl,;. dalam satur bidanq V.

OIe,h l.;,arena ada 2 titil,; € llr yaitu

terletah: trada V, mal,;a rnenurrurt

terrnurat didalain V- Jadi ade_ bidanq

A dan g--

Andaikan

B dan C yanq

Ir, seluruh g

V yanq niernlrat

niisalnya V'

V' mernuat g

yanq mernltat

V' menruiat tiga titil:
BrC yang berbeda dan
dal.: l.;oI inear

ada bidang Iain,

juga oleh l,;.arenaAdanq
- tt, 

------! 
J-_

V llltitllLtct L .E! Ll ctl I t- A,
ti
LI_

l"lenurrrit I+ hanya ada tepat 1 bidang yang melalui

3 titik: A,E,C itu.

.'.V=V'

V' rnemurat A

"Ingat" Suatu sistem aksioma

sisten artinya tidak

harus bersifat kon-

boleh saling berlawa-

V yang

I dan rnr

dan A.

Note

DEFENISI 1. :

Al,;ihat :

nan,

Dr-ra gari= g dan ri disebut sej aj ar, ditr-il is

S. li m apabila :

1 - Sebidang dan

2. Tidal,; rTlerni 1il.;i titil'; seF;utu

Er-rkti

Apabila g

dan rn

I'lenlrrlrt

memlrat 1

andaikan

// rnt ada bidang tunggal yang rnemuat g

definisi, ada sebuah bidang

dan m, Andaikan V' juga rnemuat

A e rn. maka V' dan V mernuat I
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l"lenurut teorerna

TEOREI,IA 4 :

Apabila dua garis yang

maka l.;arena termuat di

Br-rl:ti :

Andaikan I dan rn gari=

tersebut, andaik:an A €

rn berpotongan) - Plenurlrt

B = A, E = It maka

memnat I dan E. OIeh

berbeda yang berpotonEan r

satn bidang.dalain tepat

ber-beda yang berpotongan

I dan A, € m (=ebab I dan

al';siornaladaEem dan

ada sebuah bidang

3rV'=V.

kar-ena V memuat I

V yang

rna [:. a V

rnernuat A sehingga rnEfiLtat rn. Jadi V niemuat I dan rt

TECIREI{A 5 :

Apabila ada 2 bidang yang berbeda

berpotongan maka hiinpltnan titl:-titl,;

( titik-titil.; =el,:,t-tturnya) adalah =ebnah

Eul,:ti:

dan yanll

potangnya

garis -

Andaikan

berbeda

sedikit

hidang-bidang itn adalah V dan hl yanq

dan yanq bertrotonqan ar-tinya. ada palinc

satu titik f dengan A e V dan A e W.

l'lenururt I o

misal B.

.'.EeVrE

. V dan [^l berEekutur pada titi'l.: kedua,

elI

Perhatikan qaris AB. mal.;,a karena A e

-----r AB e V dan jurga A € Hr E e W 
-> 

AE e trl

V. B e, V
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Jadi tiap qaris AB adalah titiLl se!:.utr-r V dan td.

Dengan dernil,:ian terblrkti bahwa oar-is AE adala

himpunan ti tik-ti tik 5ef-.utr-r V dan W. Tinqqal

rnernblr ! : t- _ _
LI f--Etl I bahwa hanya qaris AE lah yang

rner-npal,;an hirnpunan titil,;-titil,; sel.:.r_itur dari V dan

ut.

Untlr[: mer-rrblri-:til,;an ini F:ita f4r-us mernbukti],:an

bahwa :

1" Tiap titil,;. pada AB adalah tititr sel.:.r_itu dari V

dclfi W.

2. Tiap titik sehutu antara V dan W terletal,;
pada AB-

Untr-rk butir (1) telah terbul:ti di atas. Sedanq

bntir (2) ai.;an kita bu[:.tll.:an:

Andaj-l';an G !itil.; sel;urtn V dan hl tidak trada AB.

Ini al';an berarti V rneinuat A,E,C

l,rl rnernuat A. B, C

Ole,h l:arena riielalr.ti tiga titi'r; berbeda dan tak

dit:etahui bahwa V

potong lainnya trBrus

A.E.C ber-beda
dan tak koli-
nEar.

l,;olinear, rnaka hanya ada satu bidanq. l,laF:a = t^,.

Ini berlawa.nan

berbeda lrl- Jadi

dengan

tiap

yang

ti ti t;

di AB.

.'. Hinipunan titil,;-ti-uik potong V dan h, adalah
garis AE.
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DEFENISI 2

duallldanV bidanc disebut sejajar, ditr-rIi= V

hl apabila V dan W tidatr

TEOREI"IA 6 :

Apabila bidang-bidang

bidangUmemotongVdan

Bukti:

Al,:an dibuktikan bahwa P

inemil il.:i titik: sel.;urtu.

V dan W sejajar, dan

l{ rnaka (UrVl // (U!hr)

fiRdan EI n R adalah

F;ita bul.;tikan bahwa F da

tak mt-tng l,; in . Jad i

adalah sebuah garis

sebuah garis fil r

misalnyalnin=A

A r ini tah mung[:-in, Jadi

satu bidang dan tidaF;

berarti L // rn.

serater bidanq

rnemiliki

apabi I a

garis-garis. Untul.:

R berlainan dan A

F = R. DIeh karena

dan R juga berlainan. Andail,;an

R mematong Q rnal.:a ini berarti

.Ln L

bahwa P rnernotong Q, ini

haruslah P = R. Eerati F n R

l. Eegitlr pula Q n F adalah

andail:an I dan in be,rpotonganr

ma[:a A e F dan A e GI.

Jadi F dan El berternu di

I dan rn terletal,; pada

rnerni I ih:i titik ternut. Ini

Definisi 3 :

Sebuah qariE dinamakan

qar-is dan bidanq itut

sel:utt-t.

tidal.: titik
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SOAL-SOAL.

t. Apabila sehurah garis sejajar seLuah bidangr rnaka garis

itu sej aj ar dengan perFc l;ongan antara bidang itu dan

tiap bidang yang r-ir..JrilLldt gar-is terseblit.

2- Sebuah garis g terrnnat dalam bidang V, andaikan garis

a /i q rnal:a a terrnuat dalam V atan a // V.

f,. Apabila sebuah bidang mernurat dua gar-is yang sejajar,

malla V rnernurat paling sedikit empat titik.

4. Sebuah bidang mernuat te,pat tiga titil,;.

Enktil.lan a ) Tiap gar-is bidang itur rnemlrat tepat z

titik.

b) Tidal.: ada garis-garis sejajar.

5. Apabila tiap garis rnemnat paling sedikit tiga titi[:.

Et-thtii'ran a ] Tiap titil,: pada ELtatu bidang termuat

dalam paling =edil.;it -l garis bidang itr-r.

b) Tiap hidang rnerniliki paling sedikit turjurh

! i ! i t-LI LIT-..

c ) Tiap bidang rnernili[:.i paling sedihit tr_rjuh

garis.

Andail;.an ada 3 matram hinrpunan, yaitu :

Sr: Titil.:

Sz : Garis ( himpunan titil,r )

Ss : Eidang { hirnpunan ti ti k )

Yang mernenuhi sitern aksioma-al,;sioina

dil,;ataF:an 5n, 52, 5s rflefibentuF; suatu

Suatu geornetri insidensi disebut

Ir sampai dengan Io,

geometri insidensi.

qesmetri insinden=i
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bidanq (planar) apabila hanya ada 1 bidanq (atau geometri

insidensi berdimensi dr-ra) .

Suatu geornetri insidensi disebut berdimensi tiqa, apabila

di dalarnnya ada Iebih dari satn bidanq.

I,IODEL_I'IODEL GEOI{ETRI INSIDENSI

I'lodel geornetri insidensi adalah sebuah sistern

(SlrSzrSe) yanq terdiri atas tiga himpunan tertentur

Sr, Sz, Sa yang Ltnsllrnya masing-masing dinamakan titik t

garis dan hidang yang mernenuhi aksioma-aksiorna 1 sarnpai 6

Sebuah geometri insidensi disebut planar atau

berdimensi dua apabila Sa terdiri hanya atas satu bidang.

Apabila satu model telah memenuhi aksiorna 1 sarnpai 6,

dengan sendirinya EeJnua teorema-teorema yang telah

dibahas aL:an berbal:ti dalarn rnodel tergeburt,

Eeriklrt al;an disaj ihan rnodel-rnodel yang tersendiri

atas SrrSzrSs.

1. Geometri insidensi yang terdiri atas hanya 3 titil,r.

I'lisal ArBrC tiga titik

l"lal:a ada 3 garis : (ArE). (BrC), (C!A) --+ tidak ada

garis sejajar + ini rnernenuhi aksioma Tt sld Io.

2. Eagaimana l,.alau geometri insidensi t:ita terdiri dari

atas 4 titiP.. Buatlah diagram, ada berapa garis.

Titik ArBrcrD

Eidang : 1 bidang yaitu yang mernnat ArBrCrD

Garis : (ArE), (ArC) ! (AtD), (B1C) r (C,,D).



6C)

D,

suatLt gPometri

( A!C)

(A"B)

( A.D)

fnemLrat

unsur-Ltnsl-tr geometri

Hinqqa (finite geornetri).

ak-sit:rna-aksirima georne tri

/ / (E,D)

// (DrC)

/ / (ErC)

hanya terhingga

tersebut dinamakan

TampaF; geometri ini

insidensi.

B

Apabi I a

banyaF:nya

Geo tri

rnemenuhi

TitiI:: ArBrCrD

Eidang : Apabila

I bidang

Andaikan

A.E!C.

A!E!E,D tidak sebidang

yaitu yang

D tidak

rnernlrat A!E!E (A,E!C)

yang rnernuatpada bidang

Apabila D e (ArBrC) -----t (ArErD) ! (D'E'C) !

(ArDrC)

Garis-garis : (ArB), (AyC) r (Brtr)

Fada bidang (ArBrC) 

-) 

GIE-I c (A.B'G)

(ArC) c (ArE'C)

(E,C) c (ArB,C)

(A,D) c (A"BrD)

(ErD) c tA!B!D)

Pada bidang (D,B.C) 

-) 

(D!E) t (DtC) r (B'C)

Fada bidang (A,B!C) 

-, 

(ArD), (ArC) 
' 

(DrC)

Catatan : (ErD) tidal': sejajar (A.C), karena (B!D) dan

(ArC) tidak sebidang dalam hal ini (A!B!D)

dan (A!DtC) tidak identiL; sebab E dan C

tr I -. :,, i'7; ?Ii?I]USTAKAAN

,,..i l',:.1]AliG
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tidak berimpit.

3. Titik : Titil: di. dalam suatu I inqkaran Eurc I ides

Garis : Tal i busur didalarn l inqkaran itu

Bidanq : Daerah linqkaran itur.

a / / b l:arena dia baru berpotongan

diluar geornetri kita, sedang dalarn

geometri kita a tidak berpotongan

dengan b.

4. Titik c Tiap titik dalam bola Euclides

Earis : TaIi blrsur didalam bola itu

Bidanq : Baqian dalarn daerah

pada bol a i tur .

I inqL:a!:an

Selidihi : Apal:ah (4) suatu model geornetri insiden=i ?

5. Titil.: : Fasanqan terurut bi lanoan- bi I anqan real (r:.y)

Giaris : {(x.y)l ** + E}tatr = gl_ denqan a,b tidah

boleh dua-duanya nol.

Bidanq : Himpnnjln Eemua traEanqan (X,Y)! X,Y Real.

Apakah rnodel 5 suatn rnodel geometri insidensi ?

Burl;ti : Arnbil g, t(xry;l a:{+ by + c = Q i, arb tidak

berdua noI.

Ir : Ada paling sedil:it dura titil: yanq termrrat

dalarn g

x = 0 + by + g = O -----+ y = -c/b, F:alau

b #t) (t)r-clb) eg

y = O 
-r 

aX + tr = O --> x = -c/b, kalaur

a # tl (-clb, O) € g
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Andail';an [ =

g '[(>r,y) I a]i

(-)

+ C = t]J-! AX + C = (-) -----+ x = -clf,r y se-

(-clar Yr) r (-cla t yz)barang

-+€g
Andaikan

EI i(x,y) |
by + c = ol-, by + c = Q -----' y = -trlb! x se-

barang (xrr -c/a), (xz, -cla)

---r € g

AmbiI A (ar, azlr B (br, bz)

BUF;tihan melaluti A dan B satu dan tidaF: lebih dari

satu gar-is

b- Titil; : (r:,y.2), denqan (O,O,tt) br-rl.;an titik

Dengan f:etentnan bah+.la : (xryrz) = (kxrky.F;=)

------, h: $ c] (dianggap satu titil:).

l,iis ( 1.2.3) : (2,4,6)

(3!(-l ,O) = (1.O,r])

GariE :

Eidanq :

Apakah 6

t(x,y.z) lar:+by+cz-=Q-L
Himtrrlnan sefnlta (>:'Y'z)

sutatn inodel geornetri insidensi

3. F;EISOHORFA}.I EECII'4ETRI I NSIDENSI

Ada dlia eometri insidensi trlanar G dan G'

Unsur-nnsurr- taL; terdef inisi E adalah tit[:-titik A dan

garis-garis g.

Unsurr-nnsurr tak terdef inisi G' adalah titik-titil.l A'

a=L-)
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dan garis-garis g'

Geometri G disebut

TEOREHA :

Eul,: ti

t' I sgm[]rf " d_enqan G' apabila :

1. Tiap titil: A e g "Sepadan" dengan tepat satu

titil: A' e G', dan sebaliknya.

2. Tiap garis g e G "Sepadan" dengan tepat satur

garis g' e G', dan sebaliknya (jdi antara

unsllr-LrnsLlr primitif geoinetri G dan geometri

E' ada padanan ( l.:.orespondensi ] satut-gatu ) .

S.ApabilaA€geA'€9"

Dua geometri insidensi planar G dan G' adalah

isomorf ih j ika dan hanya jiE_A ada trada.nan

( l.:orespondensi ) satu-satu.

Antara titik-titiP, G dan titik-titik G'

sehingga rnenqawetkan (mernpertahanF;an ) sifat

keklinearan (kesegarisan)

1 Andaih:an G dan G' (tanda =

"Isomorf". Haruts d i burk tihan

artinya disini

titik koI inear

------r treta-tretanya juqa kolinear,

G = 6'r jadi ada :

1. p : A ---> A' - p (A)

2.ft!g--rg'=gt(S)

S.HalauA€g->A'€g'

AL:.an dibul". tikan :
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Kalau ArBrC € gr harus

p (E) - B', p (C) = f,'

EI

dibul'rtikan p (A)

terletak pada lr

A

(g)

(,

\(!

A

o

E
tI

$

$

q
ArErC. € Ef --> A' e g

E' € g'

c' € g'

Jadi ka1an E :: G' rnaka

A'rB'!C' segaris

( koI inear )

tiga titik G yang

ko1 inear,

__->

tiap

tetapkolinear, peta-petanya

,] Dil';etahui : Ada tiga titik ArBrC yang L;,sIineat-

Andail,:an p padanan antar titik G dan G'

sehingga A' = p (Alr B' = p (B), C' = p (C)

tetap kolinear. Harus dibutktikan G = G'.

Definisikan I ah padanan ft aEt6r Elar.lE:qarig G dan G'

sebaqai heril.;t-tt :

Ka1aut A € gr B€g

p(A)=A' p(B)-E'

Kita definisil.:an ft itt-t tradBnaE Yanq mernetal.:an gL yanq

melalui A dan E pada qaris q_'yanc melalui p (A) = A'dan

p (E) = E'-

Jelas bahwa C, = p (C) € g,

JJ



Tinggal rnernbuktikan kalau sebaranq X e g- maka p (x) = x'

e. q'

OIeh karena A, B, X e g ----r A, B, X kol inear

Jadi p (A) = ff'r p (B) = B', p (x) = X'! juga kolinear'

OIeh karena A'rB e g' mal:a v' € g' --> A'rB', x' I:olinear

j uga.

Contoh :

G : Titik-titik Garis-garis Eidang

Lr2r3r41516 17 L 2 3 4 3 6 7 (1r2r3r4151617l

234A671

4367L23
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Bidang

(arbrtrrdrerfrg)

geometri

q4

G': Titil:-titik Earis-garis

Brhrtrrdrerf rg (arbrd) r (brcre) r (crdrf )

(drerg) r (Prf ,a) r (f rgrb)

(gra.c)

I'ludah diceP. bahwa G dan G' adal ah

insiden=i
P

qL

abc
( 1r2,4 )

(arbrd)

(2r3! 5)

( brc,e)

(3r4r6)

(crdrf)

(7,1r3)

(grarc)

g2

g7

7
EI
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e

43.t-1

ge

gL'

gz

g3'

g"'

94 = (4,5!7)

(d re'9 )

95 = (516.1)

(e, f ,a)

96 = (6,7 12)

(f,g,b)

g5

q6'



Diagrarn G' 
-) 6.

bb

9,

q

b

6 I
Titik Gar-is

(xry) 't(r:rY)[ ax + bY + tr = fi

arh tidak k:edltanYa nol

x ry Bilangan-bilangan burlat l4odulo

b

T
Eidang

Himputnan se,nua Pasang

an (xry)

3 yaitu {Or1r2}
(-)1?
ooL-)
oL2
o21

Issmsrf?
(-'

x

o

1

2

I
i

e

+

o

1

2

o12
o12
12r-)
201

A SIFAT GEOI'IETRI AFFIN

Eontoh sltatlt qeometri Insidensi te rr.1 dari :

1 . Geornetri Eutc l idean

2. Geometri Affin

Geometri Affin adalah :

Suatu geometri insidensi dengan tarnbahan ahsioina

rnelaluri sebutah titik dilutar sebuah gari=, ada satu dan

tidal'l lebih dari satu garis yang sejajar garis'

Contoh Geornetri Affin : Geometri Euclidean

Geornetri Lobachev=l';y bukan geometri Affin'

Eesrnetri Riernann ganda-3 butl:an geometr-i insidensi.
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TEOREI,IA 1 :

Apabila A E gt A € b, dan g c Vr A titiF;r g garis

V bidang G. Ada tepat satu garis m dengan A e ,nt

rr // gr m c V.

TEtrRET,IA 3 :

Kalau a // b, tr // b dan a # c, rn // g rnalia a // c

DEFF :

Apabila g dan v tidal: ,iremPunyai titil': potong, rnal';a

dikatakan g sejajaf t' ditulis g // v.

' Bidang v // hidang w! apabila v dan w tidal':

memi l iki titi[: sehlttu '

TEOFEI{A 2 :

Apabila v // wr Lt // w dan Ltrvrw berlainan

rnaha rt // v'

TEORET,IA 3 :

Diketahui v

l(aIau garis

w, Lr!vrh, berlainan.

v dan w maka g meinotong Lt

// wr tt //

g memotong

TEOREMA 4 :

AndaiFran ul lv,

dan w rnemotong

u, v r e,, berbeda apabi Ia w rnernotong Lt.

v maka (urwJ // (vrtt).
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"Ireel" Isornofis G dan G' berbeda

Otomorfi : E lJ

SOAL

Titik Garis

(xry) t(x'Y)lax
aob tidak

(>rry) terbatas Paba

berdua nol

{1

Bidang

(xry)

fi
fr

L-)

GEOI{ETRI INSIDENSI :

Titil': T (xry)

22x +y

+ y)l ax + by + c - O

xz+yzr:.L

Garis { ( x

arh tidah herdlta no1.

L/2fitx-y)
L/2 fr, (x + y)

p: (xry) -----t

{(x'Y1 |

Ambil titil': T

L/?

L/7

(x'ry') -----r x' =

B *'-yt{*1ty'=

SeIidil,:i aPakah Pemetaan

pada bidang )

I. *'' * y'= {: 1 ----4 harlts diblrl:tikan

p suatu stornorf isme ( - Isornorf is

v

(xry) e ,

rAtx-
frtx+

durlut.

y) 
-) 

x y=x

v

22E ----r x- + y- <. I

y) ---iH+y

-Zy =x'rA-v'fr
= LlZ fr t-rr' + y')

= L/z fZ (*' + y')

Harus dibu}:.tikan

*''*y''<l
---{ L/2 (x' + Y'

v



*'t*y'2<l

Cara lain:

*'' * y'' = L/2 (x y)z + L/2 (x + y)2

69

L/LZ E

=

\I

Contoh :

T (L/2,

P-l (invers)

Y+ 2zx

zzx +y --+ *'" * y'' <- I

1/3 )

{

v_ =

=

y'=

T' =

N = L/2 fr ( x'
y=L/2fr(-x'
T!untul:.v*e

LlZ fA tLlZ + L/3)

(3/ L2 ral
L/2fr(L/2-L/3)
LlLz E
(x'r y't = (5/L? fr,
+ y')
+ y')

E

Harus dibuktikan :

Ka1au PrGlrR e B yang P'olinear

P = (xr, y1)r A = (xz,

titik-titil.: tergebut terletak

Jil,;.a kslinear inaka diPenuhi :

' , G' , R' j r-tga kol inear.

R = (xsr ys)r rnisal

garis-garig a>l + bY * c

-----r P

Yz) t I

pada

axl +
axz +
exg +

byr +
byz +
bya +

L-)

o
o

Terletah: pada garis ax + bY + C L-)

3 garis homogen yang memiliki jawab arb.c yang

tidak tiga-tiganYa nol

-----+ fia[.:a determinannya o



x,.
v,z

y.L

Yz
y3

o

( :<' rr Y' 1) r Gl ------+ f:l ' (uz' t

x1't YL't x2't y2 x3'r y3'

I
1
{I

Y2'lt R -----+

inEinEnLthi

7t)

R' ( :<s' ! y3' )

deterininan
p -----) P',

Eerarti

di atas,

x3

L/7fr
LlZfr
L/Zfr

(xt
(vz
(xs

y1)
Yz')
y3)

Ll7li ( xr + yr) I
L/2.11 {xz + yz) I
Ll2fr (xs + ye) 1

y1 r
yzl
Y3' 1

L/2

(-)

yL
Y2
ye

L/2 fr L/2 fr
x1

xs

y1
Yz
ys

xr+Yl I
xz+Yz 1
xs+Ys 1

XL
NZ

ditt-tl,;ar
xl YL
x2 yz
x3 y3

xr+yl
xz+yz
xs+ys

I
1
I

x1
x2

xr+Yl I
xz+Yz 1
x3+ys 1

+

YLl
Y2 1
y3i

yL1
Yz1
y3 1

I

menj adi

YL YL
YZ YZ
y3 y3

SaJna

-y1
-y2
-y3

yr
yz
y3

x1 +
xz*
:t!t +

I
I
1

I

l'
1
1
1

NL
i42 +

+

NL

>iz

'/.L

1
1
L

Yr
Y2
y3

I
1
1

I
I
1

I
1
1

o

L/2

L/2

Jadi

Sama I

ii3

L1

xl NL

v.t I
yz1
y3 I

bisa

Cl

o
I
1
1

x1

:(3

Y,',,
Yz'
y3'

NL1
t
1

YL
Yz
y3

irii'" l'i i | ?T irI:RPUSTAKA AI't

i:i :-: i'f l] ,t '1'! G
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l"laP-a P',. Q',. R', Juqa Kolinear

EEO},IETRI

1. Titit:

Garis

INSI I

(xry)

{(x'y) I ax + bx +

a,h tidak

c-O]

berdua nol

real )

=PX
= Llx

Bidang V

Buktikan
= t(x'Y) I xrYr

: Eahwa Geornetri insidensi tersebut adalah Afin

Ada pemetaan P : e V _) (x,ry')(

+qy+r
+vy+w

u'
v'
Fq
uv

y)

{

I

dengan

dengan # O 
--+ 

supaya ada invers

Buktikan bahwa g suatu otornorfisme dari v l:e

2. Seperti soal 1 dengan *" * Y" < I

p : (xry) (x''Y')

a) x' = x + er Y' = Y + b, arb tetaP

b) >i' = ax t Y' : by, arb tetap tidah ada yang no1

c) x'=x+Yt Y'=x-Y

Apakah p suatu otomorfisme

Titik (xrY) dengan xz + Yt > 2

Garis i(xrY)l ax + bx + c = o ]t arb tidak berdua nol

Bidang i(xrY) I HrY reali

a) Apakah geornetri itu suratu geometri insidensi?

b) KaIau geometri insidensi apakah pemetaan

( x rY) -+ 
( x, -Y) suatu otomorf isme

3
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URUTAN EE+ GARIS DALAT4 GEOI'IETRI INSIDENSI

(AEC) dibaca "Titik B antara A dan C"

Si fat-sif at keantaraan adalah :

Br (AEC) ---------t (CBA) ----+ (sifat simetri)

Bz (AEC) 
-r 

- (CEA) (* artinya negasi)-r (sifat

anti sihlt-ts)

Ea Halau ada 3 titfk ArErC yang [:olinear dan berlain-

an rnaka : (AEC) atau (ECA) atau (CAE).

B+ Ka1au F segaris dan berlainan dengan tiga titik

ArBrC yang berlainan rnaka apabila (APE) 
-r 

(APC)

atau (CPE) tetaPi tidak dua-duanya.
P Fatau AC EI

(CFE)
A EC

disini (AFE) dan (APC) disini (AFE) dan

tidal: (EFC) tidal: (AFC)

tidah dua-duanya(AFC) 
-> 

(AFE) atau (EFC) tetapi

Es tialalr A + E rnaka X Y Z =ehingga
(xAE), (AYB), (ABZ)

AF;ihat: Didalani duatu geornetri

terhingga tak mungkin

al,:gioma Ltrutan.

Al.:.ibat : 1). Kalau (AEtr) nraka AB

2). F.alaur (ABtr) rnaka :

Garis AB mernuat C

Garis BC rnemurat A

Garis AC inernuat E

insidensi yang

berlal,:u kelompol:

BC=tr4



TEOREMA 1 :

(AEC) 
-+

( ABC ) ----+

Bu]':ti t.

3

RUANG GARIS

Definisi :

Ruas garis ABt

disebut ujung-ujung

Perhatil.;.an bahwa A,

2

73

(CBA)

& (BCA)

1. + (BCA)

2. & (BAC)

3.. - (ACB)

4. & (trAB)

l{alau (ABC) ---+ (CBA) 
-r 

* (BAC)

Kalau (ABC) 
--+ 

* (BCA) -----r * (ACB)

Juga ber-lal:u:

Andaikaan (ABC) ---+ (BCA)

Tetapi kalau (AEC) ---r * (AEC)

l'laka pengandaian (ABtr) tidah benar

Jadi tu (ACE)

Harus diburl:tikan ( abc ) ----i * ( CAB )

Andail;an (AEC) 
-+ 

(CEA)

Jil:a (CBA) 
-+ 

* (ABC)

Eerlawanan dengan yanq dil':etahr-ri bahwa

berlaF:u (ABtr)

Fengandaian (AEC) ---r (CBA) tidak benar

(AEC) ---+ 
* (CAE)-

ditr-rlis AE adalah { z I axr } A dan B

ruas garis.

B tidal: terrnasltk himpunan itut, jadi AtE
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tidak temasul'l ruas garis AB

TEOFEI"IA 2 :

KalanA#E-maka:

L. ffi = pj6

2.AEcAE

3. A, E bukan LtnsLtr-unsur EE

4 - AE tal: harnPa

Euth:ti:

1.AE=tXl(AXEIi

Ainbil Xo e AE , harus but}:tikan Xo e EE

EA:iyl(ByA)]

Xo e AT ----+ (AXoB) ---+ (B Xo A) --+ Xo e E-R'

?.AB=txl(AXBIi
Ambil Xo e EE 

-> 
(AXoB) ------+ A, Xo, B F;slinear

Xo terletak pada garis yang rnenghuhungl';an

A dan B 
-) 

(BXoA) -----+ Xo e AB

.'. Xo e AE -----+ Ee c AE

-z

4

Sebab ka. laut

I'lenutrltt B= t

( AXE ) rnal';a A, X , B harus ber-Iainan -

kalau A + E iiraka ada X sehingga (AXB)

ItaXf) .,'mengandurng paling sedikit

H i-t.r/ Er

HEI xL

satut

=

SINAR

Apabi Ia A # E, hingga titik-titil': X :

lJ = '[ x I (xAE) i yang ditr-rli= sehagai

tli ;i H. lj DT FF'aPUSTI\K/\AN

i.,..., i. ;. .1 t i.ll'+€
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dinamakan sinar.
Y (H = Ar'E) (disini A =ebagai

pangh:al sinar )

(H = E/A) (disini E sebagai

E

A

TEOREI{A 1

HalautA*Bmaka:

1- AlB c AE, BlA c AB

'2- ArB bul:an unsur-unsur A/B

3, AlB hiinPunan tak hainPa

Bukti :

3. ---+ AB u tB)

---r X e AB A/B C AE

-r 
Y e BA ----r Y e AB ---+ B/A c fi

4.AlZ=tY

panghal ginar)

1. B/A = t X 
I

?.AlB=iZl

(xBA) i

(BAZ) i

U B/A

(YAZ) i

I ( xAE ) i. ---'--,

mungF;in

harus ber-beda

1. AlB= t x l(AxE) I,

BlA= { Y | (YBA) }

2. Andaikan A e AlB r

KalauAeA/E.maka

Sebab kalau (ABC)

Menurutt Bs, ada X

A./B tak hampa

rnaP.a AtErC

# B, maka

U TA} U {b} U B/A

hingga (XAB) 
-+ 

X e A/B

A/B \,\

(AAE) tak

3

TEOREHA 4

Kalau A

AB = A/B



BUL; ti

Akan diburt'rtiF:an AB <

Ainbil X eAB' kalau

kalau

7b

XeiA]-->XeS

XetBi-+XeS

tAi c AB

tb] c ab

...S<AE

.'.AE=S

Andaikan hirnPunan

Akan dibul'rtil':an S

sebelah l'lanan kita seblrt S

= AB. Unturk ini haruts dibuktihan

ScAEdanAE<5.

I i:,

X=A .J''

x E->

Andai X +Ar X #B; XrArE kolinear

(ABX), (EXA.)r (xAB)

Jil.;a (ABx) ---+ X e B/A sebab BlA = iY l(YBA)i

.'.XeS

Begitut putla kalau (BXA) --r X e EE --+ X e 5

l':alau (XAE) ---+ Z e AlB _+ X e S

2. S 5 AB

l*lenururt teorerna (2) : AB c AB

(3):A/EcAB

TEOREPIA 5

APabila F/A mernotong FlB

l'laF;a PlA = PiB

BUL;ti

9

h

(APB) tidak rnungkin

AndaikanCeP/AdanC € F/B (sebab

P/A diandaikan rnemotong P/B)

(

v/c
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(CFA) dan (CFE)

Jadi C + P, C # A, C + B dan P kolinear dengan A.E'C.

Oleh karena (CFA) maka (CFB) atar-r (BFA) tetaPi tidaFr

dua-duanya, karena (CFB) --+ - (BFA)

& (APB)

Untu[: membuktit:an PlA = FlB harus dibuktikan :

F/A c F/B dan P/B s P/A

1. F/A C P/B ?

Ambil X e PlA -+ (XPA)

Ada 4 titik berbeda dan kolinear yaitr-r XrFrAlB karena

(XFA) -+ 
(EPA) 

--ratau
(XPB)

P/A = PlB

2. PlB C P/4.

F/A^P/B=TC}

C e. plA _, (trFA) _-_-_r A e FC

c e PlB 
-) 

(CFB) 
-r 

E e PC

Jadi gambar yeng mungkin

l:arena (EFA) ta[: rnungkin maka haru=-

lah (XPA).

.'. X e F/B

ArPrE segaris

gambar yang tak rnurngl:in

re
P E A

IE0REHA At(rEAT 1

Apabila F # Ar rnaka hanya ada satu sinar yang

mernuat A

E
A

AF

F
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Bukti

Defi .15r :

A
?/{

Oleh karena F #A ----+ 3 X sehingga (AFX)

-) 
X e F/A 

-> 
ada sinar Yang

berpangkal di F dan rnernuat X tetapi A e

F./X 
-r 

ada sinar yang berpangh;.al di F

dan rnernuat A.

Andaihan ada sinar lain yang berpangkal

di F dan jr-tga rnemuat A, rnisalkan ini F

FlX dan P/Y merniliki titik sel;.utt-tryaitut A

.'. P/X = FlY

?/A

unturl: rneluhiskan suatu sinar yanql berpangkal di A

ads dlta jalanr Yaitu :

1 AE

A/B ={X | ( XAB} i
-t_ .

Hubungan apakah ada antara "garnbar (1)" dan "gambar

(2) "

Y

1

A

Apabila P # A, sinar turnggal dengan urjung P dan yanEl

rnemuat A ditr-tlis sebagai FA

F H

Akibat 2 :

KaIau

ma[';.a

R suatut sinar yang berpangkal di F dan A e R

: = FA.

R sinar yang berpangkal di P dan rnemuat A

R

B A



il ginar berpangkal di

l*lenurut teorerna akibat

ditulis sebagai sinar I

.'. A e FlX ----+ PIX = F?

P dan rnemuat A

di atas R = FB juga

R, berpangkal di P 
->

7S

dapat

R=F/Y

Akibat E :

l{alau berlaku (APB} maka FA

Br-rkti:
F/E PiA

Karena (AF'B)

-'. F/B adalah

P /8. FE Flfr

--r A e. FlB

sinar yeng berpangl;al di F dan rnemuat A

sinar

PA

Dengan

Al,"ibat 4 :

AE 'c

Bukti :

Al,;ibat 5 :

Apabira d

Bul,rti :

demikian dapat ditutis trA

= PlB

jalan yang sarna Fts = PlA

AB, asal A +E

Karena A # B ---+ 3 C sehingga (CAB)

perhatikan sinar A/C _+ {X | ( XAtr} ,1

Sinar AB sinar berpangkal di A dan rnernutat

karena (CAB) ---r (BAC) --+

ginar yang berpangl:al di A

{B = A/C tetapi AlC c AE =

... AE c AB

B e. A/C. A./C

->dan rneinuat B

AE (trAB) ----+ ErA'E

.]

PlBrrnal:afr=PlA



Al:ibat 6 :

-,4TH

Diketahui

FA sinar berPangkal

Andail.;an PA = PE =

Jadi dari PA = PlX

BO

FA = F/B

... A e FlB 
-) 

(AFB) ------+ (BPA) -----+ B e PlA

.'. P/ sinar p.engkal P inernuat E = Fil

-'- F/A = FE

Fts :il:a dan hanya jil'ra F./A P./E

BUL: ti

J

----+ PX = P/A

PB = P/X ----- Fl

.'. PlA = P/E

Sinar P/A l:.ita tulis sebagai Fn

------r F/Y rd

FlB ntrH PB

-----+ F lY FE

dinyatakan dengan F;onseP antara'

.'. FlA = F\'

lr=arena F/A
I

-'. PlB = FY

di P dan inemuat A

P/X

Fada gambar

berlawanan

PlB

Sinar berlawanan
R

V

B

( arah )

F

honseP

" In tuisi "

dapat r'endefini=ikan

tampak bahwa sinar

arah dengan sinat-

ini didasar!:an Pada

F;onsep arah ini dengan

FB

FB"

Eagaimana kita

l:.onsEP "AI-rtar-a"

DEFF :

Duta gj-nar- R dan R, dinarna}:an berlawanan tarah}



apabi 1a

1. Titik

2. Titik

si.nar

dipenuhi dua sYarat Yaitu

pangkalnYa sarna -

pangkal terletal: antara tiap titik

R dan tiaP titik dalain sinar'

a1

daI ain

TE EI'IA :

Euh:ti

Andaikan R dan R' dua

Andail,:anAeFdanB

R' berlawanan arah.
R

Arnbil X e R dan

karena itu R =
J

--> FX = FA

Dan oleh l.:arena

... FA = P/B

Henurut al:ibat

sinar yang titil': Pangl:.arInYa F

e E' sehingga (AFE) inal';a R dan

YPx
n

Y e R', akan dibuktil:an (XPY) oleh

Fi u*n R'= F? karena A e R --+ A = F?

(AFB) 
-+B 

e P/A dan A e. F/B

PX = P/B
J: FE = PlX ---r PY = PlX

Y e FlX (YFX) atau (XFY)

Akibat 1 :

Sinar-sinar FA dan P/A adalah sinar-sinar yanEl

berlawanen.

Ambil X e. PlA

AeFA

(XFA) --r PA dan FlA berlawanan

Al,ribat 2

Kalau F/B berlalclanan arah

di F/A dan F/B-

-t

dan P

berlaku (AFE) rnal';a P/A dan

terleta}: antara tiaP titik



Bul.r. ti

Ahibat 3 :

Dlta

B2

(AFB) 
-r 

A e F/B ; B eP/A

P/A dan F/B berlawanan arah

ada ginar yang berlawanan dengan dirinya

Bu[:ti

sinar yang berlaF,anan arah adalah disjoint

(saling lePas).

Andaikan E dan F' dua sinar yang herlawanan'

Andail,;an tidaL; disjsint 3 X eR dan X eR' ----+ (XFX)

initidakmlrngkinkarenaharusstitil':yangberbeda'

Akibat 4 :

Tidak

sendiri.

Burl,; t-i :

Andail:an R berlawanan dengan dirinya sendiri jadi R

dan R berlawanan arah-

R dan H' ,'Di=joint" <- tak rnungkin

q. I.iONSEP FE}'IISAH PADA GAFIS

Fietentr-ran : Sebuah titik P rnemisah sebuah himpunan

titik-titiF; A ( pada garis) rnenjadi dua himputnan

5 dan 5' yang ta}: l';osong apabila dipenr-rhi I

t.A=EU5'UiF]"

?. F terletal'; antara tiap titk di S dan tiap

titih di 5'.

3. 5 dan S' adalah "Disjoint" '

l



E3

4.Ftidakterletakantaraduatitik.diSmaupun

dua titik dari S

TEOREI"IA :

Pernisah garis

Kalalt(AFE)rnal,;aFrnernisahgarisAEmenjadiF./Adan

P /8.

Bu!:ti :

F/A dan PlB tidal'; harnPa'

Haruts dibutkti[:an :

f

Buk ti

!n

-+ P/A

.'.Sc

Ambi I

Kalau

AB

x

I

l. AB = F/A u iFl. u FlB

2. P terletak antara tiaP titil: di

P./A dan tiaP titik di F/8.

3. F tidah antara dna titik di F/A

rnauFun di F./8.

4. F/A, F/B dan tFl' saling lePas'

{
qe

?
A

1 Andaikan S P/A U TPi

ABCAB->ScABdan e

2- OIeh karena (AFB) ----r AB AP = EF.

U P/8, akan dibut';til'ran 5

c PAr PlB c FB' iPi c AB

...(1)

eAB

X=P----r.XeS

Andaikan X * F, oleh karena (AFB) dan X IA'FIB

segaris inaka berlal';u (AFX) atau (XFE) tetapi tidak



dua-duanYa.

Kalaut (APX) ---+ X e P/A ---+ X e S'

Kalau (XPB) atau (BPX) 
-+ 

X e FlB 
-) 

X e S'

...AEcS (")

Dari (1) dan (2) inaha AB = S'

Andaihan X e. PlA dan Y e P/A dan

Ini a[';an mengahibatkan bahwa P/A

F/A yang tal;, rnungl':in'

OIeh karena P e P/A dan P zPlB

l'laka F./A dan FlB dLgjoint

B4

(XFY)

berlawanan dengan

3.

4.

Al.;ihat :

F rnemisah garis AB

lialau berlah,u (AFE) ----+ rnasing-masing
---+FA dan FE

Elktik_an- :

Ahibat 2 :

Ka1alt F e g, mal':a F rnemisah g menjadi dua bagian yang

turnggal -

BUL;ti

dua bagian SAndaikan F

dan 5'rnaka

Dengan S! 5'

ina=ing-rnasing

5' dan berlaku

Dengan demikian rnaha P

---, 3 Be.

rnenjadi ffi dan F'B

g=SU5

meniisah g

tn1r LrJ

tak kosong

(APB).

mernisah g

rnen j ad i
' u iF].

saI ing lepas

AeSdan

(1
W

t danq t)
v

F



akan dibuktikan bahwa S = I

Ambil X € 5r oleh karena B

pt Or*f, karena X + F, kita

F?, sebab F? adalah sinar

juga (XPB) dan (APB) maka

IniberartiScFd.

sarna FA

sama PE

titik
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F? a*n s' = F-Bi.

eS'rnaka (XPE) jadi X e

dapat mengatakan bahwa X e

yang rnemuat A dan karena

X e PA.

Dengan cara Yang

Dengan trara Yeng

Ini berarti bahwa

hirnpunan tak

cS
F? E

cS

P meinisah gar-is g rnenjadi duta

l:osong

AlB

yang tr-rnggal.
rA1.[HJ AE

A B

Akibat 3 :

Jil:a A

Akibat 4 :

Jika A S B maka XeFBe

X eAE €

S B maka AB AlBUTP}UE-B

xeFtataux BatauXeB./A

(AXB) atau atart ( XEA )X=B

TEOREI{A : Pemisahan Ruas Garis

Andaikan (AFB) maka P mernisah t't* A-B menjadi ruas-

ruaE EF a"t Fts.

Bukti :

Harus diburk tikan :

1. AE- = AF u tP] u FE

2. P terletak antara tiap titik rt.tas

PE.

AF aan tiap rua=

3. p tidak terletal,; antat-a dua titik di A-F rnautpun di FB



B6

4. ffi, (pi, FF saling

Untuh: mernbuk tikan ( 1)

AB=trButriutrB
P-a=trdutA] uAlP

F= = F? u tBi uBlP

OIeh l,;arena A/F = AE

l,laka:AE=fFE-utr]

lepas.

kita gunakan

dan BlP BlA

U A./E] U TPi U cFB-ute:'uBlAl

Atau : AB tAF U TF} u Ftr-l u ttAl' u A/B u tB) u B/A1,.1

Juga:AB=Egul

Dari: (1) dan (2)

6E=Aru{pl.uPB
( Himpunan-hirnPunan

A/BUiA}UTB}UB/A

kita peroleh :

2

yang bersangk-utan saling IePas)

A1.:ibat

h HII{PUNAN_HIT4FUNAFI

DEFF -

1. Kalaur F e AE- rnaka AT c AT-

2. Suatu rLlas adalah hirnPunan

3. Tiap garis dan tiaP sinar

pLlnan ta.l: hinga.

, fficAE

tak terhingga

adalah himPunan-hin-

ttiiLi K UF T PEHPUSTTTY'A'A\

11,1 :? t h 1] ii'it G

F:ONV E.FTO

Himpunantitih-titil:Sdisehuthonveksapabila

X e S. Y e 5.

X+Y-----+XYcS

XYCAE
Hrt YE

Hclnveh=.
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TEOREI"IA : Tiap sinar adalah konveks

Br-tkti :

- Dari (APX)

duanya.

AndaiP.an ( XFZ )

TEOFEI'IA

Contoh :

1)

2)

h

4

- Ferhatikan sinar P/A andaiL;an X # Y

Amhil Z = XY akan dibuktil:an Z eP/A

* I Kita rihat (xPA) ! (YFA), (xzY)
t

Atau (AFX) 
' 

(AFY)

Perhatikan 4 titit'- berlainan yang segaris yaitut

ArFtX!Ykarena(AFX)makaberlaF;'t-t(YFX)ataut(AFY)

tetapi tidal: dua-duanYa.

Jadi tidak benar (YFX) atau (XPY)

Perhatikan 4 titik berlainan dan segaris : F'AtX'Z

JelagP*ArP+X

Andail:an p = Z rnaka berla}:ulah sekaligt-ts : (xZY) dan

& (Yzx) c-

...P#Z
( ZFX ) atau ( APZ ) tetaPi tidal: dua-

+ P efl c F

.'. P e F ---r (XFY) <- ini tak berla[:'t-t

(APZ) Z e P/A

xY < prR

: Tiap garis adalah konveks

Titik = Bilangan real

Garis = HirnPunan sErrua Bilangan real

Artikan lamhang (ABC) sebagai berikut z



A#Cdan

sehingga

Buktikan

1) (ABC)

Ada srt,

ZE=sA

=tC

2) (AEC) -----+

Andaikan

bi I angan

Sehingga

ada bilangan-bilangan real positif srt

B sA+tCrstt=1

bahwa (AEtr)

-) 
(cBA)

rnemenuhi aksiorna ltruttan

stt = 1!

+tC

E:t ) (t

BB

r (BCA)

berlaku (ECA) --r ada bilangan-

real positif , tr, x, L + ?'e = 1

c=\B+aA

-zt A

I

+

XE=

.Er -

Kar-ena (ABC)

Sehingga

Jadi B =

f,=

karena sudah berlaku.

E sA+tC

rnaka ada srt real Positif , stt = I

sA+ttr

tidak mungF;in berlal';t-t-io*

+C

+ f c

lc
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