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KATA PENGANTAR c,.-

Berkat rahmat Tuharr Yang Maha Esa dan sesuai\dengan

kemampuan yang ada, buku dengan iudul "Trigonometri II" telah-.

dapat disusun sebagaimana mestinya'

BukuTrigonometrillini,merupakanlanjutandaribuku
Trigonometri I " Buku ini penulis susun guna melengkapi bahan

bacaan para pembaca yang berminat terhadap mata kuliah

Trigonornetri Itr khususnya dan bidang studi Matematika umum-

nya.

Penulis menyadari bahwa buku ini mungkin ada kekurangan-

kekurangan. Oleh sebab itu kritik yang sehat dan membangun

dari para pembaca diterima dengan senang hati '

Akhirnya penulis mengucapkan terima kasih pad'a Jurusan

pendidikan Matematika FPMIPA IKIP Padang t Yang telah bersedia

membantu dalam pengetikan buku Trrgonometri II ini.

Padang, Januari 1991

Penulis.
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PERSAMAAN TEIGONOT{BTRI DARI JUI.TLAH 2 BUAJI SUDUT

t Ianjutan )

UrAian:
Menurut P.Wijdenes hal,11E persamaan bentuk:

t. p sin{x + al = Q q sin {r + b) dapal- diselesaikan dengan

rumLls sinus.
Penyelesaiannya adalah sebagai berikut:
p sin(>: + a) = q sin ix + b)

p( sin x cos a+cos ]i sin a) = c;isin :t cos b+cos x sin b)

p(sin x cos x+p cos :{ sin a = ,! sin x cos b+q cos x sin 'o

(p cos a. - cj cos b)sin x = {ct sj-n b - p sin a) cos x

Lgx=
q siil i: psina
pcosa qcosb

-qsinbp sin a

Ircosa"-qcosb
jika a, b, p dan q diketahui, maka harga >i dapat Cicari,
untuk jelasnya perhatikan contoh 1 : pada hal.4.
Persamaan bentuk p cos(>r + a) = q(x + bl dan

ptg{x+a)=qtg(x+b)
juga dapat diselesailian menurut prinsip-prinsip penyele-
saiarr di atas.

2. Persamaan kuadrat perbandingan trigonometri.
Persamaan kr:adrat perbandingarL triSonometri, suliu-

sukunya terdiri dari fung,-si trigonometri. ivlenurut '[vrjdenes
(1"9;-i3 ) , persamaan ini berasai dari bentuk-bentuli:
a). acosZx +bsinx+c=fl
b). a cos 2x + b cos x + c = Q

c). a tg x + b cotg:; + c = $.

Dengan mempersunakan rumus sudut rangkap, maka persa-
maan a) berubah inenjadi bentuk:
A sin2x + B sin r; + C = 0, pers&maan b) berubah menjacii
bentuk: A co=2* + B cos x + C = 0, dan persamaan c) dapat
dirubah menjadi bentuk: A tg?" + B tg x + C = Q.
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Cara penyelesaian selan.iutul'a a'lalah dengan mempergunakan

rumus abc atau pemfaitorair menttrut aliabar'

Harga B2- 4 AC ) 0, oan perlu diingat bahwa -1 ( sin s i 1

dan -t ( cos ]i <. L untuk semba::an$ nilai x'

Liniuk jelasrrya dapat ,lilj-tiat pa.da ccintoh 2 dan 3 i:ada ha-

larnari 4 dan 5.

tsersamaan-Persanaan Yang daPat

a cos ]i + b sin :'; = o.

diselesaikan dengan bentuk

a). a tg x t b cotg x + e = 0'

I*lenurut Pwydenes ( 1953 . irai . L20 ) bentuk persamean:

atgx+bcot$x+c=0
disamping dapa'L, di.selesailian ciengan membain'a i<e persa-

maan}:uaclrat'jugadapatdiselesai}iankebentuk:
acosx+bsinli=c

caranra adalah sebagai berikut:
a* tB x + b cotg x + c = C(a 7t 0 , b I 0r

a sln l:. ll cos x
+ sln xCOS X

+c-C
4q

asinos+bcos"x
= 
ttt " 

..-= "
a sin2x +

a( 1 cos ?t:\,
+

6li = -c sin

.:og 2x I

s].n

+ bi

XCOSX

-c sin x cos x

4.li.

harga x da'':aL dicari.

b eos

b( 1 +

2

a-acos2x+
{-a + b}cos 3.'i

(a - L')cos 2x

jika a, b dan

b+bc'JsZx=-c
+csin2s=-(a

-csinZx=a+b
c diketahui ' malqa

n
{J

L,). sin x sin(x - a) = P *o=2*

2 sin x sin(tl - ai - 2P "*=2*
cos a - cosiZx - a) = P(1 + cos ?x)

cos & - cos 2:,1 cos a' - sil'i 2'v- sin a p+pcosZx

L
I

;! ;. :' -t.
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A c,:S 2-:'; + E

persamaat:I dapat diselesaikatr
l2+ B2

a'tau

siri 2x = f

dengein t.r,,'attrt:
',- it L

ifiL+ ;in4a ) i cos a p)2

cosa)0

(p + cos a)cos 2x'1" sin a sin 2x = cos a

atau

Trr

15(sin x cos 35 +

cos r., sin 360 )

MIL II( UPT PERPUSTAI(AAN

II(IP. PADANG

([, + ccs a)

sinza + 4p

ci.

ConLoh-cont-d:

l-. Liitr-rnglah :c darri

1,7 sin(x + 250)

Pen1'-eIesaiann5'a:

t7 sini,tl +' 25+i

1?(sin x cos 25

perg.:tmaan:

= 15 sirr(x + 350).

= i.5 sini:l r 36CI i

+ cos :{ sin ?5o I =

ii sirr2x + b =irr .=i ccs x + c *o*2o = d
oD

2a sinzv; + 2b sin ri cos :{ + 2c cos'x = 2d

a(l- * cos 2x'! + b siti 2x + c(1 + cos 2:li = Zcl

ic - a)cos 2x + b sin 2x = ed - a - c

dan seterusnl,'a '

Persamaan ini rlapett diselesaikan dengan si'arat:
(c - ulZ+ Ir2 ;' l2d - a - ciZ

I;nt,uh menyelesailian soal persamaan trigonometri hent';k

& sirr i. cos ]i. + b{cos x { sin x) + { = 0

terlebih dahuiu diumPamal<an :

cosxtsin:<=I'
4r r) 

= .,'2cc,s:'tii + 2 sin:l ccg -ri + sirl'x
2 siir ]i cos x = 1r2- 1

sehingga bentr-rk pel:samaan di eters menjadi:

a:..2- Zk,y - tTc + ai = Q.

Jika &I b' c dan d Eertentil, maka penyelesaiatr selan-

-.!utnya dapat dicari.

3



17 sin s cos P5 + 1? cos x sin 25 = 15 sin
L5 cos

\

sin;c(i? cos ?,5

]i cos

x sin
36 +

36

sin x 15 sin 3Eo* 1? sin 25c
l5 *,=

. 00587?9 - 77

15 cos 36 ) = cos :<( LE sin 36

t7 sin 25 i

*O,JD

a , +2282

Scosx

UUD

'l- (f
v5 1'7 0,90631 - 15

B,B1685 ?*i_8454

0, E09c2

15,44727 - 12,1353

l. ,63231
') ,.7 1 64-J141l,;ti

x = 26030'50" + k.1goo
( dengan menggunakan tabel logaritma i,

Hitunglah x dari persamaan 3 + cos 2x

Fen-velesaian:

3+cosZt:=$cosli

x

1.7

t5

L

6

3 t'2 coso:; - 1= g

2 c os2:<

*o=2" 4 cos ri

Scosx+Z=Q
+1=g

icos:r11.2

{cos *)1 =

(cos 
")A =

4 10 4

2

+

+.* L \,4

4+ ,TG
2 + \/i {ti.iali memenuhi }

4

L
+L /3 v.l

dengan inemper:gl"lnakari daftar
coS x = 0,2fi?9C,, iaaka:

x1 = 7442?'39" + k.36o0
.v,a = 285o32'2i" + ii.360o.

= 0, 2e?90

icgari.tma ha1 .89, untuk
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3 Hitunglah r rlari persanaan: tg x + 4 eotg ;,; = g

PerrS'elesaiarr:

tg x + 4 i:o[g x = f

4+dvd x+
d

.tg 
-'-i

x+4=

;i-5tg

-- tnl1 , -l.a

U LB

5

45o +

i)

t<tetl

to

( tg

dengan

td .\.' =

harg:a

dan un Lrik

hagra x =

-1
LU,f, &

D

li . 180o .

x. + 4 = (J

LD 16
I

?

memFergunai.:an daf tar logar.itura ha1,88, urrLuk
6+e
--l- = {r maka:

1,

--,i = ?5o5?'-19" + il, i.g00

tg .T

in

+

+ a

1

4 Tentuhatnlah x darj- perseniaan

irrtervai 0o < x ( 350o.

Penp-elesaian:

2 cos ]. + cos !x = l
2 cos x + Z ro=?* - 1 = l
Ecos2x+?,cos7;-2=S
*o=2=+cosx-1=Q

cos 2:* I dalamz x+

a

ii1 = 51049'38" +

xz = .:l08o1o'22'' +

-1cosx=
4u

Hitunglah x

99425 cos r

rt

= 0,6i803

k.36Go

k.3600

-1 ,08i ( tidak memenuhi ) .

t I
.']

-l + ,, f=

5

\1;

dari pr?rsair&&h I

+ 25616 sin x = 92800.

tr_



2561689425{ccs x +

umpama tg

sin .=l ) 928008Sr425

25616,/

f
894A5
1 5C)59'4 "

COS X

cos x

cos x

cos(x

cos (:l

x

ecs lo

-fr
tyt
-r

:;1

xz

+ sin .-i

9?800

s:-n f 92800
- 

L,!'E
uti+zb

+

+

,1?g0c
tB ffsin ]i = -I ro4lriL'd=4U

siir f/ 92400
cos ?, 8E}4AE

89ffi cos 15059',.1"

1,037?4 cos l- Eosg'4 "

ir . 3 6'f,o

+ k.3600 =

+ k.35Co =

f

1gob6 '4 " + li. 360CI

1.202',4" + h.3600.

+

a

f
3os?'+
+ 3ob?,

- eor.l r

6 Hitunglah x dari persam€iari E sin x + tg x = l
Penyelesaian:,. ..
5 sin x "i t.g

5 sirr >r + ffi
5 sin :; ccs x

-1

l{_1
x
t sin :,1 = cos,--i

- COS };5 sin x cos li + sin
Umpama sin ;i * cos

.Jsintr-?sin;:.cos
i - 2 sin .=r ccs .,{ =

2sinxcos.\=l

S].N X COS

n.

0...,-....i*)

r1
L3li + r-:OS

r;E

n
--G

1-".2

J

persamaan
o

Dtl - yJ*
D

-9gr 3i- *

D-"uJ

IYt,Z

.\;
(+!

* 
-1.

,-,

i)=

L

men,iadi :

-u

n

,J
45y

+ 4 + 100
10
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? t \,,r4oJ

i0

2 t 10,l"gBCr.l
10

Y1 = 7,21980

12 = -Q'81980
(sin 2xi1 = | - 1-Z = -1.tB7gl
(sin 2:;.12 = I - v2 = 0,32?g:i .

dengan nenperglinakan derftar 1_ogar.itma,

untuk sin 7.x = -fl,48?91: {I:t}1 = *15004?,,19"

ri1 = -f5o23'54"
i ?x )2 = 38 9aL2'1,2"

xz = 194o36'6" +

+ h.366c f_ uI ."1

+ k.1800
+ k 3600

k. 1800

t'_ ,:'-
{. lrr I c/

untuli sin 2x n ?9?(ir.IJ 

' 

L;' I J'J r
o

I ?rr i

3

(2x!4

= Lgog'16" + k.3g0o kio j
= go34'18" + k-Lgco

= 8Sola '51 " + k, LBoo4

7 H-Luirglah ;,r iiar.i persamaan t sin Zx + 6 
"o*arn =

Penyelesaiarr:
2 sin ?:.: + 6 ..r= 2* = f;

1+cos2x

.J

2 sin 2x +

2sin2x+
J cos 2x +

3 ( c.os 2>;. +

3icos 2x +

'fl L

+ 3 ccs
si-n 2x =

s:irr ii:; )

r| -, 0

4

I

t)

rl

J

5

Lg # si.r: 2:x) ? fo1,5

f
4L
J1

I
I 3304L'r.1.",

3 i cos 2:l

3 cos( 2x

cos ( 2x

cos( 2:;

l:l-f:
eos V

+ sin 2:r]

4 ^--^ f'
cos f
a

2 0,83205

- f t

(f \ =

lr| =

,)

c,5547r)

,i



2x -Y
,--!1:1

x1

2x-f
a) --

"rr2
?i2

s6o:tB'gs" + h.36oo
ggaSg'5g" + k, 36co

4^5o+ k. l- 80o

303L'4i ',25" + ]i.36rJc

3s$oBZ'.i9" + k.s6oo
t sga+ L' 25" + tri. i.eco

o Tentuka.n batas-batas p agar p sin x

mempunyai penyelesaian.
Jawab:

Syarat: p sin x - tp - l- ) cos lL = \/B ,

lesaian:
O.\6

ct < a"+ ba.

t'r.fiye. ,o?+ {p - 1i2
o 

'-15<po+po-2prl"
zp?- zp - + > o

cp'-p-2>C
(p + 1)(p - 3) i 0

ip - l icr.rs n = \./I

merrpLlnyaj. pen-ve-

Jadip<-l-danp>2
-1 2

9. Tentukan batas-ba'bas p agax sin(x - ijOoiccs 1,r = Tl sin2x
dapat ..1iselesaihan.

Jawab:

sin{x - *?ijo)ccs x = Ir eintx,
2 einix - 3Co )cos x : 2p si-nt>;

sin( 2x - 30c ) - sin 3Co = p( 1 - cos 2-,1i

sin 2,'l crJS 30o- cos l:t sin Stlo- sl-n 3Cc = p(1 - coE ?.-,t )

LVi sin 2>; -{.,o= Zit-$+ p.cos Zx =p
} \n sin 2x + (p - {).o= 2>:. = p + $
V5 sin ?x. + (2p - 1)cr:s 2x = 2p + L

(2p + 1)? < (\,,t12+ (21, - 1)2

4p2+ 4p + 1 {.3 + 4p2- 4p + 1

Ep < 3 
--> 

ir . E.
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10. Ten'L,ukan himpunan pen:i,elesaiarr

3 sin 2x + 4 siri
untuh in{;er';,:il 0

Feny-eJ-esalan I

3 sin 2x + 4 sirr

360o.

2_'-r : n to .k-
u5

1_":i=a[g]i

6 ,s iir :t c.cls d=, + 4 siri2",,
Ir 3 l-n 11_

COS }I

E 1T1

sin

6 cos

6 cos

3(1 +

3 cos

3 cos
D

( cos'x
lJ ( cosa

3{cos

-..\

CilS X

= Cs+ h.-?604

s{0 ccs .'.i + 4 sin.-';

x=S H1

c;-: t 4 =in:r --c

+ 4 sin x cc)s ::

?;<) + 2 siri 2x

+2sin2x=!

=l-ZsinZx
sin4x.) = ?{1

si n'x ) = 2( cos

sin x)icas >i +

:i-sirt:i=Q
'L.g.r = l

sin 2x )

ox - sin xla
sin :t) = 3(cos x

n

sin xi2

3(cos x

3 .;oB >i

5 siri
5tg)r

tc +-v3

tg(-]r)

COS

+ sin :,<i

+ 3 sin i:

-1

- wra

-:i = {l5o + Ii.18Clo

= ?{csfs x * sir:. :-.}

=lcosx-Zsinx

bawah

.r = 1580,11,' + k.180o
Himpunan ;,en;'elesaian :

t0o, 4?:o, 16g0+i, , 1g0o , zzso, 24go41, , g60o].

-S_g_41:_Sqe].:

I-Iitunqlah x dari persamean di
1. 3 tgzx + 4 sin2x = I clrrlam

il, 3 + cos 4:'l = S cos tx.
o0

l-nl_:

x < 5600.-:

o



?

4

5

CI

4
I

sln i;

S IN-:I

sin(-,{ * 360) = 1.1 cos2x

+ .l sin x cils ]i - 7 cosZx.

il sii: x + tg :.; = i -

cos ;1:l - 2 "a,=Ir, = ii,

t.g ],: + t.g(:,; * 45ot : f ,

Tentr-rkanf aI: Lr;r[as-batas p agEtr
a-o4 si-r,jx - p siu ,-- cos -1i - L - ? coslx.

llitunglah p agar F"er'.!arriaan sini:l - 30o )cos

dap;rt di selesailcrrn .

Tentukanl-ah t+ar.as-i:ei'Las Ii [Jgar
fj

p cos4:i + ( p - l- isin 2:i = ! cos ,t -

3 cos :'; + 7 sin :q = $'

coEi:tx + ( dSlsin 4:r = !,,

1-000i ios x + 3G115 sin :; = 9999.

r-jos )i co6 Lgc47'58" + sin x tg L9o4 i'58" = 1.

2 sin 2x + 6 
"-o=2r, = $.

sin:,i sin(x - 36'l! = 1.1 
"','=2=u,

7 Lg;t - 6 cot,g :ri = 1'45-

2 sin2x + 5 sin:.: cos ]i + 1C *o=2,u, = irg2,

i1 - V3 )sin :; + (-t + \i.1 )c::s :; = sec :i,
,3otg x - tq^ :I = sj-r.:< + cc)s :;.

sin .r, + 5 sin ,=.^ cos l; + cais x = J 1.

2 ccs 3r + -1 cos 2:< = 1"

2 cos 4x + 2sirr 4x + 2 sin 2x + tg )i si-n22- = ! "o=2''
sirr ,1. + cot$ ?i + co,sec ]i = ri.

cos x + cos 3:: + si-n 5:l + sin 3s = cos('trso- 4x).

MrLil( uPr PERPUSIATfiAN
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12,
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14.
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1?.

18.
1r]

:(j.

2L,
-.L { ,

i'J r

ofi

10



::l1*-#1:1=:ry-

SEGTTTGA

Uraian

Henurut bentuknya segitiga ada B macam:
1. Segit.iga siku-Eiku.
2, Segitiga lancip : - segitlga sar,a kaki

- segitiga sa.ma sisi.
3. Segitiga tumpui 

"

Segitigla siku-siku ABC.
nlf, LC =S= 90o

o< +fi +$ = 1800

a( +{1 = 90o

a = c sino(
b=csinfi

r-t

Gambar 1,

,16
a-+ hL

BD
Gambar 2.

a=c
b=c
a=[
b=a
a=fu
b=a.

.os,4
C,f E;a(

cat g,'/..

Lg,4

coLs {i,
c* L,g e/'

C

Segitiga si.ku*siku ABC.

! {}rwi-iclenes, 19r8. iral.166)

Segitiga sama kaki ABC"

Afl

a)

ea ( de-I i I Pyth.egoras )

C

Seg:tiga E&ma kaki.

J+,8 + = 1800

=i)

AD merupakan garis tinggi, garis bagi
dan garis ilerat dari titik sudut r\.

i
12

b

11 ,;.



Segitiga sama sisi ABC,

4* (l + I = Lgoo

,,(-=/7=)'=G1o
All=BE=CE
merupakan garis binggi, garis .berat
dan garis bagi rlari titik-titii": slr_
dut A, E dan C,

t)

Ganbay 3. ,Segi tiga safia, ,srsJ,

Contoh-contoh

Dari /\ ABC sil<u-siku i J = g0o), diketahui c = LS,b? da'
il = 3 ?c5 ' 40 " . Hitunglair i111s11r-LrnsLlr Farlg 1ain.

Jawab:

A nnc siku-sitiu ( X = 960 )

B = BTos'ac"
ci = g0o- S?cb,ACI',

= 5205-tr'40.' .

a = c sine4
a = 13,5T sin blc54'40

= IJ.r D /.

EF

B

t

l, Dari,z\.iBC, cliketahu t tg /i + tg f =

Selidikilah bentuli A agC itu,
Jatr,ab:

tg /,J + LS "'( * sec iJ sec 7,

Z!!n *sinf - L :1

car; fl cos 7' 
' ,."" /j ' ."= y-

siin../j cos] + cog /3 sin b

sec 72 sec y

co* 4 cos 7-

1

cos/.1 ccs 6'sln(ft+)-)
sin( [3 + i]- ]

COS ccs l' = cos

L?

COS Y

MiLII( UPT PERPUSTAKAAN

ililP. PADAN6

ir
tI

a



tp

sir, c( =

costr +

x= 900j.

+Cl=9oo
\/q( = 90"

A anc aiku pada l_8"(

,i Dari A .u,tc, clihetahni sin d = cotg o( tf
Selidiirirah ber:t.uk [ :rnC itu.
..1';rwab:

=inC = cotg ? (1 +. r_:os;( t

sinol= t?'=ilrt 
+ cos o{ Isin Jl^.

cos] + cos iJ' cos c{

+ cos X ).

COS

COS

-Y'
U

T
&
fr
fr

sin Zf
ccs '6 cos u{ = sin -,f sin,r{
cos.:{ cos d - e in rr( si n 7' = 0

cos(d + ?f ) = g

cos -f'atau

C:{iS trx
Berrtulc A gnC actalah sama kaki.

AEC( A = 90o.r, diketahui:
L& r ?3 dari o( = l,Jo1g'12", hitunglah a dan kr

31,4 detn c = 10, +5, hiti_rnglah ,X. ,

e5,3i den a1 = 1bo38,20", hitunglah b clan c

+

+

:'

=

Ssql_E_eel

1
.nu.ar f. / \i

-lL{/' L, -

bi, a =

c). €r =

2, Buktilranlai-r cla.iam fi ;reC { [ = g0o] ben1aku:

a) " sin {x b
4^LL

I
-lz ol- c-bb),

Ui,

to
rLt
jiha bHitunglah (, 51,36 dan c = g.[,6.

13



J Selldikilah ben'r;uk A ABC, .jilra clilretahui:
a). ccs 2*" + cc= 2i3 + cos 27 r ] = 0.
h). t.s /, + lr,g ) - ter-: ( sec y'
c ) , sin i/ - cos# = cos 74 - sinr4
d). coq +,a + cot,; $ fi - cots fd cots ]1.fi = -t.

4, Buhtikaniah dalam [ ,+nC ( d = g0o) berlaku:

a), a+b
- -,, ii- L\r/4..o= } io'. -/a

ts + I. ;t! - ,/3
c" h

Di.

,J). tg

a + l:

5 . Sell,liki lah bentuk A p"gC, j il.:a cliketahui ;

a), siril = c.otg d (f + cos,:( ),
b). sin?$ = sin 3 a( sin E f,
c). cosil *"s,,4 = sinz * l" ,

!* sino/ - s:-n,4

e). cos 2( f - 5 ) - cos 2,7< = ccs S (./ -Y ) - cos AF

cos fi - cos +{

L4 MILII( UPI PERPUSIAKAAN

II(IP. PAOAH6



DALTL SINUS DAI.I COSINUS FADA SBGITIGA

Gattbar' 4 . seg: r jgia ..tEC = 
in '4 sinp

dan .lingkaran J_uarnya.

Peritatil<ai: A ggC

CD = flErris tinggi- dari titik C.

BE = garis tinggi dari tit,ili B,

A,{ci: ----> crr = } sino<
IJ [nr,:n 

-\ 

CD = a sinp]
h sinal- = et sirtfi

ab (*)

7\r\BE ---> EE - c sinc*l

AeCf 
-> 

BE = a sin 4
c sina( = a sin)

a. (** isinX sin f

u
ZR

Ll

ir
\E

A

\
I
I
I

B

Dari (+) Can (*t) Cidapa'i:
abc

"...(x**Jsin,:/ - *Lht2 sin>/ "'' 1' UI/CEA = ;ICB'A
H=pusat0luar:\afC.
Parla A f g'i .-_> s1n ,4

!'1

- Ll'rsin b
( *)srx i

Dari (t{*8} darn (t*.**} dideipat":

eb*
= 

- 

= nn
s i n,l. sr-n/) s in )'

derl"il sinus.

atau

a
CL-L

o

R sir: :(
R sin /i
R sin/

15



C

n d

Perhatilcan gambar i 
"

AD = |i cos o(

DB = c - il cas,r(
CD = i; sirr{

I
D8

Ganitar 5 " Segitiga ABC dan
Earis i,inggi CE.

Perhat,riran A ncf
BCZ = CD2+ BDz

aZ = (b sinC )2+ (c - b coso{ }?
*2 = basin?.o1 * "2 - 3bc cos ,;1 + b2cos2,,-r(
az = b2(sin2o1 * ccszg_ i * *?- zbc: cos oi

2 b2+ ce- zbc cas L<, dalil cosinus.
I
!
I

i

q

I

Dengan cara ],arrg salrna. ,lidaLrat:

,_1 -h. - ^a
,l .-r

-,!4 - - Z,L-;:L

9,nt a'- 2ac c*s ,/1
+ b:* Zab c+s i'

U

Dali-l*dalil -Eggg dapat diturunkeq clari defil siEILc,

l_ DaIil tangens clari irtrapier

e+b__=
&-t)

zFl -*.in4 + lR sin
2R sin '>r. -
sin./- + sin

2E sinp

sin o/ - sin

.t -:- *+t4 ,r'-iE S In +- cos -______
LZ

7 cos
t

rl. # 4-
Eln

16

,.i



t G,, 8y
f4r?

La-

a+b t.g ), rt +fi
a-b *_s 

+

a+b 2R sinol + pR stn fr,

)

(,/ - fi )

2R sin 6*

sin-{ + ein fr
s'in(J +,U)-

2 s.in {+E cos,/ - 4
2 -*'- 

Z

E srn'1-:E
a,t

J_-rlCCS ,

2

ccs [ (*'-i/4
{-cos t I >l +,rb )

..1srn t (-( - /,, )

{"A + fistn I

z )

a+b ccs L t,t */1 
)

(*)
S'r 11 o

a-b 2R, s'in "(- 2E sin /"i
2R sin

no( - sin
0

0
sjnil + p, )t'

n ^__d-*rf ,/._/1./_ **- , - sifi :-:_;/:

2 * 1n "'-i.= ws#

i

?

-\ I- sin I t / - t1 t

cos f 7'
( * i dan ( xx ) menu rut t{i *i denes
De Lambre.

..(x+:]

( 1gEg, ha1 l?91 di namal".an da.I i '|

17 lv1 it- ii{ UFT PERPUSIAXAAN

IKIP, PA DANG
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Da1il-da1iI yanfl diturunka4 dari dd;[t *osinus
Dal il cosinus:

a2 = h? + c2- 2bc .n= y'-

2bc cos.r( = i:Zn *2- aa

r,c:s x

2 cosz *x" =

2 co*a |oC =

"o = 
I tV ,.:^. =

i + cosJ= 1 +

4oa
l:-+ ct$- a"

E lr"

bl.r cE- a7,

2b"

zi:c + b?r *Z- €Jl

2bc

(n + c,) Ze
2hc

(b + c + a)(h + c eL

2bc

2.s.2{s - a)
4i Lit:

s,_( s - a)
bc

cos s(s - a
bc

Denga.n 'Ja.T.a yang s&ma clidapat:

41 /
Lfl D DL = \/ )

*u.,2 */t = \ s(q - Ef
it11

/
*o=2 *7 = \.,/'s(s-: c)

Ilari dalil rosinus di- atas dirJapat l_.,lla:
Oaln

b"+ r..)n- a-'I - cosq/- = |

1 * ,;c'sc( = 1

3bc
o6Zh* - t',:* c4r ai

2l:c

1B

(

I
I
I
I
I
I
t
I
I
I
I
I
i
I
I
I
I
I
I
I



,2 2

2 siri L"l-=L
A (b ci

2bc

(a + b ci(a b + c)
2bc

-i QIc
L i u\ ')

b)
2 siir {

'lt t4 1T4

1n
sln

,:r'h,-.

hiis c)
' */ = l-. .-

I
$.,o = t/ e b {s c

'3 1n

Detrgan carei i'a'ng sama didapa'b:

5lrl +rtL (s a) (s c)

s1n V!'l\--'24=

5IC

\D a)(s b)
ab

LH bo!
\s S

.l

(s a)(s Ci
c:l c

bL

LH. Lfi 1-,

llennrut Alders, ( 1953'

cial iI Gauss.

(s a)(s b)
€l t c)

i"ra]- 8?); (*i, i**) dan (*'(*) dirramaka'rr

1S

tsz il =

..\

I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I

I
,
I
I
I



*.:

eon!qh:esn'Eg.tt:
1 . Euhtikarrlirh delam eegLiiga trerlaliu:

t-4
T,,S + (r< + zfr) =:+ts+o<

Bukt i

2 . Br-rk+--ilianlah:

c,ct $ I

-c,as +-A Ei.-{'{-
J+2 g*+d -ED-r-F

Ls, (iy1 +z/],=::f .efi,r

2'1" sirr [ + 2R *rr, /]
2c" eiri ) - tii sln ,/l

.t)

*rr'rq.J + /'] + stnf)
- si"{ cl + ,01 i + siir

i+ z/_
!-

+ds5 $x

*"1/7

2 sin

t) .-.^^. LU.} 4

=rn fi i.y'-, zfrt=-w\
'l

S a--E-- =it Id Ce =

b + c - a 2R s:.n,/!, + ?R strt'V

* u*ii.linq A ABC)

2R gi.n.iI
*B

ol^LU 2 2R s:-n,4,
I

+s;i-n/-=in Jsfil
2 =tn l.
E.+[ fi-02 sin -+:- 

,_-os ' .,' -si1 t tj + f ie*
2 sin /-.

lJ _-;
s-L---1- - z si

?

/) -,.
',.,-, + ,l2 : itr--co

TJ

,+ +./f !, + dIj-cos-'o4
LL

? =irt,$Lr ;4 r'ii'i------:-_
a

- cos,
ri

I sin I

i.u



t , lsi-w--ffi sin I J

*- ** t!,""* !oE t-'

"o= 
!1r/ sin $ d

--------.^ccs *1 
,,1,

cos lr rt

-_-|.-_.:_cos * /t
teibuhti.

3, Buk'bikanlah dalam A aec herlaku I b (,

"o=2

1

. r cos fgl -:- l'..'
s j.ri f l1 = 

-?-- 
sln + 4LU cos +P. L J

L l'

"o" I

- /t+:i ,2-'t2 cos e sln';-

$,t- r o"

rcos $$-
n/..* "ou $..i
h'- ^ - r\

a

trkti:
{a -U

B

I

7.

z

z.

'tco g' +/ = o
a

r- Zfr'sin 4 ' -?,*t'sLn{ ^^-2z@'LUD ]rt =

y sin.,#"- sin ,J'
S111 3( *x=Lcos

i- U3
1
z "(

'it =

sin ^.{- .b .+ d i

*"Pry 31n
,'J. - X,- u

.)

COE

."2-sr" lt,'il-

' l'- fs:n __7_

Esin{

'"'. L '4

"w-#.4

coscos [ri
/!- J

2
) "o=I ** =

f sin , b;fr - *l ] .o*h i'-Y- =

sint| fr- [tt"o= ]*+ sin( $t: - ];r)cos L{* sLn(l'l' +i'
(sin $,4"o, lA - *o= {i11 sin LA lcc's fu.+ (sin *l "o= }
sin }"<t *o= [il + (sin !r<oo= *h' *os ]''' sin ] {it"c* $,

{! $ /=

2l it'j lL li( UPT PERPUSIA lfiAN

li{rP, PADANG



4, Dari A ,teC, dihetahui:

.o=3 [d.'o=1\fr -7i \

sin /.: 4b
t-

Selidikilah bentuk A ,qgc ittr'

Penyeiesaian:

+Cb

"o=3 *
,xcosIt{l-0",) 2R sin i.? + N sin {

srn /, 4. .W stnfi
'?:s:.ni t4+A)s-o-E'.o*3 $ ,X o"*-$+:=l =*,T) *

;1*#- 2 ,|-s-itfi'-

J d.
t tP + 6" )

UVE
?

3 1t'I
1
2

2 co*3 $/- = "o* $'l-
2 cos3 +'o - .o=, }r{ = 0

"o"l=r,(.(Zcosz ie' L) = g

"o= $,1 = Q 

-, 
+,! = 9oo

2 coe

ccos-
,cos-

cos*

J- f = o

-1-a

*,1 = 45o 

-> 

o{ = 9oo

A agc siliu di A.

d- = L80c (tl,lali mungkin).
a,
L 1

2
r)

cos'2 -tar
u

L*=* _

**: = V'L
L t -. 1r[,
2c,- - Z V'

!+4--r'r



:84

SgE I--SoaI;
Dal-am /\ AEC, R e,lalair jari-jari lirrgkarari luar A lgc'

1
zD; }e el r I ingn:,'a .

Buk b ikanl ah:

c sln 4-
1. tg 1= b - c ccs#-

l-rc-'+s zx
.1.-s:-nfl

cats $et
c o'L,El

Ln
L iJ

D

n
!2
'=

....IEl

ts },c ts + il = +

1
2

J

s-a
E-=-E

4
a'

s
4n
ll . i-r

a'--sirrol + s][n {+ sin y + cos |*1 ,,ou [ fr **= $ ,y'

*2- b 2 siir( .,{ - ,4 }

{ ? sin y'

I

b cos X- + c. et,s f.,
u

5 a rf "r-.

10. a cos,:{ + h ccs/i

6Fi

=CCOS {a( -/f }

11ai..
a cosd - t] cx=/l

h casJ. * t'. cosfl,
= cofi'^'-

Il

1n .i-
J.L, Z-

iq Ilr. Z-

=.*o=.}.,J=fi
a - ?* ca..- D

=u. ,/)c sLn /J

4u1

I

i

I

I
j

!

i



1.4. Dalam I anc, sisi a + c = Eh, bulitikanlah:
a), *o=f (s{-5- ] = z sin
b). w+d,re*U =+.

*F

15 . Da1am A AnC, suclnt if = Z ,y' , bukt j-hanl-akr:

a), cA = a{a + b)

. a+bb). cotrl - 
"

,4

-1
i
I

I
I
i

I
I
1

;

I

{

I

I

I
I

i

:

i

l

l

:



cr

fl

Ar

Br

GAETS TINGGI PADA SEGITTGA

adal-ah F.er.r.s tinggi pada A aeC.
II dinamakan titik tinggi ;\ ABC.

$'6 c"= $\

B

Ga,mbar 5 segitiga ABC ket,iga garis tingginya.

ha = sin)
= 2b sin

(s a)(s b) s(s c)
ak' ab

VS lc a)(s b)(s c)

ha
o
f, s{sa

Dengan cara )'ang sama diclapat:

2b

2b
eb-

a)(s - b)(s - c)

h-b =

hc=
6 i.rs{s ;=.t(s biis r. I

c)
{.
e <Iq e.r)(s 't-,\/-

Perhatilian ;\ BA,ii:

rs /8,
HA'

-. B_A'

= EA,tg LB

= c cos!,
= c cos/t
= 2F: sin -l:

lt

1

'rs{ 9oo * }- }

coLg

cos /1. cos X
! -' 5itrJ.:-

HA' = 2R cos ,!i VUD {

Dengan cara yang sama didapa..L:

.7t

I

li ..



;I-IR' =
urr

rln

2R

cos 'rl- cos I
cos o.( "o= ,/J

P*rhatikan L\ AC'H

ccs aA1 AC.
rA

'4, i;

HA

h

Lr\7

CoS ,rrl-

cos( 90o- f )

b cosl
----:"---;-'-!Lt /5

eR s*fr, cos y'

Frl*tg"

HA 2H, cos'J

Ileirgan cara yang sama didapat:

IIB =

HC=

LN

2Tt

CCrS 7U

cos x''

HA'. HA = .{.E3cos l-'cot/l cos }
l-lB', liB = 4E,2cos.{. t,osfr cos I
HC' . HC = 4B2co s.l cosfi cos ).

HA,.I{A = HB,.FIB = iIC,.HC = 4R?ecsyi cos fi cas['
H = L-,usat lingkaran luar A AgC,

t'{H i = -gB2cos,, co *;lt cos'[
i4 il ] = Ijlii2- Rz

HliS = U{H} + Ez

FiM2 = *8R,2cosJ cosf. cos [ + B2

H}IS = Iiz { 1 - I cos y'- cas1i7 cos }. i

.tG

MIL I!( UPI PTRPUSTA'fiAI,J

,KIP. PA DANG



II

.^t4

f+

Seqitiga ABC, segitiga titih-
iraiii Can lingkaran iuarn.va.

Bt

t
I

I'n
t

I

\
I

I

I
I
i
I

I

^

Geabay 7

B

Ferha+-ikan Gambar 7

lf.A'B ,c ,
ci i riamakan

B. C'

A ,C.

A. B.
Perl:atilEan A g, L- ,C 

!

B'C. : sin(gCc_o<. l

B'C, : c,:sd = a cos
B'C' : cos6( = a: 1

segitig:i titik l<aki.

= CIJ' : sin{$Oo- ,f )

l: cos/

t-,v

;
I

I

B'Ll' = a ros./ atau

&v=acos-{.

Deng-stn c€rra yang sama r_lid.apat l_,r_il a:

.i
/2t

c0s I

Perhatikar: A rr. E, C, :

!A'= lB'A.C, = 1gQo*

lB' = 1A'B'C' = L80o*

lC'=LB'C.A,=1g0o-
Rv = jari-jari lirigkaran Luar A g,B,C,

av = pltv sin A.

Li

r^
I

I

I

I

I
I

l

Itr

(:

2D1

z/4
?, l.



a cos ,j- = 2R., sin(190CI- Zx t

* .,cs,/ = 28, sin 2't/.
2R sin,y'-cose{. = pR., sin ?*-

R sin 2 D{ = 2R1, si, 2,>d

tt = ZRo,

I 1l
i Il.,=*R I

;val
- _-__l

Con'toh:

1. B*Iit,ilietnrah clar-am segi+-ige ABC berlakr-i: I-iA = rr c-Jtjg(<
Br-rkt i ;

I-IA=aeotg+(
= 2F. sinJ c?s 5

S].nc(
= eR cosrr<

IiA = HA ---_> terbul<ti.

2, Buhtikanlah:

u2* HA: = be+ ,l{82 = c.?+ }ic2 = 4Rz
Bulrti

i?li c.cs I i2 = ( AIt si:,t y' i2+ {Zn *os cr( }2
= .lRlsinl ,,( + .lyi?a.as? :/.. = dli,Z

b2+ HBe = (zi?. s:.n fi)21 ( ZR cos B iZ
4P,2sin},4 + +azccszi = 4R2

c?+ HCt = (?R sin .r-i2 + i ZE cas $ )2
4R2s:-nZ if + 4H2*os2'zr = .1R2

u2+ HAZ = b2+ HBg = "2* HCz = 4H,2 =-> terbiii<t,:-.

ao+



$::_aL_SoaI:

E.:-ilrLiiranlr+h dal.anr A AnC berLahu:
:, Av - fi. sin 2*- = i{;i sin cq .

2 . "'\B' .l1C' . CA' = AC' .8;\, . C8.
Bulitillanlah fi'{H) = *4Er

rv adal-ah jari-j+ri Iingrraren dalam ./f.A'B'c,, buktikanrah:
rv = Zli cos,:d ,:os/S cos 

Uy

:!,. Buktikantah: Hl{? = gR2- a2- b!- *2.

1^&v

Ji ka, II adalah .tit j.l.r Linggi , 0 (M. Ii ) aclalai:
;\ r\BC , bukt,ik,rnlah: itA2+ HeZ+iIC2- HM? = BBP

t1. Ji}.;a liI,I =
,t

i e ,'../ = g-fiu.

Bnktil<a;nlah tg/j tS J = g.

?o

lirigkaran luai:



Unaia:r

GARTS BAGT trADA SBGTTTGA

Meriu::ut .r,,i.jdenes 
f t pSS, hirl , 21Crl

garis bagi da-l_arn segitiga ABC
acia-l-a"h : AD = {l D<

EE = d,r!

CF=d)
AD, BE dan CF berpotongan di I
I = pnsat lingkaran dalam A ABC,

-1

t!
.F

DB
tJ C

Gambar B. Sugitiga dan ketiga garis baginya.

Irerhat j kan ;\ ;\BD
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d
b *in/

sin(f T*Bl

Se-lrrrr;utnya men,rur, A,-der.s , d/. , df Can cl;,s juga clapait
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AI

AI
AT

-t-r _1.

AI
NT

AB.ACsinN = L ".d../ sin fial_ * oo .t, sin $o{+

b.c sirro(= * dr<

l:c sinl= C sin
2bc sin

Perira'Likr* A iif B

* rlrf

=?

e sl-l'r
,) i-)n rl

- ,tn
-*fi

$l ta + c)
+ ci

s]-n

{;{rn
$.-{ *"* t,o = dor. sin *,1- to + c J

Zi,c cos $,td,.., = b+c

Cengaii cara y&I1g sama d:-clapat:

*r*d,tl

d

?ac cos

a + c

Zab eos Lr'af ll

A" a+b

s ili
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sin
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f ,Y "n* !;; sin !,:t'

[[ ""= i i' *in ]1,,4

1/,ttirlt I l
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sln
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Dengan cara yang sarfla d:-iiapat:
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Ferira'bikan gambarr LC :

f = titii( pusat lingkerrrrri cla-l-am A ngC

Iii = r = ;iari.-jari lingkararr da-]-a..in ;-f ABC

Ia = puEatt 1ing1,r+,r"ar: yeilE- nen:v'ing.i-Lt;19 sisi
Ib - pusat 1i.ngtr;e,r'rr-i-i 113.L* ,-:r'*;.r-vir:$gr-irre- s-isi
I. = 1:Lrs€rr- 1j-r-rglrarsn ya.liA ::renyinglgtttrgi sisj-
Perhatilrarr A nf ,-.ri (g+.nri-.ar 10 i,

adi
bdi
c cli

A LTGf,

I t: ei:.'

Iuslr.

UI

BI

EI

EI

- 5 alt

. L-L,' 5

I
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1a,

a
I
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L
1--f
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z
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d= c
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1i ---\-rJ t) Itrv
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s1n
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C
ri

BI.
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Perhatii.*n A tt^

I
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I
I
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L
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dengan ce-i'a yang sErma di,dapar.:

Eln ,,1.!l c,f,s i",.,: c,;''s +,>'

i:.ic = {L', c.-,s Er( *o= $,,4
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Derrgan memperhatikan gambar 10;
pat diten'[ukern,

rbr" r" r" dan f.Ib ,iuga da-

Cor-rtoh:

1 . Parla .A ABC, [ = pusal; ]. i ng!:a.an Ca.lam segitiEf a,
J- i i ingn3.s , l:ulrt ilianl a j: bahrva :

Iie
1

:t-5

4
1,. .., i,

2*(.
IA

c:o s

Euliti:
Iiz{- 5

q ao ! TAu i I tr-r

*a-
LT &+ b+
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b

R[ Z sin +

E
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b+c-Er-".*T;-

2E sin -i. tn 
= in ,]' * ?R s iri d-

Rlsin + s iri ,>1- - s irr { +ir-il
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u{-lti - 2 sirr

cot:

1>--,TA J

d
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t l-t( ccii /--

o(

R[ 2 ts+- 2 siri
!lJ.E -
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s 1rf
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iA=
IA=
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SEGI EHPAT TALI BUSUB

C Segi-4 ABCD

busur.
AB=a
BC=fu
CD=c
DA=d
diagonal AC =

diagonal BD

AB
o

I AD"

adalah segi*4 tali-

I
!
\

M

tn
€

t
A

Gambar 76,

Sudut antar;i p dan

Perhatiican Aapo t

p dan

er kedua diagonal
S.berpotongan di

ct adalah f

BD2

2bc
r)

b*-

b{, _

D
u2o -aiu

- 2AB.AD cos A

Zad cosA ...."i*lq

Perhatikan AgCn,
BDe = BCZ+ cDZ

qa = b2* "2*
,72 = bZ+ "2rDari (x) dan (xxi didapat:

*2r d2- Zad- cos A = g
ZbccosA+ZadcosA=a

cos A(Zbc + Zad) = a

cos A

a2- bz-
qo

co + dl'J

2bc

Zbc + Zad
2(bc + ad)

(a + di2- (u - c)z

- zBC, CD cos C
oco- Zbc cos C

Zbc cos A (**)

?'+
,-+
o

da-

-4,(-f cos A

-2U

?.c-

L 4ll ,o
co+ doL,

Zbc + Zad

1+cosA=l+
+ Zad

+ a2- Oo^
bo- cL+ d6

2 cos

3(bc +

(a + d + b c)(a + d b + c]

a{i )

D't
ala_ z,n

2{s

2(bc + ad)

c.}.&(s - b)
8(bc + ad)

4B



ciengan menggunakan daiil sinus kemL,ari didapat puia
app'c
sin C1

sin ts

atau

sin D sin A

,1
g
a

If,

sin 41
sin. 82
sin C sin D2

't
f

srn A sin 82 sin C1 sin D = sin A1 sirr B siri
dan

cd:abdebc 1I

I sin ,\1 sin B1 sin C1 sin D1 = sin A2 sin 82 sin C2 sin D2. i
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Uraian:
SBGI EMPAT

Segi-4 ABCD

rangan.

AB=a
BC=[
CD=c
DA=d
di-agonal AC =

diagonal BD =

sin Dt. 
Z

adalah segi-4 semba-T)D

A 2 p

q

Ganbar 75.

Diagonai AC dan BD -berpotongan di S, /ASB
Perhatikan AACO,
Menurut da1i1 sinus:

p

sin D., ., sin C2

Sin C2

r

d

g
p

Perhatikan AABC

sin D

a

.Z sin C1

sin 81.2
sin C

-y

sin 81

E
a

d

sin Dz

sin ts1

1
Fada Aaen didapat pula:

$"8*ft
sir: C2 sin l,z

sin 81 sin D2

3 = -Lead sin 81

a

1

1' sin C,
1

sin B . siri
sin C 1. s]-Ii

1

x

B
I]

sin C

sin
atau

t)
1

sin B srn C2. sin D2 sin Br. sin Cr sin.LI D. i
I

16



sin(4 - w)
sLn w

S1 sln w - cos
s1n w

kemudian ruas kiri
hirrgga didapat:

cos w cotg s]-n w

s1n w

COS W cotg /t1i s]-n w

s1n w

s inZ
sin,4 sin )'

sirrr.y- sin ,{
L,

sin,a cos I + cos.r/sin 1)-

s ]-n r,^/ =inz j4)
sind sin )r'

dan kanan sama-sarna diagi dengan sin se-

.isar\ tJ

sin;./ sin fi'
sin{,/ + )j' )

cotg w

cotg w

cotg w

atau

a:
- cotg i) =

- c.ato i; =" ;.

= coLg /* +

sin,:(sin,i
cotg |' + cotg,/
cotg 1 + catg,lt

I
i

d

a

cotg w = cotg c(. + cotg /i + cotg I

*r =i" * {/i-t t,

+ (/'.i -l t"

,ttl\|Ro cos 7, cos !5 cos'4'
I

Soal-Soal:
Da1am 1'\ABC, Io!'

(Gannbar 13 ) .

Buktikanlah:

Jt dan H'adalair proyeksi dari M, I dan H

1

,
o

4

5

b

7

8

NN.

}I ,M.

H.I.

rtM'

I.N.

AN2

MI3

HI
,

$a

2r

R

cos{il-,trt.
sinlfi^d't,
sin f1z sin

sin f.y. sin

R2+ 2Rr

sinf-sind-+sin(,4-,f
1 + 8 cos,( sinli sin { ).

4R

2R

Ri
**,

a a
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Pada AHru , IN adal ah gari s berat , maka :
,,u: = f mrr* * Irr2- ! utrz
rNz = "2- z,z !

= fnz- Rr :"";t 
casfl cos i u $n-n"-i*'* .Rz cos'/ "osii cos/

= (*n - r\2
IN = *tt - r.

oA
Lt

B

Perhatit<an fiaSC (gambar i4l.
P Cidaiam 2\ABC, sehingga:
/PAB =1PBC = L\CA = w.
Menurut hrr;rdeness ( 1 gS3, ha], ZZZ ),
ti.tik p diramakan titik Brocard,

Gambar 14: ,segitiga dan titik Bracard.
Bukt, i kanl- ah :

Bukti:
IPAC =l/1. - w.

lApC = ,4 +di = l
Jadi |BPA = 1g0o-

/CPB = 1B0o-
Menurut dafr1 sinus

APb
sin w sin r,( dan

Ap_bsinw
s in o<.

AP=
. ,aS)-ni rz - ,

cotg w = cotg D( + coLE ,,t, + cotg .T

gc0

,/4 d

J.

AP

-

sini{t - w )

ai'I

U

sinT//

l

C )
s|-nfi

c sin(P- w) _bsinw
sin t) s in,:C

e sin{A - w)sin;*i = b sin w.sinli
sin( ll - w) _ b sin

s]-n If c sin .4

sini - r") 2R sin i'2 . uin,a
s].n w 2R sin/ sin r.i
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Per-!yelesaian:

HMz = B2(1 - 8 cas /: "o= /i cos ).- ) --_> dali1..
Perhat ikan {MSf :

BI*4Rsini,,lsinj-6
BI'( = ft
ltqst=+ !.<- n l"
l,lenurut riali1 cosinus :

I{I2 = BMZ+ BI2- Z il4
MI? = R2+ L6RZ sir:2

"o= j {.d"-6
o( sin2 * t' - BR2 =in fv< si., f I

-Zsin *u

1
z
i

Bi cr:s TliulBI

f; ) , mal<a:

- 2HB. BI cos /HBf

= R2- BRe sin $c< sin f ry'. lcas $ (x_ _{ I
sin f f 1.

= R2- BR? sin f c< =.r, f L cos $ (r-x, _f 
)

= R2- BR2 sin f c,r. uin $,7i .o= $ f" 
<)

= R2- ?,R.4 R sin f rd *1, * b "2, tr n
MI L .,

= H*- Z Rr.

Perhat iiran fiff ef :

Hr dapat ciihitung riengan *enggunakan daril cosintrs:
Hts = ZR co* /5
Br=4Rsinf,,(sinf1
/HBr = * {r,,_

HfZ = HBZ+ BI2
HIz = .182 .o=2

= 4RZ

= 32R2

0 + 16Rz

sinf6"o=f{.d
sin2 i,t "r", *{* lGRz
- d ).

zr2- 4Rz coso1 *or/1, cos g--

sin 7,'.j
2L\ cos/,;

= 4R2 (cosri/, r ,t sint f,d*;r,z $y_ 4 sin $/ coy! sin |4 x.o* f ,/..." f5 * 4 sinz +d _r;z +,\. cos fi= 4RZ [-cos/ c,rs t.d- +{ I - cos,r.3 =i.r# sin}- + 4 sin2 ***i,.,2 },.(i - cos,4)"
(-cosi cas/1 ccs)'+ 8 linz *l *r", *,q =ir, fD )sin2 *"{ = rnz $i!,sin }y - 4R2 "o=i) cosp cosf .

i--"-I TI T AI fI t =
I

4J

l
I

I
I



Ferhatikan AACC,
Menurut dalil cosinus: A*2 = AC2+ CGz- Z AC,CG cos /ACG

(2 ZZ)Z = h2 +c2- Z bc cos (1g0o_ 6( )
.roc1 Z^o = b4* c4+ Z bc cos oi

z* (n +C + Z bc cos.o<_).

Dengan memperglrrtakan rie-111 cosi,us kemL,a1i, maka:
Z bc cos = b2+ cZ_ a?, sehingga didapat:

zuz' = + (u2+ "zr ki?+ c2- a? ), atau

2 t
I

z
,(b +

r)
^4 t

'lct*"
Perhatikan kembali gambar. i dan Z:

lADc = ,f u , LBEA = ya datam lcFB =AA' = h"
A'C-BA'=ZA,D (lihat gambar'Zi,

cotg( 1B0o- f ^)

r"

1
z

L)i\

h
A.C BA
ha h* )

a

-cotEi ll u =

-cotp 'y' =a
Dengan cara

1
z
I
T
z

icotg [ - corg f )

{cotg 1! - cotg [' )

Siang samra didapat

f ," = * icotg / - cotg ,t.(- 
;

,O " 
= i (cc,tg ;/ - cotg lZ I

cotg '/ u* cotg f'A* cctg f; 
"

itik*tltik istimewa peda 7\AtsC (gambar 131
M = titik pusat iingkaran luar se_

gtitisla ABC,

J = titik pusat Iingkaran dalam
segitiga ABC.

N = titik tengah HM.

Hitunglah: ,$I2 , Hf 2 dan fN.

42
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:otgi
cotg

seterusnya diciapat:

Contoh-contoh:

Segitiga dan t
A

TJD F

Gambar lJ,



/ADC = /Dl dan /ADts = ,LDq,

Uraian:
A

B

C

b

G

GARIS BEBAT PADA SEGITTGA

Pada segitiga ABC (eambar 11).
AD=Z*
EE=Zb
Cl' = Z"

C adalah garis berat AASC, ketiga
garis ber.at ini berpotongan di Z,

2',..1

Gambar 17: SeeUtiga dan garis beratnya,
Menurut liarcur: , {19?l , ha1 ,?.15 ) : AZ

BZ

CZ

ZD=t
ZE=|
ZF=l

1

1

1

sin D2 =

sin D2 =

sin D
A

: sinryd

a : sin.4
1

o
L

2

2 atau

C

1
BD

7
z

c si_n oC
1

7
z a

sin D1 = CD

sinD2 =+
sin d
sin o{<L

sin D
1

sin D l = sin D2 

-> 

c sin.y'- 
1

A

b sin sC
2

+"
= fo sinu/

s].n t/f:sin,r/,=[

B

Perhatikan gambar iZ:
AD = Zu adalah garis beret dari
titik sudr.rt A.

Perpanjangan AD dengan DG, sehing_
ga AD = DG = Zu, maka AG = I Za,
CG=AB-C
LAGC =*l dan,/ACG = lgoo_cd

C

Gaabar 72: 'segi tiga ABC dan perpanjan*an garis berat AD = DG
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L 1

l? sinr. sinfr
1r4

L'

r

1il.
--+-_+IA rb 11.

1r'

6 . Lsz *'/
o t'u.
?; r;

"aa - rb fc = bc.

.Y.u rc = sx.

AIb. Af* = hc

i,Il. rf c+ IIb.
Etiirt ilranL ah:

q

',1

1n

'1 1

rr* =f r" ' rr'brc

111 1

E;*h;*8.;:= 4R sr.r1 +2('sin $ fi ,=i;, [i'

.{0

1r



i

:

,Bukti;
r * s ts +:x-ts $E,rx 

.i2 y
- qj#sts$t. re $,/t cs ly

2R *"iryx1 + lp" sir:.}l + ZE sin I ts +,:( te $7! Ls +T

= Ri sin,x' + sin,l.+ sinl i lg lrt te $h W $f
= i?[ 2 "i"{++"ou.'+,8 * sir:(+{ +fi tlts * i rs $i,, te
= R[ 2 urn{$^,:ouo-rL + 2 ,ir-;fiL- ro="LyL jL; +,{
= E[2 =in,{+} r"o*{i!-+ cos Ay-la tJ,ra }r,arr $,i rr

rtc**Y
r

1T

d

1
z

td

L
z

= R[4 *ou.*] * n*-$/ *o* ']28 
I

cos f?(co-r f *.oz $y
= .lR sin fr< =,., { ,4 sir, $y

r = i'r terbullti.

6. Eulrtikanlah

Bul<ti:

ra*r=4Rsin lr*

s3
," Rb rc

I

ya * r = {F" sin? }x
trR sirt )2,y' cr-ts $fr"** *l - .tp. s:n $r/ sin |f sin {3,=
4R stn $c< (.:os i{|r,o* *l - sin } !,sin *t, =

4R sirr $/c*sr.| 0* *;)t =

4R sin [l =in *,i =

4E sir,Z Z.r- = .lR sin2 t,y' , 1.er.i:uk.[i.

t

2

Soal:SoaI:

Buktikanlaki:

ira=3r+IaLg*d.
r. = g tc b,t"r * frtr *r"

5 . cotg *O , cct; *f4 * eot,g ${ =

JIT



I 48,

- 4l)
- a l!

r 4ita

sin f J. lsin $,4=ir, i,:i + cos( t,,,, o *lt lt
sin fr- i.ti-a-Ht+r+.r4lf-r *o= $li "os ].r,y -

- -**+#-r-*f t

s in . 
fir"1 *"* $ b,:os $ aL

.)
aJ

ra = ra, LerLruk'ti 
"

Eulit i karil arki :

11 1
+

ta 16

Buiiti:
L-, s in ,r =irt,2

i1 1
+

ra i'g Fi siri,.- sin,/1

J

1

4E sinrl cos *i, "..[t * 1'. ""* 5 ,G"=[r -+

S-rn

,lR si.n

li Lir,
4R.r"-T

sin (. c+

R s iir,r{ -.Ln /i

Brikikanl.aii rb
Eukti:
rb*".=4F.

,)
./:j co 3 ,./. + ccls

S lrl .) cos ll *oe a'

rez=bukt i .

li)
:,.8 sindsi1,,'? cos

i 5

R, Cs itt 
",. 

s in .a

1

4R cost L fi *o* $* c,r= i
.lR co* $'l {sin $/r*n= $
48, cos f ,r tsin tLli " td
.!R cos |; ..o= * .-/ =

1

R sinr( sin6

r. 4L{ c*s

.o=2 */
r
{

1'tt)

'1 Isin f )1co-., |":' cos *,r. =

t! "in fri )

ii ;xT

+4R

+ cos

4R cos' t,/ 4F, cas $x .terbuh'bi.

5. Bulctitr*nlah r - s tg $ri * $!!, Ls t d

-ao



l;c cos *,
a+ iri

2bc col J

a+h*c

2 J:r: cos 7 -,"
?,,'*

2B sinr{ + 2R sin,ii, + lR sin Ei

L;c cos
'.1 .t-t:l ---
a

E[s-irr .,i:,+,iJt =tn{/; -i sin, ]+

2I:c r:.:rs

E[ 2 si-n COS +2sin
Zil tin/i 2R sin a-'cts *"

Et: sin ( cos

.,{lt sinf, sinj:-'s: , trr:

Zc ,... . E CCS

cos ,i

+ii sin l';1 ,;sg

c0s

5
1,CCS x-

+ cilB r1
JJ

{:

{ ccs i
,f

:1 cris

( si.tt

IA = 4E s.:in fr:3 sin $;r;
f .:.. = IA. r;.crl:ni, Li .

Darr a) dan b j, clidapat,:

i/1
s'-a

.,"-lo
]-^

, Buktikanlah ra = r {" a tj,g 
}.,.i_

Bukti;
ra = r + a tE *".*

= 48, sin

= JR sin

J{

.l**in-|/ sin *r- * 3R =jn+( [g #=.-

},,-. s;n $;4=ir, $ii + 4F" sin *ilge,*_t;,.,
= 4il sin-|/ lsin $,t:si* {-)-+ =.r. }_

.r- l

,'/itL il( uPr ptRP LlTfrlqfrfrlfl
,l{lP. pI t)A},,6

s j" n 12,;rl

*"-J-*:
4



COS
olLLi-ATfi

a

(s + b)(s + ci
bc + aci

21^_\6rI-\4\
\

(s + b)(s + c)
COS hc+ad

2 6a- 6a^Atd
1 cos

s].n

Zbc +

+ Zad.

2bc:

2ac
.> r)

aL+'nt+
+ 2ad

dlitl + c

d"

a + d)

A=l

bc CL-

(b + c + a

2.ts
2bc

d). 8is

+ 2aci

a1

2 sin2 !a' =

ol
LL^_zl\

Xibc + a,l)

2(s a)(s d]
bc+ad

a)(s - d)
bc+ad

(s

SIN 21n_TZ T\
{q a){s d)

bc+ad

tg I
2

b 1li A

.l

1
2

"o* $

1ztg A
(s a)(s .{i

\E b){s c)

lsegt-4 AB(jD z6ABD+ /oBCn

AB. -{D sin
adsinA+
adsinA+
sin A (ad

1
2
I
l-

z

1
z

i

z
1z
1

z

A+ I
_tat
L

BC.CD sin C

sin C

sin A

+

bc

Ltc

bc)



{I
?rL

1
-L

s:-nla+co=+Atad+bc)
2 sin A

(s - a)(s - d)
bc+ad

T A cos A (ad + bc)

\/
(s - b)(s - c)

bc+ad
(a.d + hc i

(s - a)(s - bi(s - c)(s * dl(act + bc ) {bJ + ad .\z

/segi-4 ABCD = tr/ts - a)is - bi{s - c)(s - d)

\/

:J
Contoh:

A

Gambar 77,

Jar+ab:

P

Diketahui ;

I]ABC dan perluasanilya seperti
gambar i7,

IAFB = a{

IBPQ = ,4

/PQB = {
Ditanya: Hi*uunglah PA, PB, QB, GC

rtan PQ.

a

B r'I

BC_..--.,
s}nri

BQ

s l}-r \r

Pada Apee
BQ PB

sinfi sin f

PB

sln x s inc(

atau a : sin [,- = BQ : sin y

& sin Y = BQ sir:

atau BQ : sjn4 = PB : sin 14-

BQ sin ."" = PB sin.,4

atau PB : sin x = c : sin:<
PB sinX = r sin x

sin xnnrD
s in .x1

50
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a

a

a

a

sin y =in JBQ

PBsin y

sin y

sin y

s arr I sln (
(_)

CS]-NX

S InO(
sln fi =it ,*(

sinf = PB *infi sin,5

stn

sin X

asinysind
a:sinxsin

sin.,,{=csinx ,rr,b

fi sin,! = c z; sin y

sin
sin tr

5 ata,
sina{

sinx: siny =a sin,y'-sinl: c sttrp sina!
Jika /-, {! , { aan J tertentu, maka harga x dan y dapat di-

tentukan.

Seterusnya didapat:

csin(x+al a sin (y +f ) danFA QCsin o,{

csinx
PQPB sin r(..

QB
a sin

-

sin ir

Soal-Soal:
1 . Dari Asnc diketahu i LB = ?60, AB

Aaec, sehingga /cPB = 39043'.

Hitunglah PA, PB dan PC.

sin (,

18. Titik P dalam

38 dan zIABC = 660.

dan zIBPC = L23o ,

41037'. , LCt 2702'-

sin

PB sin tla * {t
sin f

QB sin 1ft;+d)

2

3

4

Dari Alec diketahui, AB = 30,

P dalam AeeC, sehing ga /APB =

Hitunglah PA, PB dan PC.

BC=
10 50

Dari segi-4 ABCD , LAI = 29025' , /-AZ

dan /Cn = 4602l' .

Hitunglah sudut BL, BZ, D1 dan D2.

Dari

/A=
seg i *4

?8020',

ABCD, diketahui AB = 3, BC = 4, CD

dan /D = 52aZA' , Hitunglah pania.ng

51

= 4 rS,
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5. Dari segi-4 ABCD diketahui b + c = a + d.

"r*2 $ t;J+. =i"2 |

7

a). eos e = (b + d)
(s - b)(s - d)

(ab -+ cd){ad + be)

B

Buktikanlah:

cdbc
ad

dan
2S 1I'I $o ab

6 Dari segi-4 talibusur ABCD. a = L2,8, b = 15,3,
dan d = 20,27,
Hitunglah unsur-urrsur yang Lain.

17,16

Jika 0 adalah sudut antai'a AB dan DC, buktikanlah pada

segi-4 t alibusur k,erlaL:u:

1
z,

b), Tentukan pul-a sin 1,a0 dan tg e1
Z

8. Buktikanlah pada segi-4 talibusur ABCD berlaku:

s l-n
2 (s - a)(s - b)(s - c)(s - d)

ac+bd

b2+ d2_ a2_ c2cos Z{ac + bd)

I Buktikanlah :
I

. LctA s-d
@!, = 

-

LeiB s - b

b). ts 1
2Atg B1

2
s-a
s-c

b). L =

1

Li "-.' '

10. Jika a + d = S * c, buktikanlah

a). ts*a=#e \labcd.

r

t
1
t

52 M,t II( UFI PERPUSTfi ,(4Af{
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U raian:

D
*:t)

SEGI EMPAT'GARIS SINGGUNG

f' Menurut Wydenes' {1953. hal'219).
AB=a
BC=fo
CD=c
DA=d
Lingkaran {.I,r) adalah ling}caran

dalam segi-4 ABCD.

a+c=fo+d

C

---T
I

i

iiI.
j
i
I

A

Gambar 78. Segi empat garis singgung.

Perhatikan AAtg:

AP+PB=a
t
J.

z
1
2

P

a=rcotg
a = r(cotg

r

1
zA+rcotg B

A+

1coLS A + cotg B

a

r cots * tf

a

cote $ e

"lr'l ^

1?f
Lcotg! E

+
sin $ B

1
za sln A sin 1

2 B
r=

1
zs l_n (A + B)

Menurut dalil sinus:
a BI

1
zsi.n{l80 - (A + B)} sin A

a sin(A + B)

BI
a
l_T

53
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1
zBI sin C

dan

Ci

a

Dengan menggunakan

didapatkan:

1
zCI sin B

SIN L
z D

1
z,

l_

zs1n ,tr

sin|(c+D)

sin|(A+B) =sin*(c+D)

E=B?'8+'%

s l-n (A + B) sinf C sin D

sinf(c+D)
1
z

1
zs1n B

I
I
I
I
I
I
I
I
I

:

1zSIN C sin 1
L

z D
a
c 1

z B1
2sln A sin

Dengan cara Yang sama:

1
2
1
z

1
2D sin A

1
zsin B sin C

sln
b
a

ab
Ed

dan

s]-n

sln A sin B sin

SIN
a)

D

D sin D sin A

B sin 1
z

1
z

1
z

1
z

1
2,C sin

1z
1
z

1
z C

1
z

I
I
I
I
I
I
I
I
Il

ab
Ed =r"u{"

Perhatikan A eec dan I ACD.

Menurut daliI cosinus:
AC2 = u2+ b2- 2ab cos B -t

ACz = .,2+ d2- 2cd cos D -l
Karenaa+c=b+d

a-b=d-c
,,2- zab + b2 = "2+ d2- Zed,,

54
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Dari (*) didapat:
a2+ b2- 2ab cos B = .2+ d2- zcd cos D

'2* Zab - b2 = t2* dz- Zed'

-ZabcosB+Zab
2ab( 1 cos B)

=-ccosD+2cd
= 2cd(1 - ccs D)

L (Luas) segl empat ABCD = absinB+ cd sin D

ab ed

1
2

1
2,

sinz $ =i.nz $
umpama = !6

B)

D B

ab=tqsinzf n dan

cd=ftsi"zfn
L = + k (sin B sina $ o + sin D ,i.nz $

= !g sin fi e sin I o sin $ (e + D)

kz sina $ n sinz $ o = abcd dan

sinf(a+c)=sin*(B+D)
maka:

L segi-4 garis singgung ABCD = Vima.sin f (.q + C)

Contoh:

Gaabar 79.

sehinggaa)b)d)c

Dari segi-4 garis singgung ABCD

( gamba;. 1g ) .

AB = dt BC - b, CD = c dan DA = d.
r = jari-jari lingkaran dalam se-

si-4 ABCD.

a+c=[+d
a)bdanc(d
a)ddanb)c

C

i

'tt
I

BA

Rtr

o

!r



/A = 2g(
lB = 2/
LC=2t-
LD = z{

a = r cotg C( + t coLg ,,,'11 .

b = r cotg,/i + r cotg I ,

c=rcotgf+rcotgS
d = r cotg65 + r eotgd
I np + { 5= 1800.

cotg \ d + ,4 ) + cotg( U + -{ ) =$

cotg d- cotg, /" - 1 cotg I coq $ - t
-L

+

+

=$

=Q

(1)
cotg I + eotsib

cotg ,/.-cot1 {j - 1

cotg 5-- + cotg f

cotg {cog{- L

umpama: r cot€,..:( = x dan eoLe 
14

cotg {)'

a

x (a - b)

r

b

dan cotgf

ax

r

d-x
r

Semua ini disubstitusikan ke persamaan ( 1 ) .

Didapat:
c{x(a - x) - "2} * a{(b - a + x)(d - x) = r2} = 0

(a + c)x?+ (ab - rc - aZ- ad)x + (a + c;rz+ ad(a - b) = Q

D=b2-ac)0

ad + abcd ( a + c12rz
x

a+c

ad=.--_+a + c

abcd r2',(a + c)"

56



SoaI-Soal
Buktrkanlah pada segi-4 garis singgung ABCD berlaku:
1. pq o*f = ac - bd

2 1
2

2 1
Z

2 1
22, a sin A+csin D=[sin (A + B).

ot\,. U

(ac - bC) 2

5. a). .Buktikanlah dalam segi-4 ABCD berlaku:

sin(o( r+,fJ )
a+c

b

Hitunglah Untuk cos(.i,( * $,,,!)

57
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GRAFIK FT}NGSI TRIGONOMETRI

( Ianjutan)

Syarat yang perlu. dan cukup nuntuk menggambarkan grafik
fungsi trigonometri adalah.:

a. Sederhanakan fungsi itu,
b. Tentukan harga ekstrim,
c. Tentukan titik potong dengan kedua sunbu,
d. Tentukan titik-titik rain yang memenuhi fungsi.
Kemudian baru digambarkan grafik selengkapnya.

Contoh:

1. Gambarkanlah grafik y =
Scosx+3
4coox

3600.
2

dalam
Jawab:

interval0o<x<

5
4 +

untukx=Qdanx
xmax = {.

YriI

5cosx+3
4cosx

1

4 cos 1i

= J60o

2

5 cos 1B0o+ 3

4 cos 1800- 2

v=
2

1
z

max

1900,untuk x =

Asimtot y =C\G 

-> 

4 cos x
4cosx=

COSX=

xl =

xz=
Titik potong dengan sumbu X 

->Scosx+3y=
4cosx
Scosx+

0
o
4/

cos

58

1
3

l=0
2

1
z,

600

3000.

y=Q

2

D
rJ

x
3
b

cos4

x

/1tF



x1 = 126o52'13"
xz = 23307'4?"

Titik potong sumbu 
" _ 

,
5 cos

v
(0,4 )

5,00652

5 cos 45o+ 3

"l cos 45o- 2

x=Q j
x+3'f

untuk x

Grafik y
Scosx+3
4cosx+2

xt 7' x2

1 800 5o[o 35

Titik-titik Iain yang

Gambar 79.

4cosx-2-!
memenuhi untuk:

5 ccs 30o+ 3y=
4 cos 30o- 2

8,125

i

il
I

lr

,i a
s
i
m
t
o
t
r
I
I

a
s
i
m

t
o
t

I
5

2

1

:
I
t'

o 600
I

o

!

I

i
I
I

'i

I
i

I
I
I

I
I

I
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4 tg2*+5tgx 10
2, Gambarlah grafik y = tg x+tgx 2

dalam interval 0o < x ( L80CI.

Jawab: Titik Potong sumbu X 

-> 
Y = Q

o4Lg"x+5tgx-10=Q

-5 + \ 25 + 160
tgxl=

8

-5 1 \/leb
8

-5 + \i18s
8

tg x1

tg xl.2

tg x2 = 
-5 - V185 = '1,325L8 

-> 

x2 = 113016'1?"
8

Syarat asimtot tegak y = 
-> 

tgzx + tg x - I = 0.

-1 1\/1 + 8
2

-1 + 3
tgxl =- =f 

-)*3=45o-1 - 3

Titik potong sumbu Y 

-> 

x = Q

4.0 + 5.0 - 10

2

(tg Q = 0)

3+1

v 0+0-2
YExt didaPat dari:

(v - 4)tg2x + (y - 5) tg x - (2y - 10) = 0

0>0
(v - s)2+ 8(y - 4)(y - 5) > 0

(v - 5)(9v - 37) > 0

ys4+
y > 5.

Ymax relatif - 4

Ymin relatif = 5

Untuk y =4+

1
9

x = 75o5?'50"
y=$-)tgx=Q

60
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x=0odanx=1800
x+5tgx-10Grafik y

Y
tgz* + tg x - 2

ia
,St.
1

iT.T
i:o
It

max
.:--"*

300 600 9oo 1500 1

Ganbar 20,

SoaI-Soal:

Gambarkanlah grafik dibawah ini daram intervar 0o < )i < 3600.
1. y = 2 sin2x + 5 sin x - g.

4 Lg2

1

I
B

7
6

5

4
5
2

1

\

x

-[I

;

il
il
I

ti

ol

2 zv -2 cos x+3cosx-2

3. y = =."2* + 4 sec x + b.

4, y =
Ssinx+3
2sinx-1

(f r cos x) 2

cos x(1 - cos x)

sin x
3+cosx

5 v

6. y =

61



Gambarkanlah grafik

28 sin 2x 16 cos Zx

dibawah ini Calam interval 0o < x < 1800.
tg x - 1.

,4

7, y tg x1
5

y = { tg x + I cotg x - g.

2 i
2

l- 6 cos xI

q

6 cos 2x sinZx+8

49 10 sin 2x 45 sinZx1-0. y = 2 sin 2x 12 "o"z*

62



Uraian:

FUNGST CYCLOMETRY

( lanjutan)

1 q 2

1_

Selisih dan jumlah dari arc dengan buktinya.
arc sin p - a.rc sin q = arc sin x ?

= sin.l- cos.4 - cos o{ sirlq

=\

r --p2. q

q 1-p Z,

1

1I

2

â

p

q

qp 1 Z

a.re sin p -arc sin q = arc sintp\rfi':;Z sv6*;2 ) .

4 afc CoS p + arg cos q = arc Cos x.

fr= arccosq---> cosfi=q,sinf: =

= cos ,J- 
"r" ,4 - sin o/ sir/::

2 .17flz

"u;rr --7r

1-pz
1 2q

=pq-Vl -p
=pq (L

i

i arc cos p + arc cos q = arc coslpq (1 p )(i q l

3. arc sin p + arc sin q = arc cos o1- po+ arc cos

= arc cos{
1*s,?

)(t )-ps]
= + rc- arc sin{f/tr-nrlf riz)-pq}
= * rc* arc sin{pq - V(r-?l?i-nz,

(1 - p

t--
I
IA
I

rc sin p + arc sin q = arc sin{pq_ \z'( 1-r ) { r-n2 )*t ft i
I

.t
t

A?



4 arc cos p - arc cos q = arc sin!'i -;2- arc sin 1-q 2

arc cos p arc cos q arc cos

= arc sin{ef/'l l'pz- nV,T - ;2,
1 

- 
r'-- 'q

= i 7 - arc cos ( q\/ 1-nz-ny'i lrL I l
= * .8-t-T- arc costp\ii:qz-qvi-;z) -

= arc coslp\/i-ez- svi;z - t nl,

llE'rrt{r+ri
5 . Meriurut l{ydenes, ( igE3, hai. Zg9 } ;

dengan meumpamakan arc tg p =o( dan arc tg q =f maka di
dapat

arc tg p - arc tg q = arc 1U J--J
pq+1

dan dengan meumpamakan are cotg p =J dan arc cotg q =i3
maka didapat pula:

6

arc cotg p + arc cotg q = arc cotg Pq - 1

p+q

arc tg p + arc tg q = arc cots $ + arc cots {
1

= arc cotg # = (meni-irut nomor b )

p'q

= arc cotg 1 - Pq
"p*q

1-. 1-pqi,r -arctgp+-il

=+f+arctgp;]-p*q

rctgplarctgq arc tg

64



I arc cotg p - arc cotg q = arc tg * - arc tg +

L_1
= are a* * = ( menurut nomor 5 )

-J+1pq

q-P
= a.rc tS ----r+pq

=Lif - arccotsffi

=LT-\T - arccotglifr)

p+q1r*z
= arc cotg 1 - p.l'2/L

alnc cotEl P - al^c cotg q = atc cotg P-q Lrr
1 + pq - Zi(

I

a-
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Penyelesaian Soal-soal CamPuran
1. Buktikanlah:

S

R= Asin,-x' + sin /1 + sin,)
I

1
z

I
2

1
2a+ b'+

si-n -.1.. + sin ,/* + sin I

R sinl+ R sin/4' + R sin}'

sinr/ + sirrf + sin $'

R(sinl + sin I + sin .f )

sin si + sin i2 * sin I

R = ft, terbukti.

2" Buktikanlah:

b cos'[ + c cos
\ =6RL/

s tn crr

b cos} + c eos/# c casf + a cosd-

sin *l

I

+
u"o=fi + b cos,_./.

sin I
AD = $ cosD/-

BD = a cos.l*

c =. b cosot r ^ ".o= {i;

c= acos/l +b.o=.{

MtL li( UPT PERPUSTIfiAAI*J

IKIP. PA DANG

+

a

sin /ij

b

.4

BA

malia persamaai: di atas menjadi:

abc
+-.=r-/isinta s11.i!2 sin )'t

2B+2R+2R=6R.

bo



3
43 Buktikanlah arc tg 2 + arc tg 3

Bukt i :

arcLg,Z+arctgJ=

+

1
3&rc tg arc tg

arc tg 1

1 .--..

i // +

$r-

1 _ --t /{ =

Lt7=
| -r,Z /{-

lrt=*fl-

r{

+=arcLgrt

arc Lg
6-1

c
+

4 Buktikanlah arc tg

Bukti:

arc tg

R sin 6<.

1
3

1
4

arc Lg

arc tg

5. Buktikanlah:

1A
s a

113-4
T T;-

arc tg rt = arc tg 1+.

1
L2
1

1z +1

la * *"
cos

+" + a

$u**b
I,t
-+"

cos

R

1..
eos fid-
sia/t + R sinf

cos b-,
R[2 sln A+^ /3-r

--'
cos sin( /3 +,$' ))

cos $a-

67



R[ 2 siil Lrr -2sincos i"r 4-*- #*u:,cos

"o= |d
Rtz ,Ln$!- (cos ,'1 ,4- - cos &#-.')l

----+d:
4t t= -4R sin $ f, *in (

1A = 4R sin fi fl sin [ ,.]'

6 Buktikanlah:

Bukti:

2 2 2 ,4a +HA =[ +HB c

^2r ua2 = (2R sin I )2+ (2R cos '< )z
= 4RZ sinZ# + 4R2 

"o=24
= 4R2 ( sin2 od + *o=2 o/.. )

^nZ- .iii

2

.) 2+HC =4R
J'
A

b * ue2 = (2R sir. i{5 t2+ (zR cos fi }2

= 4R2 sinz p +  Rz 
"o*2,.4

= 4Rz ( sinz lt + 
"orz /4 )

= 4RZ.

2 2 = (2R sin ,.-' )2i (2R cos i i2

= 4R2 sinz 5 + 4Rz 
"o*2 1'

= At?(sin? y + co*Z 'ff' )

c +HA

=4R
oa

aa + HAa

Z

= b2+ HBz = "2+ HCZ = 4R2,

7 , Buktikanlah dalam AABC, berlaku:

r azs:,n\ /t- { )

"t" ,r,, - "t" ]f
=S

68



azsin{;4-n ) bz=in(.}'',y'} "2rrr\,/-fi )

+ +

sLi fr + sin)'
sin2*i sinll$-6i

e + sina( sin o( + sin14s].n

sin213 sinl {-J } sin23 sin(J -/t )

482 t

4B2

2

sln 2

2 sin

+ 't
1
J

sin E + sin;f sin if + sin.(l sin { * =in{i
sinz,/. ! sin( tV) "orrfil 1 ,rrzig z sin+f "ouu;i+ +

I sin LSe- 
"o= 

*?'r{ 2 sin I+9,"o" tr t-t{
u 2 sin *0, "o" 

*1J1
l--

+ cos

4R t
sinzo( "irt#l)
@r

sinz 1j *rn EiL sir,Z )r ,,,n *24-
+ l=

+

. b+*sln --z--

,- "i,r+.1 
. sin( ird ) sin +afr,-i +

sin ital_t

sin/l sin( ,I +,.,/; sin di#--
t'+sln -T*

sin li sinl'A+/9') sin*# 
, -,rn*78

4r3tz sin/- "or"\t'T sin E*- + 2 sLn,A.or{ i4'- sin --2 -+

2 sin 7r cos *r"t- *ir+E- I =

4*2["inor (sin:'/ - sinii i + sltl (slnf,- sin.r ) + sin'f,(sirr/'- sin,/].;1 =

4n2[sin,/.si11h- siru{sin}'+ sinlSsin[- sin,gsin'4+ sin'{sin,!- sin,(sip,,/*;=

4BZt0l=0.->terbukri.

8. Dari Aagc, diketahui sin2 li = sin 2 d sin 2,'7

Selidikilah bentuk l\ itu.
Jawab:

sin2 :,' = sin 2 r.:{ sin Z.fr

2 sinz ,1 = I siu 2 .{ sin 1tA

2 sin? 6 = sss(! r,*l - Z fi I - cosl1 J + 2 ft )

1- cos 2{ = cos(Z,/ -Z/cl - cos(Z.,c *2F )

1 - cos(lol + 2,4 ) = cosiz/ - 2i| ) - cos(ZJ + 2,4 )

[=cos(?J-2fr)
cos(zil. - Z 14 I = cos 0

69

t

.- L+71-Srn -2+-- '



Aaec

it2d\- 2P = 0

zd = zib
..J _ /.t.. , _ t_.

sama kaki.

9. PadaAggc, diketahui a + c = 2b.

Buktikanlah:
a). "o* fi ( / - { t = t sin $i}
b). te i* Le t i = +
Bukti:
a a+c=2b

2R sin'c/ +

sin rd

z sin {:lri-
2 cos

':i - 'X'COS 23 =

.o= | \J

Le +J ts
cos ( Ll.

sin [' =

sin 7i =

ttrt=

4R ,rni4
z s:,n4

4 sin $ y', 
"o,

2R

+

cos

$,4 "o=# .o= |
*r

2 sin W1
z

,l sin

4 -cos

Ln
z, !')'

e,.' +tr'
5 i =lsLn !1,/), 

-) 
terbukti.

L
2b

1
5

+ y ) Z r,r, lt'
.o= | $.' 

"o=
.o" $ J cos

t )r"= 2 cos$/+ *rr
1.,2) =

sin }}

t*
$ =,t

sln
it *

*:*

= +r
"+v

,>{ co

:( si

s1n

= cos l. -.-z

sin
s1n

2 cos

3 sin

1
z
1z

1
z

Z sin i,/
i,rt cos

3 sin Lv
"o= } 

y- cos [ ,i'

3 re L,r( te t +'=
# +,t te L4 = +

1
.L
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10, Dari AaeC ( }'r = g0o) diket,ahui: a + b = p dan b + c = q.

Hitunglah unsur-unsur A itu dalam p dan q'

Jawab:

a+b=p->a=p-b
b+e=q-)c=q-b

Menurut daliL Pytagoras:

,2* bz = "2
(p - ir)2+ bZ = (q - b)2

p2- Zbp + b2+ b2 = q2- Zqb + b2

b2- 2(p - q)b + (p2- qZ) = Q

D=8q(e-p)>o->p<q.

2(p - q) + 8q(q - p)
b=

2

2(p - il) + 2 2e(q - p)
b= .>

L

bl =P+ql
b2=P-q
a=p-b

Zq(q - p)

a = p - (p - q 'l Ze(q - p)

\€.iia : pt.
a=q-b
a - .e - (p * q + 2q(q p)

c=Zq-p Vzn(,r - p).
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Soal-Soat Tambahan:

1. Buhtikanlah:

q

"o"?i* "o=2,,,4 
* 

"o"? 
,.{+ cc,sz \d + I + t ) 2 + ? cos ( ,'-+1'! ) cos (fi *,i )

cos( A *.( ).

1

HitungJ-ah x

a). LZ sin
b). cos 4x

c ) . "o=3*

dari persamaan:

x-Lgx-4tg
cosx=S

ox - sin'x

2 x-1
+ ccs 2x +

sin x cos

=f+23
2 Lsz fr bukt ikanlahJika tg

cos 2, B L + 2 cos 21
i^.

4, Dari I\ABC, cliketahui tg C{ + Lg d' t€f
Buktikanlah:
a). LeJ- Ls"{ =

b). Luas Aaec 2Rzsin 2 ,4 ,

2

Gambarlah grafik
oy=LZsinox-B

fungsi terigonometri:
si.ri x + 1 dalam interval- 0o<x<3600.

6. Ilitunglah unsur-unsur yang

jika diketahui a = 23,2, c

LB = 95020' .

Iain dari segi-4 garis singgurrg 
'

= 36,8, /-A = 82040' dan

7, Hitunglah x

cos x + cos

tgx+tgy

dan y dari persamaan:

y= ].

= 2(sin x + sin y).

8. Hitunglah x dari:

x= sin 1o13' tg oo48t \\

I

".cos 89014' cotg 88o36' ;
1_0

9. Buktikanlah: cotg 6.) tg Lzo tg 24o Lg 48' 1

T2



,]

i

1

I

10. * , /Zd^n fl adalah sudut-sudut dari Arec, buktikanlah:

:- ts(4uo- 1,./. t rs(4 sa- f, t0 t = !.

11. Jika ,t. r fi r

I Lg d. cotg
)' = i80o, buktikanlah:

cotg)'= i ted. - 2 f cotgc(rt

1
4+ arc tg - arc tg L1m = aic tg x.

__ tg4 lE 3o2l- '

sin3 ztsoza' cosS za6o13'

L2. Buktikanlatr:

Z. sin 2 J- cos fr
!') COS I s;-.nt. p J-i = Q.

13. Buktikanlah:

f cos 2/cos{lcos} sin(r3 -ii) = sin(/-}') sinl'[ -/.)sin(y'. -ft).
L4, Hitunglah x dari

arc tg i
z

15. Jika x + y + z = 90o, buktikanla.h:
cos x + cos ]: + cos z = 4 cos(45o- |x) cos(45o- fif) "o"(aso- $z).

16. Dari segitiga ABC, diketahui:
uzuirzyl + b2sinz'/ = zab cos,-.1' "oufi
Selidikilah bentuk segitiga itu.

L7. Hitunglah x dari:

tg +* - 14o)

18. I{itunglah x dan y dari:
a). i Lg x = sin 3y

l- sin x = tg 3i'.

b). i tE x = cos 3y
1icosx=tg3y.



19. Hitunglah
sin a sin

jumlah dari :

3a + sin 2a sin 6a * sin 4a sin lZa + ...-..

2A, Buktikanlah dalam segitiga berlaku:

[ (u2- bz]cotg ] = o.

21. Dari Aaec ( .i = g0o ) , diketahui:
a. + b = 97134 dan b + c = 128,87,

Hitunglah unsur-unsur l\ itu.

22, Dari 2\asc (

.t i r/tl -li=q

$ = 9oo),

Hitunglah
diketahuia_b=vdan
unsur-unsur /\ itu dalam v dan f

23. Eliminirlah r1,.i/ aal

r/=

"rf
s1n

s1n
f3u +

COS+

bco

a

24, Garnbarlah graf ik fungsi:

5 3cosxv: s1n x

2 Dtgxsec'x=l

3600.

25, i{itunglah x dari: 15 tg x

26. Dari Aagc, diketahui a = 834, ?5 ; b

d \' = ?25,83, Hitunglah unsur-unsur
:_)

NAt+

4sec x

= 698,23 dan

yeng lain,
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