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galanya penulis panjatkarn puji dan syukur

. karenag5izinNyau jualah penulis dapat

buku ihi{k” Buku ini ber judul Fungsi

La

yang isinya merupakan kelangutan darl

Anallsis Real I Penulis menyusun buku.ini dengan harapan
dapat 'Mémpantxx mahasiéﬁa untuk - memahami. materi Anali

Real II dan Topologl.:

.‘lam ;i\enyusun '-‘*guku ini, penulﬁiﬁs ‘banyak men pﬁt

Bﬁbakj”égak' dan Ibu—lbu' dosen Juruggh’

ka F'PMIPA IKIP Padang. Oleh karena itu.

pada kesempat‘ 1n; penulls%hengucapkan Lerlma ka51h yang4

tldak terhlngga, semoga Tuhan membalas samda)

Jerih‘ payah

Bapak bapak daanbu—lbu tersebut Eu sampxlg' 'tu penulls

LR

~ngucapkan’terlma[vka51h£fkepada semua pahak' yang

“telah terllbat dalam menyusqn buku 1n1, semoga kerga sama

,s~ alu terbina.

e

Penulis menyadarl bahwa buku 4n1 Jauh darl Semerna,

Oleh karena itu penulls sangat‘mehgharapkan masukan‘ darl

§ o
pembaca yang slfatnva dapat untuk melengkapl bﬁku‘ i

i

gibuan terlma ka31h

Akhlrnya penulls aturkan

\s.“ ¢

X




u\,

B. Méteri Pendukung

B Der et Tak Ber hs. ngga

KEPUSTAKAAN






73

ini dlpeﬁlukan beberapa teorema pendukunq, di antaranya

B disajikan,di;baWah ini.

~ FUNGSI DENGAN VARIASI TERBATAS DAN VARIASI TOTAL

f“n s1 fuug51 dengan

’,?Pédff'Bébt ini akan‘ dibahas -

’vafiaéi terbatac (functlons of boundsﬁ Varlaflon) dan

variasi totalnya Ctotaj varlatlon)Jﬂ pada sebuah

inﬁerVa;~kompak. Fungsimjenis ini bérkaitaﬂﬁerat dengan

fungsir moﬁﬁan, Séb‘af sifat yang vdimilikiﬂrolehf”fuhgsi

o & ) L e ;

monoton - juga dimfliki . oleh fungsi dengan variasi :
I £ o - Vo ‘ e

terbatas. . . e 1

perlu dlpahaml 'gérfian hlmpunan—kompak

kolek51f hlmp ’n*hlmpunan buka 3—{6 }, ggh' K *Juga

1978{

3 CBartle, 73D,

B;gsanya tidak mudah<:menﬁnjukﬁpn himpUth?pompak

T

ééﬁ?definisi ini. Untuk itu diberlkan sebuah teorema
£eﬁ£éng karakteristik hlmpunan—kompak yang - dlsebut
Teorema Heina—Roreif Sebuah subset A dar1 R adalaﬁ kompak

iika dan hanya Jlka A tutup dan tprbatas CBartle, 197$f

w X . .
v N

Untuk keperld&n;pembuktlan teorema teorema;\




. Teqfema5PendUKUng
»Teorgﬁa ntlatl rata-rata

">Jikal f Eontinu ~péda selang tebﬂdtup fa,bl dan

terdiffiesrensial pada’titik-fitik dalam dari Ca,bd, maka

terdapat paling sedikit =atu’ bilangan c dalam Ca,bd

AN

dengan

fCBLY=fCad> = £°Ce> Ch-ad  CPurcell, 1994: 233.

&~

aditif.

2. Iéoremd;sifagi

Csifat ddsarld&rfﬁéﬁﬁrehum)

Diberikan  subsst A dan B dari R. Misalkan C

dindtééikén‘&éﬁgan himpunan C = {x+y ~ xeA{jyeB) ‘,l

S Jika A dan B mempunyai supremun, maké:égjugalpunya

A;f$ﬁﬁﬁémum dan sup C = sup A + sup B (Apostol, 1982: 10).
" samping yang telaﬁﬁéﬁ%kgmukakan di atas, wuntuk

méhahanﬁ isi makalah ini diperlukan juga pengetahuan
tentang fungsi-fungsi \konﬁind, fungsi—fungsi’ }erbatas,

fungsi~fungsi moncoton, ‘dan differensial. Karena semua ini

telah dipelajariy  maka buktinya tiko odisajikan

dalam buku ini.
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;&ka [a;b) adalah sebuah interval?kompak, maka sebuah

himpunan P = {xo;“S%, Xoro e % > yang memenuhi
n o

pertidaksamaan %

dinamakan, partisiidari [a,b).

“Selanjutnya = interval. [, Lo,

diﬁéﬁéfgn sub?iﬁter@él ke k dari P, dan ditulis Ax = 3

Tl no :
- X sehingga¥Ax =b-a.
ket SETRPESAH T

“jK@Léhé{ ;éeMUa» pdrtisi yang mungkin .dari fo,bl

di@otdéik&nl@éngan Pla,bl.

L. Misalkan A = [1,13) dan P =<1, 2, 4, 5, B, 9, 1

.

artisi dari A.
Subinterval ke-1 dari P adalah [(1,2} dengan‘Axl; 1,

“Qubinterval ke-2 dari P adalah [2,4] dengan Ax2= 2, .

‘:dan:seten?a?ya, seﬁéﬁgga'diperoleh > Af =12
o T =t
ST e

- Definisi 2

Misalkan f terdefinisi pada [a,bl. .
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SehlnggaE'Afk' =4 + 4 = 8 untuk setiap P partisi dari

" Dari uraian di atfé.'s* diperoleh batas atas dari himpunan

-

‘nilai:‘%ﬁilal }:'Afl untuk setiap partisi P dari [-2,2]

adalra;h"-";, seh n ‘, |Af‘k| < 8 untuk setiap P partisi

»In1 nie) unj‘ukkan bahwa f merupakan fungsi dengan varissi

{ x co'sC'i;;éékD,"jika x #0 -

Jlka x =0 ‘

fkoﬁtlnl}pada 10,17, Let,ap)_ Jika dlperhatikan partisi

: 1 1
T a3

| dapaf, di peroleh:

no n
rlaf |=Ejf oS )
k=t k=t Rl S

a

RS

.,

o

[P e



i?(2n5 cosCnrd | +

+ |1/2

3

[1-C2rd cosCnrd - Of + |1/€2n-1) cos [(2n-1dn/2)

cos(CnD -

1.3 cos(3ns2d| ¥ jcosCr2> - 12 cosCm |

bebf&ﬂt&.fw,*l/

Perhatikan l: 

> Sn
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i Jelas Sn‘msrdpakah jumlah. -
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OIeh karena‘ltu,‘batisan CS 3 tidak terbabas. Berdasarkan

Sof.

) 'v2 5 f buk an fungsi dengan variasi terbatas.

“gméhbantﬁﬁx wlidiki apakah sebuah  fungsi
dengan var1a51‘térbééés ‘atau tidak, diberikan beberapa

,t,eorema sebaga; berlkut

Teorema 1.5 -

Jika ¢ monoton pada [a,b], maka f dengan variasi

rbatas pada [a,b)

Bukti
: Akan dlbuktlkan di sini unhuk kasus f yang monocton naik,
se—danqkan “untuk ’f "yang 'monoton turun analog denqan

proses 1n1

Ambil sebarang P R=: ?[a,b)

""arena s nalk maka AL 2&0, sehingga



k=1uv k

= kE f fCic )—fci{—le

= x* didefinisikan pada [0,2]. Jelas f
naik pada [0,2), sehingga f merupakan fungsi

dvéhgéfn variasi terbatas pada [0,2].

Teorema {.,4

Jika f kowtinu pada’{a,b} dan jika £’ ada-dan terbatas

Wil Ca,bd  katakan f7GO| S A untuk setiap x <

.-:,.).3)',' maka f ,dengaﬁ'b;\fa‘xfifési terbatas pada [a,bl}.



f kontinu pada [0,1]

'{i cos’Cl /50 + sin &C1.%, jika x = O

o . , jika x = O

- wnfukisetiap x = [0,1]

f dengan variasi terbatas pada

. S
IO = plar, | £ M

VP & Pla,b)
: E k=1

Klaim: |fC30| = |fCad] + M ¥x e [a,b)

10



Karena f dengan wvariasi terbatas, maka
lfoD~fCaD].4 [fCd>-fCxd} £ M untuk suatu M > O

sehingga |fC:O-fCad] < M

ég_au jrco | ?5?‘:-,’-.<7‘|'f.Ca>| + M

ki&ﬁ Untd% Fx = a. jelas f}f(a)l < |fcad| + M

iiid> Unt uk kb
. P  kaféhé f dengan wvariasi terbatas maka
" ='-‘:'sehi ngga

+ M.

Denégﬁldéﬁ%\iéﬁ EQé£i @qu§ma lengkap.

Untuk ‘lé;dfiﬁhémahanﬁ 'aefinisi dan teorema di atas, di

{ikan beberapa contoh.

»“Ccnﬂbhi
:?P ‘Eatikan tbnﬁoh,B di a£as. fCx> = x° adalah bervariasi
f“fﬂmrﬁéﬂas pada [O;éff]Karena fCxD £ 4 ¥x e [0,2], maka £

.ﬂéfﬁéias pada [0,21.

Contoh 6
Keteﬁbétéééﬁl ;f"aﬂgd; \>beflu untuk f vyang terbatas

fCxd = .x%

11



setiap inter—-wval finit. Tetapi 20 ——s 4o bila %4
e 'O

. "Variasi Total

C Definisi 2.1
?Misalkgnv}f dengan  variasi terbatas pada [a,bl, dan

misalkan ..

“ZCRY ' menotasikan EIAfkl yang
o L k=1

berk résboﬁﬂenéi’ dengan partisi P={xo,xi,xz,...,x > dari
. A e G n

W

Bilangan (V.Ca,bd = 'sup < ZCPY | P e Pla,bl > dinamakan

variééiitﬁial‘dérLff'ﬁada¢£a,bJ Ctotal varitation of §f on

fa, 57>, o

2 . .
b bervariasi

‘batas pada [-2,2). sup ¢ P> | P e PL-2,2] > = 8,
sehiﬁgga

ve-z,2> =8

: Catatgn:

karena untuk setiap

BT 9T

ML UPT PER
i 1o sy
£l :v . »




P e Pla,bl) berlaku (P> > O.
Seianjutxﬁya V; = O jika dan hanya jika f konstan
pada [a,b].

Untuk = menentukan variasi total suatu  fung=si dengan

ivariasi terbatas dapat digunakan teorema berikut.

Bukbii:

Jika £ mai k'?’,’)‘)\gi{x;j:citr:)n pada fa,bl, maksa untuk setiap parti=afi

., X > pada [a,b] berlaku
™

£C% ) '+ FOx D-FfCx D + ... +
DR + o 2 1

D - FCx D4+ FCx D-fCx D
1 IS ™ n-1

nN-—# ; -
%D — fCx D

0
= £fChY - f£Cad

E‘-ergﬂasarkan definisi .2.1”»J_V, = sup LfCb> - flad> =

PN

FCRY=fCad . :

S Tage

f yang Lurun'nuﬁhé:{ﬂon caranya analog, sebhihgga bukti







Ciid

Teorema 2.3

CSifat ad;tif dari variasi total)

Jika fungsi f dengan wvariasi terbatas pada f[a,b]l] dan

afclb,

:;':mal‘ca.‘ £ dengan ,\»tari_;_;\s»i terbatas pada [a,c] dan [¢,b],

‘seléﬁji-:tfpxa Vi._(;?:',b-) = VfCa,c) + V{,Cc,b).

Ambil‘F‘l';'Siébail"ahg partisi dari [a,cl, dan P_  sebarang
partisi dari [e,p). Maka P_ = PU P_ adalah partisi

dari [a;b}, '.”'s'.e;l?)lifng‘ga dapat ditulis

P2 + KPS P DS Va,bd o
‘Ini menunjukkan bahwa setiap IXP D dan IXP>

ter bat,'ai‘._shi oleh V‘.C a,b). Berdasarkan definisi 1.2
t',erbukti babwa f dengan variasi terbatas pada [a,c] dan

[c,bl.

Akan dibtxkpikran V’_Ca,b ; f/fca,c) + V(c,b>

Diir‘l »it)'.f‘dan dengan mémé‘nféé‘tkan tecrema sifat aditif

dari. supr emum diperoleh

14



V{Ca,b)~ Z_’su'p~ {ZCPID) + sup {ZCPZD) = sup {ZCPOD)

vCa,bd 2 VCa,ed + VCe,bd -

Sekarang misalkan P = {x_, %, X, ..., x> « Pla,b]
PR O 1 2 n
s-e_barahg .. dan Pof—- P U €c> adalah sebuah partisi yang

Cmemuat c.

 ,.ka , maka

lfC‘ka?:é*;f(fj?'clk.%l;:)~'j S| -fCed ] * freed-rix, |,

Sehi ngga . ZCP) j _ IR DL

Sekarang P0 'di'bagi dalam dua himpunan bagian, yaitu Pfl
partisi dari '[ay;.é:"l dan P2 partisi dari [c,kl, Dari

behtl..lk: 1n1 dapat, di peroleh

P> S 5XPD EXPD + ILPD S VCa,ed ¥ VCe,Bd

Karena V(a,c) + VCc,bd batas atas dari FCPD  maka
‘diperoleh  V(a,b> £ VCa,ed + Vc,bd s

Dari ® dan m® bukti lengkap.

Contoh 8 »
Di ketahul fungsi f¢ sinCx) pada interwval [O,2n].
) .”f:",']"("ohtinu pada [O,2r} ‘_$,e‘i‘:"ta f’ ada, dan terbatas pada

to}am sehingga berdasarkan teorema 1.4 maka f fungsi

18



dengan variési terbatas pada [(0O,2r].

'Berdasafk;ﬁAteorema 2.3, f adalah fungsi dengan variasi
 terbatas pada sub-sub interval [0O,n2}, [n-2,3n/2],
dan [3n-2,2n], serta

oy \1 co, an)" = VCOJ'nA/'E) + VCn/z 3n/2) + VCQn/a 21D

Dalam 1ntérval [O 2n) diperoleh hal berikut:

f nalk mOnoton pada {0, n/2) dan [3n2,2nr]

‘f,t;fun monoton pada {nre2,3n721,

sehlnqga dengan mengqunakan teorsma 2.2 dipercleh

\QCO;BR) 151nCn/8) - sinCO | + |sin (3ns/2> - sin Cns2d |

+
'Siﬁé?ﬁj;:iﬁinC3n/2)|
-4 W
Sua+u ‘f.v;m‘gs'if _yar'ug; didefinisikan pada [a,b] disebut
dengan variaéii terbatas apabila é % ’Afkl terbatas untuk

k=4

véetiap partisi dari [a,b). Selanjutnya nilai supremum yang

dinotasikan dehgan.v‘ dinamakan variasi total dari fungsi

tersebut pada [a,bl yang ditentukan.

Seblap fungsi mono}on pada {a,bl] merupakan fungsi

dengan~lvafiasi tep éSf‘pada [a,b), dan fungsi itu

" terbatas pada [a,b]ﬁ:?b§gpi fungsi terbatas belum tentu

?meﬁhpakan fungsi dengan wariasi terbatas.

'éegitu Juga dengan fungsi keontinu pada [a,bl, belum

16



Yavi
743/k 52~ Fiy'e) 5503

tentu dengan variasi terbatas pada fa,bl. Jika f kontinu, dan f°

{d

ada dan terbatas pada [a,bl, maka { dengan variasi terbatas

™

e

pada [a,b;.‘

. sampiﬁélsifat-aifat di atas untuk fungsi dengan variasi
terbatas, Vafiasi f merupakan selang terjumlah; vakni untuk
;-e_t;,bj berlakuljﬂﬁa,b) = VCa,ed + Vle,b3.

-Xita dalam menentukan wvariasi total dari

sébuah'fungsi dengan variasi terbatas.
Soal-so0al untuk latihan.

'Tuﬁqﬁké;ilahﬁ apakah fungsi berikut merupakan vaiasi
terbatas atau tidak,

Ao

w cos (&8n % D, x selain O

1.0 =
O , x = O
zin (8N« > % selain O
= x> =
O , x = O







O

3.

KETERKAI TAM FUMNGSTI DEMGAM HIMPUMAM TERHUBUNG

Materi Prasyarat}

Ada bermacam-macam sifat topologi himpunan pada R, antara
lain himpunan buka, himpunan tutup, himpunan terhubung, dan
himéuhan kompak. DéLg@{QQb ini akan dibahas tentang himpunan
terhubung di [F, kaitaﬁﬁyﬁ dengan suatu fungsi. Terlebih dahulu
akan disajikan defiﬁisi;dan tecrema sebagai prasyarat untuk
membahas hinpunan terhubung di R, kemudian dilanjutkan dengan
pembéhasaﬁLégﬁtang definisi dan teorema yang berkaitan dengan
himpunanjgéghﬁgﬁgg di m.

Berikgﬁiéis%q}kan materi prasyarat untuk membahas tentang

keterkaitaéjfuﬁv  aéngan himpunan terhubung di [R.

Defin£§1; ”é &
Mi sal ﬁe&"qééftém}
Sebuab heighbo}hooi ﬁéri [)'adalah HECp)={xem:’x—p|<s> untuk
suatu;$>é;;'
Jika gntdg‘éetiap >0 bérlaku Nng)rEF{p>¢0 maka p titik limit
.
e tutu§ g;ka setiap titik Jimit [ adalah titik di F.

Jika ada £ >0 dan Ng CpoofE maka p titik interior
. (=}
. ©

E buka-jikgisetiap titik di [E adalah titik interior [E.

Jika [E’ himpunan titik limit [E maka closure [ adalah E=FuE’.

ig



g. [E£ selang jika [E memuat paling sedikit dua titik yang ber beda,
dan jika a,beﬁudan <l dengan a<{x<b maka x<lk.
h., f:£ —s R, péﬁijf kontinu di p jika untuk setiap £>0 ada &0
sedemikian sehingga Jika xeNéCp)rEﬁmaka foDeNng(p)).
Teorema 1
F<R, peR. Jika P}LiLik l1imit E maka untuk setiap e&>o,
N£Cp) memuat Sejugféh'tak hingga titik di [E. |
Bukti:
Andaikan ada Ng(p) vang hanya memuat sejumlah hinaga
titikﬁdi E, yaitu R X dengan x;ﬁx
Mis§f ?5?§;ﬁ{}pfxih>%¢ p dan i=1,2,...,n)>, berarti untuk

pedE béfll»avk:ulff/ﬂg Cpd>E=0 atau Jika peE maka N_ CponiE

. © [

men}p!,iﬁ?&i;i L unsur ' tunggal yaitu p sendiri. Kontradiksi

dengan’p titik limit E.

Teorema 2 -
FoR, E buka jika dan hanya jika E° tutup.

Bukti:

(e Andaikén f tidak buka, berarti ada xoe{E dan x_ bukan

t,i"(,.i'k; interior [E, oleh karena itu untuk setiap &>0,
M Cx DE.  Jadi N _Cx OrES-{x >=0. Disimpulkan X titik
o & © & o [ [
‘limit ES. Karena [E° tutup maka xoe[EC. Kontradiksi dengan

»x <k, Pepgandaian salah, haruslah E
° :



bulka.
€= Andaikan E° tidak tutup, berarti ada x titik limit E° dan
. [»]
x &E°. Kar 'éna-- T buka dan x &F berarti x titik interior [E.
[=] (¢ o

Jadi  ada 5() O dan NE (x d<E, Dapat Disimpulkan

[«

N_ Cx dAE -{x ¥=6. : Kontradiksi dengan x_ titik limit E".
= (<] o AR

<

Pengandaian salah;- baruslah E° tutup.

Teorema 3

£ [R"-——;*'_VIR"kqntinu. FoR. Jika [E buka maka £ WED> buka.

Bui«l,j :
Jika fﬂi(hlsz“bmaka £f %EY adalah buka, karena © buka.
Ji ka,' ‘ f_lclE)ﬂG, ak an dibuktikan untuk setiap xef CED ,y X
adal ahtltl k v',;i;nvterj or £NEd. Ambil xef ED sebarang
berAabyg‘ t1 (Ol [E _‘buka ‘berarti ada e:o‘)O dan N;: Cre>do k.

©

- xR maka f kontinu di x, artinya untuk setiap &£ 0 ada &>0
se’de.)ni.')c'.ian sehingga jika xeNéCx) maka fo)eNsCt‘Cx)). Jadi

unt uk so,)O ada & >0 sedemikian sehingga Jjika YENrS (3> maka
(=]
. o

fCvD ‘;ﬁr CFCxDD . Karena Nr CECHID A, maka fCydalb karsenanvya
o ‘o
‘yef 'CE>. Diperoleh  jika yeNg € maka yef 'CED  dengan

(=]

kata lain N(g Cxdef ED. Karena untuk setiap xef ICEY ada

[=]

- 20



S o dan ’N(S Cxoef CED. Disimpulkan x titik interior

o»

Teore)ﬁa‘ 4‘
f R -———+ R kontlnu Es®., Jika [E tutup maka £fICEY tutup.
Bukti: .
Misal F=Ec, £ Lutﬂp maka F buka. Karena f kontinu dan F

buka maka £ ) buka. Padahal £ CF>=C£CEDDS.  Berarti

£ cED _ f,'ut,up'.;‘.

Teorema B0 " o

Jl)fa[Eé&R, [E#f()dan terbatas maka éup F e [E.

Bukti: PR
Karp,naﬂ:#(/) dan ‘t,érba“tas maka [E mempunysai supremum, misal
a";s;_xpﬁ E. Jika ae‘f.Ev';jelas a=E. Jika aeff, karena a=sup [E

berarti uht,uk setiap &£>0, Né_(a) pasti memuat titik di £

Jadi a titik limit E, dengan kata lain aelk”. Jadi aeff.

Teorema 6

- Jika E € R maka a. £ gf.u't.itjlj

b, £ = E jhj E tutup.

0

jika E<F, F tutup maka <



Pukti:
c c

a. ,Aka.n‘d‘i‘bx.lkt.ikan f buka. Misal pel berarti pell C(pefE dan

pefE’>. Jika pel’, maka ada & >0 dan Ng CpdE~-<{p>=8. Karena
. o
: o
pell maka NF CpXrE=0. Ns: Cpd tidak memuat titik limit (£,
’ o S o

karena jika Ng Cp)“‘memuat titik limit [E maka NF Cp> memuat

« o

t.ak berhingga banyak titik di 13 Cteo I1D. Jadi

Ng CpdriE’ =0. Karena Ng CpdrE=0 dan Ng CpdE’ =8 maka

o . & [=]

&
(=]

SRR S 3
N_ C(pdlE=8 atau N_ cpddE , Karena jika peClE>® maka ada

o

B s c c
e >0 t‘ia"nf"Ng CpoclE , dapat disimpulkan F buka, artinya [E

e
tut up(tedI‘a‘i e
b. C=>)[E=ﬁfmenurut a. E tutup.
. C(::D,Y;ka[E ‘f;{x‘tup mé_ka E’<E, berarti [E=EUE’=E.
c.'Jig§ p Litik limit [ maka p titik limit F. Jadi E><F7.
Karena F tutup maka F’&F berarti E’éﬂ". Karena [E’ ,E<F maka

FerF.

R. KETERKAI TAN FUNGSI DENGAN" HI MPUNAN TERHUBUNG

Definisi 1 N
A,BsR, A dan B terpisah iika ArBE=0 dan AMNB=0. Selanjutnya
F<R, £ terhubung jika F=AUB, untuk setiap A, B terpisah

dan A, Bx0.

N}
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Perhatikan, jika dua himpunan terpisah maka dua

himpunan tersebut saling asing, karena: misal A dan B dua

hi mpunan terpisah, berarti ArR=0 dan AriB=0. Jadi
CAUADINMB=B, akibatnya ArB=0, disimpulkan A& dan B saling

asing. Tetapi tidak berlaku sebaliknya, yaitu dua himpunan

" maling asing belu_‘m tentu terpisah.

Perhatikan contoh berikut:
A = €CO,1d dan B = €1,2>). B=(0,1); B=(1,2)
Karena R;dB=0 dan &AriB=0 maka A dan [P terpisah. Dan ANP=0,

karenanya & dan B saling asing.

b. & = CO,13 dan B = [1,2>. &=10,11; B=11,2)

Karenaﬁ",&"_r_ilB":Q.f maka A dan B saling asing, tetapi tidak

terpi s’a{h k arena BR=C1> =0,

Contoh: (_te}hubung dan tidak terhubungd

a. 6"ilﬁ};mprv;;n'an'.v'terhubung, sebab; Andaikan © tidak terhubung,

: bprartl O0=RAUR untuk suatu A, B terpisah dan A&,P»8. Karena

A\,ﬂ?#@ berarti ada ac® dan beR. Disimpulkan ©=AUB memuat
pal‘ing <edikit dua unszur. Jadi @ mempunyai suatu unsur,
Fontradiksi dengan @ tidak mempunyai unsur. Pengandaian
salah, haruslah © terhubung.

Himpunan dengan unsur tunggal adalah himpunan ter hubung,
sekab; Misal T={p)> untuk suatu peR. Andaikan T tidak
terhubung berarti T=AUB untuk suatu A, B terpisah dan

A,B=0. A,B#20 berarti ada aeR dan beB. Karena AnB=0 maka

=3



a=h. Jadi T=AUR memuat paling sedikit dua unsur yang
berbeda. Kontradiksi dengan T hanya terdiri dari satu
unsur.

T, E=C— ,SDUK;, 3 tidak terhubung. Karena [E=AuUP, A=C~ ,;D dan
IB-—-(Z, 5 dua himpunan terpisah.

‘d. m={ntn hilangan asli> tidak terhubung. Karena MN=AUR, A={1>
dan B=N-<1> dua himpunan terpisah.

Sebuah hiﬁpunan terhubung di R selain himpunan kosong dan
hi mpunan deﬁgan unsur tungoal mempunyai bentuk sederhana
vang %hﬁéﬁg;yaitﬁ berupa selang seperti dinyatakan dalam
teoremé bé;ikyt.

Teorema 1

F<R, migijEfﬁhﬁén himﬁunan tunggal; [E terhubung jika dan
hanya jiké?t;;éiang

Bukti:af   |
C == Inéé{;;pada suatu selang [E, Jjika x,yelf; x{y dan untuk
seéi;pf z dengan x{z<{y maka zek. Jika fE bukan selang
perarti ada x,ysf dan =z, x<z<y dan redb. Jadi E= A'szL[Bz,
&Z=Ef(— y ZD
B =FErC=z, 2.

= .
Karena xe&z dan ye@z maka Azﬁﬂ, szﬂ; Kar ena AZCC— »ZD
!Bzc(z, 35 dan - ,z) & (z, > terpisah maka Rsz dan Bz
terpisah. Karena ada R’)z#(’), IBZ#O yang terpisah dan TE=KSZL,{BZ

berarti E tidak ter hubung.

=4




(=0 Jika [E tidak terhubung, E=AUBR dengan A=6, RB+#0 dan

terpisah. Ambil xeA, yeB maka x<y atau |y<{x. Asumsikan x<y,
selanjﬁtnya definisikan z=supl(Anix,ylDd| berarti zemm
(teo IS sehingga z<A. Karena ArB=@ disimpulkan zeB,
Karena yelB disimpulkan x$z<{y. Jadi =z dan x=<z<y. Jika
zeh, karena xefl maka x<z<y dan zell (sébab zZe&A dan zedPD).
Jika zeA, karena AriB=0 maka zeff. Berarti =z bukan titik
limit B da;n zefB. Karena z_Efg maka ada zle{B dan z<zi<y.

larena z= :éthCA'\r’)[x,y]) dan z<zi, zie[x,yJ maka zleﬁs.

Dengan 'dém;{;k,iari 'zi'e[E dan <z <y. Jadi [E bukan selang.
Karena jika [E tidak terhubung maka [E bukan selang, dapat

disimpulkaﬁ':ﬁiijka [ selang maka [E terhubung.

Contoh: e :
a. A=C1,3>,. B=C3,4>; C=AUB bukan selang, jadi € tidak
ter hubung.

b. A=C2,3] adalah selang, jadi A terhubung.

Teorema 2
E<R. Jika [E terhubung maka E terhubung.

Rukti:
Jika £ tutup maka E=E (teo B.b.), karena [E terhubung maka
i terhubung. Jika £ tidak tutup, berarti ada p titik limit
£ dan pell. Akan dibuktivkan £ terhubung yaitu jika [E=AuEB,

A=, P=0 maka &AriB=0 atau. ArB=8. Misal [H=F’-F, karena

Y}
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F-F"E maka [E=F-H. Karena [E=AUB maka F= cAUB-H =
CA-HWCB-H> = R\’l,l[Bi, R}j=ﬂs—[H
fBi=[B-[H
Jika A\i:‘ﬂs—[H:O berarti A hanya terdiri dari btitik limit &
yang tidak di dalam £, sehingga AdB atau ArfB=0. Analog,
jika B =0 maka RriR=0. Disimpulkan jika TE=ALIB=A1L181; A, B>0,
&1=A\'IH, [B1=‘!B-—IH da‘n Ql'.-:ﬂ’ '3120 maka ANBE=0 atau ANB=9.
Jika &1750, [Blﬂfﬁ maka Ejﬁ[Bi:tG atau Rsiﬂ{—B-i#Q, karena [E=R51U[B1
dan'.IE_ v"terhubung. f(\lcﬁs dan |BidB berarti Eic/—f; dan ﬁiicﬁ.
Akibat;ﬁya‘_iﬁ\—fmrfO atau ﬂsrjffj_;d(a, Disimpulkan jika [T.T=A\LJB=AX"Lm’-;
A, B=0, A').1=&‘—b~ﬂ‘l,’, [B’=B—IH dan Ssj#@, [Bl;-!ﬁ maka ArB=G atau
AriB=0. |
Tel ah 'Cl'i':',ﬂ"tji{‘.);jilkkal‘), jika E=AUB; A=0, [B=20 maka BrB»3 atau
ArB=0. Dengan ‘kata lain jika £ dapat dinyatakan sebagai
gabgﬁgan'dtxa himpunan yang tidak kosong maka ’dua himpunan
Le’rée’-but pasti tidak terpisah.
Contoh:

a. [E=C-1,2) terhubung berarti F={-1,21 terhubung

Teorema 3

f. f —» R fungsi kontinu, FoR. Jika [E terhubung maka
FCED terhubung.

Bukti:

Andaikan fCED tidak terhubung, bperarti fCED=AUE dengan

A=3, P»0 dan ArB=0, ArB=0. Pandang himpunan G=Enf CAd dan

par )



b.

0

H=Enf 'CB>. Maka [E=GuiH dengan G»#0, H#20., Karena AR maka
fCAYSFTCRD. Karenma Gef 'CAY  dan £AYer NEY  maka
Gof 'CEBY. Karenma f kontinu dan B tutup maka £ CB> tutup
(teo I4D>. © adalah himpunan terkecil yvang memuat © (teo
18c>, dan £ CAD himpunan tutup yang memuat &, maka
Tef R atau FCEIK. Karena ABriB=8 maka fCEB=0. fCH =R
berarti fCENfCHY=0 sehingga GrH=08. Apalog diperoleh
GriH=0. Jadi @ dan M terpisah dan tidak kosong., Hal ini
tidak mdngkin ter jadi  karena [E=GUH dan [ terhubung.
P@ngandéﬁaﬁ:salaﬁ. Jadi bharuslah f{ED terhubung.

Contoh:

f:rlE — E,,fék)=x+8

f=10,4D terhﬂbﬁng maka fCED=[2,6) terhubung.

Jika £ tidaf kohtinu dan [E terhubung maka belum tentu fCED

e, X#3

terhubung, misal f:{f — R, fo)={
: X, x=3

E = [0,4> adalah terhubung, tetapi fCEd = [2,80H2DWKS,HB)
tidak terhubung.

f kontinu di £, fCEY terhubung apakah £ terhubung?

Teorema 4
f:la,bl —» R fungsi kontinu. Jika fCad<{f(bd, dan c suatu
Irilangan sehingga f(ad<c<fChd maka ada p=Ca,bd sehingga

flpl=c.

0y
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Bukti:

fa.bl terhubung, sehingga f(la,bl) terhubung C(tec II.3D
akibatnya fCla,blD adalah sel ang Cteoll.1D. Karena
fCa)(E(’f‘(b) dan fC(la,bl) selang maka cefCla,bl):; berarti
terdapat peCa,bd dengan f(p)=c.

Teorema 5

Jika ae{R+, nell maka ada xeR dan x '=a

Bukti:

Pandang f{xD =" dengan neN. f adalah fungsi kontinu,
£COD =O<"1a, | Ad;::an ada belR smedemikian sehingga fCb =h"" a.
{arena f kénpi nu, f terdefinisi di R, dan R terhubung maka
fCRY  terhubung. Akibatnya fCRD ‘ adalah selang. Karena
O,h"efCR) ; O<a(hn dan fCR) selang maka aefCR), berarti ada
xR dan foi)éxn=a.

Contoh: 3=R’, 2&M maka ada x=v3<R dan (¥ 2=3

Fada R, yang merupakan himpunan terhubung adalah himpunan
yang berupa selang, himpunan kosong, dan himpunan dengan
unNnsur tunggal. Dan fungsi kontinu mengawetkan
keterhubungan suatu himpunan artinya jika f: [E ——s IR
fungsi kontinu, F terhubung maka fC(E)> juga terhubung.
Teorema nilai antara adalah salab satu penerapan dari
keterkaitan antara fungsi kontinu dan himpunan terhubung

yvang berupa selang tutup.

\S)
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BARI AN FUNGET

A. Pengertian

Fada perkuliahan Analisis Real I +telah dibahas
tentang barisan bilangan real. Di samping itu dibahas pula
LentangA cara untuk menguiji kekonvergenan suatu barisan
bilangan real, baik dengan menggunakan definisi maupun
dengan menggunakan beberapa teorema. Bab ini akan membahas
tentang Borisan Fungst yang erat hubungannya dengan
pemahaman tentang barisan bilangan real.

Barisan fungsi merupakan barisan yang suku-sukunya
adalah fungsi bilangan real. Dalam membahas barisan fungsi,
terkait juga dengan kekonvergenan dari suatu barisan fungsi,
yakni konvergen titik demi titik (pointwise convergence? dan
konvergen seragam  Cuniform convefg@nce).

Definisi Barisan Fungsi

Jika untuk setiap n € M ada fungsi fn: A — R, A & R
maka Cfn) dikatakan barison fungsi dari A ke R.

Jadi, untuk setiap x = A dapat dibentuk barisan Cfan)) yang
suku-sukunya berkorespondensi dengan nilai-nilai fungsi.
Untuk nilai M= A tertentu bharisan Cfan)D munaglkin
konver —-gen dan untuk nilai x € A yang lain barisan ini
mungkin diver-gen. Untuk‘ setiap x & A yang menyebabkan

bharisan Cf (<)) kon- vergen, ada tunggal bilangan real vang
»
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ditunjukkan, yaitu lim Cfn(_x)). Secara umum nilai ini Ciika
ada) bergantung pada pemilihan titik % e A.
Materi Pendukung

Untuk pembahasan materi ini, diperlukan beberapa
teorema tentang barisan bilangan real sebagai pendukung,

yaitu:
Teorema Kekonvergenan Barisan Bilangan Real

Misalkan X = Cx ) barisan hilangan real, x e R
. 18]

X konvergen ke x e—s»

C¥er02Ca KCedeMdVYn & M) n2KCed — |x - x| < &

m

Teorema Kekontinuan Fungsi

Misalkan A S R, f: A —s R, c = A
f kontinu pada ¢ «——-

CY & > 02(3 éé_‘)O)CVxeAﬁ) [>-c| < 6€—-~> [fd —~ FCed | < &
Teorema (Kriteria Kekonvergenan Barisan Cauchy)

Barisan bilangan real adalah konvergen jika dan hanya jika

barisan tersebut barisan Cauchy
Teorema Limit

Jika X = (x 3 barisan konvergen dan a £ x < b ¥Yne N, maka
n n

a =2 l1limCx D2 < b
n

Konvergen Titik-titik demi Titik



Pefinisi
Misalkan (f D barisan fungsi

™
f:A———-*fFZ,A’.:‘[R,f:AD-———»[R,AOSA

T

Jika untuk setiap x € An. parisan Cf €D konvergen ke {0
p n

di R, maka dikatakan barisan ('.fn) konvergen ke £ di An'

Dalam kasus ini, f disebut 1imit dari barisan (f D di

T

AO. Jika fungsi f ada, maka dikatakan bahwa barisan (Zfr)

T

konvergen di Ao’ atau Cf D konvergen titik demi titik di Ao.
»

Simhel  yang lazim untuk harisan (f 2 vyang konvergen
Ll

ke £ di Ao adal ah
£ = 1lim Cf > di A atau f — f di A
bal (8] 12} O
Dapat juga ditulis seperti,
FCxD = 1im Cf CxDD untuk xer atau f (x) —— £ untuk xer
ial ™

Ambil x, e An sebarang.

Barisan (f CxiD) konvergen ke folD di X,
n

Cont.oh
Cad) Tunjukkan bahwa lim CE) = 0, untuk x « R
Jawal:
Misalkan f () = f dan fCx> = O, untuk x e R, n e N
. ~ g . . . 1
Lim CFf €xD) = 1im €D = x 1im ¢=2 = O
2l N n



CR> Hitung lim Cx'D, untuk x e [0,1]

Jawab:
Misalkan g (x> = x", untuk x € [0,11 dan n e N
m
» untuk x=1, maka g (1> =1
T

Jadi, g (1> —s 1
n

®» untuk x = O, maka g (0> = 0O

Jadi, g COD ——» O
™

1im Cx'D = 0O

e

#%% uyntuk O < x < 1,

Jadi, ganD —_— O
Dari %, % dan %% disimpulkan bahwa
O ., 05 x <1

gCxd) =

Jadi, g — g di [0,1]

ig)

2

) . . X + nx

Ccd Tunjukkan bahwa lim C-———;———-———) = > untuk x e R
Jawal:

2

. . x4+ nx }

Misalkan hn(x) = - dan hCx) = x, untuk >x < R, n
\ xz + nx ‘:(2
h (xd = — 7 = . 4+ x
n N n
2 2

. . . .o~ - Lo ,

1im Ch (x> = 1im C = + D = Jim C TS—') 4+ 1lim x = O4x
143



Ccdd Tunjukkan bahwa barisan Cfan)) = (nx> untuk x « R

di vergen.

Jawab:
1im €F €200 = 1im Unxd = X lim Cn2
12l

Karena barisan (nd> divergen, maka Lim ¢n) tidak ada. Oleh

karena itu lim Cf (x>2 tidak ada.
24l

Jadi, barisan Cfan)D = Cnx> untuk xR divergen.

Lemma
Misalkan”CfﬁD barisan fungsi
f‘:A——-—)[R,AE(R,f:AO————>[R,AOSA

m

Cfn) konvergen ke  di Ao jika dan hanya jika untuk setiap

£>0 dan untuk setiap xeA) ada bilangan asli Kleg,x sedemi-
[}

kian hingga untuk setiap n Z KCe, x> maka li‘ Cxd - flx0 | < &
14l

Perlu dicatat bahwa KCe&,>0 maksudnya adalah nilai KCe, D

gantung kepada £>0 danp xeAn

Buktis

ber —

Dari definisi diketahui bahwa (f 3 konvergen ke £ di Ao jika

n

dan hanya jika Vx € Ao barisan (f
,

R.

W
)

et e

(D) konvergen ke fCx) di
1



Ambil x An sebarang.
Rarisan (f (D) konvergen ke (>0 «—
L2
CV¥er0DCT KCe,20e D (VY n € WD n2KCe,xd — lfnC;-cD - foDl { &

{(Teorema 1.20
Rerarti untuk sebarang =« < AO berlaku Cfan)) konvergen ke
£C0
—s (¥ 02C(T KCe,xde MNX(VYneND) n2Kle,xD fan) - x| <
&
Dengan demikian Cfan)) konvergen ke fCx) «—
CVE)ODCVXEAD)CE KCe,x0e MIVY¥neD nzKCe,xD — |thx) -
fO < &

Terbukti =

Conteoh di atas, . dapat dibhuktikan dengan menggunakan

Lemma ini, sebagai berikut:

Cad lim CED = O, untuk x < R
‘Bukti:
Misalkan f (x> = E dan fCx) = O untuk x « R, n <« N
™ .

Ambil x « R sebarang.

Jika diberikan &>0 sebarang, pandang

£ Go - rGof = X oo < X =Y gk
) n n n

T

N
i)

o ||
Pilih KCg,x) = " ﬂ + 1
-

Dengan demikian, untuk sebarang >0 dan sebarang x € R



kD

(3 KCe,>xe ND(¥Yneld nzKCe,30 — {f (3D - fo)‘ { &
™
Oleh karena itu,
(V> OO CVxeROCT KCe,x0e NDCVnEWDnZKCE,x)~—»]f (DU
n

Torbukti bahwa lim CE) = 0, untuk x € R

Tunjukkan bahwa

O , O =2 x <1
1im Cx'D= {

Ly

, »x =1
Bukti:
Untuk x  [0,11 dan n e M, misalkan g (x> = %" dan
n
O , O£ x <1
glxd =
3 , »x =1

Jika diberikan £ > O sebarang, tinjau tiga kasus:
Cid untuk x = O
Pandang ’ganﬁ - gl | = 'xn -0} < |Jo -0} <&
0 < e
FPilih KCe,x> =1
Dengan demikian, untuk sebarang £>0 dan x = O,

€3 KCe,xde NDCYneld nzKCe,xd — {gan) - g < e

Ciid untuk x =1
Pandang ]gh(x) - glxd | = 'xn - 1| = llﬁ - 1] =0¢K
Pilih KCeg,x> =1
Dengan demikian, untuk sebarang £>0 dan x = i,

< &
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€3 KCe,:0e MIXCV¥nahd nxKle,x> — gthﬁ - gl | < =
Ciiid> untuk O < x < 1

Ambil x € (0,13 sebarang.

Pandang [gth) - g0 | = lxn - 0] < lxh] = x < &
n log &
log x

Ckarena 0O<{x<1>

Pilih KCe,x) = l[lgg_f_ ﬂ + 1
log x

Dengan demikian, untuk sebarang £>0 dan sebarang

x e (0,10

€3 KCe,xde M(VYned n>Kle,xd —» ’ganD - glx2| < &
Dari Ci> - (€iiid> terbukti bahwa

O , O £ x < 1

lim Cx'D=

1 , % =1
%z + nx
Cecd 1lim CL—7?~4;-D = 3, untuk x € R
Bukti:
\2 .+
Misalkan hanD = f;~;—2§ dan h(x) = x, untuk x <« R,
M. Ambil x e R sebarang

Jika diberikan £>0 sebarang, pandang

|h x> - hC:O | = !xz + nx - x| o= ‘x2| = %0 < &
" TTh N n
n > x2

n



2
Pilih KCe,>> = ﬁ - M + 1
Dengan demikian, untuk sebarang £>0 dan seharang x « R
€3 KCe,x>e HIXCY¥neld nzKCe,xd — [h (x> - h(xd| < &
m

Oleh karena itu,

CVYe> 02CYxeA 3CT Kls,:0elDCYnald n2Ks, 30 —s|h (GO-hGO | < &

2
.’. >
Terbukti bahwa 1im CL——E—QI) = x, untuk x € R

D. Konvergen Seragam
. Definisi

Misalkan Cf 2 barisan fungsi
n

£ : A —s P, ACSR, f: A — R, A <A
n 0 12

Ct‘h) konvergen seragam ke f di Ao jika untuk setiap £>0 ada
bilangan asli K(g&) sedemikian hingga untuk setiasp n 2 K(ed
dan untuk =etiap xc_—'AD, maka fr)Cx) - f‘Cx)l { &
Perlu dicatat bahwa K({&) hanya bergantung pada s.
Simbol Can konvergen seragam ke f di AO:

fn —3 £ di Ao atau fan) — fUxD untuk x € Ao

Definisi di atas secara simbolik dapat ditulis sebagai

berikut

f — f di A 3

12} 3 [0}

CWes00CT KCede MOYNeElND nxZKled — ‘t‘n(:x) - f‘CxD’ < =, V:.cer



Tecara geometri, jika (f > konvergen seragam ke f di AD,
kal

maka setelah suku ke-K(gd, grafik fungsi fh terletak pada

daerah yang dibatasi oleh grafik f - & dan f + &.
Contoh
‘(7'7
Di ketahui thx) = —;— dan f{x) = 0 untuk x « [0,1], n « M.

Tunjukkan f —s f di 0,11
rn —>

BRulcti:

Diberikan &£>0 sebarang

> " "
FPandang Ifn(x) - fC0 | = | — - o} = ‘-E—! = —
< -l—, ¥ « [0,11
n
< &
Jadi, n > 1
&

[

Pilih KCed = ﬂ
[ A

L L

Dengan demikian, untuk sebarang &£>0,

(3 KCaedxelDCW¥nell)d n2KCed — fn(x) -~ fo)‘ < &£, ¥x e [0,11

Oleh karena itu,
C(¥Ye>OD(C3 KCs)eN)CVneN) nzkKCed — fer) - f(x)‘ { £, VY« <

[0,1)

@)
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Jadi, f_ —— f di [0,1)

Catatan:

Dari definisi dapat dipahami bahwa jika barisan Cfn)
konvergen seragam ke f di Am maka barisan ini juga konvergen
titik demi titik ke £ di Ao' Tetapi,sebaliknya tidak selalu
berlaku. Sebel um membahas lemma berikut, akan didefinisikan
sub barisan Cfn J dari Can.

k

Definisi Sub Barisan
Mizalkan thD barisan fungsi dan ni< nz< ... < n <
barisan bilangan asli naik kuat.

Barisan Cfn D> di R, yaitu fn , £ 4 ... 5, £ , ... disebut

X 1 " "
sub barisan dari Cf D.
T

Lemma

Misalkan th) barisan fungsi
f : A —s R, AR, f: A —s R, A £ A
n o o
CfrD tidak konvergen seragam ke f di Ao jika dan hanya
1]

jika ada £, > 0 dan ada sub barisan Cfn D> dari Cfn) dan
) k
[ Y di _ s . _ o
barisan Cx, 3 di AD sedemikian hingga ’fnkak) fokDI > e

(o]

untuk setiap k « N

Bukti

{ —) Menurut definisi, f — f di A —
n — o

CVY=>00CT KCede NUVYnaeND nZK(s)-—a'fﬁCxD - f(xD | < &, Vxer

%
e



Berarati, Cf D tidak konvergen seragam ke f di An —
n 2
€3 £ DOOCY KCed & (I x € ADACE n € D n 2 KCed
0 R o k k

‘f (x> — flx Dl > & , VYkelN
n ¥ k 0

Untuk 5O>O, pilih KCed =1

Misalkan xeA dan ne<N > n 21 A If Cx D - £Ux )‘ > e
1 O 1 3 n 1 1 o

x €A dan n N > n 2n #1>n A Lf Cx D — flx Dl;g
2 © 2 2 T4 i , 2 2z
x €A dan n eN = n_2n +1>n_ A |f (x> - f(x:)lZs
3 o 3 a2z 2 n, 3 3 )
i |

i
= - >
x&er dan nde > nk_nkd+1>nde |fn ka) fok)‘_so

{arena n1<n2<n3< S <nk< ... dan berlaku VkaN maka

terdapat barisan ka) di Ao dan sub barisan th ) dari
3

. s . _ -
(an sedemikian hingga |fhka&) fo;)' z £

Ce—>
Dari hipotesis diketahui bahwa ada 5°>0 dan terdapat sub

barisan Cf‘n ) dari Cfn) dan barisan ka) di Ao sedemikian

X o
™y

Akan ditunjukkan bahwa (f > tidak konvergen seragam ke £
14}

k
hingga |f (x> - fok)' > e , ¥k € N,

di Ao Cdengan kontraposisid.
Andaikan th) konvergen seragam ke f di Ao. Menurut defi -
nisi, untuk setiap £>0 ada bilangan asli KCed sedemikian

hingga jika n Z K(gd maka [fan) - fOO| < &, ¥x e AL
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Ck2

Artinya, setelah suku ke-KCs), grafik fungsi fn terletak
pada daerah yang dibatasi oleh grafik f - £ dan f + &.
Hal ini bertentangan dengan hipotesis bahwa terdapat sub

barisan (f D dari (f > dan barisan ka) di Ao sedemikian
bal ™

i - >
hingga [fhkakD fok)| z £, ¥V k € N.
Jadi, haruslah th) tidak konvergen seragam ke f di Ao

Terbukti ]
Contoh
Ca> Diketahui iim CE) = 0, untuk x « R
Misalkan thxD =z dan fCx) = O untuk x « R, n « N.

n

Tunjukkan bahwa Cf 2 tidak konvergen seragam ke O, di R
n

Jawab:
Jika n. = k dan x, = k, maka f_ (xDJ = 1 dan f{x > =0
k k ™ k k
Jadi, |f €x3 - £ 0| = |1 - o] =1
Filih €, 7 1, ternyata ada sub barisan (f ka)) = C1> dan

barisan ka) = Ck> di R sedemikian hingga

‘fﬁ ka) - fok)l z £, VY kelN.

k
Dengan demikian parisan ¢(f > tidak konvergen seragam ke f
n

di [R.

< 1

1A
b

o , 0
Diketahui lim C(x D= [

Ly

, x =1

Untuk x « [0,1] dan n € M, misalkan gan) = % dan
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O
O
IA
X

A
(S

ng)={
1 , x = 1

Tunjukkan bahwa an) tidak konvergen seragam ke ¢ di [0,11]

Jawab:
17k - 1
Jik = K = (1.¢ , = =
ika n, k dan X, 125 maka g, k(ka 2 dan
O , 0 £ x< 1
g(xk) = {L
i , x =1
Jadi, lg Cx> - gtx>| = |- 0] =7
’ Tn Tk k z 2
FPilih £, 0= ;:;, ternyata ada sub barisan Cg kaDD = C;—') dan
n
k
3 = cc1-20¥% di [0,1] sedemikian hingga

barisan C Xk

> - 5 >
g, T, glx > | 2 £ V kelN.

Dengan demikian barisan Cg > tidak konvergen seragam ke g
n

di [0,1)]
+
Cc) lim Lz-c——-ﬁ——l—j—}f) = 3, untuk x € R
x° + nx
Misalkan han) = _____n_rl__, dan hix) = x, untuk x €« R, n ™

Tunjukkan bahwa Ch > tidak konvergen seragam ke h di R
n

Jawal:
Jika n = k dan x = -k, maka h Cx D) = O dan hi(x D> = -k
13 k r)»( k k
Jadi, ‘hr‘ ka) - thk)l = ]O - C—-k)l = k
Filih £, 7 Kk, ternyata ada sub barisan Chn ka)) = C0O3 dan
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k

barisan ka) = (-kD> di R sedemikian hingga
jh_ Cx > - hix >z e, ¥V kel
n k k o

Dengan demikian barisan Chn) tidak konvergen seragam ke h

di R.

" Teorema

Misalkan Cfr) barisan fungsi

f A — R, A =R, fr fungsi kontinu di Ao’ Ao < A dan
tal Y

f : A — R,
[0
Jika Cfr) konvergen seragam ke f di Ao, maka £ fungsi
kontinu di A_.
Buktis
Jika ¢ bukan cluster ﬁoint di Ao’ maka  otomatis kontinu Jdi
.c. Andaikan ¢ cluster point di A
" Ambil o e A0 sebharang.
Menurut teorema di atas, f kontinu di ¢ —
n
CY¥e>00C3 & >00(VxeA )]x—c‘(é —_— if (x> — ¢ Cc)|< £
& (o & n n 3
Karena ¢ Ao sebarang, maka fn kontinu di Ao.
» f — £ di A —
n —> o]
C¥es0>Ca KCed eI CYnald nzKCed — £ GO -FC0 [< S, Yxeh .. (2D
n
Karena ¢ « Ao’ berlaku juga

C¥=5>00CT KCed e VYnaeld nZKCs)-—»[fTCc) - ch)‘<-§—,ceA°..C3)

Vxer dengan |x-c| < 65, pandang

43



It

fCxD - f(c)! !foD - f Cxd + £ Cx0 - f Ced + £ Ced - f(c)l
bl n n Al

S FCO-F GO + |f GO-f Ced| + |f Ced-fled |
T n n ™

L 4+ £ 4 £ = ¢ Cdari C1> - €3>
3 3 E ]

<
Jadi, f kontinu pada c.

Karena c e Ao sebarang, maka f kontinu pada Ao.

Cont.oh

n
Pada contoh di atas telah ditunjukkan bahwa Cfan)D = Cg-)
konvergen seragam ke f(x3 = O di [0,1]

Jelas bahwa (x> = waungsi kontinu di [0,13]

Perlu digaris bawahi bahwa konvers teocrema ini tidak selalu

berlaku, perhatikan contoh yang telah ada.

. Teorema (Kriteria Cauchy untuk Konvergen Seragamd

Misalkan (f D barisan fungsi di A £ R
14l

Cf D konvergen =eragam di A (ke suatu fungsi > jika dan
n

hanya jika untuk setiap &£>0, ada bilangan asli HUe&d sedemi-
kian hingga untuk setiap m,nzHCg) berlaku

[f GO - £ GO |<e, YxeA
m . n

Dengan kata lain, jika barisan (f 3 konvergen seragam, maka
14}

Cfn) barisan Cauchy.

Buktis

Cid € ——D
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f —— £ di A, artinya jika diberikan &>0 sebarang,
n —>

C3 HCeO D (Yneld nzHCed —— ’fanJ - GO | < g, VYxeA
Jika m 2 HC&> maka dipenuhi juga ’fmCxD - fo)|<§, WA

Oleh karena itu, jika m,n Z HCsd dan x € A sebarang,

maka |f (x> - f 0O | |f (D — £ + £CO - £ O
mn n m n

IA

[f GO - £GO| + |F GO - £060 |
™m n

Ciid Ce——2
Misalkan Cfn) ééﬁéf&%g barisan fungsi di A.
Diketahui Cfan)D%\adalah barisan Cauchy, oleh karena
itu, Cfan)) adélaﬁ barisgn yang konvergen (Teocrema
I.43.
Definisikan f: A —» R dengan
£ = 1im CfanD), VxeA ... ... ... e

Dari (12>, untuk setiap m,n 2 HC&d dan ¥x e A, berlaku

|£f € - f (x| < & yang dapat ditulis
[f G0 - f Gol =€ o -Sf o s GO+
m n 2 m 2 n m 4
s f GO - £ 2 1imCE GO S F_GoE
m 2 n m 2

C(Tecorema 1I.98)

s F ) - £ FGO < F GO + £
m 2 m 2
Cdari €2>>
— £ GO - fOGO | £ £ < e
m 2

Jadi, jika diberikan £>0 sebarang, 3 HCsedelN sedemikian
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hingga C(YmeM) mzHC&d) — IfmCx) - £GO | < &, YxeA.

Jika nZm, maka dipenuhi CVneN)nZHC&D——»[fanD—foD‘<5,VxeA.
Dengan demikian,

(Ve>00C3 HCeded(VYnelld nZHC(ed —» ’fan) - £ | < &, YxeA
Terbukti Cfn) adalah barisan yang konvergen seragam di A
(ke suatu fungsi 2.

Dari (i) dan (iiD teorema terbukti.

Contoh
Buktikan bahwa Cf;éﬁ?) = (x + %) konvergen seragam di [R

jika dan hanya jika Cfr) barisan Cauchy di R
1]

Buktis

¢ ——> Diberikan £>0 sebarang

1 1
P D e—— = =
n z Hee n HC gD
. 1 i
> 5 o«
m = HCe> — m — HC&D

Ambil x &« R mebarang

FPandang !fYCx) - £ 0|
Ll

i
~
X
+
1
W
l
I
X
+
|
'/

e

1A

NN
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Pilih HCed = [{f ﬂ + 1

Dengan demikian, untuk sebarang £>0, 3 HCsdeN sedemiki -

an hingga (¥n,mel> n,m>HCsd —> |fanD—fmCx)’ < &, ¥xeR.

Terbukti bahwa (f (x> adalah barisan Cauchy
. o m

Ce—>D

Diketahui (f (x32 barisan Cauchy, artinysa Jjika diberi-
™

kan >0 sebarang, ada H(sd el sehingga untuk setiap

m,n  HCed berlaku fmCxD - fan)‘<5, ¥ xR ........ €1>

Selanjutnya, karena_Cfan)) adalah barisan Cauchy, maka

-

Cf CxD>) adalah barisan yang konvergen.

bal

Klaim Cfan)) konvergen ke (x> = x, V¥xeR
Ambil xelR sebarang, berarti x = lim (x + %) ....... 2D
m,n = HCed —0s ‘f (x> - ferD' < g, ¥ xR Cdari ¢1>
™m L]
. 1 : 1
— JCx + =D - (xx + 2D < &
m n
s ix + B e+ < £
m n 2
v x o+ iy E e e o+l €
m 2 n m 2
st v 5y - € g im Iy g e+ 2y 4 E
m 2 n m 2
e Cx iy f e g+ 2y 4 €
m 2 m 2
Cdari €225
1 &
— x - Cx + =] £ =
m 2
; &
— |f (D - x| £ = < €
m 2

Jadi, jika diberikan &>0 sebarang,

3 HCede&elN sedemikian

hingga (YmelND> mzH(&d —0s ’fmCx) - £ | < &, YxeR.

Jika n2zm, maka dipenuhi
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C¥ned nzHCed — £~ FOxa ) < &, ¥xeR
2
Dengan demikian,
C¥er 0003 Hle e VnelD nxH(ed — tf‘ (x> — £00O !<5, VxR
n -

Terbukti (f » adalah barisan yang konvergen seragam di A
n

Soal -soal Untuk Latihan
1. Buktikanlah

. 1 . AT ‘s
CF Cx02 = (x + ;) konvergen ke fUxD = x, di R.
Fai

2. Tunjukkanlah

, N e )
lim ( e = O ¥ = R, x
K ot on

1

I \«“'

O
3. Perlihatkan \!;rahwa Jika a>Q, maka konvergen "barisan
no.1 adalah seragam pada interval [0,al, tetapi tidak

seragam pada interval 10, od.

Ferlihatkanlah 1lim Cf: sin (nx+ndd) = O VxR

>

Tunjukkan bahwa 1im < ——D =0 ¥ x e [0, ad
1 + nx
Buktikanlah lim ¢ —2——> = O, untuk x € [0, oD
i + nx
~~~~~ o000 ————



KEKONVERGENAN DERET TAKBERHINGGA

A. Pengantar
Sebuah paradoks yang terkenal kira-kira 2400 tahun yang
l1alu telah dikemukakan oleh Zeno dari Elea. Paradoks terse-—
but berburryi bahwa manakala seorang pelari bertanding, ia
tak mungkin dapat mengakhiri pertandingan itu untuk selama-—
nya sebab waktu yang tersedia bagi pelari Lersebup berhing-
ga, sementara ia harus berlari melewati ruas-ruas jarak yang
hanyaknya takberhingéa, yaitu harus berlari melewati sete-
ngah jarak, kemudian setengah sisa jarak, kemudian setengah
jarak wyang masih tersisa, dan seterusnya CPurcell, 18990:
10D>. Walaupun demikian, kita mengetahui bahwa pelari-pelari
se;alL:Jdapat mengakhiri suatu pertandingan. Paradcoks Zeno
tersebut sempat menjadi perbincangan dan membingungkan ahli-
ahli matematika selama Z0 abad lebih.
Misalkan jarak yang harus ditempuh pelari dalam suatu
pertandingan adalah 1 km. Ruas jarak dalam pikiran Zeno
1 1 i

tentang hal ini adalah —/— km, v km, -

v}

km, dan

1
km, —g

seterusnya. Mengakhiri pertandingan, berarti harus menghi —

1

tung
1 1 1 1 1 .
-+
E s Tt =m0 >
Dapatkah kita menemukan hasil penjumlahan yang mempunyai

suku-suku sebanyak takberhingga 7 Menurut Purcell (19290: 10D

43



jumlah telah didefinisikan hanya untuk suku-suku yang ber-
hingga banyaknya, sedangkan untuk suku-suku yang takberhing-
ga banyaknya sampai saat ini belum ada definisinya. Namun
demikian, dengan adanvya pengertian kekonvergenan suatu deret
takberhingga yang diambil dari limit barisan jumlsah parsial-
nya, maka permasalahan pada (30 aapat teratasi. Dan sejak
ditemukannya kekonvergenan deret takberhingga tersebut,
paradoks Zeno tidak lagi menjadi permasalahan di kalangan
ahli-ahli matematika. Untuk mengetahui pengertian dan kekon-—-
vergenan deret takberh{ngga, sebaiknya pembaca mencermati
bagian pembahasan.

FPada perkuliahan'Analisisé!%al I telah dibahas tentang
barisan bilangan real. Di samping itu, dibahas pula tentang
cara untuk menyelidiki kekonvergenan suatu bariszan bilangan
real, baik dengan menggunakan definisi maupun dengan menggu-
nakan beberapa teorema. Dalam tulisan ini akan dibahas ten-
tang deret takberhingga (disingkat deretd yang dikembangkan
dari konsep barisan bilangan real.

Misalkan (x 2 = (x,, x
n f

> x x , ...2 adalah suatu

3 T T

barisan bilangan real. Dari barisan ini, kita dapat memben-

tuk suatu barisan jumlah parsial, yaitu barisan Csn) dengan
n

& = = + x + ...*r x . i [ S i dar i
s, kg;x% 2t x Barisan Lcn) yang dibangun dari

barisan an) tersebut merupakan suatu deret tak berhingga.



Dengan demikian, Jjika kita ingin berbicara tentang deret
takberhingga maka terlebih dahulu harus memahami tentang
barisan.

Pada pembuktian teorema dalam buku ini, kerap kali
penulis mengaunakan beberapa definisi dan teorema yang ada
dalam Introduction to Real Arnalysis khususnya pada pembahas-—
an tentang barisan bil angafa real (Chapter Threed. Meskipun
demikian, penulis tidak mencantumkan teorema ter sebut dal am
tulisan ini, sebab penulis berasumsi bahwa para pembaca

telah mendalaminya lewat perkuliahan Analisis Real T.

B. Deret Tak Berhingga -
Deret tak berhingga kadfﬁg?kgdang didefinisikan untuk
menyatakan bentuk berikut ini.

x, + x + x_ + x, + ... + x -+
f z 2 4 n

Menurut Bartle (13282: 3233, definisi tersebut kurang jelas.
Al asannya, sebab tidak ada nilai khusus yang dapat diberikan
pada bentuk penjumlahan tersebut berdasarkan teori. Hal ini
sejalan dengan pernyataan Purcell J192890: 10> bahwa sampai
saat ini belum ada definisi tentang penjumlahan yang suku-
sukunya sebanyak tak berhingga.‘

Pendefinisian deret takberhingga dalam tulisan ini

mengacu pada definisi yang dikemukakan oleh Bartle (1982:



R233, yaitu deret takberhingga adalah barisan jumlah-jumlah
parsial. Secara lengkap definisi tersebut adalah sebagai
berikut.

Definisi 1:

Jika X = th) adalah suatu barisan bilangan real maka deret
takberhingga (disingkat aeretb adalah barisan S = Csn) vang

dibangun dari X dan didefinisikan oleh

1 S 2
= = b}
52 SI + TC C xI + xé D,
= o 4+ . = + + B y
53 ce 53 C xl xé xg
s = s "+ x, + 2, + ... + 2x D,
n n—f ~n

£ g n

Unsur —unsur “ﬁ dinamakan suku-suku dari deret, dan unsur-

unsur s di namakan Jjumlah parsial dari deret,

Untuk menotasikan suatu deret yang dibangun dari baris-

o
an Cxw), biasanya disimbol } 0 yai tu

n=1
o0
x =2, * x_  +t x_,  + ..., + 2 *+
nga n f pas 3 n

n
dan jumlah parsialnya disimbol } 2,0 yaitu
k={
n

) X, T X + s + ...+ .
k=1

Yoo



Simbol deret tersebut diambkil dari kekonvergenan barisan
28
CSn). Apalbila % mempunyai jumlah, maka dikatakan bahwa

n=1
deret tersebut konvergen dan barisan Csn) mempunyai limit,
(o 0]
yaitu-&m.anD = Y %, dan sebaliknya (lebih jelasnya lihat
n=1

Definisi 23. Bartle (1882:324) mengemukakan bahwa n actuol
practice, the use of thi;.notation does not lead to confusi-
on, provided it s understood that the convergénce'bf the
series must be established. Berdasarkan hal itu, dibarapkan

para pembaca tidak bihgung menelaah antara pengertian deret

(pada Definisi 12 dengan penobasiagktersebut, sebab barisan
B o _ e f”
Csnb berbeda dengan T x - Perbed®in  tersebut dapat dilihat

n=1 Fa Ty
5 r

L

3

pada hal berikut ini.

x x ...2 adalah barisan

I’ 27 LI n’
bilangan real. Deret (sesuai Definisi 1) adalah barisan

Misalkan an) = {x

anD yaitu

Ceg D = (s & & s D
n {7 e TR Y
= Cx x  +x x +x_+tox x_ tx_+. +x 2
1’ F - f T2 T ’ f 2 n’

Sedangkan

fae

x = + o x,., v, + ..+ 0+
ng; n *t & 2 n

Berdasarkan uraian yang telah dikemuakan di atas, maka

penulisan suatu deret wyang dibangun dari barisan bilangan



0
real an), cukup ditulis dalam bentuk § % atau dalam ben-
n=1

touk xj +:x;2 + x3+ +xn+

Dari Definisi 1 dapat dipercleh rumus x yaitu

x = &5 - &
n n n—f

Berikut ini merupakan contoh-contch deret.

1 1 1 1 1
Cad 1 + = + = + 4 + 5 + + e +
‘ o
1 1 1 -1 1 _ 1
R e At Tt = L —
o e n=1 =
. 1 ‘
Ced b e
n=1 .
¥

Definisi 2@ :

w '& "

Jika P X, adalah suatu deretﬁeﬁ&ggzjumla.h parsial s, L x

n=1 k=f k

maka deret tersebut dikatakan konvergenrn bilamana Zi,m,Csn) = =
©

Cdalam hal ini S dinamakan jumlah deret, ditulis ¢ ., = S,
n=1

Dalam kasus dim Csn) tidak ada, maka derethya dinamakan

dlivergs-n, dan deret tersebut tidak mempunyai jumlah.

Berdasarkan Definisi 2, dapat dikatakan bahwa kekonver-
genan suatu deret ditentukan oleh kekonvergenan dari barisan
jumlah parsialnya. Jika suatu deret konvergen ke 5, maka ba-
risan jumlah parsialnya juga konvergen ke S, dan sebaliknya.

Dengan demikian, jumlah suatu deret merupakan nilai 1limit
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dari barisan jumlah parsialnya. Ferhatikan contoh illustrasi

berikut ini.

[0 8] ©

(i> Misalkan deret ELx = I cc-1>"4¢-1>""15 gengan jumlah
n=1 n=1
n n ‘
parsial s = L = T cc-15R 4 1R,
- k=t " k=t
Diperoleh
s, = -1+1 = O,
S, = C-1+12 + (~1£+1D> = 0+0 = O,
S§5, = C-1+1D + C-1+1> + C-1+1D> = 0+0+0 = O,
s, = C-1+1D> + C-1+1> %% (-1+41> + C-1+1> = 0+0+0+0 = O,

-

Dengan demikian barisan jumlahwparsial dari deret terse-

but adalah *

&

= = ) hl -~ b4 2 =' ‘: 2 ? ? ? ’ . s )
Ccn) (sl, So0 S4 Sy ). 6, 0, O ,0, O
Sebagaimana kita ketahui bahwa {£im Csn) = O. C D

Selanjutnya, pandang

> it n +1
Tx = L-10"7 + ¢-1O""
n
n=1 n=1
= C-1+12 + C-1+41D0 + (-1+11> =+
= 0O + 0O + O +
o
Dari (%> dan (%) terlihat bahwa n X, = O = ﬁm_Csn).
n=1
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0
X 4
Cii> Misalkan deret ¥ —— = —+ 2+ Lo o+ 1 .
n 2 4 2 n
n=1 2 2
oo
dengan jumlah parsial s = L %
k=1 2
Diperoleh
s = X
1 2’
1 1 =2
2T 2 T g T I
R S SR SR A
=2 =4 4 3 8
1 1 1 1 15
3 YV Tt e T is
m
s = é + i + ; +5 . y 2 -1
n ) 21’1 aﬁ
"""i‘qﬁ

Dengan demikian barisan jgmféﬁ parsial dari deret ter-

i
Lo

sebut adalah

Cs D = (s & ] ‘e s e
n 2 2’ 3’ 45 9 n

3 7 15 2" - 1
i’ "8 I8 no

Y] R Y

Dapat disimak bahwa jika n semakin besar, maka s, sema-

kin mendekati 1, atau dengan menngunakan teorema limit
n
. , . Y c -1 . 1
di peroleh fim Cs D = tim |— ] = &im 1 -] = 1.
n =N 5D

Nilai £&im Csnh inilah didefinisikan sebagai jumlah deret.

o
Jadi = =

T
n=1 2 2"
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Contoh

Selidiki kekonvergenan deret berikut ini.
o o 1
‘ao ? “n T ) nCn+1>
n=1 =1
w oy .
n=1 n=l n C(n+id>"
) 0
+
Ced [ = =y c-1>"
n
n=1 n=1 .
Jawab:
1 1 1
D c = = e
Ca> Pandang n nCn+1> n Cn+iD
£
_ _ 1 )
xl - 1 8 ~'. 03 an
T x
1 1
x_ = ——
e 2 2
x = ___1 - oA
o3 3 R
v = 1 1
no . n  Cn+1)
n- 0’-’) *v"",,‘
_ _ _ 1
S M N R T *n S X5
k=1
Karena fim Cs D> = {fim |1 1 1, berarti £&im (s 2
n Cn+1D n
> 1
ada. Dengan demikian deret DEQ_E?B:TF konvergen.
(b)Y Pandang x =-§;Iﬂj;3?- = —% - ——1—~??
n Cnt+lid n Cn+1D
o 1
Xy T 1 %



_ 1 1
Y2 T ) 9
e 1 1
¥z T & i6
el = .._J:_ — 1
" na> Cn+1)2
+
> 1
s = , = ox, +* oo, v+ ox =1 -
n k= f xR 1 fe n Cr+ld
Karena f&im (s D = fim [1 - ——1-———8—] 1, berarti
™ Cn+1d
tim Cs_ D ada. Dengan demikian deret 7, [ - - — ] =
n 2 2
oo n=1 n Cn+1>
. s
b 28n+1 = konvergen.
n=1 n Cn+l>
) oy N
- n+1
Ccd Pandang deret Y x, = 3 C-1D e
n=} n=1
Jumlah parsial dari deret t&fsebug~ adalah
n n =
s = Ix = T 155 24 41> v 1 + c-1>0%
k=1 k=1 < g
.'fﬁ%#}'
Sehingga
g, = i,
s, = 1 + C-1> = O,
5., = + C-10 + =1,
3 1 1 1 1
s4=1+C-—1D+1+C—1)=O,
Jadi barisan 'sn) =1, O, 1, O, 1, D
Dengan menggunakan Tecrema 3.4.2 (RBartle, 13882: 96>,
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dapat ditunjukkan bahwa barisan Csn) tidak konvergen.
Ini berarti barisan Csn.) tidak mempunyai limit.
' > n+1
Dengan demikian deret §, C(-1D2 di ver gen.
n=1

Untuk menyelidiki kekonvergenan swuatu deret, tidak
selalu kita dapat melakukan cara seperti pada jawaban Contoh
sehingga kita harus mempunyai. cara lain untuk keperluan
Lersebut_./ Beberapa di antaranya akan dibahas pada teorema-

teorema berikut ini.

Teorema 1: o
o0
Jika deret ¥ x_ konvergen, maka &im Cx D> = O.
heg n
Buktis
o
Diketahui deret P x konvergeni,
n=i S g8
o ) n
Misalkan T x = &, dan misalkan s = Y x, menyatakan
n=1 ) n k=t R

S (Definisi 22.

do
3
~
4}
A%
]

jumlah parsial dari deret, berar¥

Akan ditunjukkan bahwa {fim an) = 0.

- Karena {im Lsn) = &, dengan menggunakan Teorema 3.1.9

Jo= S,

- CRartle, 1982: 75) diperoleh &im Csn+f

o fim Csn) = & berarti

(¥ & > O3 KlCé:D e HNXYVYn) n

%
et
~
~
ol

(¥4
9}

e {im (s > = & berarti

n+f

(V¥ & > O3 KZCe:) e NXVYn) n = KZCsb  ——

a
D



Pilih KC&> = sup { K1C5), K2C5) }

FPandang
1%l = ISpay =Syl = IS =5+ =py, S|
s |S-s | + |s_,,~ S| = |5, -S| + |s ;- S
{ g/2 + /2 = &
bilamana n 2z K(le&?
Dengan demikian
(¥ e > OXE KCed & XVn) n 2 K(&) —=—= X ovg T 0| < &
" Ini berarti £im Cx > = 0. .
n+f .
. Karena £&m an+1‘> = 0, :c?‘enéan menggunakan Teorema 3.1.82
(Bartle, 1982: 78> diperoleh dm Cx > = 0. - .

Teorema 2%

CCid>  Jika T x, = S, dan c.& R,ymaka T cx = cS, dan

n=1 n=

n

© ©©
Lecx =c T ox_.
n=1 n=1

0 ‘ 00
Ciid Jika I, . divergen, dan ¢ €« R, ¢ # O, maka g cx, Jjuga
n=1 n=1 :

di vergen.

Bukti:
e
Cid Diketahui F x, = S, dan ¢ e R.
n=1 )
o o o
Akan ditunjukkan bahwa cx = cS dan Y ecx = c¢ I x .
n ' n n
n=1 ‘ n=1 n=1
n
Misalkan jumlah parsial dari deret adalah s = F 2
R=f
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00

Karena o =S, maka fim CSn) = S.
n=1
Sehingga fim Ccs D = ¢ fim (s O = cS.
n n
Akibatnya T cx = 2 %, = cS CDefinisi 2D0.
n=i ' n‘i
. o0
Dengan demikian I cx = ¢S dan P = c E %
n n
n=1 n=1 . n=1

Cii> Diketahui deret E x divergen, dan ¢ € R, ¢ # 0.
7 n=1 :
i 4
Akan ditunjukkan bahWwa der et Z cx juga divergen.
. =1 -
Misalkan jumlah parsi ﬂ ,_dair i deret adalah s =

. ':\

[s+} { ¥ 4
Karena deret L % di’ verqegn “ppka fim (s ) tidak ada.
n=1 ' ¥ :
Sehingga Lim Lc«: ‘3 Juga h%& \32{ c = O.

0 b
Ini berarti deret }: <, dlverqen

£

Teorema 3

il
I3

o0
Ci> Jika Y x S dan % ¥, = T, maka

n=1 n=1
o0 o
; g .. - <347 =

Cad Yo Lx.n + yn) S+T dan ): Cx + yn) b x Z ¥,
n=1 =1 n=1 n=1
dan

o0
Chd EC’C - y. > = S-T dan ECxﬂ'fy) = ¥ =x —Ey
n . n n

n=1 n=1 ’ n=1 n=1
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| o
Ciid Jika E x =S dan Ly, divergen,
‘ n=1 n=1

di vergen.

Bukti

o e
Cid> Diketahui x = S dan Y% ¥, = T.

n=1 n=j1

Akan ditunjukkan bahwa E'C*xn + p D =

n=1
[+ 4] o0 n
L Cox + y D = e« + ¥ o
n n n n
n=1 n=1 n=1

Misalkan _jumlah parsial dari deret

berturut—turut adalah ?n =

o
Karena = %
n=1

i

@ ;
S dan Ly =1
n=}1 m

fim CL D = T.
b
Selanjutnya, s+

b 1%

k=1
hal ini menyatakan jumlah parsial dari

00

Sehi ngga Cx + 2 = &im Cs_ + t D
eyt T n n n

il

Ex + Lv,
n=f n=f{

5+ T

i

62

ka + th

e

+
maka C % ¥,

n=1

S + T, dan

-

o

5

o

deret ¥ an+yn).

n=f

i Cs D + &im Ct D
n n

Terbukti (a2



Bagian (b) dibuktikan dengan cara yang serupa. Hal ini

diserahkan kepada pembaca.

< €iid Akan dibujktikan dengan kontradiksi.

- o0 o
Diketahui § x = 35, dan Y »_ divergen.
n n
n=1 n=1

o
Andaikan deret J an + ~"yn) . konvergen.
n=1

o
Misalkan n}=_‘,1an + yn) = T,

Fandang ¥, = an + yn) %

Dengan menggunakan Teorema 23(i> di atas, diperoleié"

an (18]
Ly = L x
n
n=1 n=
o0
= ¥ ((x
n=4 %
=T - S

Hal ini menunjukkan konvergen dengan

jumlah T-5 (Ckontradiksi deﬁ@aph hipotesis).

Dengan demikian pengandaian salah.
oo

Jadi baruslab deret T an + yn) di vergen. ]
n=1

Teorema 4@

Misalkan an) adalah barisan bilangan real positif.

o0
Maka Deret T . konvergen jika dan hanya jika barisan & =
n=1

‘Csn) dari jumlah parsial derst adalah terbatas. Dalam hal
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o
ini néix% = fim Csn) = sup { s, }.

Buktizs

Misalkan jumlah parsial dari deret adalah

n
s = Lx =x, +.x,+ ... +x
n K=t R 1 pa n
Berarti 'L“ .
51 = xf,
s, = %, + X
S5 = x1+ % + 25
S
s = + + ..
n T *1 T %2

Karena z% Z 0O, maka

: < < : . -
Tt = %2 = %3, n
4.
Ini berarti barisan (s D monoto ik.
™ ] Fans :
Karena deret E:x?1 konvergen, maka dim Csn) ada C(Definisi

n=1

2), dan ini berarti barisan Csn?;konvergen.
Dengan menggunakan Monotone Convergence Theorem 2.3.2
CBartle, 1982: 88), diperoleh bahwa barisan Csn) konvergen

jika dan hanya jika barisan Csn) terbatas. Selanjutnya,

karena CsnD monoton naik, maka &im Csnb = sup { . }. 3D
‘ : N
Barisan CsnD konvergen berarti deret T x konvergen.
n=1
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. o0
Dengan demikian, berdasarkan (%) diperoleh bahwa deret ¥ x,

n=1
konvergen jika dan hanya Jjika barisan Csﬁ.): konvergen. '
CSelanjutnya berdasarkan Definisi 2 dan (3, diperoleh
0 : .
pN x = Lim Lsn) = sup {sn } , n
n=1
A \f{
Teorema 52 L e
(5 5 00 %, - )
Misalkan deret Y x dan § ¥, ‘masing-masing mempunyai suku-
n=1 n=1 ' '

C suku positif.

oo

~Cid  Jika L ¥, konvergen dan terdapat kK « R, k > 0 sedomi —

n=1

B

kian hingga x < kyn up'tulic;,” setiap n € N, maka

juga konvergen.
o

- Ciid Jika Y ¥, di vergen dan fgérda&t ¥ «eR, k > O sedémikian
5 K e : .

n=1 ‘o
hingga 2~ 2 ku_  untuk - n e B‘{, maka T x_ juga
n n IR v = T
di vergen.
Bukti: S &
n A |
Cid Misalkan s, = v 'xk menyatakan jumlah parsial dari
k=f "
o on
deret Y, x , dan = T y,, menyatakan jumiah parsial
ne1 7 n ket R :

o
dari deret Y§ y_.
n

n=1

oo )
Karena deret b % dan Y, masing—-masing mempunyal
n=1

D
suku-suku positif dan x < kyn V nald, k>0, maka berlakwu




T - - R R - R

s =kt Yn e M, k » O C D
n n o
© c©
Selanjutnya, karena deret § x cdan ;2 ¥ ¥, masing-masing
n=1 “h=1

mempunyail suku-suku positif, ")’n@ka barisan Csﬁ) dan Ctn)

masing-masing monoton naik. C 262D

m .
Misalkan deret ¥ p = T, bﬁrt.i Lim Ct D> = T.
n=1 " R 2] n

Karena barisan (t 2 konv en ke T dan monoteon naik,

maka T = sup { tn }

Sehingga berdasarkan Cx, diperoleh s, =< kT ¥Vn & N, k>0,
*{ B X . .

e

Hal ini menunjukkan bahwa barisan Csn) terbatas. ¥
D L & N " : 4 N

Dari Cxx3 d: Cxx2) disimpdkan bahwa barisa s D kHn-
ari dan odi p"%’ié : san _E_cn) s Pn

% o0
vergen, dan ini berar ti’-;;baﬁ*’r

£

" deret T, . konwer gen.

iyt o n=t "

Ciid Misalkan = = T =
n
k=
[ W)
deret Lo, dan it
. n
n=}
o s
dari deret ¥ w_. ey
n R
n=1 1
.' ’ o . #
2] . % RS X
Andaikan deret r o k-onv@rg‘e‘?n"; 'berarti barisan C..en)
2 ' .
n=j ; )
konvergen.
o0
Misalkan § « = &, berarti fim (s > = =
n n
=1 N
Diketahui bahwa x, > kyn Yn « M, k > O.
— Y & A o Yn « N, k > O
n k n



Soal -scal Untuk Latihan.

)

W

¥
N ¥n e My k 2 0
n k n RO A L :
1 ; l’ G ) - “i"

A
)

Hal ini menunjukkan bahwa barisan -i;tn) terbatas.

Menurut (%% pada (i3, barisan C'tn) moenoton naik.

i .
i . . o . ) . L
Karena <€ }:n) barisan monoten:® naik dan terbatas, maka

gnce Theorenm CBartl e, 1982;

b

berdasarkan Monoton Convér

y

22 disimpulkan bahwa barisan T nD k othaf:gen. Ini
o
arti bahwa deret ¥ Y, konwver gfn.

n=1 S TV ¢

dengan hipotesis bahwa deret - T ¥, udivergen.

~n=l }
Dengan demikian pengandaia salah. s
o ‘ 3 gt -
Jadi haruslah deret ¥ x_ ’ga. =
n=i & ‘43

0

1
L5
n= g
oo

1

L 5758 ‘
n=
"E" 1

2n + 18
n=1
o
E (s )

4n + 3
n=1 n % n
o

1
L —=
n=1 n

— . - i e A

SRl
iF,
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