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Sehf ngga 'Eltrtl =+ + 4 = A urrLtrk seLiap P parLisi dari
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Kar'ena f dengan variasi

lrc><-r-fca) | + lrcu:-fcx) |

sehingga lrcx>-fCa) |

alau lrco I

M> O

C +M

lrca> I * tl

f dengan 'rarlasi Lerbat-as tnaka.

lil ,"

rkt-i Leor:enra lengkap.
...,t''

arni dr:f i ni si dan teorema di atas, di

.:iikan beberapa contoh.
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Teoremr: 2.3

(Si, lat adt, t i f da.t i uariasi. t.otaL)

Jika f ungsi f denga.n .",ari asi Lerl>aLas

a(c(h, 
.

maka f iiengan variSsi t,erba.Las parJa Ia,cJ

sel an i rrLnva V h-) VrCa,c) VrCc, b').+

pada Ia,bJ

dan [c,b),

7 .2,

dan

,Jan

Bukt i:

Ci ) Akan, <Ii'buk Li kan

.dl'n I:c;"b1.

AmL.i I P- .sebai.ang par Li si7 ..

part.isi dari Ic,b]. Maka

dar i I a; b],, sehi ngga dap'aL
, ,...

f,tPi) +f,fP): ;i gqeo) s

I ni rnenunj trk k an Lrabwa l

f ctengin rrariasi Lerbatas pada Ia,cJ

dari Ia,c], dan Pa sebararrg

P^ = P.U P_ adaLah partisiotz

diLulis
'

Vr.( a, b)

seLiap f,(Pr) dan E( Pr)

E,

LertraL4.si oI eh

terbukLi bahwa f

tc,bl

Ak an di truk Li k,an

Da;i ,o darr clengarr
.:, ,'':'

VrC a, b) .

clengar:

Berdasarkan definisi

variasi Lerbatas pada Ia,cJ

cii)
'" i,, .

VCa.bli=:V(a.c)I '... ::. f' 1.,;' -ll

merniraiaqLkan

+ Vr(c, b)

Leorema sifat adi Lif

dari . aupremum diperoleh
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Vr(a, b) Z sup. {I(Pr)) + sup (tCPz)} = sLtP tt(Po)}

VrCa,b) , VrCa.,c) VrCc,b)

Sekarangl misalkan

+

danP=o

P={x

P U tc> adatah

, ..., >( ) e. .Pta,bl
n

sebuah parL-i.si YanSI

,o ?

sebarang

'.rne.muaL c.

-Ii ka
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f 
rCxu:;-rt:*r-r) l. = lfCxu)-f(c) | +
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lrcc>-fCxu_r) l,
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+

+ b)
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' t, .-

dalan dua himput'raD baglarr, yai Lu P,
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bentuk ini. dapit diPeroleh

EtP] 5 E(Po) =:'EcPl) Lt Pr) . VrC a, c) Vr(c,b)+

Karena VrC a, c) VrCc , hr) batas atas 'darl N P) maka'

di perol eh Vr( a , b) * ' Ura a, c) Vr(c, tr

Dari I dan rr bukti lengkaP.

' : .- . r:..r

Contoh I -j:i:r.li,,i
':'1::'!: 

'

Di keLahul f ungsl f\4+fd..:*t ,,sl')Cx) pada lnLerwal I O' art] .
.,. 

.: ii ^: . ,,.

,. f. konLinu pada f o,ani"lsei-tt f ' ada' dan LerbaLas pada

tO';ZnJ sehingga berdasarkan teorema t'4 maka f fungsl

15
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clengan var i asi Ler bat-as pada I O , 2n ] .

Berdasarkan teorema 2.3, f adalah fungsi dengan variasi

LerbraLas pada strb-suk:

dan l3n/Z,Znf , serLa

V,.CO,2n) = VrCO,n/-?) +

Dal am i nLer wa.I t O,Zn7

f ndik
. '1'i .'

f Lur.un monot-on pada tn/?,3n/27,

sehi-r:gJga derrgan meDgstunakan Leorema 2.2 diperoleh

sinc0)l + lsin t3n/2) - sin CntZ)l

i nLerval ltJ,n/Zj , tn./2,3n/21 ,

Y r(n/2,3n/2) * Vr(3n/2,2n)

diperoleh hal berlkuL:

inoirpLon pada tO,n/Z) dan l3n/2,?ru1

+

f sinC2rr)r. ,- ;Fi n(3ntZ) |

Suat-u f trngsi yang di def i rri si kan

dengan variasi Lerbatas apabila i. E
k=l

seLiap parLisi darl ta,bl' Selanjutnya
dlnot.asikan dengan V, dinamakan wariasi

LersebuL pada Ia,b] yang diLenLukan.

pada Ia'b] disehrrL

lAfk I Lerbatas unLuk

niLai supremum yang

toLal dari fungsi

pacla I a, b] mer upa.kan f ungsiSeLiap fungsi

clengan - variasi L

t en baLa.s

mer-'upakan

pacla I a., b

' pada Ia,bJ, dan fungsi

pi f ungsi Lerl:aLas bel um

iLu

t-entu

f ungsi cler'rgan lrar i asl t-er- baLas

degitu juga rJengan f ungsi kor:tinu pada Ia,bJ, belum

16



/ls/*/rt -
'Lenlu denga.n var i a.si t'er bat a's pada I a ' bJ ' Ji k a

ada dan Lerhatas pada [a,L']' maka f dengan

pacla Ia"b]..

Di sanrpi rtg

I _/ i

/\/
f,tt'' 5-

f korrLirru, a^r, ty/r/
/(,

vari asi Lerbat-as \/

.sif aL-si iat di at.as unL.uk f ungsi dengan rrari asi

rrari asi f rner upakan se} ang t'er j ulnl ah; lrakni unLukterbatas,

c e f a,.b]

S.i itaL i ni

1

Tt;n-iuka n l ah
1.- .;. .

; ,,.: 'i 1..:" r',

t.er.ba,tas
a.'

; aFakah fungsi

atar.r Li dak.

her I ak u rrrC a, b) Vr.C a, c) 1/r,{c,h).+

,i;.,
,l=rnbanflri, .ki La da] arn menent.uk an vart i a.si LoLal dar i

- i .: 
1.,

',rari asi. Ler bat.assr=b,uah fr-rngsi tJengarr

:{-
.;):...

Soal.-soal unluk IaLihan'

ber i k uL mer uPak atr rrai asi

-x cos (2n t'x ), x selair: O

f{ xf

o x=O

{

sin LifIIx ]' x s+-La-in L]

o ,x o

l,BuaLlah curnloh fungsi der:gan va'riasi Lotal
t t ,'

17
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A

a

KETERKAITA}J FUHC1ST DE}{GE\}J HIHPUHA}{ TERHUBUHL1

MaLeri Praslrzlv'p.1.

Ada br:rnlacam-inacam sifaL Lopologi himpusan pa.da [R, anLara

laj-n hinrpurran buka, himPunan Lutup, himPunan Lerhttbung, rla'n

hi nrpu!-ran kompak . Oa l im 'Lrph i ni akan di bahas tenLang hi mpunan
.

t--r+r-hr-rhr.rng di [F, kai t-annya clengan sttat-t-t f r-rngsi. Terleb.ih cla.ht-tItr

at<ap disajikan clef j nisi dan teorenta sehagai PrasYara+- unLrrk'

nrt:mLrahas h

pernbral-ra.san

hi rnptrna"n L
,.;

,l

Beri kut. cli sa.i j kan

kelerkai la+ f unqsi; clengtarr

'' .t : . '
Def i ni sii

t'Ii se.l pdR

Sel:'r.ral'r neiq

suatrr.r. g) O;

t-,+r-trrrtrrrnS dj [R, kemr:tJiatr diIan-it-rt-kan

,1ef i ni si datr Leorerna yang berkai Lan

rli R.

i input-ran

tienLanq

tJ*:rrga Ir

derrgan

mat-.er i. pr aslrar aL unLuk lnenrbahas t-elrLar.l<r

hinrpunan Lerhubtrng d-l 0e

r-r rr t. rr I,.:

dan fEtfR

hhorho,>d tlari p a.la.I ah lJ*-{. F) ={. xslP: | :<-pr | < e}

( p) r{E-t. p} r@ rna.k a p ti ti k I i mi tb. Jika unLtik seLiap s)0 l>,+r"Iaktr l't

E.
,i

tE t. r.rL rrp j j. k a

,Ii.ka ar-Ja s .)o
,6

setiap- t-itik IimiL

rtarr l'l ( r:) <: [F- ,na k a
E

o

lE adal al-r t.t Ll k di IE

p tit.ik inlerj.r>t E

i nLer i or IE

[E acla].ah [E=tEt{E'.

e

(:

d

t?

f

[E ]rtrka j ika seL i ap ti Li k di IE adal ah ti ti k

-Iika [E; himpunan Litik limiL [E maka clt>strre

1B



s. [E selang jjka [E mernuat- pa.l ing sedikit- dtra tiLik yang berbecla,

dan jika a,bdE da.n xetE clenga'n a(x(b maka xe{E'

I:. f : [E --+ [R, pe{E-, .f konLj'Du cJi P jika unt'uk seLlap s)O acla cS)L)

sedemikian selringga jika xellu(p)r{E maka f cx)e}{rcf cp)) '

Tr+or-rlma 1 .

[EGIR,

p)

p€[R.

rneDluaL
€I{(

Jika p. LiLik

sej unil ah Lak

1i mi L tE maka

hi ngga Li ti k

unLuk set-iap e)o'

di IE

Btrk Li

Anclai kan

Litik,rli tE

Teorema 2

lEElR, [E l-rrlka ji ka

Br,rk Li :

(r)

:. .. i..uiis.rrr Lunggal yai Lu P sendi r i ' HonLradi ksi

lranya tnemua.t seJ urnl ah l

, , , xr,, dengan *irP.

dan i=L,2,.' .,r)), berarLl

aLau Jika PdE maka N,

clan hanya jlka IEc Lut-uP

19

ada. l{.( F) Yartg

, yai t-u -x, , xz,

P

hr.l ngga

unLuk

( p) r{E
o

l>ul,: an

, p)'O.

Li t.i k

denqa.n

IE

E

Anrla.ikar-r tE tidak buka, berarti ada *od dan *o

Li t.i k: i nteri or [E, o] eh karena i Lr: urrLuk seLi ap

l{ (x )c{E. Jadi N-Cx-)r{Ec-{:< )ttl' Dislmpulkan x
.€ o € o o o

1i rui L [E-. Karena E" t-trLt-tp naka x e{E"' KonLradiksi_o

x =-[E. Pengandai an sal ah ' har-us1 ah
o,

pe{E }:er I ak ( p) r{E =O
€.



brrka.

(=--p) An,Ja.ikarr [Et titlak' t.rrt.rtp,

x PJE". Ka.t'.ena lE L:,rlka clatr
o

-Iadi ada €.):> () dan

E

ber ar t.i ada x Li t-i k I i mi L E" r-la,n
o

x ell l-:er ar t, i -x t i Li. k .i n Ler ,i or IE
c)o

l{ ( x ) clE. Dapat Di si nrtr:ul l'. an
l}

o

oN ( x )r{E'-tx } =C4. I{ont radi k'si derrglan x Littk limiL E"
c' c5

c'

Tt+ot'ema 3

Btrk l i

Per:-r7at'rrJai a.n sal al>i' I.'rarr-rsIah [E" t.trt.tlp

f : [B --..5 IR kc-ntir>t-r. tEclR. Jika [E L.uka nraka f -lCEl buka

-Iil:a f='c'lF.)=o" nraka r-rctE> adalah huka,, ka.rena

-Tika f [E)ro,

nraka f

r:nt.r.rk eo

'hkar-r

i nleri or

kor-rti lrr: cJi x' ar Lj n;rra trtrt-.r.rk

sehi ngga -i i ka xel{ "(:<) ntaka
1-\

ada cS )O sedemikj.an sehinqqa
o

o

6

di buk t. j k'an unLr-rk seLi aP xef

f -lc El . ArnL.i I xef -r(E)

dan N
E

o

k) l--uk a .

-clE), x

sehar a.ng

(-f(x))clE.herart-i fCx)=lE, lE bt.rka berarLi ad;r e.)O

set.i ap

fCx)el{ €

e)O acla

(fCx))

Cx)
c)

6>o

Jadi

maka.Jika ye.N6

f (r,)eli (. f'(. x)). Kar-,:r-ra lI - Cf (x))<JE naka f Cr,)e{F karenat'r'r,a'€.€
o

kata Iairr lJ

yef '(tr). D.i.perr>lelr Jika yel{O Cx) maka yef-'CIE) tlengarr
o

( :<) <:f -'C tE) . Kar ena unt uk set i ap x=f -rc [E) ada
o

2()



cs.,) o dan IJa C x) cJ'-'C E) . Dl si mpul k'an :< ti L'l k 1 rrt-er i c>t-

-af -CIE).

Tor->r enra- '1

-+ 
[R k,>nt.inu. tEEtR. Jika IE Lr-rt-uP maka' f-rCE> Ltrt'up'f: tR

Btrk t-.i :

Mi sal

buka

-af '( tE)

lF={Ei,

maka f

L'uLtrp.

tE Lt-rLup nra.t.a tr buka.. I{arena f kolrtirrtr darr tr

-tc[]-) truka. Pdclahal r-1ctr>=cf-1(IE))"' BerarLi

I
Lerl:atas maka strP [E elE

Tr:or-ena 5

Ji ka

Bul<ti:

Kaf e-.fra

a=srtr) IE

trer ai Li

Ji ka

[E+O. clarr t-er- bat as

Ji ka ae{E jel as

trnLuk set-i aP r) L),

maka tE menrptllrya-i suPrarlturrl , ntlsal

l{ ( a) pasLi memuat- t'i ti k cli E'
E

-Iarli a t.it.ik limiL [E, clerrgan kaLa lairr ae[E'' Jadi aef

Teorema 6

E=IR nral,:a a. lL tutuP

Lr. tE=F jt-,i

.=. jika [EglF'

tE Lutup.

F trrlup ma.ka EstF

?1

(-l



Errk ti :
c

Misal oe{tr.

6 >O dan l{

bera.rLi PelE CPeff tlan

E
{ p) r{E-{ P} --CI

o

Ka.ret'ra-

nraka- l{ C P) nlenruat-
E

o

C Leo I1 ) . Ja.di

e.

b

c

Akan

p+*{E'}

N
E

G

dibr-rkLikar:

Ji ka pe{E'

o

tr btrka

maka ada
o

petE maka l{, ( p)rr[E=0. ]J, Cp) tidak'mentuaL LiLik IinriL [E'

C)

karena jjka t,, C p) memuaL t'i Ll k I i rni t tE

tak her hi t-rg-qa- ba'n1'ak

I.l- (p) fff'=8. Karena Ol,
E

€'

(p)rff-o at.au I{r. ( p)cE , Karena jika

r-i Li k di tE

C p)r{E=0 dan N

t]
c

c

( p-r)6[f ' =g
a

p€CIE)" maka

maka

ada

o

e )A dan ( p,) clE , tJapaL disimpulkan tr buka, 3I-Linya Ec

t-uLup Ct.e9 Iel
.'t.-,

( +) . Ui=E mfnu.r uL a. E LuLuP'
. .,.1..

q 6+ -ri k a :E LuLr:p tnaka [E' c[E ' l>er ar Li E=[EufE' =[E'

JikapL.it.iklinrit-IEmakaPtitiklimit'tr.Jadi[E,G{F''
'

t<"r]d.,, [F LuLup maka [F,a_[F b'er-arli [E,ctF. Karena E"[EclF maka.

' l:_ .'

B'KETERKAT.TANFU}.{GSIDE}IGANHIMPUNANTERHUBUNG

Esr

Definisi. 1

A, tsffi. r$ dan [B terpisalr jik'a Krdt]=p) dan ArE=O

tElrtL{B, untuk seLi aP A! '

Sel arr j uLtrYa

ts LerPisah
IESIR, tE terhutrtrng jika

da.rr A, [Blt).

EZ

N



a.

a

karenanya ''A\ .Ja'n [B sa]ing asin*cJ'

Karena'Air{B=@ maka A dan tB salirrg asing' LeLapi Lidak

E-rtB=( 7>t@.

Cr:nLoh ct,dlihulrrrng clal-r Li dak Ler htlbtrng)

97 5,i:rnpuna pr Let- lrtthung , sehah ; Anda j k an @ Li clak t er huhung '

f]erii-ti: q,=Atr{B unt-uk sttaLtt A, ts terpisah clan R\,BIO' Karena'

/$,[BlO bera.rLi ada aeA dan beB. frisirnpulkan O=Ar.-dB memuat

pal i ng serji lti t-' dtla' I-lt)sLrr ' Jacti g memPr-tnya'i sr-ta't-tt r-Inst-Ir !

l: r.rl.rt.rarJi ksi r:lr.t-rcl.-rn €t t.idalc lnelnptlnyai unsLIr ' Pengandai an

sa] alr , lta r us-[ alr ?) L ':l- I.ltthr:lrcf, '

Hi mpuna r-r rJeDqar: unsur t unggal atlal ah h-i nrpunaD Ler htllrrrng '

seh,ab: Misal 1I={p} t-rnt-rrk stta.tt-t P€tR. Andaika-n 1I t--idak

L.ert.ltrfrtltrcl Lre,r-ar- t..i U=At {B trnt'rrk strat rl /$ ' flq Lerpi safr rJat:

A\,[R/O. a,[Blo herart.j- acJa- aeA dan heB. Ka.rena. Alr{B=0 ma-ka

PerhaLikal.r,jikaduahimpunanterpisahntakadr-ra

himpunanLersebuLsa}ingasing,karena:misa}Adan[Bdua

hi mpunan ter p-l sah , ber ar Li Er{B=O dan Arff=O' Jadi

( AutAi,)r)[B=o, aki baLnya Atr{B=o, di si mpul kan A dan ts sal i ng

asi ng. TeLapi Li dak herl akr-r seL:a1i knya, Yai Lu dua l'ri mpunan

sa.L j. ng asi ng [re1 um LenLtt Ler pi sah '

Perl'rati l.:an cont oh l:eri kuL:

A - ((),1) dan [P - (1,2). N=tO,1]; [F=t1,2]

Karerra Alrffi=€, rlan Arrff=O maka a dan ts Lerpisah' Dan A\rfB=f),

Z3

b



1I =Art.,{lJ memr,ra.L pal .i ng

KonLra.cl,i ksi rlengan II

(::. [E=C - , ]aO], ) t-i tlak t-erhuhunq. Ka.rena [E=At-rtB' At=C - ''J clan

lfl=C1, ) cltra hj.mp.r.tlrat'r t..c'rpisah.
.2

tl . lll=(n ln t>i J- anga.n asl i ) L j clak LerhuLlrrt)g. Karerra 0'l=A\u{B' A=-{1}

dal'r fB=0'{ -t 1 } tlt:a l-r j. nrFtrnan t er pi sah.

sebuah himpuna-n Lerrlrtlhrlrrs cli [R selain himpunan kosong dan

l-,i ntprrnarr ,-lerigan t.il):3Lrr Lungg:al- mPm[-rr-rD]rrai ]-tenLrrk sr-'cler hana

lrranFl khrrsrrs, yai Lr.i l-re.rupa seI ang sepert-i di nyat--akar-i tla-1. arn

t, eor ema he-r i k tt-.

Teorema 7 .t.,,.".

lE'clR, tE*qr,,', E- hirkar-r hj mpr-tnan Lunggal; [E Lerhubttng jika tla.n

hanya jika 
"[E, 

selano

Bukli ', '

(. =:)) I ngaL pada sual- rt sel at'rg [E, J i ka :<' ye{E; x< y dar: 1;11 ['t-t]:

seLiap z dengtan x1 z{y,naka z&-. Jika fE bukan selangl

berart-i ada x, YelE dan z t x\z{Y dan dE Jadi IE- A L{B 'zz

r$ =[Er{- ,z)

fB =[Err(2, ).

Kar er-ra xeA\
2

da.n Y#= nraka. /t 10, tB
z ; Ker etra A.:C-

z
,z),

dan tl]
2

6lh. Jacli

her l-.eda.

ltns\Jr .

[B c(z'

Lerpisal'l . Karena ada A lO, B l@ YangZz

ber ar Li tE t.i dak Ler htrbung

Z4

sedi ki t_ clua.

hanya t er cli r i

rjnsLrr yang

dar i saLr-l

) dan (_- ,z) & (2, ) terPi ah maka A
z

erpisah dan lE=A u{B
z

ta



( s.:j) .-ri k a IE Li dak t. er trrrhung , IE =Au{B cle a n ft;'6,, lErA ,:Ja.n

t,er- pi sah. Anrbi I xqA\ , y€{B mak a x( y s 1r r,, x. .rtrsumsika.n.x(y,

selanjuLt'r1ra definisikan z=sr.rp6Art[ x, yJ) l:er ar Li zeATrt xlyl

rlj. s.i mFlr-rJ- 1...a-tt z#,

rJan :<Sz1y. J-i ka

( l: eo I5-) sehi n ga z=N. Kar ena A\rltB

Karena y€[B rJi si lrrpr.r.I lcan x-<z{y. Jacli z

z./.^ , k e.r ena ><r=,-r{\ nrak a x( zl y rJa n zzlE C s l::al> zg.A, dan z-*Il'1,)

-I i k a z€:^ , l< ar elra A\rff=O nra k a z*fr. Ber rt.i z bukarr Lit-ik

I i nri L ts dalr ze:{E. Kar- ena zdE ,naka a =rffi dan z1 zr{y.

[><,y) lnaka zre'.fr.

lE br:kan sel ang.x1 z r{y
jika E tiqlak terhubung maka tE bukan selang, dapat

disimpulkan *iika E selang maka tE Lerhubung.

Kar ena z= sr-rp(l$rrl[ :<, v] ) dan z1 z , z
I

Dengan

Karena

Conf-oh:

rt=(l ,3),

demiJ<i an z eE dan
7 -Ia

a B=C:3,4); rC=rtUrfB L-ul,l an sel ang , J adi {D Ll dak

, Lerhuhun<r.

ll:. rtr=(2,31 adaLah selaDgr jarji A terhrrbung

Teor-ema ?,

tEctR. -Tika tE te-,rlrtrhung naka [E- Le.htrburrg.

Buk t- i. :

Jika tE ttrt up maka IE=E CLeo 6. b.), karena [E Lerhubung maka

F L*.hubung. Jika tE Litlak Lulup, berarLi ada p LiLik limiL

tr t-lan pe{E. rlkan rli L-rrkLi kan E terhr:b.,ung yai Lu ji ka E=A\,--{B;

^ilA. 
f1rq maka ATr#rcO aLau A\r{B-lO. },lisal [H=[E'-[E, karrrna

e5
lt:illil i.lfI 2." .': " ."; 'L t' r'. I r'I

lfl ii' i:';1 ,'



fF-[F'r-,fE rnaka tE=iF-tH' Kar-ena fE=A\t'{B rnaka'

(/t-tl.l)r(tB-lH) = Ar,-Fr, Ar=fft-[J

IB =ts-tlJI

-Iika A\ =A\-0J=O herart-i A hanya terdiri clari
I

yang Li clak di 'lal am [E, set-ri ngga /$ctE at atr

jika tBr=Ql maka 6r{B=O. Di si ru;:ul kan -ii ka iE=AutB..-rtru{Br l

fil- c AL{E) -fH

r_i r-i k

Ar#=0,

I-irniL tr

AnaJ. t>g '

a, [Pl[r,

rt =A\-[H,
7

,Ii ka A

tB =lF-t}'l
I

c{anA=fl , D
7'

=O makat

tQ), B*a
1

maka 6-1r{B110 aLau

cian fE t erlrrrht:t'rq. ltrrcA rlatr

Ak j bratrry. 'ft-1'lgtrr(l at.ar-t A\filF*f'1.

A. [BrO, f\ =A-fH. tB- =tB-[H dan
11

A-rfc=O.

L

A16=@ a.Latt NrE=O,

A rrE ,zO, karena [E=A-u{B-
lt71

her ar L i R .K <ian iF- 'F'17

I
ts c-lB

-l'eJ. ah di Lr-rn j uk k an , -i i k a fE=Auts ;

An[F+O. Dengan kata I ai n ji ka tE

gabulgan clua. himpunan yang Lidak

t.ersebuL pasLi ti dak' terp-isah'

Di si nrpt-rl k atr E=A\r.lR=Ar,-fr, i

8\ t@, ts
t

ta
_ii 1..:a

maka ArrF=O atar-t

^tA, 
[B*@ maka Er{BlCI ala-u

dapaL cli nYaLaka-n sehagai

kr:song maka dua himPunan

tE Larhubtrngt ma.ka-

f c tE) =A\u{B ,J.+nEra.n

L

ConLt--l'r:

a. lE-C -1 ,31 LerhtrF:trng berarLi E=t -1 ' 31 Lerlrubtrnq

'feorema 3

f : tE 
-) 

tR f uncrsi k(fnti. r'ru, tEgtR. -Il ka

f C E) Ler huhttt-rgl'

Rtrk Li :

Arrclaikarr f(t[.) Lj rlak t,r+rhrr]:rung, berarti

fiir.Q), [BlQl dan ErdE-Q), frirff.=@' Pandar:g hlmpunan G=tErlf -'Crtr] clan

et]



lH=[Enf -1f [B) . Maka [E=(,urtH

_i _l
f -C rt) cf 'C A) . Kar erra

Gct-rC6:. Karena f

C t,eo I4) . G ada..l. ah

] Lic-) , tjan f -tC F:

-l6.:f-'(FD aLa.u fC 6)cAJ.

herarti fCG)nf(lll)=O

GriFI=0. Jadi (l; rla.n 0-l

clengan GtG),01rq. Karena AcN

<Dcf-l(A) dan f-1(A'r).=f-lcEl

konlinu dan B tuLup maka f-lcF>

hi mpunan

I'rl trrp-p;1p1'1

t.erkeci I yang memuaL G

Lut.up- :/aDg

Er{E=t} makaKa.r ena

nemual di

f cG)r{B=0.

maka

maka

t utup

C teo

lnak a

f ( [H) =lB

----+ [R fungsi ksr-rLinu.

sehi nqqa. f(a)(c(f(b)

C}r0J=O Ana.-I og di perc:l eh

kosong. Hal initjarr t i cJak

Jj ka. f (a)<f Cb), cla.n c sua.Lu

rnak a ada peC a , tr) sehi r)qEta

sehi ngga

Lerpi sah

a

b

t- iclalt rnungtkirr t-er*i acli !tarena [E=Gu{H darr E t.erFruF-,ung.

Penqarrdai an sal alr. -Iar:Ji lrarusl al-r f CIE) Lerhtrhung.

C,>trLol-r:

t: tE 
--r 

[R, f(x)=x+Z

lf =[ O, 4) t.erhr:L-ungr nra.ka f (tE) =[ 2,6) terhubung.

-Iika f Litjak korrt.intr dan [E t,erhubung maka helum LerrLrr fCtE)
z-.<'t?, xl3

Ler- l'rul-rr-rrrcr, lni saI f : [E ---+ [R, I'C x) =={
tx , X=3

E = [O,4) adalah t.erhubur.rql , teLapi fCIE) = tA,E)r_r{3]LlCS,61

t i clak Ler hrrbtrnq.

f konLinu cli [E, fCIE) terhuhuncr aFakah lE tertrubunq?C

Teor-enia

f : Ia,]:l

l-:i -1. angJan

fC p) =c.

4
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Buk t,i :

Ia. bl t-erhubung, sehingga fCIa,b)) Lerhul:ung (teo f L 3)

akibat,nya fCIa,bl) adalah selang CLeof I.l-). Karena

fca)(c(fch) dan f([a,b]) serang maka cefcta,l>J); berart.i

t.erdapaL pe(a.,h) denqan fCp)=c.

Te::rema 5

Jik'a ,={R*, nefl,l nrak'a. a<Ja xe{R cla.n *"=.

Buk t.i :

Fanclangl f c x) =xn clengan neN. f adal. alr f un17si kt:.nt.i r-rtr,

f ( O) -C)( a , clan acla b€JR serJenri L: i an sehi nggta f C h) =).''> ,r..

I{arer-ra f kont-inrr, f Lerdefinisi di [R, dan [R terhubtrnq ma.ka

fCtR) terhubtrng. Akibatnya fCtR). adala.h selang. Karena

O,l--''ef (R) ; O<.a(hn clan f CtR) selang maka. a.ef ([R) , berart--i a.cla.

xelR dan f C x) =r.t =..

Corrt-oh: -?={R*, a€0'{ ma.ka ada x=6dR cla.n C {-a)2=3

Fada [R, yang merupakan lrimpunan terhuLrrrnq ada].ah himpunan

yaDgt berttp-a selat'rg, hi,npunan kosong, dan himpunan denqan

r;nsur- t unggal . Da.n f ungsi kont-i nu mencla.weLkan

keLerhubrrnqan sua,Lu himpr:nan arLinya. jika f: tE 
-+ 

tR

f ungsj. kr:nti nu, tE f-erhr-rhrrng maka fCE) jtrga t.erhrrl:r,rnq.

Teorema ni taj, arrLara aclala.h saLah saLtr penerapan tJa.ri

keterkai t-.an a.nt.ar"a f trnqsi konLi nu clan hi mpurran Lerhul:r-n-rgr

.:reng Lrertrpa selanq Lr.rtup.

ZN



E}AR-I S,tl{ ,rU}{GgT

A. Fenger t,-i an

Fada per k u] i a,han Anal i si s ReaI I tel a.h di L-aha.s

Lent.ang bar j. san bi -L anqan r ea] . Di sarnpi ng i Lu di halras 1>uI a

t-.e,ntang t:ara trnt-.trk menctr-tji kekor)vergena.n suat.r.t btar.i-sa-n

bi I angan rea] , bai k denga.n menggunaka.n rJef ini si nla.upl-In

dengan menggunakarr beberapa Leorema. Bab ini akan membahas

t ent-ang Bar tl scn Fun6s L -laang er at- hubttngannya cler.lga-n

pemahaman tenLangr harisan trilangan reaL.

Bari san f r;ngsi mertrpakan barisan yangl sukr:-sukuntra

aclaLah f ungsi bilangan real . Dalam nrembahas Lra-risan f urrgsi,

Lerkait jr-rga. denga,n kekonwergerla.n dari suat.u barisan f trnqsi,

yakni konwergen Litik demi LiLik CpoinLwise convergence) dan

kcrnwerqerl sera.qam (- r-rni f crrtn t:on\rar-llencra).

Def i ni si Bar-.i san Fr-rngsi.

Jika ttnLttk se.Liap n € 0'l a.rJa. fltnqsi f.,t A 
-t 

[F, A c R

nraka Cf ) cJikata!,:an bcrris,zn .{rtt:,6si cla.ri A ke [R.
r,

.IarJ.i , Ln-tt-Lrl,.: set. i. aF, x = ,A clapat- dibentr"rk Lra.risan (f ,r{-:<)) Yantq

strku-sukunlfa berkr:resporrdetrsi dengan nilai -r:ila-i f ungsi.

Llrri-rtk rr.il.a.i x = r\ t"ffl-t-eptr-t Lrari.sa,n Cfr.r(x)) ntttt-rt:lkitr

konrrer-EIeD dan trnt-.uk n.i..Iaj x € A )rar)gl -1 ain barisalr jni

mt.rrrgki n dj. r.er -q€?n. Untuk set-i ap x € A yal.rq men-Vehal-rl'.al-r

l,-al-.isan ( f ,rC;<)) k<:rp-- irel-EIer), ada t r,rr-logal hi,Iangan rea.i .l'an[I

aei



ditlrn-'i trkkan, _\,aj-t.u l.tm Cf.,(x))

acJa) hergarrt. rlng pada pemi I j han

B. Mat.er.i Perrclr.rl,:unq

f konLinu padd c

("V c > O)(3 66>O)CV><e=A,)

Secara unlr.rnl ni-lai ,irrj C.jika

t.iti.k :< e A

I-lnt-r-rk ppmLra-hasan nrat-eri i ni , cr.i per r ukan beberapa

t ec-rr ema t enLang Lrar i san [:i r angan r ear sebaga.i penduk Lrrrg r

yai Ltr:

Teorenra Kekonwergenan Barisalr Bi.langan Real

M.l salkan X = C-r,-, l-rarj.san

){ konvergetr ke x {-}

C Vs) O) C 3 K(. c) d}l) C Vrr e Bl)

hilangan rea.L, z e [R

nZKC a) --+ lr;
Teorema Kekonf,it)rran Fr-rnqsi-

MisalkanAStR, f: A ---rlR, ceA

xl 1e

l*-. | ( 6c 
-' 

f rc ><> fl( r.:) 
|

/-€

Teorema (Kr-it-r>ri.a Kekonverqenan Barisan Catrchy)

Barisan bilangan

bari san Lersebtrl

Teorema t-imiL

rea.I adalah konverqen jika clan hanya. jik'a

bari san Cauch'r

.Ji ka X C'.t: ) L-arisan kcrtrrrargetr datr a. !:ri 'x) <: h Vne 0'l , nraka-
n n

a < lim C:r -) < b
fl

(-:. Kor-rverqen Tit.jlt-tit.jk rJr:nri T.1 tik

30



) barisan
rt

[R, AC[R ------+[R, A gA
rr

Jika unLtrk seliaP x = Ao' barisa'tr (fr-r(;<)) kotrwergen ke+ f{x)

cJi [R, maka dikatakan hari'san ( f r.r) kr-rnwerg;ein ke f rli 4,,'

f)a]-am kastts inj.,,f diqebt:L ljmit- clari L:arisatr tt',' di

AJikaI'r.lngsifada,ma.kaclikatakan}:ahwal-lar-tsalr.]f.,)
t')

konwergell rli, A,,, aLaLI (f n) kr>nvergen ti tik denti tit'i k di Ao'

Si ml.()l y:r!)(J I azi- nl rtl.rt'rlk f131- j s:all t f *) )'ang k r:nve-rgo;n
n

ke f di A adal.al-ro

Def "i nisi

Misalkan (f

f:A

f = lim

DapaL j ttga

f(-x) = liln

Anrbi I -x €
,t

Bar i san

Cont otr

llungsi

f : A
o

A aLau
r)

sFper t-i ,

ulrLuk x.=A

f -------+ f di A
frcf ) di

ft

cl.i Lul i s

Cf Cx))
n

.Ao

Cf

linr t-I)

o

sebar ang.

Cx )) konvergen ke
h1

nbahwa lim (5) O, urrluk x e [R

, aLau f (x) 
---+ 

f Cx) urrt-t-rl.: xeA^
.)n-.,

o

fCx) di x
I1

urrLuk'xetR,t'reBl

o

( a) Tunj ukkarr

Jarvah:

Misalkan f Cx)
n

l.inr (f (x)) =
rt

f(x) = Q

= x lim (
rl

dat'r

)1_

l)l)

3l



( h) IlJ. t.tlng l.i nr (:<'') , unt-trk x € t O, l l

Jaurat>:

Mi sal ka.n

,( tttrt-ttk

Jacli '

-I acli ,

Dar i t(,

Etrr,(^ x) - ){t ' x€

,X=1

x=1, maka g C1) - 7

It.),l1 dan n e [N

= >< unLuk x e [R

2.

.1. -l_ nr r- 5 -1

1;pt--r-tk

xx upLuk ){ = O, rnaka gnCO) =

Jadi , gt C O) -------+ O
rr

*xx ttnt.uk O ( x ( 7, }im Cx^)

rr

g C1) 
-) 

L
fi

!l n

xx

x+'nx

L)

o

( x) -------) O

dan xxx disimpulkar-r bahwa.

{,

O<x(l-

Jacli , _r g di to,1l

C c) Tun j uk k an l>a.hwa I i nr (

-In1qr;11-r
2

gC x-)

M.i sa.l kan l-r (- -x)n

2

s rr

2
+x

cla,r) lr(-x-) = -x, urrLtrk x e [P, r) .= I]l

n

'+ tlx
n

z

l: (- x)
l)

-IX
ft I)

-linr (l'r Cxf.) linr (-

?.

,-)
+ v'l {' lim x = C)+-x = x

fr l)

3e
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kar etra

Jadi '

( cl) Turr j r-tk k an bahwa hat-isat'r Cf Cx)) Cnx) unt-qrk x € R
fr

cli vergen

Jawab:

lLnr (f (x)-r Iint (n:<) x l i-nr Cn)
n

Kareha trar.isan (rrf dj verg€lr, nraka 'l- j nr (n) tidak ada' L)l eh

i Lrr I j- rn C f ( x) ) Li tlal.: ada.
n

barisan Cf C;<)-) = (nx) unt.trk xe{R cli vtrgen'
n

Lemrna

Misalkan.Cf -r bari:=an fungsi
n

7'
A., -------+ [R, Ao < A

j.ika clan han;rra jika unt-uk

;1tJa bi I angan asl i I{C r; ' :<)

f : A 
--+ 

[R, A C. [R , f

kefdiA o

seLi a.p **A,,

fcx) 
|

cf )
n

rl> O

Bukt.i I

Dar-i rJefin.isi dj.ketahr;i hal'rwa Cfn)

clan hanya jika V-x e Ao barisan Cf

R.

33

konwergen ke f di

Cx)) konvergen ke
rl

konwer gen

dan unt. r-rk

seLi ap

s.+,lemi -

{e

perlu dicataL bahwa KCs,-x) maksudnya adalah nilai K(s,x) L-er-

qar:Lut:g kepada e:)0 dan :<eA.,

A., -iika

fCx) di

l,t ii-i;{ 'Jli I l':':'

tii!l,, i"":



Anrbil xeA sel>arang.
r)

Bar.isan (f (,x-)) konrrergen ke fCx) r-.-+
ir,
(-Vr)O)(:3 KCe,:de Dl) (V n e 0'l) n>KCe,x) ----+

t) n

f (;<)

+--+ (Vs)O)C3 KCe,x)e [ll)CVne{l'l) n>KC €,x) ---} lf ,rCx>
fc-x) | <

€

fr,c:<> - f{x>l 1 e
(''I'eorelna L e)

Ber ar t.i r-rnLuk sehat-ang ,< e A brer-Iaku (f (x)) konwergen ke

Cf (-x)) kt:nverqen ke fCx-)
71

F,C s, xJe tNlCVndl{) nzF'(r, x) lr c x:rtn

Terhul,; t.i r

(Ic-nLerh cli a.t...rs, dapat- cl-i htrkt.i. kar-r clengarr menq<ltrr:a.kan

Lerrrma i ni , sebaqla-i. ber i k-trL

Ca) lim (I) O, rrnl-uk: xe[Rn

ftengan clemikia,n

tVr.r(-)-rCVxeA ){3
r-)

f<-:<) [< €

Btrk t..i :

Mi sa) kan f 
,.,C 

x) = '-t dan f (;<)

Ambil xelRsel:arang.

-l .ika cliL-erikan e)>O sebar^aDg[,

lr cxl fcx)l = 1I - ol < 
Il-r,--' I lp I

L'r r:rlt.uk x e [R, tr e [N

pandarrg

n ' l*l
€

Pirirr KCe,x) = [|+] 
.+ 1

'Dr+ngan rlenri ki an, ttt-rt.trk sebarang e)O clan sel:arar':g x e [R

34



( 3 K( 6, x) € 0{) C Vne8'l} nZKC s, >'J ---+ lf ,,t x) fcx) 
|

1e

Olelr karena iLt-t,

CVp)o)CVxelR)(3 K( e,x)e tl{)(VneD'l)n>I(( €,x) 
-rlfr,(x)-fCx) |

Ter buk t.i batrwa l i nr C I) = O, ulrt ttk x e [R

( l-.) Ttrn.ittkkan bahwa

o
Linr C*t')=

1a

(,)_-<x(7

{
L x-11,

Br-rk Li :

Llrrt.uk x € [O,1] rial-r t) e 0'l , nrisal-l':ar: tI Cx) = xh tlan
t)

g(:<) = 
{:

L)Sx(1

x=I

Jika cliberikar: e ) L) sel--a.ral)gr Linjau tiga kasus:

Ci) unLuk -r< - O

Panclang 19,.,<---1, s(x)l = l*'- ol < lo - Ol I a

O< €

Pil-il'r ((a,:,:<) - 1

L):nqan denrikian, ttnt-r-rk sel>arang e)L) dan x = O,

(3 KCe.x)e IN)CVneEl) n>KC€,x) lerrC*> gcx)l

Cii)unLukx={

Pa.r:tJarrcr 1n,,,*, - tlcx)[ = l*'' - 1l = 11^ 1l =

Pilih K(e,:<) = t

Dengan demikj'an, ut'lLuk seL'arang a)O dan ){ = 1,

{e

O< €

35



C3 KCE, :'<)€ [ll)(Vne0'l) n>K(4, -x)

CiiilunLukO<x(1

Ambi -L x e ( O, 1) sebarang.

fs,.,(-xl - gcx)f ( a---+

Pandang lS^Cxl s( )<) 
I t,' ol < 

I

n t< 
EX x

n r:g-l
-[og x

Ckarena O(x(1)

Pi L i l'r I{C e. x)

L)err. al'r d*:nri k i. at'r,

x e CO,1)

sebarang e)O dan sebarang

C3 KCe ,x)e 0'l)CVne0'l) n>KCe,x) 
-+ lS,C*:

Dari Ci) (iii) t-erbtrkLi bahwa

gr(x)l< €

I l
f rg_ =_.log x
ur-rLtrk

+1

Iinr C*'')= 
{ ,

O<x(7

x 7

2

t)

Btrk'ti:
2 't nxMisaLkan h (x)nn

Dl. Ambil x e [R sebarancl

-ri k a di ber-.i k arr el> O ,sc-Lrat- at)!I ,

ln cx> - hc:<) | = I'i_:_lllnn

cc) lim (x +. t.)x ) = x, unluk x e [R

tl

da.n hC x) x,unLukxe[Rrne

panrJang

l*'l = *t < '
l'r n

2n)x

_?6



a

Pitih K(6'x)

Darrgan clenri k-i an r rrnt uk sebat- arrg e) O da-Ir

lrr c xlth

seL-a.r- an51 :< e [R

- ht$l 1 e

n>KC e , x) ---+ | trrr( ><) -hC x) 
|

= [*1+ 7

C 3 KC e, x) e 0'l) C Vne{l'l) n>KC e , x) ---+

Ol eh ka.rena i t.u,

CVe) O)( VxeA )C 3 K( s, x) eBl)C Vnelll)
r.)

1e

Ter |:t-rk Li l>alrwa .I i nr C

2x-+n = xr unluk >< e [R
rI

' f). Konverqen Seragtanl

Defi ni si

Mi sal kan C f ) bar,i san f r:ngsi
fr

f : A -----+ [R, A = [R, t' : A- -------+ [R, A^ c A
rt'oo

(f ) kolrvet^gtel) s€|raEla,n k,= f di A- jlka unlqk seLlap a)O ada
TT

hiIanga-nas1iKCe)set-lemikianhinggaunLukseLia.pn>

rlan untuk set.i ap *=Arr, maka lf ,,C*) - f(x) | { e

Perl-u clicat-aL bahwa KCa) lranya berganLung pada €'

Sirnbol Cf ) konwercletr st=ragant ke f di A :

n--f)

f -----> f cli A ata-tr f Cx) ----+ f(x) unLuk x e A
rr -------+ o - t'- - -- --+ o

Dlef .i ni si rji at.a.s secar a si m)>ol i k dapa't- di Lul i s sebagla'j'

b'er i- lt r.rt

r -----+fcliA*-r--} on

C Vp) O) C 3 KC a) e B'l) ( Vn.=0'l) rrlK( e) ----+ I
f Cx) fCx)f < D, V:<eA,,

fr

?7



Secara r-Iecr,letl-i r jika Cf -) kt-rnwerglen s;eraganr ke f di A.,,

maka seLe] ah sLrktI ke-K( e:) , graf i k f ungsi f ,, Lerl elak parla

,J.aerah yang dibat.asi oleh grafik f '- € clan f + €'

Contolr
n

f di Io,1l

O unLuk x€ IO,1], n e t]l

nx x

xDiketahu.i f (x) dan fCx)

n

n D

Bulc Li :

Di hq:r i k'an s) C) sel:ar at-rq

Fandang lf ,,C 
x) f C x> 

|

t't

nn,)
ol

7

n
Vx e tO,1l

Jadi, n

PiIih KCe)
[_

Dengan denri ki an , ulrt-r-tk; sr--hal- atrg e ) O,

(3 K(c)e{l'l)(Vrrq[H) nZKCe) ---] lfr.,Cx: - fcx)f 1 e, Yx e tO,1l

Olel'r karena. iLu,

(Vel>o)C3 KCe)€{N)CVnefl'l) nZKCa) --} [f,,cx) fCx) | < E, Vx €

I O,l, l

3A

E

1_

6
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Jarji , f
t.r

CaLaLan:

--r f di tO'11

->

Da.ri definisi dapat dipahand bahwa Jika barlsan (fn)

kc-nvergten seragam ke f cli A,, rnaka barisan ini juga konvergen

Litik demi Lit.ik ke f di Ao. Tetapi,sebaliknya Lidak selalu

berlaku. Sebe1uln rnembahas lemma berlkut, akan dldefiniglkan

sub barisan Cfr, ) dari Cfn).
k

Definisi Sub Barisan

Mi sal kan C f ,,it bari san f urrgsi da.n n

ba.risan bilangan as.Ii naik kuaL.

(n zrt
{ nu{

f

EA

Ao Jika dan

) dari Cf

di sebut-Barisan (f ) di [R, Yaitu f
n

k

strl: l:arisa-n clari Cf ).
fr

Lemma

,f n72n 't

n

Misalkan (f ) harisan
n

f : A 
-r 

[R, ^A c [R

Cf ) Lidak konvergen

>Odan
ft

j i ka acla t,

barisan (xu)

unt.uk seLi ap

fungsi

f:A-+[R,Ao

seragam ke f di

ada sul: barisan

o

Cf

hanya

) dan
l.ln

k
Cx

k
di A sedemikian hingga lf,r) k

) fcxu) 
| o

k eD{

Rtrk t i

(--r) MenuruL de'fit'risi, f 
-) 

f di A <--.------+
rt -__-_+ O

(Ve)O)(3 KCe)e [l'l)(Vndll) nZK( e) -----+ lf ,.,C><-r
f(x)l < 6, VxeAo

rf !i ii. ':l' l'
..,r.-:il

tiiii: '

?q

I
t

I
I



Berarati, Cf ) Lidak konwergen seragam ke f di A., 4--+
rt

(-3 c >O)CV
o

KCs) e [N)(3 ,*u=
A ),.(3 n

o
elN) n 2 KCe)

Cx )
k

fCxr) 
|

,o

kk

lf ,,
Vk€lN

k

UnLuk €o

Mi sal k an

)O, pilih K(e)

x eA da.n t: dN
10 1

7

=n>1 ,r lr cx )16L f(xr) |
eo

fCx)l>a3rO

LerdapaL sub

A sedemi kian
o

,
1

xeA dann ell'l = n )n +1 )n n
271

lf (
hz x) [=,fc>< )

2z2 o

xeA
30

dan n e{{ = n 2n +1 )n
3 ?z z lt., Cx )

?
3

xueA., dan nuelH = rkhk-r*1)tu-r^ lf. c?r-aaxu) l>eo

l(arena nr(nr(nr(

Lerdapraf b'arisan ( xu)

Cfn) sedemikian hingga

c +-)

(n (
k

di A dan()

lf^
L

di keLalrui bahwa ac{a

dari Cf ) dan barisan
n

dan berlaku VketN maka

sub barisan Cf", ) darl
k

Cx )
k - fcxu) |

ao

Dari hipotesis

barisan Cf )
t1

k

hingga lf, Cxu>
k

Akan dlLunjukkan

e >O dan
o

(xu) di

fCxu) |
Ze to

Vk elN

bahr.ra Cf ) tldak konvergen sel-agtatn ke' f
ft

di Ao (dengan konLraPosisi)-

Andaikan Cfrr) konver€ten seraga'm ke f dt A

ni si , unLuk 5st-i ap c) O ada bi I angan asl i
o . Menurut- defi-

K(s) sedemikian

€1 Vx e Ao.
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ArLiDya, setela.lr suku ke-KCe), grafik f ungsi f., LerIet'ak

pada claerah yang rlil-raLasi oleh grafik f E dan f + €'

Hal ini berLentangra.n dengan hipotesis bahwa terdapa'L strb

barisan (f ) dari Cf ) dan barisan (x' ) di A sedem'ikian
-T1 

')1<

hingga lf^ Cxu) )6,VketN.
of Cxu) |

k
Jadi, haruslah Cf ) Li'lak konwergen seraga'Tr ke f di Ao

n
TerbukLi r

Contoh

( ar-) Di keLahui O, unLuk xetRIinr CI)n

Misalkan f

Tunj ukkan

Javral::

C:<) = 4rr t)
dan fCx) = O unLuk x e [R, n t= [N'

,,) t-itlak konvergen seragarn ke O' di IRbalrwa ( f

-Ii ka

-Tacli ,

Filih

l'r =k

lt,,
E

k dan *k = k' nraka

- fcxu)l = 11

1 dan f(xu) =$

LernyaLa ada sut: barisan (f t- xU) ) (1) datr

fC

,X=1

x)
kn

k

-oCx )
k

k
= 1,

-o
Cb) DikeLahui lim (x')= {t1

o

) f(xu) |
76.

7

lR sedemi kl an hi ngga

, V KdN.
r)

n
k

barisan (xu) Ck) rl1

Iar,ua*u

fiengan

di tR.

denrikian harisan Cf ) Li'Cak konvergen s.aregatn ke f

O<x(1

Urrtuk x € tO,1l dat': n e $l , nllsalkan g-Cx) *t drr,
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={,
Ocx(1

g( x)

Jadi , ls,, txu)
k

Pilih E =o

brar i salr (;<u

- g(x,_)l = I

Lernyata ada barlsan Cg (x. ))-"tu k

'x-L

Tunjukkan bahwa (9r.,) Lidak konwergen seraganr ke g dt t0'11

Jawab

-Tika n k rian *k - C1, /Z) a/k maka k
dan

O<x(1
g( xu)

stcn
kk

J
2

1

z

I
,

2

)=

-r.J= z

=t,
, X= I

ol

sul>

dan h(x) = Xr uI:Luk x e IR, n e tll

konwergen seraga,rr ke h di tR

c-k) |

(1)
z,

dat'l

t./k) di Io,1]

V KdN.

sedemikian hingga

ls fr
k
Cx )

k
g(xk) I > "o,

fk=ngarrdeuikian bar-isan (g-.) Lldak kt-rnwertqel'r set'aga'Ir ke s

di to,1l

z
(c) lint ( + !:1-'' = Xr utrLuk x e [R

n

*"+nx

{(1./2)

Misalkan h

Tulr-i ukkan

Jarval--:

Ji k'a n

Cx)n n

bahwa Ch ) Lldak
n

k
k dan *k -k, maka l'r Cxu)=Odanh(xu)=-k

hC xu) | lo

l:, terrryat.a ada sttl> bar'lsan (hr.., (xU)) ( O) tlan

4e

n
k

Jadi , lh,,

Pitjh to

k(x )
k

k



L-at.isarr(xu)=(_k)di[Rsedemikianl.ringga

k

V k€Ill.

Ch ) Lidak konwergen seragam ke lr
n

ln (x.) hcxu)l > ro,
t.rUk

Dengan demj.ki an barit;an

cli R.

Ter>rema

Misalkan (f ) barisan
rr

f urrgsi

f_ fungsi konLirru di A,
ftf. : A ------+ [R, A C {R, A cAdan,o o

n

f:A--ttR
f)t:

Ji ka C f ) k.>nr.er Eten GeF a€tam k e
fr

kont-inu di A
D

Bukti t

J.ika c l>trkarr clusLer PoinL di

c. Andaikan c clusLer PoinL di

fdiA,mskafftuncleio

naka. t' t>tolnat-lg kont-l-nu dl

konLinu di .:

r)

A
o

x Amhri -L c

Metrur ut-

)+

e A setrara.nql.
o

Leorenra di aLas, f

(Va)o)c3 6a->o)cVxeAo) l*-. l{6r-* lr^cx> - f ,.,ct) l< + ' c1)

Karena c = Ao sebarang, maka fr., kont-inu di Ao'

f---'fdiA+.-+n ___-_) ()

CVe)>o)CB KCa)etN)(Vne=0'l) nlK( rc) 
-> lf,,Cx> -fCx) t' +' VxeAo'' cZ)

Karena c = Ao, berlaku juga

CVe)O)(3 K(e)€$t)CVne0.l) n>KC e) 
-+1f.,(") 

fCc) t< +,ceAo. ' (3)

YxeAo dengan lt"-. I , 6u, Pandang

n
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lrcx> f{c) 
| lrcxr - fr,c-x)

lrc;<r -f ,,c 
rJ | +

+ f Cx) f (c)
n n

+ f ,,cc) fdc) 
|

+ lr,-,ccl-f{c) |

Cclari C1) - C3))

=

lr c.x:r-f cc) Ilhnl

6E€ 1I

33e =€

Jacli , f

Kar ena

Cont oh

kc>r-rwergen seragarn ke f Cx) =

JeIas balrwa f(x) = O. lungsi

Perlu digaris hawahi bahwa.

trcrrl aku, p-erl'laL.i kan conLolr

kont-i nu pada C

c e A sebararrg, rnaka f konLinu pada Ao'o

Pada cont-u:lr tji atas LeIah diLunjukkan bahwa CfrrCx)) ca >
ft

n

o di [o,l-]

konLinu di tO,1l

k onver s Ler:r ema. i ni t-i dak se-I al u

yang Lelal-r acla.

. Ter>rr:ma (-Krit-eria Cauchy untttk Konwergen Seraganr)

Misalkan (f ) barisan f ungsi di A < [R
n

Cf^) konvergen seragant cli A Cke suaLu fungsi

herriy;: jika rrrrLuk seLiap a)0, ada bilangalr asli

kian hingga r:nt.uk seLiap m,n>HCa) berlaku

f) Jika dan

HCe) sedemi-

lr Cx) - f (x) l(e, VxeA . . c1)lmrr

Dengan kaLa lain, jika barisan Cf ) konvergen seragarn, ntaka
ft

(f ) barisan Cauchy.
ft

BukLi t

Ci) ( ----r)
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f 
--+ 

f di A, arLinya jika diberikan c)O
rt

C3 Hce)etl,l)(Vne0'l) n>HCa) ------+ lf.C>o - fcx) 
|

Jika rn > HCe) maka dipenuhi juga lf-Cxl

lr cx) - r cx>llfirrr = lr_c><> - fcx) + fCx)

diLulis

< f (:<) .j f (x)
n m

r,
< limCf (x)-) < f Cx)+E

sebara.Dg r

< e, vxeA
z

VxeA

A sebaraFrg r

f Cx)l
f, I

fcx) 
|

Cdari Ce))

c2)

m 2

CTeorema I.5)

fCx) [(€,la

rnak a

i Lu,

I. 4)

.a€
zz

cii) ( <_)

Misa.Ikan Cf ) sr=bagdng barisan fungsi di A.

DikeLahtri Cf Cx)) acla-Lah barisan Cauchy, o-Leh kar-ena
n

(f (>()) adalal'r barisat: yang konwergel: (Te,--reltla
^.

Defir:isikan f: A 
-r'

lR dengan

linr Cf (x)), VxeA
n

Dari (1), unLuk seLiap HCe) dan Vx € A, berlaku

f (;<)

lf cx)lrn

I t' C r,()tm

f c><) I
l.rt

f (x) I
nI

( a yang dapat

f Cx)
m

f Cx)
m

€
z
F

;

E+
z

.€
2

6+
zz

<2 ( e
2

--------t>

--|

-)l

_+ f (x) f(x) < f Cx)
mm

lf c><)lrll fC x)

Jadi, jika diberlkan a)O sebarang' 3 HCe)e$l sedernikian
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hingga CVme0'l) nrrH(e) 
-+ 

lf ,rCx> - fcx) | { e, VxeA

C Vrreg'l)n>HC a) 
--+ | fr.rCx> -fC x) | 

( e, VxeA

n>flCe) -----+ frrrCx> fC>Ol < €1 VxeA

Jika n),n, maka dipenul-ri

Dengan danri ki an,

C Ve) O)C 3 HCe) dN)(Vne{H)

Ter buk Li

Cke suat-u

Dar i

Cf ) adalah barisan yang konvergen seragam di A
n

fungsi f).

Ci) dan Cii) Leopema LerbukLi

Contotr

Euk Li kan balrwa

jika dan hanya

Brrkti I

1Cf C'x)) = (x + :) konverqen
,1 :n

jika (f ) barisan Cauchy di
r't

ser agam di tR

IR

C 

-r) 
Ditrerikan e)O rsebarang

n

,n

--.=t

>' HC e) ---------+

ts
l)

!<
,)1

1

flC e>'
1

EG]
Ambl I x e [R sebarang

Par-:rlarrg lr c:<> f <-x)l
I r, ffi lc* + (x + L,t

1-)
I)

L
,n

1_

DI

1_

I)
L

I

n

1_

nlri t

e
= HCs)

HC e)

+

1

T-G5

li.iLi

+ 7

ITG5
{e

<

Z
E
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Pi li I-r H( e) = 
[; ]+ 

1

D>ngan denri k i an , unLuk seLrar ang s) O, 3 HC s) elll sedemi k j- -

a-rr hingga. CVn,mdN) pl,nrlHCs) 
-r lf,Cxf -f_(x) | I a, VxelR.

Terbukti bahwa Cf ,,Cx)) a.clalah barisan Cauchy

c+_-)

DikeLalrui (:f Cx)) L.arisalr Cauchy, arLinys. Jlka .-ilberl-
rt

kan c) O sabat-arrLJ, acla. H( c) e8{ sehi ngga

rl ,n ) HCe) berlakr:

Sel an j ut.nya, karend

lr (x)
tm f Cx) [(e,n

seti ap

c1)

(dari Ce))

sedenri ki an

V><e{R.

r-rnLuk

V xe[R

Cf Cx)) adalah barisan
n

Cf (x)) adalah barisan Cauchy, maka
n

yang konvergen.

ke fCx) = X, VxetRKlaim Cf (-x)) konwergen
fi

,Anrbil xelR sebarang, berarLi x

)nr D ) HCe) -----) lf _c>O f ,,Cx)
I

--r lcx + r1 (xlm

--+ lcx + l) - cx,m

Llm Cx + (2)

lr t, VxdR Cdari C1)

<Cx+

1)
n

1r)f { e
nl

n]z
+ 1- . c* * L> + enrnz

2
2

+L)
,II

+

_ 1-nr (x + -)rl
4<(x+:)
nl

E-.:x
2,

"-.tt2

2s*
z

1

--------+ Cx + a)
m

7-
- 

r f ;4 + :)
m
1

--4 
(y + :-)

'!t

+

+

€_

2

---|>

->

l-x - (><

lr cx)Int tz

sebar at.:Sl ,

r 1-)l <€-
mtz

-Tadi, jika diberikan e)O

hingga (Vmetll) m>H(e) 
-J>

.-Iika nlm, mak--a dlpenuhi.
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{ vn<=_{}i; rrZ:}l[ a] -----] | t,_,r: x: - t ( x] 
|

ftengarr clemi k.i an,

iVg; O-i {: El H{*.l.te['lii- Vne$li n]H{elt -----+

Ter l:t-rk't.i ( f }r aclal ah }:ar i san lr'an{f
D

Ssal'-sc,a.I Untr-rk Lat-i han

L . Buk Li k anl aI-:

,-+\ ..-\n - (X\, r--4)-.
Tt

e. Tunjukkanlah

Iinr ( -' 
.):,{+n

( e, V:<e[R

li.,{><i - f(><}l{e, VxelR

konvergen seraganr di A

kcrnrrergen ke f(:<i = xr di IR

a) O, maka. kor:rrertfen 'bari san

int.eru.a] [ (-], a..], telapi tldak

m].

LfVxelG,rrr)

0, unt-uk x e [O, tl}

t_-+ -_)I)

0 V:r € [R,

3. Per.L i hat,kan \b,*h*, j i k'ra

FA.la

'[ L],

Ttrrrjukkan )rahrva lirn C, 4 )1+nx

BukLi.]';anIah J-irn t --_lt1+nx-

-----ooooo----

,14

x>-L1

no. L ada]ah sera.qam
I

seraqam pada inlervhl

1_

n
4. Ferlihatkarrla.ir Iim ( sin (n><+n)) Lf VxdR

s

rl



NEKONVERGE}'IAT'I DERET TAKBERHINGGA

A. PenganLar

Sebuah paratloks yangt t-erkenal kira-kira 24OO Lahun yang

I aI u LeI ah qli kemtrkaka.n oI ralr Zerto clari E-l- ea ' Paradoks terse-

buL b,erhur4ri bahwa manakala seorat)g pelari berLanding, ia

lak mungtkiD dapaL rnengakhiri perLandingan iLu untuk selanla-

nya sell::a[> wa.kt-.u ],,a.ng t.erseclia Lragi pelari LersebuL berhing-

ga, semenLat-a ia, l-rarus berlari me-LewaLi I-uas-I-uas jarak yapg

I:arr.rraknlra t..akberlring-Oa, yai Lu t:arus berlari nrel ewatj. seLe-

ngah jarak, kemtldian seLengah sisa jarak, kemudian seLengah

-iarak yat)gt rnasil'l Lel-sisa, datr seLerusr)ya CPurcelL, 193O:

1O). lfal auptrn demikiarr, kiLa mengeLahui bahwa pelari-pel ari

sel aI u .rlapat nr=ngakhi ri suaLt-r pertandi Dgan. Paradc'ks z,eno

Lersel:ut sernpat menjadi perbincangan dan mernbingungkan ahli-

ahli nratemat-ika selama 2O abad Iebih.

Mi saf kan jarak yang harus ditempuh pelari dalam suat-u

ada.I ah 1 k m. Ruas j ar ak dal. ant pi k i r an ZenaplertaDcli l.)gan

LenLang hal

set-er usnya.

Lutrg

Mengakhi ri

i ni aclal ah * n,, -} n,, * n., + km, dan

pertandingan, berarLi harus menghi -

1-E-
ki t.aDapat.kal'r

suku-suk u

I7 t-16
7

3e+ +4A
nrenenrukan

+ + + c ,()

nrenrpunyai

C199O: 1O)

hasi I per: j unrl ahan YaDg

sebanyak Lakberhingga ? MenuruL Purcelf
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j urnl alr Lel alr di def i ni si kan hanya unLuk suku-suku yang ber -

hingga banyakn-ya, sedangkan unttlk suku-sttku yang t-akleerhing-

ga L-,'anyaknya sampai saaL i ni bel um ada def i ni si nya. l{amun

demikian, dengan adanya pengertian kekonvergenan suat-u dereL

Lakberhingga yang dianrbit dari IinriL b,arisan junrla.h parsial-

DIa, rna.ka permasala.han pada Cx) tlapaL LeraLasi. Dan sejak

tliLenrukannya kekonvergenan dereL Lakberhingga LersebuL,

paradoks Zeno Li dak I agi merr-iadi permasal ahan di kaI angan

ahl i -ahl. i rnaLenrat.i ka. UnLuk nrengeLahui Penger Li an dan kekon-

'rrer flenan cler eL Lak Lrer hi ngga , sebai knya pem-baca ,nencer mat.i-

L-agi an pentbahasan.

Pada perkuliahan Analisis,teal f telah tlibahas Lentang

barisan bilangan real . Di sampfi.ng itu, dibahas pula LenLang

cara unLuk menyelicliki kekonwergenan suaLu barisan bilangan

r-c.al , Lraik dengar) mengtgtunakar: ciefinisi ,nallpun dengan menggu-

nakan beberapa Leurrema. Dalant Lulj-san ini akan diL,'ahas t,en-

t.ang deret. Lakberhi ngga C di si ngkat. dereL) yang di keml>angkarr

clar i konsep bar i sa.n Lri .l angan r ea.I .

Misalkan Crr.) = (*1, xZ, *3, . . r , xrr, ,.. ) adalah suaLu

L:arisan bilanga-lr rea] . Dari barisan ini, kiLa da-pat- mentben-

t.uk strat.u L-ar i sarr j unrl ah parsi al , -1rai t,u bari sarr ( trr) d,--t-rrran
l1

tr.r, =.8 *k = *I* *.2* + x.ta. BarisaD C-'r-r) yang d-ibangun dari
}?=,

barisan Cx. ) LersebuL merupakan suat.u dereL tak berhiDgga.
,1
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Dengan demi ki an, ji ka ki t.a i ngi n l:erbi cara LenLang deret

Lakberhi ngga rnaka LerI ebi lr dahul- u harus memahanti LerrLangr

bari san.

Pada pembukLi an Leoretna da] atn buku i ni , kerap kal i

penul i s rrr,=r'rger;r-rakan Lrel:erapa. clef i ni si dan Leorenra yang ada

da-Iam f ntroduc tion to ReoL Analvsf s khususnya pada pernbalras-

al) tent.ang bari san bi l angan reaL CChapLer Three). Meski pun

demiki;in, penulis Lidak rnencant.umkan Leorema terseb'uL dalam

t uI i san i r:i , sehab penul i s L:er asumsi bahwa par a pernbaca

t.elah nrendalarninya Iewat- perkuliahan Analisis ReaI I.

B. Derel Tak Berlri ngga

DereL tak berhingga

nrenyaLakan LrenLuk berikuL ini.

*I**r**?,**4+

,l.. il&
'.$

ka$ng-kfla"r,g dtd.efun[s i l<rtn unluk

+x+
,1

I'Ier:uruL BarLle C1982: 3e3), def inust LersebuL kurang jeIas.

Alasannya, sebalr Lidak ada r:j-Iai khusus yang dapaL diberikan

pada benLt.rk pen-iutnlahan LersebuL b'erdasarkan Leori. Ha] ini

se-ial an dengan per nyaLaa.n Purcel I ( 199O: 1O) bahwa santpai

saaL ini l:e}um ada definisi Lentang penjumlaha.n yang st-tku-

suktrnya setranyak tak laerhi ngga.

Pendr:f i r-:i si an der et tak ber Ir j ngga da.l am Lul i san .i ni

,rlenqacu pada definisi irrang dikemukakan oLeh BarLle C1982:
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3a3) , yai tu cler eL

parsial. Secara

ber i k uL.

D€.firrisi 7t

JikaX=(:r)
ru

Lakberhi ngga

cli l--angtun dar i

LakLrerhingga adalah barisan jr"rmlah-jumlah

l engkap def i ni si LerseL:ut acla..L ah sebagai

adaf alr sualtr L:ari san bi l a.ngan r ea}

Cdisingka.t- deret-) adalah barisan S =

X tlan di def i ni si kan oI eh

ma.ka der,:t-

C-c ) l)rangI}

(

Ct

T

I

Z,

x

g

q

T

2

?

s

g

5

+ *Z *! +

+ +

*z )"
*Z x^ ),*3

s=s-'+rL n-I x +X.)
I}

Llnsur -unsLtr xn di namakan suJcu-suku dari dereL, dan rJnsur -

unsur s ," di namakan -l'r.rrnl ah parsial dari deret..

UnLuk menoLasikan suaLu dereL yang dibangun dari barj-s-

an Cx ),
@

biasanya disimbo) E
n=1

(D

E
n=1

xn *? *a

l1

dan junrlah parsialnya disinbol E
l<=f

,1

E
h=f
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Si nrbr)L

Cs ).
n.

der-eL

)rai Lr-t n

Def i r-ri si 2) . Bar LI ';

ptia.c t t ce, t/re use o;f

clrr, prou u c{erJ tl t r. s

E. *rr, clan sel>al i knya ( l ebi h jel asnya
,.) =1

deret Lersel:tlL dia.nrl>iI dari kekonvergeDatr f>arisan
fl)

Apabila E ,Y
n,

nrenrp,unyai j unrl ah, maka cJi ka.Lakan bahwa
l-) 7

Lersebul kr:nvergen' dan
o)

barisan (s ) mempunyai
rr

limit,

.l- i hat-"finu (- c; )

C1t]82: 324) nrengemlrkakan

thts rrotatton cjaes nal

trr-rc?ers tood t/rat t/re

bahwa in a,ctual

Lead to con./usr-

sel' f es raus c be es t <zb L i sll"ed. Ber dasat- k an

cor?L.,ercrence of thq

l-ral i Lu , di har apkan

Para

C pa-da

C.e )
))

pada

pembaca Lidak Lrir:gung nrenelaah antara pengerLian deret

Definisi 1) den

berbeda dengat-r

lraL berikut ini.

gat.r penot.asi ag*. LersebuL, sebab l:ari san
cu ' rl:
D,*n. Per Uedt$11-rtersebuL dapaL rli I i lrat-
-1 dE 

'*;irft)

l,li sal kar-r ( x )
T1

bi l angan rea.L
n

Csesuai Definisi
= {xr,
DereL

xz' ,x . ) adalah
1) adai a.h

bar i sar:
bari san

C sr-r) yai Lu

Cs ) = C*-n I tB'9^r(
C'.vr, r-i+icz,

s,
,1

*xn, , *I**Z*...*arr,

)

+'x.+
,1

)

Sedangkan

*I**Z

*3
ro

E
n=1

xn =*!+*Z + +

Berdasarkan uraian yang Lr>lah dikernuakan dt aLas, lltaka-

per:ulisan suat.u dereL yang dibangun dari barisan bilangan

53



real

t.uk

(b)

Cc)

*I + *Z *a +x.+
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C -r.) , cukup di Lul i s dal am bent-uk E
n=1

Dari Definisi 1 dapaL diPeroleh

x atau dalam ben-
,a

I- Urnus x ,n yaitu

.F +

(a) 1 +

BerikuL ini nterupakalr cor:Loh-conLoh dereL.

t
n

1
5

7L

Z -5-

n

1,

4

+

+ + +

x=s n str.- /

+

ada,

t i clak

2n

L

a'
1

16
1L + +

x adalahn sua.Lu a*r=t$St
t.*.,

engarf_

+ +

+
u)

E
rl=1

j um1 ah par si aI s

4

7

1

s ++
Z
tD

E
n=1 n+3

*D'i

Dl+finisi Zs

tI)

Jika E
n=1

l1

=E
h=I

*hn

rnaka dereL Lersel:r:L dikaLakan l<onuer6en bilamana ti,+ndsn) .:}

C dal arn hal i ni S di naltakatr j'untl<zlu ciere t , di LUI is ,V .>-,n
@

E
=tD

DaI anr kasus titn, ( s ) Li clak maka dereLnya dinamakan

mempunyai jumlah.
n

dzuer'6en, cl"an c'lereL Lersel:ut-

Bertlasarkan Definisi 2, dapaL dikaLakan l:ahwa kekonw,ar-

gternan suatu dereL diLenLukan oleh kekonverqenan dari barisan

jumtah parsialnya. Jika suaLu dereL konwergen ke S, rnaka ba-

risan,iurnlah parsialnya jtrga konwergen ke S, dan sebaliknya,

Dengan clemikian, jumlah st-taLu dereL merupakan nilai lirniL
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dar i bar i san j uml arh

berikuf- ini.

Ci) Misalkan deret-
c!)

E c( -1)n+( -1)
n=1
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o,

o+o+o+o o,

dereL Lerse-

,o, o, )
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E
-1

a:' 'l'a-

n+1x
I1

,1
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k=1

t{ lc.+1+ c-1) )

+ C-1+L) - O+O+O =

!':+ C-1+1) + C-1+1)

,',. ..}

-i uml atr,. parsi aI dari
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E
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+

+

+

I

e

3

4

5

s

5

.!;

-1 +1
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(-1+L) c-1+1)
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Cs ) = C.s.. q
r1 -*1'*2

c-1+1) (-1+1)

'.=Bt

L:ar i sarr

u4

Sebagai ,nana k i La k elahui bahwa fi,rru C srr)
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o cx)

( xx)

m
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n=1

m

E (C-l)n + (-1)
n=1

tr+1 )

o

(-1+1) + (-1+1) + C-1+1) +
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(ii) Misalkan deret E
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c
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E
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Ĉ
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lim. Cs

+X
n 1-

Cn+1) e
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) a.cla.n
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E
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s
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Li dak memPlrnlrai 1i mi L,

,Ji verge,n,

UnLuk menyel i di ki kekonvergenan suat-u de,reL, Li dak

sel.alu kita dapat melakukan cara seperti pada jawaban Contotr

sehingga kita. harus mempunlra-i cara. Iain untuk keperluan

Lersebut-. Beberapa di anLara'D.lra akan di bahas pada Leorerrra-

t-eor enra ber i k ut i ni ,

i
Teor-erna 7 t l,

rrraka thn Cx ) o
,1.

Bukti:

dapat cli t-un j uk k an ba.hwa

f ni berar L.i bari san ( srr-)

q)

Dengan demikia.n cleret. E
n=1

ba.risan Cs ) t-idak konvergen.n

c-1)n+1

m
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Misalkan E
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dari dereL, ber linv (s ) S CDef,inisi ?.)n

n
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(V e > OX3 Kr( e) e 0'l)(Vn) n > I(rC e.) :*
o) tLm. ts -) = g berart-i

n.+ I
(V c; > CrXS KrC a) e [ll)(Vn) n > KrC a') ...+

l=.r-Sl 1e;2

lsn+I- sl { e.'Z

5S

.?
1.,



Pi 1i I-r KC a) =

Pandang

l*n*11 = lt^*,

tSUP KrCe) , K.Ce)

5 n I = ls - 'r,
4: 1S-=r,I

* sn+, - sl

l=rr*, - s 
I

+ = ls,"-sl + ltrr*r- sl

{s/2+e/2=€
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, (V , > oX3 K( e) e tll)(Vr:) n
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Teorema 2l
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CE
tt =1

> K(s) =+ l*n*I ol
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6
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4
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h=1

x,) ffi
La')
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E
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7).

j r-rga
n

cli wer gen.

Ilukt.i. r
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clibukLikan dengan car-a yang serupa. Ha.I ini

kepada pembaca.

( i i ) Akan di brrk Li ka-n dengan konLradi ksi

Bagian (b)

di serahka.n

I)i kuLarlrui ,.Y
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Andaikarr dereL E
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tnl- thn. Cs )n

Bukti r
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