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BAB 1
PENGERTIAN DAN FUNGSI TRIGONOMETRI

Trigonometri dulu disebut dengan ilmu ukur segitiga, atau ilmu ukur sudut,
atau goniometri. Trigonometri berasal dari bahasa Greek yang terdiri dari dua kata
yaitu “trigonon” berarti segitiga dan “metron” berarti ukuran.

Menurut asalnya, trigonometri cabang dari ilmu matematika yang mencoba
menyelidiki gerak benda-benda angkasa seperti matahari, bulan dan bintang-bintang
dan menghitung serta memperkirakan posisi dimana benda angkasa itu berada.

Pada perkembangannya selama hampir 2000 tahun, trigonometri banyak
digunakan dalam bidang-bidang astronomi, navigasi, dan penyelidikan-penyelidikan
lainnya. Pada saat ini trigonometri bukan hanya studi tentang segitiga dan sudut-

sudut, tetapi juga merupakan cabang matematika modern yang membahas tentang

sirkulasi dan fungsinya.

1.1. Sudut

Suatu sudut dapat diukur dengan derajat atau dengan radian. Pengukuran
sudut dengan derajat berdasarkan ketetapan bahwa lingkaran adalah 360°, suatu
garis lurus memuat sudut 180° dan sudut siku-siku memuat sudut 90°.

Jadi ditetapkan besaran sudut diukur dengan derajat, yang disimbolkan
dengan °, sama dengan '/3¢, dari sebuah perputaran rotasi secara penuh. Satu menit,

dilambangkan dengan ’, sama dengan /g, dari satu derajat. Satu detik, dilambangkan

dengan simbol ”, sama dengan 1/(,0 dari satu menit.



i

1° = 60 menit = 60’

i

1" = 60 detik = 60"
Pengukuran sudut dengan besaran lain ialah radian. Satu radian didefinisikan

sebagai suatu sudut yang busurnya sepanjang jari-jari lingkaran (Gambar 1.1).

g
o r
¢ = | radian
Xy
N X
Gambar 1.1

Hubungan antara dua besaran ini, antara derajat dan radian diuraikan sebagai
berikut : Keliling sebuah lingkaran =2 = r. Setiap 1 r adalah 1 radian (lthat gambar
1.1).

2nr = 2 aradian = 360°

: 360° 180°
l radian = = —
27 2n
22
=
: 180°
1 rad = = 57273°
radian p%) ,
7

atau

1 radian = 57°17'45"

n
180°

e =

~ 0,01745

Dari penjelasan di atas didapat :

7 i )
90° = radian 45° = radian
2 4



1 1
30° == 7t radian 15° = —— nradian
6 2

<

67'2° = " n radian

Contoh-contoh °
1. Carilah 58°41'17" dalam radian.

Jawab : 58°41'17”
S7°1745" (=1 radian )
1237327 = (60 + 23) + 327 = Sp12”
STO1T45" = (S7.60 +17) + 45" = 206265

5012
Jadi 58°41'17” = | ———— radian = 1,02430 radian.
206265

2. Hitunglah 0,39636 radian dalam derajat, menit dan detik.

Jawab : 0,39636 x 57°17'45"

N

0,39636 x 206265"

81755

I

=22°42'35"

Jadi 0,39636 radian = 22°42'35"

Hubungan antara derajat dan radius, pada sudut-sudut tertentu, dapat dilihat

pada tabel 1 di bawah ini.



Tabel 1. Perbandingan Sudut dalam Derajat dan Radian

Derajat Radian
0° 0
30° t
45° )
60° 3
90° 2
120° %?
135° %%
o i
180° n
210° %?
225° %f
240° %?
210 3
300° %?
315° %%
3300 Uz
360° 21

Soal-soal :

1. Berapa derajat sudut-sudut di bawzh im.
a in b. 4n C. 2’/2 T d. 5/8 T
2. Berapa radian sudut-sudut di bawah ini.
a. 27° b. 33°2¢/ e. 132°49' h. 317°42'16"



3. Hitunglah perbandingan trigonometri, pada sudut-sudut.
a. 30° b. 45°

C. ’/3 i
4. Lukislah sudut-sudut X1, X3, X3, Xy, X5, X, kalau diketahuj -
a. Sin X, = ¥, b. Cos X, = 0,4 ¢ TgX; = V5
d. Cotg X, = V10 e. Sec X5 =3 f. Cosec X = V7

5. Diketahui garis C dan sudut «, lukislah.

U=CTgaCosa V="C TgaCos’a W =C T aSin’«
6. Diketahui garis p dan sudut a, lukiskanlah.

X =p SinaCos o Y = p Sin’ o Cos a Z = pSin’ a Cos® a
7. Hitunglah Sin 55°15" kalau diketahui Sin 34°55' = 0,5700.

3. Bila « dan B sudut-sudut lancip dalam segitiga dan Sin o = Cos «. Apa dan

bagaimana segitiga tersebut.

1.2. Perbandingan Trigonometri

Didalam ilmu geometri, besaran sudut antara dua garis lurus ditetapkan
dengan derajat, tetapi dalam trigonometri, satuan besaran suatu sudut dinyatakan
oleh perbandingan (ratio) antara dua sisi dalam sebuah segitiga siku-siku.
Keuntungan utama dalam pemakaian trigonometri ini, ialah tidak diperlukan
mengukur jarak secara langsung, seperti yang ditemukan dalam mempelajari
astronomi, dan navigasi. Dengan perbandingan-perbandingan  trigonometri,
permasalahan dalam astronomi dan navigasi tersebut dapat dipecahkan.

Manfaat lain yang ditemukan ialah besaran sudut bisa saja digunakan ke
dalam suatu persamaan tertentu, tanpa mengalami perubahan-perubahan dalam
setiap unit, karena perbandingan (= ratio) adalah Juga bilangan. Dan ini adalah

penting pemakaiannya dalam matematika dan ilmu Fisika.



Adu cnam dasar utama perbandingan trigonometri yang merupakan dasar
awal dalam mempelajari trigonometri ini. Keenam perbandingan trigonometri
itu ialah Sinus (= Sin), Cosinus (= Cos), Tangen (= Tg), Cosecan (= Cosec),
Secan (= Sec), dan Cotangen (= Cotg) dari suatu sudut. Cosecan, Secan dan
Cotangen merupakan kebalikan dari Sinus, Cosinus dan Tangen. Kadang kala, ini
disebut juga fungsi trigonemetri, karena masing-masing sudut mempunyai satu
harga untuk masing-masing perbandingan trigonometri.

Dalam bagian ini akan dibahas perbandingan-perbandingan trigonometri
dari suatu sudut lancip (sudut yang besarnya kecil dari 90°) dalam sebuah segitiga
siku-siku.

Gambar 1.2 menunjukan sebuah segitiga siku-siku ABC, dengan sudut a,
dimana a adalah sudut lancip (a< 90°). Garis atau sisi AB = X garis proyeksi, dan
sist BC =Y, ditetapkan sebagai garis yang memproyeksi, dan sisi AC =r disébut
hipotenusa segitiga tersebut.

AB = X = garis proyeksi

BC = Y = garis yang memproyeksi
AC = r = hipotenusa

Gambear 1.2
‘Definisi 1 : Sinus suatu sudut, adalah perbandingan antara garis yang memproyeksi

dengan hipotenusa. Ditulis (lihat gambar 1.2) :

BC Y

AC r

Sina =

Definisi 11 : Cosinus suatu sudut, ialah perbandingan antara garis proyeksi dengan

hipotenusa. Ditulis (lihat gambar 1.2) :



AB X
Cosu = —— = -2
“ AC T

Definisi Il : Tangen suatu sudut, adalah perbandingan antara garis yang mem-

proyeksi dengan garis proyeksi. Ditulis (hhat gambar 1.2) :

B Y
Tga = — = L
8¢ = 7B X

Suatu cacatan khusus, ialah bahwa definisi 1V, V dan VI merupakan kebalikan dari

definisi I Il dan I11.

Definisi IV : Cosecan suatu sudut adalah perbandingan antara garis hipotenusa

dengan garis yang memproyeksi. Ditulis (lihat gambar 1.2) :

Cosec o = £ S

BC Y

Definisi V . Secan suatu sudut adalah perbandingan antara garis hipotenusa dengan

garis proyeksi. Ditulis (lihat gambar 1.2):

Secq = AC _ 1
AB X

Definisi VI : Cotangen suatu sudut ialah perbandingan antara garis hipotenusa
dengan garis yang memproyeksi. Ditulis (lthat gambar 1.2)

AB
4t; N ——
Cotg a C

- X
Y

Dari definisi 1 s/d V1 di atas, dapat dilahirkan beberapa rumus-rumus, yaitu
Sina . Coseca = 1
Cosa . Seca =1
Tga . Cotga =1
Bukti : lihat gambar 1.2

Sina = — (definisi 1)



Cosec @ =

( definisi IV )

Y ,
Jadi Sina . Coseco = — = ]
r

r
Y
Coba anda buktikan Cosco . Seco = 1

Tga . Cotga =1
Peninjauan lebih lanjut, pemakaian definisi-definisi di atas, dalam segitiga
stku-siku lancip, dapat dijabarkan di bawah ini, untuk mendapatkan rumus-rumus

baru,

CL b = A

Gambar 1.3 Segitiga ABC siku-siku lancip

Lihat gambar 1.3

Menurut definisil ; Sina = —:—-
. b
Menurut definisi I ;: Cosa = .
Maka oo D2 rut definisi 111
. s o = p = Tea  (menurutdefinisi I1T)
Jadi terdapar rumus :
Tga = Sin o
Cos a
Cotga = C-osa
Sin a
Cosa

Buktikan rumus Cotga = —
Sina



Dari gambar 1.3, juga dapat dipakai dalil Phytagoras.

2
a’ + b= ¢?

Sin . = & (definisi I), maka Sin’q = &
c b
a . . 2 bz
Cos a = . (definisi I1), maka Cos® o = —
c

aZ b2 aZ + b2 C2

Jadi Sin?a + Cos?a = — + — = =~ 7 _ 1
b? c? c? c?

Rumus-rumus yang seazas dengan ini ialah :
Sina + Cos?a =1
I+ Tg2a = Sec?a
1 + Cotg?a = Cosec? g

Buktikan kebenaran rumus-rumus : 1 + Tg?a = Sec?a

1 + Cotg?2a = Cosec? i

Cacatan : menurut ketentuan yang berlaku, bahwa pangkat dua (= kuadrat) atau
pemangkatan lainnya, maka pangkat itu diletakkan atau diberikan kepada
perbandingan trigonometri, bukan kepada sudut.
Contoh

Sin a dipangkatkan dengan 3, maka ditulis Sin® a, bukan Sin o dan bukan

pula Sin® o,

Cos B dipangkatkan dengan 10, maka ditulis Cos'® B, bukan Cos B dan

bukan pula Cos'’ g'°.
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Kalau diperhatikan lagi gambar 1.4, yaitu segitiga siku-siku ABC, yang sudut
stku-sikunya pada titik C, dan diketahui pula sudut A = a, maka besarya sudut B =

B =90° -«

a B =90 - &

s 4

Gambar 1.4 Segitiga siku-siku ABC

Maka perbandingan trigonometri dapat dijabarkan sebagai berikut :
Sin B ="/, (definisi I), kalau diganti B dengan 90° - o karena B =90° -  (lihat
gambar 1.4) maka Sin (90° - o) = ®_ sama harganya dengan Cos o (definisi II)
maka Sin (90°-a) = Cos a.
Analog pemikirannya dan cara penyelesaian seperti di atas maka ditemukan
rumus-rumus sebagai berikut :
Sin(90°-«) = Cosa
Cos (90°-a) = Sina

tg (90° - a)

I
®
S

9Q
R

Cotg(90°-a) = Tga

i

Sec (90° - o) Cosec o
Cosec (90° - ) = Sec

Buktikan rumus-rumus di atas, selain Sin (90° - «) = Cos .



1.3. Beberapa Perbandingan Trigonometri Sudut-sudut Tertentu

Untuk beberapa sudut tertentu seperti 30°, 45° dan 60°, kita akan dapat
memperoleh nilai perbandingan trigonometri dengan mudah. Harga atau nilaj
perbandingan trigonometri tersebut adalah harga yang eksak.

Untuk mencari harga perbandingan trigonometri dapat dipergunakan bantuan
dalil Phytagoras yang berlaku pada sebuah segitiga siku-siku. Gambar 1.5a,
menunjukkan sebuah segitiga siku-siku, dengan sudut A = 30° dan sudut B = 60°.
Kalau panjang sisi BC = 1 satuan unit, maka panjang sisi AC = 2 satuan unit. Dalil
Phytagoras menyatakan bahwa AC? = AR? + BC? atau 4 = AB? + 1, maka AB? = 3
atau AB = V3.

Lihat gambar 1.5a

i . BC 1
Menurut definisi @ Sin30° = =
AC 2
AB V3
Cos30° = — =
AC 2
BC | V3
tg30° = = =
s AB V3 3
¢ 4R
2 60° /3 |
1
30 J
Gambar 1.5a Segitiga siku-siku Gambar 1.5b Segitiga siku-siku
ABC PQR

Pada gambar 1.5b, segitiga siku-siku dengan sudut-sudutnya 45°, dapat

dijabarkan dalil Phytagoras, yaitu jika panjang sisi PQ = 1 satuan unit, maka panjang

sist QR = 1 satuan unit.
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PR’ = PQ* + QR? (dalil Phytagoras)
PR2=_I + 1 = 2 maka
PR = V2

Harga perbandingan trigonometri pada segitiga siku-siku PQR adalah -

Sin45° = QR - - V2
PR V2 2

Cos 45° = PQ = : = 2
PR V2 2

tg30° = @R = : = 1
PQ 1

Dengan mempergunakan cara-cara penyelesaian seperti di atas, dan bantuan
dalil Phytagoras, maka harga-harga perbandingan tigonometri untuk susdut-sudut
tertentu dapat dicari. Hasil perhitungan perbandingan trigonometri sudut-sudut
tersebut dapat dilihat pada tabel 1.2 di bawah ini.

Tabel 2. Perbandingan Trigonemetri Sudut-sudut

Perbandingan : Sudut-sudut -~
Trigonometri 30° 45 | 6D
\ 1 W2 V3
Sin — =2
2 V2 2 2
Cos _\!.3__ 1. ‘_/Z. 4
2 V2 2 2
8 =2 ! V3
V3 3
Cose : e | Z.28
V3 3
2
SCC .; = _Z_ﬁ_ -\/2 2
V3 3
1 3
Cot V3 1 —_= 2
° V3 3

Latthan: Coba anda hitung kembali nilai-nilai atau harga perbandingan

trigonometri seperti dalam tabel 2.

U e

~p ; 4 Ty
Y & b i
LE¢4 f [ '



1.4. Kesehargaan

Kesehargaan atau identitas (= identiteit), di dalam dunia matematika,
penulisannya dinotasikan dengan tanda = Lazimnya, dalam penulisan-penulisan
dilambangkan dengan tanda =, Jelas, bahwa tanda = tidak sama maknanya dengan
tanda =, tetapi dalam penulisannya sering disamakan.

Persoalan-persoalan dalam masalah kesehargaan, harus diselesaikan pada

masing-masing ruas. Ruas kiri dan ruas kanan dibatasi oleh tanda =. Suku-suku atau

I

faktor-faktor tidak boleh dipindah-pindahkan melampaui tanda = Untuk

menyelesaikan permasalahan yang timbul dalam kesehargaan ini, saran-saran di

bawah ini akan membantu anda. Saran-saran tersebut ialah :

1 Olah saja dengan mempergunakan definisi atau dalil, atau lainnya, masing-
masing ruas, atau

2 olah saja yang ada pada ruas kiri, dimana ruas kanan tidak diolah, atau

3 olah saja yang disebelah kanan tanda =, dan ruas kiri tidak diganggu, atau

4 kedua ruas, baik ruas kiri maupun ruas kanan, diolah, asal saja tidak ada

pemindahan suku-suku atau bagian-bagian melampaui tanda =,

Contoh-contoh

1. Buktikanlah : (1 - Sin? o)? + (1-Cos* )’ =1 - 2 Sin*o Cos’a
Bukti : Kalau melihat bentuk permasalahan kesehargaan ini, ruas kanan tidak
kita ganggu, dan hanya mengolah persoalan yang ada pada ruas kiri.

Dengan ketentuan-ketentuan yang berlaku, maka pengolahan ruas kiri
adalah sebagai berikut -

(1 - Sin? o)+ (1-Cos? o)’ =1 - 2 Sin’ a Cos’u

(1 -2Sin2a+sm“a)+(1-2cOs2a+cOs4a) =
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—

.2 . 4
- 2 8in" o + Sin a+l-2Cosz(x+Cos4a =

2 - 2(Sin’ o+ Cos? a) + Sin* ot + Cos* o =
2-2.1+ (Sin"a+Cos?a) - 28in o Cos o =
2-24+1%-28Sin*aCos? o =

1 - 2Sin® o Cos? g
q.e.d

2 Sin? o Cos? o

[y
]

Cacatan:q.e.d = quadrant erat demonstranden, berarti terbukti.

2. Buktikanlah : Sin .. Sec o + Cos o . Cosec o = Sec o . Cosec o
Bukti : Kedua ruas kita oleh dengan menggunakan Tumus-rumus yang ada,
dengan persyaratan tidak boleh memindah-mindahkan suku melampui

tanda kesehargaan.

Sina . Sec o + Cos a . Cosec o = Sec a. Cosec o
Sina . + Cos o . ! = : . i
Cos « Sina Cos a Sin o
Sin o Cos a _ 1
Cos a ' Sina ) Sina . Cos o
Sino. + Cos’a _ 1
Sina . Cosa B Sina . Cos
1 i 1
Sina . Cosa B Sina . Cosa
q.e.d

Beberapa tambahan saran-saran dalam menyelesaikan persoalan kesehargaan :

1. Usahakanlah bekerja pada ruas yang memuat suku-suku banyak atau pecahan.

2. Usahakanlah bekerja pada ruas yang memuat suku-suku berpangkat tinggi.

3. Usahakanlah terlebih dulu merobah bentuk-bentuk Tg, Cotg, Sec, Cosec, menjadi

Sin dan Cos.



Soal-soal
Buktikanlah kesehargaan-kesehargaan di bawah ini :
1. Cos’u - Sinfg = 2Cos’ o - 1

2. 3Sin’y + 4Cosly = 3 + Cos’y
Tg X

LI

—_— = (1- CoszX) Sec X
Cosec X

4 (SinX - CosX) (1 + SinX CosX) = Sin® X - Cos® X
Sin* X - Cos? X

5, (1 +Tg?X) =1
Tg’ X - 1
6. Kalau Tgo = g Buktikan Seca = q + ',
7. Cosec’ o (1 - Cosza) =]
8. Cotg” X - Cos’ X = Cos’ X . Cotg? X

o

3Cos'X + 6Sin?X = 3 + 3Sin®X
10. Sec’ X + Tg? X =Sec’ X - Tg' X
Tg3X - Cotg’ X

1. = Sec’ X + Cotg? X
Tg X - Cotg X

, Sin* X + Cos? X
12. Sec’X . Cosec"X = 2 +

Sin? X . Cos? X

[y
)

- (Cosec X - Cotg X ) (1 + CosX) = SinX

Tg’ X - Cotg’ X ,
14. = TgX + Cotg? X + 1
TgX - Cotg X

Tg’X + 1
15. - = Tg’X
Cotg" X + 1




BAB 11
PERBANDINGAN TRIGONOMETRI PADA SUDUT
YANG LEBIH BESAR DARI PADA 90° DAN SUDUT NEGATIF

2.1. Koordinat Suatu Titik

Pada suatu garis lurus yang tak terbatas panjangnya dapat diletakkan

sembarang suatu titik O. Titik O ini disebut titik awal atau titik pangkal.

B o) A
XI: t + + *FX

Gambar 2.1 Garis lurus

Jika pada garis tersebut (gambar 2. 1) ada suatu titik A, maka kedudukannya
itu tidak ditentukan dengan jelas hanya oleh jarak OA. Disamping jarak OA itu
diketahui, masih harus diketahui lagi disebelah yang mana dari titik O, titik A itu
berada.

Schubungan dengan itu, pada garis itu harus ditetapkan terlebih dahulu
bagian-bagian positif (arah positif) dan bagian-bagian negatif (arah negatif). Sebelah
kanan dari titik pangkal O (OX) disebut dengan bagian positif dan sebelah kiri dari
titik awal O (OX;) disebut bagian negatif. Seandainya titik A terletak pada bagian
yang positif, sedangkan OA = 3 cm, maka jarak OA adalah +3 cm. Jika B berada
disebelah yang negatif, dengan OB = 2 cm, maka jaraknya B terhadap O adalah
-2 cm. Bialangan-bilangan aljabar +3 dan -2 menentukan dengan tepat
kedudukkannya titik-titik A dan B. Mereka disebut koordinat-koordinatnya A dan B.

Demikian pula, dapat ditentukan kedudukkannya suatu titik pada bidang
datar. Dengan cara melukiskan terlebih dahulu garis-garis XX, dan YY), sehingga

XX LYY, yang berpotongan di titik O.



335/~ (99 - ¢, Y
Atb- 2, Mar {4

! .
| | XX dan Yy, dinamakan Poros-poros
% e o 2 . atau sumbu-sumby koordinat. Titik O

disebut pusat.
Pada sumbu v, bagian OY disebut

R ——-= —":{ ‘‘‘‘‘‘‘ s bagian positif dan bagian OY, adalah
! bagian negatif

Gambar 2.2 Sumbu Koordinat

Pada P, dalam bidang XOY dapat diproyeksikan pada sumbu OX dan QY.
Maka letaknya dapat ditentukan sama sekali, jika proyeksi-proyeksinya A dan B
diketahui. Jarak OA dinamakan x yaitu absis titik P, dan OB (= AP) dinamakan y,
yaitu ordinat titik P. Dar; gambar 2.2 dapat dilihat, bahwa -

absisnya P adalah + 3, dan ordinatnya + 2 ditulis P(3, 2)

absisnya Q adalah -3 , dan ordinatnya + 2 ditylis Q(-3,2)

absisnya R adalah -3 , dan ordinatnya -2 ditulis R (-3,-2)

absisnya S adalah + 3 , dan ordinatnya -2 ditulis S(3,-2)

Secara umum koordinat titik P ditulis P (X, ¥), dimana x = absis titik P, dan y =
ordinat titik P.

Jadi sumbu-sumbu koordinat membagi daerah koordinat (bidang koordinat)
dalam empat bagian bidang. Bagian bidang itu disebut “Kuadran”, masing-masing
dinamakan Kuadran I, Kuadran 11, Kuadran Il dan Kuadran 1V Sehingga letak
suatu titik di bidang koordinat dapat disimpulkan dalam tabel berikut ini.

Tabel 3. Letak Suatu Titik Dibidang Koordinat

Kuadran absis X ordinat Y
I N "
I . A
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2.2. Sudut pada Kuadran

Sekarang kita hendak mencari sudut-sudut yang lebih besar daripada 90°.
Dapat juga dikatakan, kita akan menentukan letak suatu sudut pada suatu kuadran.
Besar suatu sudut diukur menurut arah yang berlawanan dengan arah jarum
Jam. Arah yang berlawanan dengan jarum jam disebut arah positif. Sebaliknya, arah
yang sama dengan jarum jam disebut arah negatif.
y

arah positf
I ‘I\ Gambar 2.3 memperlihatkan arah positif dan
X :
ooV, arah negatif suatu sudut.
\#//

“areh negatf

Gambar 2.3

a. Sudut-sudut di kuadran |
y Pada gambar 2.4, OP = r = jari-jari lingkaran.
f r>"l\3 Proyeksi titik P pada sumbu X adalah P’.
4 |
]

O Py X £ P'OP berada di kuadran 1 yang besarnya
antara 0° dan 90°. Bila £ P'OP = « maka

sudut di kuadran I adalah 0° < ¢ < 90°

Gambar 2.4 Sudut dj kuadran ]

b. Sudut-sudut di kuadran ]

y Pada gambar 2.5, bila OP berimpitan dengan
p e
1:\3; \ OY maka £ o= 90°,
|

I
\P O X OP berada di kuadran II besar sudut yang
\ dibentuknya antara 90° dan 180°, atau 90° <
a < 180°

Gambar 2.5 Sudut di kuadran 11



¢. Sudut-sudut di kuadran I]]

N

g Pada gambar 2.6, OP berada di kuadran 111,
\ \
D

2 Sudut yang dibentuknya, besarnya  antara

180° dan 270°. Ditulis - 180° < ¢ < 270°
Gambar 2.6 Sudut di kuadran 111

d. Sudut-sudut di kuadran 1V

Pada gambar 2.7, OP berada di kuadran IV.

Besar sudut yang dibentuknya antara 270°

dan 360°. Ditulis : 270° < ¢ < 360°
Gambar 2.7 Sudut di kuadran [V

2.3. Perbandingan Trigonometri pada Sudut vang Lebih Besar dari 90°

Selanjutnya kita tinjau perbandingan-perbandingan trigonometri pada susut-
sudut yang lebih besar dari 90°. Atau dengan perkataan lain, perbandingan
tigonometri pada sudut dalam kuadran I, T dan IV.

Karena nilai perbandingan trigonometri pada kuadran | adalah positif, maka
usaha-usaha yang dilakukan dalam mencari, menghitung perbandingan trigonometri
pada kuadran lain, sebaliknya dikaitkan atau dihubungkan kepada nilai
perbandingan trigonometri pada kuadran I tersebut.

Untuk itu, marilah kita pelajari perbandingan trigonometri pada masing-

masing kuadran, mulai dari kuadran II sampai kuadran IV,



2.3.1. Sudut dalam Kuadran 11
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Dalil : Dua buah sudut yang berpelurus mempunyai sifat-sifat sebagai berikut :

Sinus kedua sudut itu sama, Cosinus dan Tangen kedua sudut itu adalah

berlawanan.

Bukti.

L
X E -9 c 9 C X

Gambar 2.8 Sudut dalam Kuadran [I

Pada gambar 2.8 dapat dibaca, bahwa
£ AOX adalah sudut dalam kuadran I
Z BOX adalah

(sudut  lancip)

pelurusnya £ AOX.

Ini berarti £ AOX + £ BOX = 180°, maka dari itu £ BOX, = £ BOX. Kita

ambil sembarangan titik D dan F kaki OA dan OB yang sama dengan jari-jari

lingkaran r. Kita proyeksikan potongan garis OD dan OF pada sumbu OX dan 0X,.

Perhatikan dua segitiga DOC dan FOE :

FE p
Sin£ZBOX = —— = —
FO r
EO -q
Cos £LBOX = —— = —
FO r
FE p
Tg £ BOX = —x = —
EO

Inilah yang dimaksud dalam dalil di atas.

DC p
Sin £ AOX = ——— = —
OD r
oC q
Cos LZAOX = —— = —
OD r
DC p
Tg £ AOX = —— = —
ocC q

Jika o« adalah suatu sudut dalam kuadran II, maka didapat rumus :

Sin o

Cos o

Tga

+ Sin (180° - o)
- Cos (180° - 1)

-Tg(180°-a)
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Karena Cosecan, Secan dan Cotagen suatu sudut adalah kebalikkan dari Sinus,

Cosinus dan Tangen sudut tersebut, maka :
Cosec o = + Cosec (180°-qa)

Secaa = -Sec (180°-q )

Cotg o -Cotg (180°-a)
Bukti salah satu rumus dapat dilakukan sebagai berikut -

l

Cotga = (definisi)

Tg w
Tga = -Tg(180°-q) (rumus di atas)
maka

1

Cotga = = -Cotg (180°-«)

-Tg (180° -« )

qg.e.d

Coba anda buktikan rumus yang lain. Silahkan!

2.3.2. Sudut dalam Kuadran 111

Perbandingan trigonometri sudut-sudut dalam kaudran 11 dapat dikaitkan
atau dijadikan perbandingan trigonometri sudut-sudut dalam kuadran 1.
Sudut--sudut dalam kuadran I ialah 180° < B < 270°, dimana f

diumpamakan sudut dalam kuadran 111,

.
B
X E q/

T
AT C

Pada gambar 2.9 diumpamakan B adalah
sudut dalam kuadran III. Katakanlah B=
200°, maka £ BOX = 200° - 180° =

20°, dan £ BOX = £ AOX, = 20° (sudut

yang bertolakbelakang)
Gambar 2.9 Sudut dalam Kuadran 1]
LG L

{78
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Titik D dan C diproyeksikan kepada sumbu X dan Xy, dan proyeksi
potongan garis OD dan OC ialah q dan -g, serta proyektornya (garis yang
memproyeksi) p dan -p.

Perbandingan trigonometri sudut dalam kuadran 11 ialah :

. EC -p DF p
Sn£LAOX = —— = — Sin/Z/BOX = — = —
CO r OD r
EO -q OF q
Cos ZAOX = — = —— Cos £LBOX = — = —
CcO r oD r
EC  -p DF p
Tg LAOX = —— = — Tg£BOX = — = —
OE -q OF q

Karcna £ AOX = f3, sudut dalam kuadran IiI, maka
Sinf3 = -Sin(f -180°)

Cosf3 = -Cos(p - 180°)

TgB = +Tg(P - 180°)

Sebagai contoh :
Sin200° = - Sin 20°
Cos 200° = - Cos 20°
Tg 200°

f

+ Tg 20°
Untuk kebalikan perbandingan trigonometri Cosecan, Secan dan Cotagen suatu

sudut pada kuadran III, dapat disusun rumus-rumusnya :

Cosec 3 = - Cosec (B - 180°)

Secp = -Sec(p - 180°)

Cotg 3

It

+ Cotg (B - 180°)



2.3.3.

Sudut dalam Kuad ran IV

/"J_‘\ DB
[ &
\\

Ned
r
Sa

Gambar 2.10 Sudut dalam Kuadran 1V

dengan mudah dapat dibuktikan bahwa proyeksinya adalah sama, yaitu OE

berhubungan dengan A OEC = A OED.

23

Lihat gambar 2.10 diumpamakan £ AQX =

310° Kita lukis dalam kuad

ran | suatu

sudut £ BOX = 360° - 310° = 50°.

Kita ukur pada kaki-kaki OA dan OB

potongan-potongan garis OC = OD =r.

Potongan-potongan garis OD dan OC diproyeksikan pada sumbu OX, maka

_—_q’

Perbandingan trigonometri pada sudut kuadran 1V dan dihubungkan dengan

perbandingan trigonometri pada sudut kuadran I adalah :

Jadi :

e P
SinZAO0X = — = ___
C r
O q
Cos £LAOX = —— =
ocC r
CE -p
Tg£LAOX = —— = _
OE q

Sin £ AOX = - S$in 2 BOX
Cos £ AOX = + Cos 2 BOX

Tg £ AOX = -Tg £ BOX

Sebagai contoh :

Sin 310° = - Sin 50°
Cos 310° = + Cos 50°
Tg310° = -Tg50°

-

Sin £ BOX =

oD

OE
Cos £ BOX = —— ==
oD

DE

p

r

q
r

p

Tg£BOX = —— =

OE

q
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Seandainya y suatu sudut dalam kuadran IV, kita mendapatkan rumus-rumus :

Siny = -Sin (360°-7)
Cosy = +Cos (360°-7)
Tgy = -Tg(360°-v)

Selanjutnya dengan kebalikkannya Sinus, Cosinus dan Tangen didapat pula :

Cosecy = - Cosec (360°-7)

Secy = +Sec(360°-v)

Cotg v - Cotg (360° -v)
Setelah  dipelajari perbandingan trigonometri pada sudut-sudut dalam
kuadran I, I, IIl dan IV, dikumpulkan ikhtisar seperti dalam tabel di bawah ini.

Tabel 4. Perbandingan Trigonometri Sudut-sudut dalam Kuadran-kuadran

}:fi?;)::g:fg 0° I 90° | I | 180°{ 1M |270°} IV | 360°
Sinus 0 + 1 + 0 ] 1 i 0
Cosinus I + 0 - -1 _ 0 . ;
Tangen 0 1 + o0 . 0 + + oo _
Cosecan © + 1 + + o _ 1 j %
Secan 1 + + o . - ] + oo N ;
Cotangen 0 + 0 - + oo + 0 i "

Contoh-Contoh :

1. Hitunglah : Cos 210° Sin 240° Tg 225°

Jawab.

Cos 210° = -Cos (210° - 180°) (sudut dalam kuadran III)
= - Cos 30°
= -3

Sin 240° = - Sin (240° - 180°) (sudut dalam kuadran III)
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= - Sin 60°
= - 1/2\/3
Tg 225°

fi

+Tg (225° - 180°) (sudut dalam kuadran Iil)
+Tg4s°

I

2. Hitunglah : Cos 300° Sin 3150° Tg 330°

1.

Jawab.

Cos 300° = + Cos (360° - 300°) (sudut dalam kuadran 1V)
= + Cos 60°
= '/2

Sin315° = - Sin(360° - 3159) (sudut dalam kuadran 1V)
= - Sin 45°
= -2

Tg 330° = -Tg(360° - 330°) (sudut dalam kuadran [V)
= -Tg30°
= - '3\3

Soal-soal :

Mudahkanlah menjadi perbandingan trigonometri suatu sudut lancip.

a. Sin 100° Cos 100° Tg 100° Sec 100°

b. Cos 200° Ty 200° Cotg 200° Cosec 200°

¢. Sin 300° Cos 300° Tg 300° Sec 300°

Jika diketahui Sin 50° = 0,7660, carilah sudut-sudut yang Sinusnya sama

besarnya? Berapakah besarnya sudut-sudut yang Sinusnya = -0,7660 ?

. Jika diketahui Cos 50° = 0,6428, carilah sudut-sudut yang Cosinusnya sama

besar? Berapakah besarnya sudut-sudut dengan Cosinusnya = -0,6428 ? Dan
dengan Sinus = 0,6428 7

. Diketahui Tg 35° = 0,7002. Carilah semua sudut dengan Tangen = 0,7002.

Carilah pula semua sudut dengan Cotangen 0,7002 ; semua sudut dengan Tangen

-0,7002 ; semua sudut dengan Cotangen -0,7002.
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5. Hitunglah harganya bentuk-bentuk berikut :
a. Sin200° + Sin210° + Sin 160°
b. Sin 180° + Cos 180° + Cos 100°
Tg 10°

c. Tg225° + + Cotg 45°

Tg 270°

2.3.4. Sudut yang Lebih Besar dari 360°

A Suatu garis OA, (lihat gambar 2.11) yang

5 5 semula berimpit dengan OX , diputar berturut-

turut melalui kuadran I, II, 1L, dan IV.

Gambar 2.11 Sudut yang lebih besar dari 360°

Sesudah berimpit lagi dengan OX, berputar satu lingkaran, garis OA itu
masih terus berputar, sehingga akhimya membentuk £ XOA == 15°. Jadi jumlah
sudut yang telah dilalui OA adalah 360° + 15° = 375°. Suatu sudut yang sedemikian
besarnya, dikatakan akhirnya sudut itu terletak dalam kuadran pertama.

Contoh lain besarnya sudut yang dilalui 840° adalah sama dengan
2 x 360° +120°, yang akhirnya terletak dalam kuadran TII.
Ketentuan : Perbandingannya trigonometri suatu sudut AOX hanya tergantung pada

akhir letaknya kaki OA yang berputar.

Menurut ketentuan ini, maka :
Sin 375° = Sin 15° Cos 380° = Cos 20° Tg400° = Tg40°
Cosec 420° = Cosec 60° Sec 850° = Sec (2 x 360° + 130°) = Sec 130°

dan seterusnya.
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Pada umumnya dapat dinyatakan - Perbandingan trigonometri suaty sudut

a+k .360° adalah sama dengan perbandingan trigonometri sudut o. Dimana k =

bilangan bulat positif

2.3.5. Sudut Negatif

Dalam fasal-fasal yang lalu, dijelaskan bahwa
0 X suatu sudut positif terbentuk jika potongan garis

diputar yang arah perputarannya berlawanan
+330°

dengan jarum jam.
Gambar 2.12 Sudut Negatif

Jika potongan garis OA yang semula berimpit dengan OX (gambar 2.12)
dibawa berputar searah dengan jarum jam, dan OA akhirnya terletak dalam kaudran
1V, maka sudut o disebut sudut negatif. Contoh pada gambar 2.12 £ XOA = -30°.

Untuk menyelesaikan perbandingan trigonometri sudut-sudut negatif, ialah

dengan menjadikan atau merubah ke dalam bentuk sudut-sudut positif dan lancip.

Contoh-contoh :

Sin (-30°) = Sin 330° = - Sjn 30° (kuadran V)

Cos (-30°) = Cos 330° = + Cos 30° (kuadran 1V)

Tg(-30°) = Tg330° = - Tg 30° (kuadran 1V)

Cosec (-120°) = Cosec 240° = - Cosec 60° (kuadran III)

Sec (-120°) = Sec 240° = - Sec 60° (kuadran III)

Cotg (-120°) = Cotg 240° = + Cotg 60° (kuadran 111)
Soal-soal :

1. Mudahkanlah menjadi perbandingan trigonometri suatu sudut lancip.
a. Sin 370° Cos 500° Tg 910° Sec 1400°
b. Cotg 460° Cosec 800° Sin 900° Cos 1000°
c. Cos (-50°) Sec (-100°) Tg (-200°) Cotg (-300°)
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- Hitunglah harga dari bentuk-bentuk di bawah inj :
_ Tg 400°
a. Sin375° + —— 4 Cotg 45° - Sin 15°
Cotg 400°

b. Cos 80° + Cos 540° - Sin 10° + Cos 90°
¢. Sin(-45°) + Cos (-45°) +Tg (-45°) - Cotg (-45°)

. Hitunglah harga dari bentuk-bentuk di bawah inj -

a. Cos 60° > Cos 30° Cos 60° - Cos 30° Cos 60° < Cos 30°
b. Sin30° + Cos 60° > Sin 90° Sin 30° + Cos 60° < Sin 90°
Hitunglah harga-harga perbandingan trigonometri di bawah ini :

Sin 60°
a —

Cos 60°

b. Sin(-135%) x Tg(-150°) + Cos (-330°)

Apakah peryataan di bawah ini benar atau salah.
a. Tg30° < Tg45° < Tg60°
b. Sin 135° - Sin (-135°)
¢. Sin60° + Sin 30° = Sin 90°
I

d Cosl2° = —
Cosec 780°

. Hitunglah harga bentuk-bentuk di bawah ini.

- Sin (-270°) + Cos (-240°) + Sin (-310°) + Cos (-310°)
. Tg(315°) + Cotg(-315°) + Sec (315°) + Cosec (-315°)
- Sec (-270°) + Cosec (-270°) + Tg(-270°)

. Cotg (45°) + Cos (225°) + Cotg (225°) - Tg45°

(o] jox =~

[oN

. Hitunglah harga bentuk-bentuk di bawah ini :
a. Tg45° + Cos 45° + Cotg 135° + Sin 60°
b. Cos (-45°) + Sin (-45°) Tg (-45°)
. Sec 135° - Sec (-45°) + Cosec 60° - Cosec (-120°)
d. Sin90° + Cos (-90°) + Sin (-90°) + Tg (-45°)
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2.4. Tinjauan terhadap Nilai Sinus, Cosinus dan Tangen suatu Sudut

Hasil harga-harga perbandingan trigonometri
berobah-robah  darj suatu  sudut ke sudut
lainnya. Jadi perobahan nilai perbandingan

trigonometri  kepada besarnya sudut dan

7 letaknya sudut tersebut,
Gambar 2.13 Nilaj Perbandingan

Trigonometri

Untuk itu marilah kita tinjau beberapa perbandingan trigonometri pada sudut

Yang berkisar antara 0° dan 360°

2.4.1. Tinjauan terhadap Nilai Sinus ¢

Sudut o berobah-robah dari 0° sampai dengan 360° (lihat gambar 2.13).
Mula-mula potongan garis OA berhimpit dengan OX, ini berarti sudut o = 0°. Jadi
Sin o = Sin 0° = %on = 0. Pada saat potongan garis OA berhimpit dengan OX,
panjang garis proyektor = 0 dan sist miring = OA, dan g = (° maka Sin « = Sin 0° =
*oa=0.

Kemudian OA digerakkan ke atas menurut arah yang berlawanan dengan
jarum jam, sehingga OA berada pada OC umpamanya. Dalam hal inj sudut yang
dibentuk adalah 0z yaitu £ COX. Pada saat inj harga Sin o, = CC./()C. Jika
umpamanya besarnya sudut «, = 45° maka harga perbandingan trigonometri Sin «,
=Sinds5e =" =1 =D,

Potongan OA digerakkan terus ke atas, yang sudut o berobah-robah menjadi

sudut oy, a,, o3 dan Seterusnya, sehingga pada akhir kuadran pertama sudut o = 90°.

LK PT e

Wer g?
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Dalam hal ini garis proyektor OE = sisi miring OE, maka harga Sin o = Sin 90° =

OF
o =+1.

Seterusnya potongan garis OA berhimpit dengan sudut OX-. Pada posisi OA
berhimpit dengan OX-, maka panjang proyektor F = 0, dan sisi miringnya = OF = -
X, besar sudut o = 180°. Jadi nilai Sin o = Sin 180° =z =" x = 0.

Potongan garis OA kita bawa bergerak sampai akhir kuadran I, yaitu
berimpit dengan OG. Dalam hal ini sudut @ menjadi 270°, oo = 270°. Dan garis
proyektor sama panjang dengan OG, sekaligus sama panjang dengan sisi miring.
Harga Sin a = Sin 270° = Mo = %y = -1, dimana sisi miring merupakan garis
miring sumbu Y yang arahnya negatif.

Akhirnya pada sudut = 360°, akibat potongan garis OA bergerak terus,
sehingga kembali berhimpit dengan garis OA semula. Pada posisi sudut o = 360°,
besarnya proyektor = 0, sehingga Sin a = Sin 360° = %on=0.

Kesimpulan peninjauan terhadap nilai Sin a, dimana a berobah-robah
besarnya, tergantung dimana posisi potongan garis OA, maka terdapat : Nilai Sin o
berkisar antara 0, -1 dan +1, dan dapat ditulis : -1 £ Sin o £ +1. Atau dengan
perkataan fain, nilai Sinus suatu sudut akan mencapai nilai tertinggt +1 pada sudut

90° dan akan mencapai nilai terendah -1 pada sudut 270°, seperti grafik Sinus di

bawah ini.
Y
+1T
1
i+ 3z
0 ! 2%
T
2

)
——r

<
-
=

_1ﬁ.

Gambar 2.14 Grafik Sinus
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2.4.2. Tinjauan terhadap Nilai Cosinus o

Dengan berdasarkan ketentuan-ketentuan Trigonometri, mengenai Cosinus
suatu sudut ialah harga perbandingan antara garis proyeksi (proyektor) dan garis
yang diproyeksikan (proyektum).

Analog pemikiran dengan cara-cara peninjauan terhadap Sinus suatu sudut di
atas, yang sudut pandangan berobah-robah dari 0° sampai 360°. Harga perbandingan
trigonometri khusus Cosinus suatu sudut dapat dihitung antara lain : Cos 0° = +1 ;
Cos 90° =0 ; Cos 180° = -1 ; Cos 270° = ; Cos 360° = +1. Jadi dapat
disimpulkan jika suatu sudut o dirobah-robah dari 0° sampai dengan 360°, nilai
Cosinus o berobah pula dari +1 (maksimum) ke nilai -1 (tcrendah), dan ditulis

0° < £360° maka -1 <Cos o < +1.

Secara grafis, dapat diperlihatkan perobahan nilai Cos o tersebut (lihat

gambar 2.15).

+1 “-\\\ :
. +1
[}
0 . 180" :
90° : 1 270" 360"
|
_1T

Gambar 2.15 Grafik Cosinus
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2.4.3. Tinjauan terhadap Nilai Tangen o

Secara definisi nilai Tangen suatu sudut o ialah harga perbandingan antara
garis yang memproyeksi (proyektor) dan garis proyeksi. Bila garis OA (lihat gambar
2.13) terus diputar sampai ke OB, OC, OE dan seterusnya, maka garis proyeksinya
bertambah pendek, yaitu OA, OB’, OC’, OO dan seterusnya, maka kita dapati :
Tg0°=0; Tg90° =1 ; Tg180°=0 ; Tg270°=%o ; Tg360°=0

Kalau kita simpulkan ialah jika sudut o berobah-robah dari 0° sampai
dengan 360°, maka nilai Tg o bergerak dari nilai -0 ke nilai + o0, ditulis
~o<Tga <+ o

Secara grafik, nilai Tg « itu dapat dilukiskan sebagai berikut :
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Gambar 2.16 Grafik Tangen
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Pada gambar 2.17 di bawah ini, menunjukkan grafik Y = Tg X dan Y =
Cotg X. Kedua grafik ini dilukiskan dengan mengunakan nilai-nilai fungsi
trigonometri. Kurva Tg X dan Cotg X tidak kontinu (terputus) karena harga Tg 90°
adalah jauh tak terhingga (), dan tidak bisa dilukiskan. Begitu pula harga Cotg 0°,

juga tidak terhingga. Lihat gambar 2.17.
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g X

Cotg X
Gambar 2.17 Grafik Cotangen

—_—————Y

= Cosec X. Harga

Sec X dan'Y

Pada gambar 2.18 menunjukkan grafik Y

Sec dan Cosec suatu sudut mudah dihitung, dari nilai Cos dan Sin sudut tersebut.

dan

Sina

1

Cos a

Cosec o

Harus diingat :

Secu =

Kurva Sec dan Cosec dapat dilihat pada gambar di bawah ini.

Cosec X

———— —— \"_.:

SecX

Y=

Gambar 2.18 Grafik Secan dan Cosecan
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Contoh-contoh :

-2

1. Diketahui Sin o = , ada harganya

§-p
Hitunglah harga p yang memenuhinya
Jawab : Pengertian adanya suatu harga Sinus suatu sudut ialah interval atau nilai
antara harga Sin o ialah :

-1 £ Sina € +1

p-2
-1 £ < +1, maka
8-p
p-2 p-2
-1 — dan < +1
8-p 8-p
Jadi p <5

2 Diketahui £ ¢ adalah salah satu sudut pada kuadran Il , dan Tg ¢ = 2.

Hitunglah harga perbandingan trigonometri lainnya Tg ¢ = '/;72, maka dengan

definisy, nilai ;
I I
Cotgp = = = 2
Tg @ )
Sec’p =1 + Tglo (rumus)
=1+ l/z = 11/2

Sec ¢ = V*/, karena ¢ berada di kuadran II, maka
Secp = Ny = -6
1
Cos = = 6
-14V6

Sing = Cos¢ . Tgg = -'13¥6 x ',V2 = -1343

I
Cosec @ = = 3
-3

Soal-soal.

1. Hitunglah perbandingan trigonometri pada sudut-sudut :
a. 135° b. 120° c. 240° d. 315°
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2. Hitunglah.
a. Sin 5/4 n + Cos /yn b. Sin'/ym + Cos P
c. Tgyn d. Cotg(2n-'"/ym)
. 2q-7
3. Hitunglah kemungkinan harga-harga q, bila nilai Sin = , ada.
q+1

4. Berapakah harga ¢ yang memenuhi antara 0° dan 360° kalau diketahui -

a. Secop >2 b.Cos ¢ < '/12\2 c. Cotg @ >3 d. Cosec ¢ <-2

2.5. Fungsi (a + k. 360°) dan Fungsi (a + k. 180°)

2.5.1. Fungsi (a + k. 360°)

Pengertian (o + k . 360°)

A Perhatikan AX + OA, dengan sumbu X + OA =

Y\.\ a. Jika A berputar terus dengan arah berlawanan

\iﬁy} X dengan jarum jam sampai 360°, maka kita
5 ’ peroleh sekali putar penuh, £ o + 360°

Gambar 2.19 Sudut o + k . 360°

Hal ini berarti posisi titik A berada pada tempat semula seperti pada

gambar 2.19.
Kalau dilakukan pemutaran 2 kali, maka besar sudutnya akan menjadi o + 2
. 360°. Secara umum akan kita peroleh : £ o + n . 360°
Kalau OB berputar menurut arah jarum jam, dan berputar sckali putaran
penuh, maka titik B kembali berada pada posisi semula, lihat gambar 2.19,

maka kita dapati £ a - 360°. Andaikata kita putar sekali lagi secara putaran penuh,

akan didapati £ o - 2 . 360°, dan secara umum, yang diputar n kali, akan diperoleh
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Kalau deretan (1) dan (2) di atas dapat ditunjukkan dengan £ o + k . 360°
dimana harga k adalah semua bilangan bulat k = ...-3, -2, -1, 0, 2, 3... Marilah kita

tinjau harga perbandingan trigonometri terhadap fungsi ( o + k . 360° ), lihat

gambar 2.19.
' . AC
Sin(a+360°) = Sina = ——
OA
oC
Cos(a+360°) = Coso = ——
0OA
Tg ( 360°) r AC
(ot o = Togy = ——
g 4 OC
OA
Cosec (a +360°) = Cosecon = ——
AC
AO

Sec(a+360°) = Seca = —
CO

C 360 = = ——
ot o + 360° otg o

Secara umum dapat disusun rumus :

Sin (a+ k. 360°)

Sina

Cos (a+k.360°) = Cosa

Tg(a+k.360°) = Tga
dimana k 1alah bilangan bulat yang positit, dan perhatikan £ o berada pada kuadran
berapa.

Bagi sudut negatif (lihat gambar 2.19).

| BC -Y ( Y ) i
Sin(-a) = = = . = .-.Sinqa
( OB OB OB

oC
Cos(-a) = — = Cosa

OB

VI

I
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Tg(-a) = = —=-(—) = -Tgu
oC oC oC
atau :
Sin(-a) =-Sina
Cos(-a) = +Cosa
o = Sudut lancip
Tg(-a) =-Tga
Cotg(-a) =-Cotga

Rumus di atas dapat diperluas menjadi ;
Sin(a-k.360°) = -Sina
Cos(a-k.360°) = Cosa
Tg(a-k.360°) = Tga
Cotg (a-k.360°) = Cotga

Cacatan -

1. k1alah bilangan-bilangan bulat.

2. Perhatikan letak sudut o pada kuadran berapa.

Contoh-contoh :

1. Sin 330° = Sin (360° - 30°) = -Sin 30°
Karena o = 330° terletak pada kuadran 1V nilai Sinus adalah negatif, jadi :
Sin 330° = -Sin 30° = -'/,¥3

2. Cos 330° = Cos (360° - 30°) = Cos 30°
Karena o = 330° terletak pada kuadran 1V, dan nilai Cosinus adalah positif, jadi :
Cos 330° = +Cos 30° = '/,\3

3. Tg330° = Tg(360°-30°) = -Tg30° = -'/;\3

Karena a. = 330° terletak pada kuadran IV, dan nilai Tangen adalah negatif, jadi:
Tg 330°= -Tg30° = -'/,\3
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2.5.2. Fungsi (o + k. 180°)

Pengertian (o + k . 180°)

Perhatikan AX + OA, dimana £ X + QA = Za.
Titik A diputar berlawanan dengan jarum jam,
dan berada pada As. Titik A dan As segitiga
lurus, dan diperoleh £ X + OAs= £ o + 180°

Gambar 2.20 Sudut o + k. 180°

Perhatikan perbandingan trigonometri.

. +Y , -Y
l. Sina = Sin( 180°+a )= OA = 0OAs
OA OAs
jadi Sin (180°+ o ) = -Sina
+X -X
2. Cosa = Cos(180°+q ) = OA =0As
OA OAs
Jjadi Cos ( 180° + o) = - Cos o
+Y -Y
3. Tga = Tg(180°+ )= —
g . g( ) X

JadiTg(180°+a) = Tga
Dari contoh 1), 2) dan 3) di atas dapat ditarik kesimpulan, bahwa walaupun
diputar suatu titik kemana saja, asal perbedaan sudut tetap 180°, antara posisi
semula dan posisi terakhir maka nilai Sinus, Cosinusnya sama, tetapi tandanya
berlawanan, sedangkan harga Tangennya sama, juga tanda-tandanya. Kesimpulan ini
dapat ditulis dengan :

Sin (a + 180°) -Sina

I

Cos (a+180°) = -Cos a

Tg (o +180°) -Tga
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Secara umum, jika sudut itu ditambah dengan beberapa kali 180°

, maka rumus ity

menjadi :
Sin(a+k.180°) = (-1)* Sin
Cos (a+k.180°) = (-1)* Cos o

Tg(a+k.180°) = Tga

Contoh-contoh :

L. Sin225° = Sin (45°+1.180°) = (-1) Sin45° = -Sin 45° = N2
Cos225° = Cos (45°+1.180°) = (-1)' Cos 45° = -Cos 45° = -'/,\2
Tg225° = Tg(45°+1.180°) = Tg45° = |

2. Sin (o +360°) = Sin(a+2.180°) = (-1)’Sino = + Sin o
Cos (o +360°) = Sin (e +2.180°) = (-12Cos &t = + Cos «
Tg(a+360°) = Tg(a+2.180° = Tgq

3. Hitunglah Cotg (a + 180)

1
Cotg (o + 180°) = (definisi)
Tg (o + 180°)

1
+Tga

= Cotg a

1
Sec (o + 180°) = (definisi)
Cos (o + 180°)

I

-Cosa
= .Sec
1

I

Cosec (a + 180°) (definisi)

Sin (o + 180°)
i

-Sina

= - Cosec o
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Soal-sopal

I. Hitunglah harga perbandingan trigonometri di bawah ini :
a. Sin 150° b. Cotg 450° c. Cos (-45°) d. Sin 210°
e. Cos 225° f. Cotg (-330°) g. Sec (-120°) h. Sec 300°

2]

. Hitunglah Tg a, jika Cos a0 = 0,8

(%)

. Hitunglah Cos o dan Tg o, jika Sin o = 0,9
4. Hitunglah Sin o dan Cos a, jika Tg o= -7/,

5. Berapa harga X, jika
SinX =/, CosX = 0,2 Cosec X = ¥/,
TgX = 3 TgX =3 Sec X ="/,

6. Hitunglah
a. Sin 200° + Sin450° + Sin 160°

b. Cos 80° + Cos 180° + Cos 100°
Tg 10°

c. Tg225° + + Cotg 45°

Ty 270°

2.6. Daftar Logaritma Goniometri

Dalam fasal-fasal yang lalu, kita hanya menghitung perbandingan-
perbandingan goniometri untuk sudut-sudut tertentu saja, antara lain sudut 0°, 30°,
45°, 60°, 90° juga sudut-sudut yang berada pada kuadran II, Il dan IV, tetapi
sudutnya ialah sudut-sudut tertentu pula.

Kenyataannya, dalam trigonometri, tidaklah demikian halnya, sudut-sudut
istimewa saja, malahan segala sudut termasuk menit dan detik harus pula diketahui,

dan dicari harga-harga perbandingan trigonometri.
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Untuk itulah, tabel atay daftar logaritma baik dalam cmpat atau lima

decimal, memuat daftar logaritma fungsi-fungsi goniometris : log Sin, log Tg,
log Cotg, log Cos, juga daftar fungsi-fungsi goniometris : Sinus, Tangen, Cotangen
dan Cosinus, dapat membantu kita memecahkan persoalan ini.

Dengan mempergunakan daftar lgaritma ini, kita mendapat bantuan yang
besar, dalam kecepatan, ketepatan dan ketelitian menyelesaikan suatu persoalan
trigonometri.

Dalam daftar logaritma, hanya kita dapati log Sin, log Tg, log Cotg dan

log Cos. Log Sec dan log Cosec tidak ada, karena hal itu dapat diperoleh dari :

1
log Sec a = log

= log I - log Cos a = - log Cos a
Cos a

I

log Cosec o = log = log 1 -log Sina =-log Sin

Sin o

Juga fungsi goniometri yang terdapat dalam buku daftar logaritma hanya Sin,

Cos, Tg dan Cotg. Sedangkan nilai Sec dan Coscc tak ada. Umpamanya untuk
mencari Sec 10°, dicari dengan menggunakan rumus kebalikan Cosec 10°, sebab

Sec 10°x Cos 10° = 1.

] ]
Sec 10° = = = 1,01542
Cos 10° 0,98481

Contoh ke 2. Untuk mencari Cosec 25° ialah dengan rumus :

Cosec 25° x 8in 25° = 1. Nilai Sin 25° dapat dicari dalam daftar sinus.

] 1
Cosec 25° = = = 2,36691
Sin 25° 0,42262

Tentang logaritma-logaritma perbandingan trigonometri dapat dipelajari

sifat-sifat di bawah ini.
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a. Logaritma setiap Sinus dan Cosinus adalah Negatif
Nilai Sinus dan Cosinus suatu sudut adalah bilangan-bilangan yang lebih
kecil dari 1 (kecuali Sin 90°), Ingat nilai Sin o berada dalam nilai antara
(interval) 1 -1 < Sina < +1, pun begitu pula nilai Cos o, yaitu -1 < Cos o < +1.
Logaritma bilangan-bilangan yang lebih kecil dari 1 adalah negatif.
Contoh : Sin 30° = '/,
log Sin30° = log '/, = log 1 - log?2

= -]Og 2 ( lihat daftar log)

log Sin 30° = - 0,30103

It

9.69897 - 10
Perhatian

Dalam daftar logaritma Sinus, dan sebagainya, selalu dipakai petunjuk -10. Jadi

log Sin 30° = 9,69897 - 10. Tetapi petunjuk -10 itu dalam daftar tidak dicc;tak.
Untuk menghemat tempat. Jadi hanya tertulis log Sin 30° = 9,69897.
Begitu juga untuk logaritma Tangen dan logaritma Cotangen.

b. Perbandingan goniometri sudut-sudut yang lebih besar dari 45° dapat dimudah-
kan menjadi perbandingan goniometri sudut-sudut yang lebih kecil dari 45°
Umpamanya : Cos 62° = Cos ( 90°-28°) = Sin 28°

Lihat rumus : Cos (90° - « ) = Sin o, dan sebagainya.

Jadi log Cos 62° = log Sin 28°

I

9,94593 - 10
Dalam daftar logaritma hanya tertulis 9,94593, tetapi hasil log Cos 62° =

9,94593 - 10
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¢. Logaritma Cosecan suatu sudut adalah berlawanan dengan logaritma Sinus sudut

itu. Karena Sin o x Cosec o = |
Jadi log Sina + log Cosec o = logl =0
Maka log Cosec o = - log Sin «

Contoh : Berapakah log Cosec 40°.

log Cosec 40° = - log Sin 40°
log Sin40° = 980807 - 10
= -0,19193

Jadi log Coscc 40° = +0,19193
log Cosec 40° =10,19193 - 10
Begitu juga untuk Cosinus dengan Secan dan Tangen dengan Cotangen.
Jadi secara umum, dalam daftar-daftar logaritma hanya dimuat logaritma-

logaritma Sinus, Cosinus, Tangen dan Cotangen. Maka tiap-tiap Secan dan Cosecan

harus terlebih dahulu dijadikan Cosinus atau Sinus.

2.7. Keterampilan Mempergunakan Daftar Logaritma

Seperti halnya yang diutarakan di atas, bahwa nilai perbandingan
trigonometri atau perbandingan goniometri tidak hanya pada sudut-sudut istimewa

atau tertentu saja, tetapi juga pada sembangan sudut, lengkap dengan menit dan

detik.

Perbandingan-perbandingan goniometri untuk  sudut-sudut lancip telah

dihitung dan hasil perhitungannya telah dikumpulkan dalam sebuah daftar, yang
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disebut daftar perbandingan goniometri dan daftar logaritma perbandingan
goniometri.

Dalam daftar perbandingan goniometri, sudut antara 0° sampai 45° tertulis
pada pinggir sebelah kiri halaman daftar dan nama-nama perbandingan goniometri
(Sin, Cos, Tg, Cotg) terdapat diatas halaman daftar (lihat tabel 5).

Tabel 5. Daftar Perbandingan Goniometri

20°
M Sin Cos Tg Cotg
0 1 034202 | 0,93969 | 0,36397 | 2,74748
I 229 959 430 4499
2 257 949 463 4251
3 284 939 496 4004
4 311 929 529 3756
5 399 919 562 3509
6 366 909 595 3263
7 393 899 628 3017
8 421 889 661 2771
9 448 879 694 2526
10 | 0,34475 | 0,93869 | 0,36727 | 2,72281
dst

Sedangkan sudut antara 45° sampai 90° tertulis pada pinggir sebelah kanan
bagian bawah dari halaman dafiar (lihat tabel 6)

Tabel 6. Daftar Perbandingan Goniometri

0,41998 | 0,.90753 | 0,46277 | 2,16090 | 10
024 741 312 15925 | 9

051 729 348 15760 | 8

077 717 383 15596 | 7

104 704 418 15432 | 6

130 692 454 15268 | 5

156 680 489 15104 | 4

183 668 525 14940 | 3

209 655 560 14777 | 2

235 643 595 14614 | 1
0,42262 | 0,90631 | 0,46631 | 0,14451 | 0
Cos Sin Cotg Tg M

65°
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Memang dalam daftar nilai perbandingan trigonometri untuk Secans dan

Cosecan tidak diberikan dalam daftar. Untuk menghitung harga Sccan dan Cosecan

suatu sudut, kita harus mengubah Sccan menjadi Ycoss dan Coscean menjadi /s,

lalu Sin dan Cos sudut tersebut kita cari pada daftar perbandingan goniometri.

Nah, marilah kita pelajari contoh-contoh di bawah ini.

1. Contoh : Berapakah harga Sin 20°9' =9
Caranya : Carilah dahulu halaman daftar yang pada pinggir kiri bagian atas
memuat 20°. Lalu kita cari pada Jalur atau kolom M angka 9 yang
berarti 9. Akhirnya kita cari kolom yang memuat kata perbandingan

trigonometri Sin. Pada kolom Sin, baris 20°9' terbaca 0,34448. Ini
berarti Sin 20°9’ = 0,34448, (lihat tabel 5)

2. Contoh : Berapakah nilai Tg 20°5'157 =7

Kita diminta oleh persoalan ini suatu keterampilan untuk menggunakan daftar,
sehingga persoalan tersebut dapat dipecahkan. Sebabnya ialah dalam daftar (lihat
tabel 5) hanya ada harga Tg 20°5', sedangkan untuk 15" tidak tertulis, untuk itu

perhatikan cara-cara di bawah ini -

Kita cari dulu  Tg20°5 = a, dan
Tg20°6' = b
selisth = p
15
Untuk 15” berarti s Xp=q

Jadi Tg20°5'15" = a+ g
Lihat tabel 5: Tg20°5" = 036562
Tg 20°6" = 0,36595
selisth = 0,00033

15
Untuk 15" berarti Ty x 0,00033 = 0,00008

Jadi Tg20°515” = 036562 + 0,00008
= 0,36570

"/_”Li's( G w0

GRS
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3. Mencari kembali besarnya suatu sudut. Umpama :

berapakah harga X dalam Cos X = 0,6

Caranya : Harga 0,6 kita cari dalam daftar. Angka 0,6 berada pada kolom Cosinus
antara baris 53°7' dan 53°8', yaitu :
Cos 53°7" = 0,60019
Cos 53°8" = 0,59995

selisth = 0,00024

Perbedaan antara 0,6 dengan 0,59995 = 0,00005

0,00005
Jadi ——— x 60" = 13"
0,00024
Cos X = 0,6
Xy = 53°7'13" + k. 360
X; = 306°52'47" + k. 360

2.8. Logaritma Perbandingan-perbandingan Trigonometri

Logaritma perbandingan trigonometri dalam daftar hanya tertulis log Sin,
log Tg, log Cotg, log Cos. Tetapi loc Sec dan log Cosec tidak ada dalam daftar,

karena kedua hal ini dapat diperoleh dari

|

log Sec a = log = -logCos a

Cosa

1
= -log Sina

log Cosec o = log —
Sina

Cara penulisannya sudut, menit, sama dengan daftar perbandingan
goniometri. Untuk mendapatkan harga perbandingan goniometri sampai dengan

detik, diperlukan keterampilan dalam menghitung.
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Scbelum ini telah dijclaskan, karena nilai antara -

-I< Sina< +1 dan

1< Cosa < +1
maka logaritma Sin o dan logaritma Cos « merupakan logaritma bilangan yang
lebih kecil dari I, dan hasilnya adalah negatif Tidak terdapat dalam bilangan
negatif, karena sudah dikurangi dengan angka petunjuk -10. Untuk itulah, sebagai

hasil akhir dari harga perbandingan goniometri selalu dikurangi 10 dari angka yang

terdapat dalam daftar.
Perhatikanlah contoh-contoh di bawah ini.

1. Berapakah log Cos 34°9" = 9

Caranya : Kita cari dalam dafiar logaritma angka dari 34° berada pada sebelah
kiri halaman atas; dan kita cari pula kolom log Cos. Pada kolom Min
(= minute), kita temukan angka 9, yang berarti sebagai petunjuk 9
detik. Jadi pada halaman yang memuat 34°, dan pada angka 9 dalam
kolom Min, terdapat pada Jalur log Cos, suatu angka 9,91781. Ini
berarti, bahwa hasilnya dari log Cos 34°9'=9.91781 - 10

INGAT : jangan lupa menulis -10

2. Berapakah log Cos 34°9'23" =9
Caranya : 23 detik (23") berada antara 34°9' dan 34°10". Untuk itu kita cari
terlebih dahulu log Cos 34°9' dan log Cos 34°10", dan sesudah itu
dihitung selisihnya.

log Cos 34°% 991781 -10
log Cos 34°10" = 991772 - 10

I

Il

selisih 0,00009 atau 9e (e = enheid = satuan)
Sebenarnya daftar log telah memberi bantuan kepada kita untuk mencari selisih
log perbandingan goniometri ini, yaitu kolom d (d = differentia).

Antara log Cos 34°9' dan log Cos 34°10’ dalam lajur d terdapat angka 9, yang

berarti selisih log Cos 34°9' dan log Cos 34°10" = 9e,
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Selanjutnya kita perhatikan pada kolom yang sebelah kanan, terdapat tabel-tabel
kecil. Dalam contoh kita ini, dicari tabel : S | 9, karena selisih 9e.

S berarti second = detik. tabel tersebut sebagai berikut :

S 9
10 } 1,5
20 | 3,5
30 | 45
40 | 6,0
50 | 75
609
71 1,1
8 11,2
9114
Yang akan kita cari ialah 23"
Dari tabel kita baca 207 3,0
3 0,45
23" 345 =3

Jadi log Cos 34°9'23” = 991781 - 10
3

log Cos 34°9'23" = 991778 - 10

Pertanyaan : Kenapa harus dikurangi dengan 3 9

Kenapa harus dikurangi dengan 3 7

Jawabnya : ialah harga Cosinus suatu sudut akan bertambah kecil, bila

sudutnya bertambah besar.

3. Mencari kembali
Mencari kembali berarti mencari besarnya sudut kalau harga logaritma
perbandingan trigonometri diketahui. Cara-cara mencari kembali sama dengan
cara mencari kembali kalau daftar perbandingan trigonometri.

Contoh : Berapakah log Sin X = 9,74968 - 10

Caranya : Terlebih dahulu dicari angka 9,74968 berada dimana? Angka atau
bilangan 9,74968 berada antara log Sin 34°11’ dan log Sin 34°12



49

log Sin 34°] 1" = 974967 . 10
log Sin 34012 = 9,74980 - 10
selisih = 0.00019 atau =19

lihat kolom d (d berarti selisih atay defferentia) log Sin X =9.7468 - 10
berada 7¢ dengan log Sin 341

Pada tabel § - |9 dapatdibaca: 20" . 6,3
2" 0,63
2" 6,93 = 7

Jadi harga X diperoleh sebagai berikyt -
Xy = 340117207 &+ k. 360°
Xy = 145°48'48" + k. 180°
k = bilangan bulat

I

4. Berapakah log Sec 34°9'
I
Cos 34°9’

Caranya : Kita telah tahu harga Sec 3409 =

|
Cos 34°9’

It

Jadi log Sec 3409’ log

= log 1 - log Cos 34°9'

i

0 - log Cos 34°9'
=-log Cos 34°9
Harga log Cos 34°9 dapat kita cari dalam daftar yaitu :
log Cos 34°9 = 991781 - 10
Jadi log Sec 34°9' = -log Cos 34°9
= -(9,91781 - 10)
= -991781 - 10
= +0,08219

5. Berapakah harga X dalam log Tg X =0,16930.

contoh 3 di atas.
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log Tg X =0,16930 atau fog Tg X = 10,16930 - 10
Bilangan 10, 16930 terletak antara log Tg 55°53" dan log Tg 55°54"
log Tg 55°53" = 10,16911 - 10
log Tg 55°54" = 10,16938 - 10 ;
0,00027 atau =27 satuan (lihat kolom d.c)

i

il

selisih
d.c berarti differentin-comment
Perbedaan antara log Tg 55°53' dan log Tg 55°54' ialah antara (10,16911 - 10)
dengan (10,16930 - 10) ialah 19 satuan .

Dalam tabel S - 27 dapat kita baca: 107 .. ... 4,5
9 4,1
19" .. ... 8,6 =

Jadi dalam log Tg X = 10,16930 - 10 didapat harga :
Xy = 55°53'19" + k.360°
X; = 235°53'19" + k. 180°
k = bilangan bulat

Soal-soal.

Lukislah grafik-grafik dari persamaan di bawah ini.

a Y=SinX dan Y=CosX (dalam satu salib sumbu)

b. Y=SinX; Y=2SinX ; Y=3CosX (dalam satu salib sumbu)
. Y=CosX ; Y=2CosX ; Y=3CosX (dalam satu salib sumbu)

Lukislah Y = Sin X + CosX
Petunjuk ; Lukislah Y = Sin X dan Y = Cos X pada satu salib sumbu. Tentukan
harga ordinat dari jumlah ordinat Y = Sin X dan ordinat Y = Cos X pada

beberapa harga absis X.

. Carilah harga ¢ antara 0° dan 360° yang memenuhi :

a.Secop > 2 b.Cosp < '/,\2 c. Cotgp > V3
d. Cosec ¢ < -2 e.Cos2¢p< '/ f Tg3p>-V3
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4. Hitunglah dengan menggunakan daftar.

a. Sin12°17'12" b. Cos 53°24'37" c. Tg 70°20'40"
d. Sin204°15'13" e. Cos 217°49'46" f. Cotg 244°16'10"

5. Carilah harga di bawah ini.

a. log Sin 32°18"13" b. log Cos 18°1521" c. log Tg 44°19'42"

d. log Cosec 300°23 e. log Sec 210°25 f. log Cotg 270°50’50"
6. Berapa harga X dalam

a. log Sin X =926094 - 10 b. log Cos X =9,98105 - 10

b. log Tg X =9,62201 - 10 d. log Cotg X = 0,24221

7. Hitunglah X

10.

11

_ Cos 163°2530” + Sin213°18'41" + Cosec 108°39'18"
SinX =

Tg 118°55'12" + Sec 331°31'14" + Cotg 299°11713"

Tentukan sudut X, jika
a. Cos X = 0,80730 b. Cotg X =2
c. TgX =0,4841 d SinX =7,

Tentukan X, jika

a0 <SinX <0, b. 1 > CosX >0,75
C.0<TgX <2

Hitung X dalam :
a. SinX = Sin34° + Sin 18° b. TgX = Tg 10° + Tg40°
¢. Cos X = 2Cos 50°- Cos 40° d. Sec2X = Cosec 40° + Cotg 50°
Hitunglah unsur-unsur yang tidak diketahui jika:
B a. a=10 dan ¢c=15
B

b. ¢=30 dan o= 35°
a ¢ c. b=10 dan B =50°
d. a=5473 dan B =45°16'8"
C b A e ¢=3823 dan B =50°12'12"

YHLH,

AT
LIRS
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12. Sebuah tiang listrik yang tingginya 4 m disinari matahari. Panjang bayangan tiang

listrik 5 m. Hitunglah besar sudut antara sinar matahari dan bumi.

13. D Sebuah menara CD, tingginya 25 m.
%‘ Dari A kita ukur . = 21°dan B, § =
18°. Berapakah jarak antara A dan B.
A// pakah
B A c
4. "] Jarak antara 2 gedung ialah 30 m. Dari atap salah
7] B antara 2 gedung i
HE] o Eﬂ satu gedung o = 14° dan = 23°. Berapa tinggi
gedung-gedung tersebut ?
30M
ULANGAN

1. Mudahkanlah :
a. Sin(180°+a) ; Cos(360°+a) ; Tg(180°+a) ; Sec(180°+ )
b Cotg (180° +a) ; Cosec (360° +a) ; Sin(-o+ 180°) ; Tg (o -360°)
c. Cos (90° + a) ; Sin (90° + o) ; Cos(270°+a) ; Tg(270°+ a)

2. Mudahkanlah :

Sin (90° + o) Cos (90° - a) Sin (180° - ) Cos (90° - o)
+
Cos (180° + a) Sin (180° + a)
Tg (90° + o) Cotg (90° - a) . Tg (180° - o) Cotg (90° + )
Cotg (180° + o) Tg (180° - o)

3. Dari suatu sudut dalam kuadran II, Sinusnya = 3/s. Hitunglah perbandingan

goniometri sudut yang lain.

4. Jawablah  pertanyaan ini, untuk suatu sudut dalam kuadran III dengan

Cosinusnya = -1.



5. Pula untuk suatu sudut dalam kuadran |V dengan Tangennya = -n.
6. Hitunglah X dengan daftar logaritma, jika

Sin® 200°31'10” Tg 200° x Sin® 300°
a X = b. X =

Cos (-40°50"10") Cotg -40°
7. Hitunglah harga semua sudut antara 0° dan 360°

Sin 127° x Cos 144°
a TgX =

Cotg 315°

Tg 325° x Sin238°

b. CosX =
Cotg 315°

c. SinX =-0,3471

8. Hitunglah X, jika

31 /100 (Cos 323° + Cos 204°)
a X =
Tg 219°

3/ Costg 205° + Tg 105°
b. X =
10 Sin 149°

9. Buktikanlah kesehargaan :

Cos o Sina
+ = Cosa + Sina
1-Tga 1 -Cotga

Sin* a - Sin?® §)

10. Mudahkanlah: Tg’o - Tg'B - 3
Cos’ a. Cos’ B

53



BAB III
PERBANDINGAN GONIOMETRI BEBERAPA BUAH SUDUT

Dengan berdasarkan teori-teori trigonometri dalam bab-bab terdahulu, kita
akan mempelajari perbandingan-perbandingan goniometri dari beberapa buah sudut.
Umpamanya yang akan dibahas ialah perbandingan-perbandingan goniometri suatu
sudut lancip (a + B), jika perbandingan goniometri o dan § diketahui. Tidak hanya
Jumlah dua buah sudut lancip saja, bahkan perbandingan goniometri dari selisih dua
buah sudut lancip, seperti Sin (a - B).

Masalah yang akan dibahas dalam bab ini ialah mengenai rumus-rumus Sin

(a + B) dan Cos (o % B), dan sebagainya.

3.1. Jumiah Dua Buah Sudut

Y”‘-\B Pada gambar 3.1, sudut o dan ial.ah
positif dan lancip. £ BOC (jumlah sudut o
Ep A dan B) ialah positif dan lancip.
Ba v ) Busur YBAX ialah seperempat lingkaran
0 C F

dengan jari-jari = 1 dan berputar di O
Gambar 3.1 Jumlah dua buah sudut

Garis BC tegak lurus pada OX ; Garis BD tegak furus pada OA ; Garis DF tegak
lurus pada OX ; dan Garis DE tegak lurus pada BC.

Perhatikan AORC : ZORC = 90°-q

Perhatikan A BDR : £ BRD = £ ORC (bertolak belakang)
ZRBD = 90° - £BRD = 90° - £ORC
=90° - (90° - a) =«

FD .
Dalam A ODF : oD = Sina atau FD = OD Sina  .............. (1)



OF

0D
Dalam A BDE : —ER =
BD

BE

BD

Dalam A BOD : -ED— =

OB
OD

OB
Dalam A OBC :

Sin(a+ )

Sin(a+8)
Masih dalam A OBC :

Cos(a+f)

Cos(a+B)

Cosa atau OF = OD Cosa ... ....... .. (2)
Sina atau ED = BD Sina  ............ .. (3)
Coso atau BE = BD Cosa  ............ .. (4)
Sinf} atau BD=O0B SinB .............. (5)
CosP atau OD = OB CosP .............. (6)

BC

OB

CE+EB
OB

FD +EB
OB

ODSina + BD Cos a
OB

, sedangkan CE = FFD

, dan deminasi/substansi (1), (4) maka

oD

BD
— Sina + —— Cos ihat (5 6
OB Sina OB Cosa , lihat (5) dan (6)

SinaCos  + Cos a Sin

oC
OB
OF-ED , sedangkan ED = CF
OB
OD Sina - BD Cos
OB
oD BD .
—O—-B- Cosa - W Sinu

Cosa Cosf - Sina Sin

SS
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Dari kedua rumus di atas dapat diturunkan -

N Sin{(a+p)
g (ot p) =
Cos(a+8)
SinaCos 8 + CosaSin bagi pembilang dan
= , penycbut dengan
Cos o Cos B - Sina Sin B Cos o Cos B
SinaTos  Tos« Sin B
+
Cos o Cos-i.  Cosg Cos B Sina,
= ; ingat — = Tga
Cosg Cosf. SinaSinf Cos a.
GasaCesff  CosaCos B
Tga + TgP
Tg(a+p) = -
I -TgaTgp

Rumus-rumus jumlah 2 buah sudut :

Sin(a+fB) = SinaCosf + Cosa Sinf

Cos(a+f) = CosaCos B - SinaSin
Tga + Tgf

Tg(a+p) =
1 -TgaTgPp ... ....... @

3.2. Selisih Dua Buah Sudut

Jika pada rumus di atas § diganti dengan (-B) maka didapat rumus-rumus

selisih 2 buah sudut :

Sin(a-pf) = SinaCosp - Cos a Sin
Cos(a-f3) = CosaCos 3 + Sina Sin
Tga - TgP
Tg(a-B) =
1+ TgaTghp ... ... .. .. (I

Selanjutnya buktikan rumus perbandingan‘goniometri selisth dua buah sudut,
tidak seperti di atas yaitu mengganti sudut B dengan -B, tetapi dengan menggunakan

bantuan gambar 3.2.



Gambar 3.2 Perbandingan goniometri selisih dua buah sudut

I. Sin(a - B)
2. Cos(a - B)
3. Tg(a - B)
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3.3. Perluasan Perbandingan Goniometri terhadap Jumiah Dua Buah Sudut

{Sudut Rangkap)

Jika pada rumus I, kita ambil ¢ = 3 maka :

Sin 2a

Sin(a+a) = SinaCosa + Cos o Sin

= 2 Sina Cos a

Cos2a. = Cos(a+a) = Cos ot Cos o - Sin . Sin o

Tg2a = Tg(a+ a)

= Cos*« - Sin*«
= Cos’ o - (1 -Cosza) =2Cos’q -1
= (1-Sina) - Sinfa = 1- Sin‘a

Tga + Tga
I -TgaTga

2Tga
I - Tg*a

Rumus-rumus untuk sudut ganda :

Sin 2a

Cos 2a

ll

2 Sin o Cos «

Cos’ a - Sin’a
2 Cos’a -1
1-2Sin*a



2Tga
Tg2a = ————
- Tgla (111)

Contoh-contoh

I. Hitunglah harga Sin 15° tanpa menggunakan daftar logaritma.
Penyelesaian :
15° = 45°-30°
Sin 15° = Sin 45° - Sin 30°
= Sin 45° Cos 30° - Cos 45° Sin 30°
= N2 N3 - N2 Y,

2. Hitunglah Cos 67'/,° tanpa menggunakan daftar goniometri.

Penyelesaian :

135° = 2(67'/,°)
Cos 135° = Cos 2(67',°) = 2 Cos* 67'/,° - 1 rumus I
2C0s’67",° =1 + Cos135° = 1 - '/,\2 (sudut Kw 11)

Cos” 67'1,° = ' (1-'1\2) = 1, (2 -\2)

Cos 67',° = ', Y2 -2
Karena Cos 67'/,° > 0 (Sudut lancip, positif)

Maka Cos 67',° = +'/, ¥2 -\2

Hitunglah Tg 22'/,° tanpa menggunakan daftar goniometri.

(3

Penyelesaian :

22'h0 = 1, (459
2Tga
Dengan memakai rumus : Tg2a = —
1-Tg a
didapat : Tg45°= Tg2 (22'/,°)
2 Tg22'°
1 - Tg?22'%°

58
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[ -Tgh22'° = 2 Tg 220

Tg' 222 + 2Tg 22 - 1 = ¢
Umpama: Tg22'/° = p
pZ+2p-1=0

-1+ Ya+rVa
P2 = .

2+ 48 2+ 2\

2 2
pl,Z = -] + \{2
Tg22'1° = -1 + \2 Karena Tg 22'/,° > 0, maka
Tg22'° = -1 + 2 = V2 -1

4. Jika Cos a = 3/5 dan Cos B = 5/13, dimana a dan B terlctak pada kuadran pertama,
hitunglah Sin (a + ).
Penyelesaian :

. 2
Rumus ; Sin“o + Cos® o = 1, maka

Sina =+ Vv 1- Cos?q
+ V1= ()
4

Is

Il

i+

Karena a terletak pada kuadran pertama, maka Sin o = s

Dengan cara yang sama

Sin = v'1- Cos*p
= Y1- ()

12
= "Iy

I

Sin (a + B) Sina Cos B + Cos a Sin B
= 4/5 . 5/13 + 3/5 . IZ/”
= Wy

_ 36

/(75

65
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Soal-soal :

1.

Hitunglah nilai-nilai yang berikut ini tanpa menggunakan daftar perbandingan

goniometri.
a. Cos22',°  b. Cos 105° c. Tg75° d Tgl15°
e. Sin 195° f. Cos 165° g. Sin7'/° h. Sin 255°

. Hitunglah Sin (x + y) dari soal-soal berikut ini, Jika diketahui :

a. Sinx = 0,6 ; Cosy = 0,8 x dan y dalam kuadran I
b. Sinx = 0,5 ; Siny = 0,7 x dalam kuadran I, y dalam kuadran II

. Hitunglah Sin (x - y) dari soal-soal berikut ini, jika diketahui :

a. Cosx = 0,8 ; Cosy = 0,8 x dalam kuadran [, y dalam kuadran I
b. Sinx = -0,1 ; Cosy = 03 x dalam kuadran IV, y dalam kuadran I

Hitunglah Cos (x + y) dari soal-soal berikut ini, jika diketahui :
a. Sinx = 0,6 ; Cosy = 0,9 x dan y dalam kuadran I
b. Sinx = 0,8 ; Siny = 0,7 x dalam kuadran IV, y dalam kuadran II

. Hitunglah Cos (x - y) dari soal-soal berikut ini, jika diketahui :

a. Sinx = 04 ; Cosy = 0,4 x dalam kuadran III, y dalam kuadran [
b. Cosx =02 ; Cosy = 0,3 x dalam kuadran I, y dalam kuadran I{I

. Hitunglah Sin 24 ; Sin*/, ; Cos 2A ; Cos */, jika dikatahui :

a. Cos A= 1%, 3 A dalam kuadran 1
b. SinA =" A dalam kuadran 1
d. SinA= % A dalam kuadran 111
e. CosA= 2/5 A dalam kuadran IV
. Uraikan Sin (45° - a) dan Cos (45° - o). Mengapakah hasilnya sama ?

. Diketahui : o sudut tumpul, B sudut lancip. Sin o = %/,7, Cos B = ¥/

Hitunglah : Sin (a + B) ; Cos(a+B)
Sin (o - B) ; Cos(a-B)
Dalam kuadran manakah letaknya o + B dan o - B.
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9. Buktikan

Cotg o Cotg B - 1
a. Cotg(u+p) = ° gp

Cotg o + Cotg p

Sin (o +
b. Tga+Tgp = @+

Cos a Cos B

¢. Cos(a+B) x Cos (@-B) = Cos*a - SinZB
= Cos’B - Sin’q
10. Buktikan :
. Sin(a +B) + Cos (o - B) _ Cosf + SinB

 Sin(a-B) + Cos(a+ p) Cos B - Sinp

b. Sin(a+B) + Sin(a-B) = 2SinaCos B

11. Buktikan :
a. Sin41° - Sin39° = 2 Cos 40° Sin 1°
b. Cos (150° +x) - Cos (150° - x) = -Sinx
Tga+Tgp Sin (o + B)

Tga-Tgp  Sin(a-p)

3.4. Perbandingan Goniometri Setengah Sudut

Rumus-rumus perbandingan goniometri sudut kembar atau sudut rangkap,

telah kita dapati yaitu :

Sin2a = 2 Sina Cos
Cos2a = Cos’q - Sinfo ... ... 2)
= 1-28in’ «
= 2Cos’a -1

2Tga
Tg2a = T e (3)
I - Tga

Dari rumus (2) « diganti dengan 2 q, kita peroleh :

Cosa = Cos* Vs - Sin Yo
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= 1-2Sin’ %«
= 2 Cos*%aq -1
atau 1+ Cosa = 2 Cos? Vaq,

1-Cosa = 2Sin’* %o

Dari (a) dan (b) diperoleh :

Cos 2o = i\/ A (1 +Cos o)

Sin Voo = i\/‘/2 (1-Cos o)

1-Cosa

1+Cosa  ............. (Iv)

I+

Tghra =

Hati-hati kita dengan tanda *, karena tidak selalu Sin % o dan Cos % «
memakai tanda *, tergantung kepada besarnya sudut o. Disini pula tidak ada
ketentuan tentang tanda positif atau negatif, akan tetapi jika pada persamaan yang
pertama telah ditentukan tandanya, maka tanda ini juga harus dipakai selanjutnya.

Selanjutnya kita dapat menghitung perbandingan goniometri dalam Tg % «.
Contoh :

Tga=Tg(ea+Ya)
2Tg Vaa

1-Te' e
Sina = Sin(%2a+ %)

= 2Sin%a . Cos V2ax

2Sin'%a . Cos V2

Sin? Yo + Cos? Yo

2Tg Y20
Smot = ——
Tg Vao+ 1

Cos* Yoo - Sin? Va ot

Cos
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2 .
Cos™ Y2t - Sin® Vo

Sin Yoo + Cos* Y

1- Tg' Y
Cosa =

1+ Tg Yoo

Coseca =

Sina
I
2Sin%a Cos s a
Sin’ Y2 + Cos? Vst
2SinY%a Cos Y o
Te* i + 1
2Tgha

1

Cos «

1+ Tg* Yo

Cosec a

Seca =

1-Tg Vi
Rumus-rumus di atas biasanya lebih disederhanakan, terlebih dahulu dengan

mengsubsitusikan Tg 2o = t, maka -

2t
Sina =
t+1
1-¢
Cosa =
1 +¢?
2t
Tga =
- (V)

Soal-soal :

1. a. Hitunglah Sin 3 « , jika diketahui Sin «
b. Hitunglah Sin 4 o, jika diketahui Sin « dan Cos o
¢. Hitunglah Cos 3 « , jika diketahui Cos o
d. Hitunglah Tg 3a, jika diketahui Tga
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2. Diketahui Cos 30° = '/,V3, hitunglah perbandingan goniometri sudut 15¢,

Sin 75°, Cos 15° dan Sin 37'/,°

) Cos a 1-Sina
. Buktikanlah : Tg(45°- %« ) = =
I+Sina Cos

LI

4. a. Diketahui Tg Y200 =p ; hitunglah Cos o
b. Diketahui Tg “2a=p ; hitunglah Sin o

5. Diketahui Cos 45° = 4V3 ; hitunglah perbandingan-perbandingan goniometri
sudut 22°3(".

6. Jika diketahui Cos a, hitunglah Tg % o

3.5. Merobah suatu Jumlah atau Selisih menjadi suatu Hasil Perbanyakan

Dalam fasal ini akan dipelajari hubungan antara perbandingan goniometri
sudut jumlah atau selisih dua buah sudut dengan perbanyakan perbandingan

goniometri. Seperti dalam fasal-fasal terdahulu, telah ditemukan :

Sin(x+y) = SinxCosy + CosxSiny  ................... ()
Sin(x-y) = SinxCosy - CosxSiny  ................... (2)
Jika (1) dan (2) dijumlahkan, dan diperoleh :
Sin(x+y) + Sin(x-y) = 28inxCosy  ............. ... .. 3)
Jika (1) dan (2) dikuarngkan, dan dipcrolch :
Sin(x+y) - Sin(x-y) = 2CosxSiny  ................... 4)
misalkan : X T Y =P (5)
X =¥ T Q (6)
Jika (5) dan (6) dijumlahkan, didapat :
2x =p+g
X="00 - Q) (7)
Jika (5) dan (6) dikurangkan, didapat :
2y=p-q

X =500 - Q 8
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jika (5), (6), (7), (8) dimasukan dalam (3), diperolch -
Sinp + Sing = 2 Sin l/z(p + q) Cos I/2([) - q)
Jika (5), (6), (7), (8) dimasukan dalam (4), diperoleh :
Sinp - Sing = 2 Cos l/z(p + q) Sin I/z(p - qQ)
Akhirnya kita temukan rumus Jumlah atau selisih perbandingan goniometri

menjadi hasil perbanyakan perbandingan goniometri

i

Sina + Sin B = 2 Sin "y(a + B) Cos /y(at - B)

Sina - Sinf =2 Cos '/y(a.+ B) Sin 'y(ax-p)

Dengan cara yang serupa dengan di atas, dari :
Cos(x +y) = Cosx Cosy - SinxSiny
Cos(x-y) = CosxCosy + Sinx Siny

dapat diperoleh :

Cosa +Cos B = 2 Cos l/z(oc +B) Cos l/2(0L - B)

Cosa -Cos B = -2Sin '/y(a+B) Sin 'fha-P)

Contoh-contoh dan penvelesaian

1. Ubahlah Sin 7y + Sin 3y sebagai hasil kali.

Penyelesaian :

it

Rumus: Sina + Sinp 2 Sin '/2((1 +B) Cos '/y(ct - $)

2 Sin /Ty +3y) Cos 'Iy(Ty - 3y)
= 2 Sin '/y(10y) Cos '/5(4y)
= 2 Sin 5y Cos 2y

i

Jadi Sin 7y + Sin 3y

2. Ubahlah Cos 70° + Cos 50° sebagai perbandingan goniometri dari suatu sudut.
Penyelesaian :
Rumus: Cosa + Cos B = 2 Cos Yoo+ ) Cos 1/2(0. -B)
Cos 70° + Cos 50°

i

2 Cos '15(120°) Cos '/,(20°)
2 Cos 60° Cos 10°
2(",) Cos 10° = Cos 10°

YL
(HEE

Py R
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Soal-soal.
1. Robahlah jumlah atau selisih perbandingan goniometri menjadi suatu hasil
perbanyakan perbandingan goniometri, sesudahnya (jika mungkin) mudahkan,
a. Sin 33° + Sin 27° b. Sin 130° - Sin 110°
¢. Cos 63° + Cos 57° d. Cos 82°-Cos 58°
2. a. Apabetul : SinA+CosB = Sin A + Sin (90°-A) ?
b. Apabetul : 1+SinA = Sin90°+SinA ?

3. Buktikanlah kesehargaan-kesehargaan berikut ini,
SinA+SinB  Tg'/(A+B)
" SinA-SinB TgUxA- B)
SinA+ SinB

Cos A+ Cos B

= Tg 'AA+B)

c. (Sin A+ SinB) (Sin A -SinB) = Sin (A + B) Sin (A - B)
d. Sin A +2Sin2A +Sin3A = 4 Sin2A . Cos’ ',A

4. Hitunglah besarnya o, jika

Sin (A + 180°) Cos (B + 90°)
Cos (¢ - 360°) = , jika
: Tg (2C -270°) Sec (-D)

A, '/,B, C dan D sudut-sudut lancip, sedangkan Tg A = : /s, Cos '/,B =5/ 13, 1gC=
'/sdan SinD =Y.

3.6. Perluasan Perbandingan Goniometri Beberapa Buah Sudut

Pada fasal terdahulu telah diperlihatkan, kita dapat merbah suatu jumlah atau
selisth perbandingan goniometri menjadi suatu hasil perbanyakan. Sedangkan
sebaliknya mungkin juga. Umpama :

Sin(A+B)= SinACosB + CosASinB
Sin(A-B) = SinA CosB - Cos A SinB
Sin(A+B) + Sin(A-B) = 2SinA CosB

-+

atau



67

2Sina Cos 3 = Sin (o + B) + Sin (« - B)

dengan mudah dapat ditemukan

2CosaSin B

il

Sin (@ + B) - Sin (a - p)
2CosaCos B = Cos (a+B) + Sin (a - B)

2Sina Sin

Cos (a-B) - Cos (o + B)

Contoh-contoh dan penyelesaian.

I. Hitunglah 2 buah sudut x dan y, jika jumlah kedua sudut itu dan hasil

perbanyakan Sinus-sinus kedua sudut itu diketahui.

Penyelesaian : X+ty=u (diketahui)
SinxSiny=p (dikctahui)

Rumus:  2SinaSinp = Cos (a- B) - Cos(a+B)

Jadi : Cos (x -y)-Cos (x +y) = 28inxSiny

Cos(x -y)-Cosa = 2p

Karena p dan « dikatahui, maka x - y dapat dihitung karena x + y juga diketahui,

maka x dan y pula dapat dicari,

2. Bagilah suatu sudut siku-siku menjadi 2 bahagian, sehingga jumlah Sinus-

sinusnya mendapat harga yang terbesar (harga maximum). Tentukanlah harga

maximum itu.
Penyelesaian :
Umpamakan bagian sudut[ = A | bagian sudut [l =B
sehingga diketahui A + B = 90°
Diketahui pula: Sin A + SinB mendapat harga maximum.
Rumus:  Sin A +SinB = 2 Sin '/(A + B) Cos /(A - B)
2 Sin '/5(90°) Cos '/(A - BY =
2 Sin45° Cos '/5(A -B) =
2("/V2) Cos '/y(A -B) =
V2 Cos (A - B) = agar mendapat harga maximum, maka

syaratnya Cos I/2(A -B)=1
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INGAT : Cosinus suatu sudut akan mencapai nilai tertinggi (maximum), bila
Cosinus sudut itu = +1

Jadi harga maximumnya ialah = V2 . | = V2, bila Cos '5(A - B) =1 = Cos 0°

atau l/2(A -B)=0 atau A-B=0 atau A =B.

. Jika terdapat kuadrat Sinus atau Cosinus, maka sebatknya harus dirobah kedalam
Sinus atau Cosinus dari suatu sudut rangkap atau kembar.
Umpamanya diketahui :

Rumus : Cos2¢p =1-2 Sin’ ¢, maka
1-Cos 2¢

Sin“¢ = 3
dan diketahui :

Rumus: Cos2¢ = 2 Cos’ @ -1, maka
1+ Cos 2¢

Cos* ¢ =
¢ 2

Contoh pemakaian rumus-rumus di atas :

Jika : A+ B+ C = 270°, buktikan bahwa

Sin® A+Sin’B+Sin*C-2SinASinBSinC =1 ...... .. (1)
Penyelesaian :
R 1 -Cos2A
Rumus: Sm"A = —
2 (2)
, 1-Cos2B
Sin‘B = —
2 3)
Dar1 (2) dan (3)
1-CosZA 1-Cos2A
Sin’ A + Sin’ B = +

2 2
%/, - ', (Cos 2A + Cos 2B)

2A+2B 2A -2B
1- ', |2 Cos}——— | Cos |——
-2 2

1-Cos(A+B)Cos(A +B)
Sin® A+Sin’B = 1+ SinCCos(A-B) ... 4)
Perhatikan : A+ B+ C =270°

i

il

I
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A+B=270°_C

Cos (A + B) = Cos (270°-C) = SinC (kuadran 1))
Dari (1) dan (4)

F'+SinCCos(A-B) +sin?cC . 28inASinBSinC = |
]+SinC{Cos(A~B)-Cos(A+B)}- 2SinASinBSinC = ]

l+SinC(—2Sin\ Sin\%-ZSinASinBSinC =]

] =1 g.c.d.
Soal-soal
I. Diketahui: A+ B + C=180°, buktikaniah -
a. Cos’ A+ Cos? B + Cog? C = 1 - 2Cos A Cos B Cos C

b. Cotg '/,A + Cotg '/,B + Cotg '1,C = Cotg '/,A Cotg '/,B Cotg ',C
2. Diketahui - A + B + C=90°, buktikaniah :
Cotg A + Cotg B + CotgC = Cotg A Cotg B Cotg C

- Bagilah suatu sudut lancip, menjadi 2 bagian, schingga perbanyakan Cosinus-

cosinusnya mendapat harga yang terbesar. Tentukanlah harga maximum itu.

4. Bagilah sudut 60°, menjadi 2 bagian, sehingga jumiah Tangen-tangennya

mendapat harga yang terkecil (harga minimum). Tentukanlah harga minimum ijtu.

3. Diketahui Tg x = -n, Hitunglah perbandingan-perbandingan goniometri sudut x
yang lain.
6. JikhkA+B+C+D= 180°. Buktikanlah :
Cos A CosB + CosC CosD = SinA SinB + SinC SinD
7. Buktikanlah -
a. TgA - SinA = Tg A SinA Tg '/hA
b. Sin8a = 8Sina Cos a Cos2a Cos 4a
c. Tg(225°+a) + Tg (135°+a) - Tg 135° = | +2Tg2a



BAB 1V
PERSAMAAN-PERSAMAAN TRIGONOMETRI

4.1. Persamaan Trigonometri

Persamaan trigonometri atau persamaan goniometri ialah suatu persamaan
yang mengandung satu atau lebih perbandingan trigonometri dari sudut yang tidak
diketahui. Beberapa contoh persamaan ialah :

1. Cosx="h

2.2Sinx+1=0

3. Cos’x+2Cosx+1=0

4. x+y=120° Sinx-Siny=0,5

Persamaan (1), (2), (3) mengandung satu sudut yang tidak diketahui
(yaitu x), sedangkan persamaan (4) mengandung dua sudut yang tidak diketahui
(yaitu sudut x dan y).

Marilah kita perhatikan dahulu persamaan-persamaan yang mengandung satu
sudut yang tidak diketahui. bentuk-bentuk dasarnya ialah : Sin x = a, Cos X = b, tg X
= ¢ dengan persyaratan-persyaratan sebagai berikut :

a ialah suatu bilangan tetap yang memenuhi -1 <a=< +1

b ialah suatu bilangan tetap yang memenuhi -1 < b<+l

¢ ialah suatu bilangan tetap sembarangan.

Jawaban umum dari permasalahan trigonometri yang dikelompokan dalam tiga

bentuk dasar di atas 1alah :

X3 =a + k.360°

I. Sinx = Sin« ::>[:
X, = (180° - a) + k.360°
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. Cosx = Cosa = x = +a+k360°
HL tgx = tga = x = a+k.360°
dimanak= 0, 1, £2, ...
Jika mengunakan satuan radial (= radian), maka persamaan-persamaan tri gonometri

di atas dapat menpunyai jawaban umumnya sebagai berikut :

xi=a+2kn

. Sinx = Sina :>[:
X=(n-a)+2kn

. Cosx = Cosa = x = ta+kn
I tgx = tga = x = a+kn

dimanak= 0, +1, £2, ...

Yang perlu diperhatikan ialah setiap permasalahan persamaan trigonometri
biasanya dikembalikan pada bentuk-bentuk dasar atau bentuk pokok.

Contoh-contoh penyelesaiannya :

1. Kita akan mencari harga x dari suatu bentuk Cos x = '/,

Penyelesaian :
Jawaban umum II : Cos x = Cos 60°
x = +60° + k.360°
untuk k=0 X; = £60°
untuk k =1 X, = 420° dan x; = 300°
Jadi nilai x dari persamaan Cos x = ialah 60° atau -60° atau 420° atau 300° dan

seterusnya dengan menganti k dengan suatu bilangan bulat, jadi jawabannya

banyak.

2. Hitunglah x dari persamaan Cos 2x = Cos x
Penyelesaian :
Rumus sudut kembar : Cos 2x =1 - Sin2 x, sehingga persamaan menjadi :
1-28in’x = Sinx
-2 8in*x-Sinx+1 =0

2Sinfx+Sinx-1 =0
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(2Sinx-1)(Sinx+1) =0

28inx-1 =0 atau Sinx+1=20

Sinx = '/, Sinx = -1

Jawaban! : Sinx = Sin 30° Jawaban1:
X; = 30°+ k.360° X3 =-90° + k.360°
X; = 150° + k.360° Xs = 270° + k.360°

Kita akan mencari harga x yang memenuhi a Cos x + b Sinx =¢ (a, b, ¢ ialah
bilangan tetap.
Penyelesaian :
Jelas bentuk umum/pokok tak ada, tetapi dapat kita selesaikan dengan bentuk-

bentuk lain. Ruas kiri dan ruas kanan dibagi dengan a dan kita misalkan :

b b

— =1tgo dalam tg ¢ = —, o dapat dicari :
a a

Persamaan : a Cos x + b Sin x = ¢ menjadi

b
Cosx + — Sinx =¢
a
c

Cosx +tgop Sinx = —
a

Kedua ruas kita kalikan dengan Cos ¢, persamaan di atas menjadi :

c
CosxCos¢p + Sinx Singp = — Cos ¢
a

Ingat rumus dalam bab 11l : Cos (x - ¢) = %, Cos ¢ dimana %, Cos ¢ adalah
bilangan tetap, umpamakan dengan p, maka

Cos(x-¢) = p
Nah bentuk ini. telah mengingatkan kita ke dalam bentuk umum/pokok, (x - ¢)
dapat dihitung dengan jawaban umum Il dan harga x dapat dicari.
Syarat-syarat yang perlu dan cukup supaya (x - ¢) dapat dihitung ialah :

-1< % Cosp £ +1

2
C

jadi — Cos® ¢ <+1
a2

Diketahut pula: tgo = b/, schingga dengan rumus :

Vil v
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2 .2
1 +tg°0 = Sec”p, maka

Sec’p = 1+t ¢
s | a’
Cosp = — =
b.
l+"—2 32'*'1)2
) a
¢ 2
Jadi : ——Z-Cos ¢ <1 maka
a
,
[on a’ a’
= 5 <1 o= 3 <1
a a+b a“+h
¢t < at+ b

Kesimpulannya : Agar persamaan a Cos x + b Sin x = ¢ dapat diselesaikan,

syaratnya ialah : ¢ < a® + b?

4. Hitunglah x dan persamaan 4 Cos x + 6 Sinx =3
Penyelesaian :
Periksa syarat seperti dalam contoh 3
¢ <al+ b’
a £ 16+36 . jadi benar, syarat dipenuhi.
Ruas kiri dan kanan 4 Cos x + 6 Sin x =3 dibagi dengan 4 :
Cosx + ', Sinx =
Misalkan *»,=tgqp = ¢ =56°19’ (daftar perbandingan geometri)
Jadi : Cosx + tgop Sinx =/,
Sekarang ruas kiri dan kanan dikalikan dengan Cos ¢, didapat
Cosx Cos@ + SinxSing = */, Cos ¢
}14 Cos 56°19'
Y4 (0,5546)
= 0,4160

Cos (x - o)

It

Jadi x - ¢ = + 65°25' + k.360°

Hasilnya ialah :

a Xp = @ + 65°25'+k.360° = x; = 121°44’ + k.360°
a. Xy = ¢ - 65°25'+k.360° = x;, = -10°54' + k.360°
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5. Hitunglah x dari persamaan Sin x + Sin 2x + Sin 3x = Cos x + 2 Cos’ x
Penyelesaian :

Suku pertama dan ketiga dari ruas kiri kita satukan menjadi :

ox+3x 3x-x
2 Sin Cos
2 2

Sinx + Sin3x

I

2Sin2x . Cosx
maka didapat :
2Sin2x Cos x + Sin2x = Cosx + 2 Cos’ x
Sin2x(2Cosx + 1) = Cosx (1 +2Cos x)
(1+2Cosx) Sin2x - Cosx(l+2Cosx) =0
(1+2Cosx) (Sin2x - Cosx) =0
(1+2Cosx) (2SinxCosx-Cosx) = 0
(1+2Cosx) (2Sinx -1) Cosx =0
Hasil-hasilnya ialah :
a. Cosx =0 = x; = 90°+k.360°
b.1+2Cosx =0 = Cosx = -0,5 = x, = +120°+k.360°
30° + k.360°
150° + k.360°

c. 28inx-1=0 = Sinx=0,5 = x3

Ii

X4
Catatan Penting :
1. Cos (-x) = Cos (x), ingat rumus-rumus dalam bab II.
2. Ingatlah bahwa dalam penyelesaian di atas, kita tidak boleh membagi dengan

2 Cos x + 1, sebab 2 Cos x + 1 dapat bernilai nol.

6. Hitunglah x dan y dalam
Cosx+Cosy=a ; Secx+Secy=b
Penyelesaian :
Untuk penyelesaian susunan persamaan yang mengandung 2 sudut yang tidak
diketahui, kita pakai cara yang biasanya dipakai dalam Aljabar, yaitu
menghilangkan dahulu salah satu sudut yang tak diketahui.

Umpamakanlah Cos x = U, Cos y = V maka persamaan tersebut menjadi :
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Yang selanjutnya dapat dihitung secara Aljabar.

. Kita akan menghitung x dan y yang memenuhi
X-y=80° : Cosx+CosY=125
Penyelesaian :
Dari x - y = 80° maka x = 80°+y
Jadi  x = 80°+y dimasukan ke dalam pcrsamaan Cos x + Cos y = 1,25, maka
Cos (80° +y) + Cosy = 1,25
Cos 80°Cosy - Sin 80°Siny + Cosy =125
0,1736 Cosy - 0,9848 Siny + Cosy = 1,25
1,1736 Cosy - 0,9848 Siny = 125
Persamaan ini berbentuk a Cosy + b Siny=¢
Jadi cara penyelesaiannya sudah dibahas dalam persamaan yang mengandung
satu sudut yang tak diketahui.
Cara lain :
Cosx + Cosy = 1,25
2 Cos '5(x + y) Cos '/o(x - y) = 1,25
karena x - y = 80°, maka
2 Cos '/5(x + y) Cos 40° = 1,25
1,25

jadi  Cos 'y(x +y) =
) 2ETY T Cos 40°

maka '/y(x +y) = + 35°20' + k.360°

Jadi kita peroleh dua buah susunan, yakni

x -y) = 40° U(x-y) = 40°

Uy(x +y) = 35°20" + k.360° ax +y) = -35°20" + k.360°
+ +

X, = 75°20" + k.360° X, = 4°40" + k.360°

y, = -4°40" + k.360° y, = -75°20" + k.360°



Soal-soal :

1.

3]

Hitunglah x dan y dari persamaan-persamaan :

a. Sinx + Siny = 09195
X +y = 55°

c. Sinx +Siny = 1,157

Cosx + Cosy= 1,563

b.

d.

Cosx + Cosy = 1,583
y + x = 25°59'

Sinx + Siny = 0,9066

Cosx - Cosy = -0,0201

Hitunglah x dari persamaan-persamaan berikut :

a. 3Cos*’x - 5Cosx -2 =20

c. tgx = Cosx

a. tgx = Cotg 50°
c. tgx + Cotg20° = 0

. Hitunglah harga x dari :

a. tg2x = Cotg (x - 10°)
c. Sin2x + Cos2x =0

. Hitunglah x dan y yang memenuhi :

a. x +y=60°

Sinx + Siny = 1

Hitunglah x dan y yang memenuhi :

a. Sinx + Cosx = aCosx
Secx =b
c. Cos(x + ) = a

Cos(x-pB)=05b

. Buktikanlah :

tgx + tg2x + tg3x + tgx tg3x tg4x

b.
d

b.
d

3Sinx +Cos’x -3 =0
Cotgx = Sinx

. Hitunglah x dari persamaan-persamaan berikut :

Cos 2x = -Sin40°

Cos2x + Sinx = 0

Sinx + 2Cosx =1

3Cosx + 2S8inx = V3

X -y = 45°
tgx - tgy = 1

Sinx + Cosx = a

Cos2x = b

Sinx + Cosy = a

Cosx + Siny = b

Sin(x+y) = ¢
Sin 6x

Cos 2x Cos 4x
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4.2. Ketidaksamaan

Ketidaksamaan, penyelesaian untuk mencari suatu harga yang tidak
diketahui, dapat dilakukan dengan aljabar dan sebagainya, tetapi kita akan
menyelesaikan ketidaksamaan dengan pertolongan grafik. Disamping itupula, kita
hanya menghitung nilai-nilai x diantara 0° dan 360° yang memenuhi ketidaksamaan.
Contoh-contoh

1. Untuk nilai-nilai x manakah Sin x < A
Penyelesaiannya : terlebih dahulu kita membuat grafik

y = Sinx 0° < x < 360°

y
+1 | '-\\\
1 L N
T /S T
2
: | N
‘0 ! ! ! \180° <
30° 90° 150° \\
R N
z N
.

Gambar 4.1 Grafik y = Sin x

Perhatikan gambar 4. 1

Dalam fasal terdahulu, telah kita ketahui :

It

30° + k.360°
150° + k.360°

Sinx= ', untuk X;

X2
Karena x harus terletak diantara 0° dan 360° maka nilai x yang memenuhi
x =/, ialah x, = 30°
X, = 150°
dari grafik y = Sin x terlihat bahwa
Sinx<', untuk 0° < x < 30° :

s

untuk 150° < x < 360°

2. Nilai-nilai x yang manakah memenuhi ketidaksamaan Cos 3x <0,5 ?

M
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Penyelesaian : lihat gambar 4.2

Gambar 4.2 Grafiky = Cos 3x

Tabel penyelesaian y = Cos 3x

X | 0° | 20° | 30° | 40° | 60° | 80° | 90° | 100° | 120° | dst
y | +1 '/ 0 ol a0 7T+

Dari Cos3x = 0,5 didapat:
Cos 3x = Cos 60°
3x = +60° + k.360°
x = +20° + k.120°
Untuk 0°< x < 360° yang memenuhi Cos 3x = 0,5 ialah:
x = 20°,100°, 140°, 220°, 260°, 340°.
dari grafik x = Cos 3x terlihat bahwa Cos 3x < 0,5
20° < x < 100°
140° < x < 220°
260° < x < 340°

3. Nilai-nilai x manakah yang memenuhi Cos x > Sinx

Penyelesaian : lihat gambar 4.3

Y =

PO e et gt
\\\ y = Sinx /,,-f

) ~.\90 225" - 360

Gambar 4.3 Grafik y =Cos x dany = Sin x

Dari Cosx = Sinx didapat:
+45° + k.360°

I

X
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Nilai-nilai yang memenuhi Cos x = Sin x, untuk  0° < x <360° ialah :
X = 45° dan x =225°
Dari grafik di atas terlihat bahwa : Cos x > Sin x

untuk 0°< x < 45°, dan 225°< x < 360°

Soal-soal :
Tentukanlah nilai-nilai x diantara 0° dan 360° yang memenuhi.

1 tgx < \3 4. Cosx > 'y
2. Cos2x < 'I\2 5. Cotgx > 1

3. Sin2x < -/, 6. Sin2x > Sinx



BAB V
ILMU UKUR SEGITIGA

Dalam bhab V ini kita akan menghitung panjang sisi-sisi dan besat sudut-
sudut dalam suatu segitiga. Disamping sisi dan besar sudut, juga akan menghitung
panjang garis-garis istimewa dalam segitiga seperti garis tinggi, garis berat, garis
bagi, jari-jari lingkaran dalam dan jari-jari lingkaran luar suatu segitiga.

Luas segitiga juga akan dibahas dalam bab ini. Hubungan antara aturan atau
dalil atau rumus yang berlaku dalam segitiga dan trigonometri akan diperbincangkan
juga dalam bab ini, serta penggunaannya dalam kehidupan sehari-hari. Pengetahuan
dasar trigonometri yang diberikan dalam empat bab terdahulu, akan digunakan
dalam unsur-unsur suatu segitiga. Berikut ini akan mempelajari sisi-sisi dan sudut-

sudut suatu segitiga.

5.1. Sisi-sisi dan Sudut-sudut suatu Scgitiga

Suatu segitiga mempunyai tiga buah sisi dan tiga buah sudut, jadi suatu
segitiga mempunyai 6 unsur atau 6 elemen. Dengan mengetahui 3 unsur dalam suatu
segitiga (selain 3 sudut) maka unsur segitiga sudah diketahui, dan 3 unsur lainnya
dapat dihitung.

Untuk menghitung unsur-unsur segitiga ABC, kita dapat menggunakan
rumus-rumus (atau aturan-aturan atau dalil-dalil) :

1. Aturan Sinus.
2. Aturan Cosinus

3. Rumus-rumus yang diperoleh dari perluasan aturan Sinus dan Cosinus, seperti :
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a. Aturan Tangen

b. Rumus D’ Alamber

S.1.1. Aturan Sinus

Pada setiap segitiga, sisi-sisinya berbanding sebagai Sinus, sudut-sudut

didepannya.

O

A
™~

b B
Gambar 5.1a o adalah sudut lancip Gambar 5.1b a adalah sudut tumpul

Ll

A

R
Op~—77"~"~
vd
4

Karena Sin (180° - o) = Sin a maka pada kedua gambar di atas (gambar

5.1a dan 5.1b) berlaku :

BD

Sina = —— . (nH
c

) BD

Siny = —— (2)
a

jika (1) dibagi (2) didapat :

Sin o _ BD  BD _a
Siny c  a c
a c

Jadi . = _
Sin o Siny

Dengan jalan yang sama, jika ditarik garis tinggi dari A akan didapat :
b c

Sin B Siny

K A - ™

Gambar 5.2
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) a b c
Sehingga : = =
Sin o Sin B Siny

Hubungan ini disebut aturan Sinus.

Dalam suatu segitiga ABC (lihat gambar 5.2) terdapat tiga macam
kemungkinan diketahui (diketahui 3 unsur), sehingga Sinus dapat digunakan untuk
mencari 3 unsur lain. Kemungkinan-kemungkinan itu ialah :

a. Dua sudut dan sebuah sisi persekutuannya, yaitu umpamanya o, §§ dan c.
Diketahui : a, $ dan ¢
maka y=180°-(a+ 3) = v dapat dicari.
a c

Aturan Sinus : - = —
Sin a Siny

¢ Sina

.a= = a dapat dihitung

Siny
b c

Sinf Siny
c Sin B

b= — = b dapat dicari
Siny

b Diketahui 2 sudut dan sebuah sisi yang berseberangan dengan salah satu sudut,
dan sudut lain dapat ditemukan.
Diketahui : o, B dan a
maka y=180°-(a + ) = vy dapat dicari.

a C

Aturan Sinus ; - =
Sina Siny

aSiny
= c¢ dapat dicari

c = .
Sin o
a b

Sin a Sin 3

a Sin B
b= — = b dapat dihitung
Sin a
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¢ Dua sisi dan sebuah sudut yang tidak diapitnya.

Diketahui: a, b dan o

. a b
Aturan Sinus : =
Sina Sin
_ bSina
Sinf} = = B dapat dihitung
a
Y= 180°-(a+B) =y dapat dicari
a c
Sina Siny
aSiny
c = . = ¢ dapat dihitung
Sina

Kemungkinan-kemungkinan yang timbul :
1. Jika b Sin o> a, maka tidak ada segitiga.
2. Jika bSina=a, makaSin=1 = B =90°
B=90° jika a < 90°
3. Jika b Sin a < a, maka ada 2 segitiga, karena ada 2 harga B, yaitu 8, dan B,.
Dengan B, < B,, maka y, = 180°- « - B, dan
Y2 = 180°- a - B,
3.1. jika a < 90° maka y,>0
a.jika 180°- B,> o atau Sin B»>Sinx atau b >a = y,>0
b.jikab<a = 1y, <0 hanyaada A ABC
3.2. jika @ =90° = ada satu segitiga
33. jika 0>90° = y,< 0
Y1>0 jika 180°- B, < «

atau Sin ;< Sina, b< a hanya ada satu scgitiga.
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Contoh-contoh.

1.

2.

Pada segitiga ABC diketahui bahwa o = 60°, § =40° dan b=5 cm. Hitunglah
unsur-unsur lain dari segitiga tersebut.

Penyelesaian : lihat gambar 5.3

Y = 180°- o - B = 180° - 60° - 40° = §0° ¢
dari aturan Sinus : b=56 a
a b o >
= e
Sina Sin 3 A ; ~B
b Sin Gambar 5.3
a =
Sin 8
5 Sin 60°
Sin 40°
_ 5 x 08660 43300
0,6428 0,6428
a = 67cm

dari aturan Sinus :

c b
Siny - Sinp
c 3
Sin80°  Sin 40°
5 x 0,9848
- 0,6428
¢ = 76cm

Dalam segitiga ABC dikctahui a = 14 cm, ¢ = 16 cm dan o = 53°. Hitunglah
unsur-unsur lain dalam scgitiga tersebut.

Penyelesaian : lihat gambar 5.4

Ditanya=b, B dany B
c a
dan aturan Sinus : - = - =1 a=14
Siny Sina
16 14 1@3" 2
= AL b C

Siny Sin 53° Gambar 5.4
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16 Sin 53°
14
16 (0,7986)
14
09127  daftar Sinus
65°53’

Siny =

Il

Siny

i

b

B=1800-a -v
180° - 53°-66° = 6]°
: . b ' a
dari aturan Sinus : . -
Sin Sin

a Sin
,_aSinp

Sin o

14 Sin61°
Sin 53°

14 (0,8756)

bs ———— = 1535cm
0,7986

5.1.2. Aturan Cosinus

Berikut ini akan ditinjau rumus atau aturan lain di samping aturan Sinus
yang telah dipelajari di atas. Rumus atau aturan ini akan dapat membantu

memecahkan persoalam-persoalan yang timbul dalam suatu segitiga.

B
A

¢ ' .
I
A
oy e e d

A 5 5 AC A b C D
Gambar 5.5a y ialah sudut lancip Gambar 5.5b v ialah sudut tumpul

Dari kedua gambar di atas :
¢’ = AB* = AD?+ BD?
karena Sin (180°-vy) = Siny maka
BD =aSiny (2)



jika y lancip (gambar 5.5a), AD = AC - DC

=b-aCosy ................. 3)
jika y tumpul (gambar 5.5b), AD = AC - DC

= b +aCos (180°-7y)

karena (3) dan (4) sama, maka

AD = b - aCosy, untuk y sudut lancip atau tumpul ..., .. (5)
Jika (5) digambungkan dengan (1) dan (2) didapat :

¢’ = (b - aCos Ty + (a Siny)*

=p’ - 2ab Cosy + a2Coszy + aSin’y
= b* - 2ab Cosy + a (Coszy + Sin’ Y)
= b’ - 2ab Cosy + a°

¢t =a*+ b® - 2ab Cos v , untuk v sudut lancip atau tumpul.
¢ =at+ b - 2ab Cos y

Hubungan ini disebut aturan Cosinus.
Dengan jalan yang sama, didapat :
b= a’ + c* - 2ac Cos B

at= b* + ¢? - 2bc Cos a

Gambar 5.6
Kesimpulannya dalam tiap-tiap segitiga ABC (lancip atau tumpul) berlaku :

a’ =b*+ ¢? - 2bcCosa
b =a’+ ¢t - 2ac Cos 3

¢ =a’ + b - 2abCosy

Jika dalam suatu segitiga, diketahui :
a. dua sisi dan sebuah sudut apitnya, atau

b. tiga sisi

86
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maka unsur-unsur lain dalam segitiga tersebut dapat dihitung dengan aturan

Cosinus.

Contoh-contoh

1. Dua buah sisi sebuah segitiga panjangnya 3 dan 4 cm, sudut apitnya ialah 50°.
Hitunglah unsur-unsur lainnya dalam segitiga tersebut.
Penyelesaian : lihat gambar 5.7
Dari aturan Cosinus :

a? = b + ¢! - 2bcCos a
= 4%+ 3%.2.4.3 Cos 50°
= 9,573 A b4 ¢

V9,573 = 3,094 cm Gambar 5.7

0
]

dibulatkan a =3 cm

Dari aturan Cosinus :

b =al+ ¢ - 2ac Cos 3

4% = 9,573 +3%-2(3,094) 3 Cos
16 = 9,573 +9- 18,564 Cos B
2,573
Cosp =
18,564

log Cos B = log 2,573 - log 18,564
0,4104 - 1,2686

= -0,8582
logCos 3 = 9,1418- 10
B = 82°2 (didapat dari daftar logaritma perandingan

goniometri)
dibulatkan f = 82°

Jadi y=180° - 50° - 82°2' = 47°58'
2. Sisi-sisi sebuah segitiga mempunyai 4, 5 dan 6 cm. Hitunglah sudut-sudut dalam

segitiga tersebut.

Penyelesaian : lihat gambar 5.8



Dari aturan Cosinus :

2 _ 42 2
a- =b" + ¢ - 2bcCosa

2bcCosa = b? + &2 - a°

Cosa =

b* + ¢f - af

2bec

62+42_52

2.6.4

27

Cosa = — = 0,5625
48

a = 55°46'

Dari aturan Cosinus :
b’ = a’ + ¢* - 2ac Cos P
2acCos B = a* + ¢* - b’

v
al + ¢t -b?

Cos 3

2ac

§2 4 42 _ g2

2.5.4

5
Cos B = — = 0,1250
46

jadi B = 82°49'
Suduty = 180°-a -
= 180° - 55°46
vy = 41°25

- 82°49
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c=4tm =5em

h=6ctm
Gambar 5.8

3. Diketahui dalam sebuah segitiga ABC, § = 2y, b = 2a, dan keliling segitiga = 2S.

Hitunglah unsur-unsur dalam segitiga tersebut.

Penyelesaian :

Diketahui: b=

Aturan Sinus :

2a
b _a
Sinp Sino
2a a
Sinp  Sina

maka

, jadi

Wi



Sinf = 2Sine . (1)
Dalam sebuah segitiga © a+ B+ y=180°
o= 180°-B-v
= 180°- 2y -y
o= 180° -3y .. ... ... ... . . (2)

Diketahui pula: B =2y, dan (1), maka

Jadi

Sin 2y = 2 Sin (180° - 3y), maka
Sin2y = 2 Sin 3y
28inyCosy = 2(3 Siny-4Sin'y)
SinyCosy = 3 Siny-4Sin’y
Siny 2 0
Cosy = 3-4Sin’y
4 Sin*y + Cosy-3=0
4(1-Cos’y)+Cosy - 3 = 0
4 Cos2y + Cosy +4-3 =0
4Coszy -Cosy-1=0
L£V(1+16)
8

117
Cosy = ———8— = 0,64039

Cosy =

Y = 50°10'44"
B = 2y = 100°21'28", dan
o = 180°- 100°21'28" - 50°10'44"
o = 29°27'48"

Dari B = 2y didapat :

Sin = Sin2y

Sinf = 2SinyCosy
Sin

2 Siny

b

— = Cos
2¢ v

= Cosy

89
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= — (1+V17
2¢ 8 ( )
maka ¢c= ————  dandarib=2amaka a = —

1++17 2
Dari keliling segitiga : a+ b+ ¢ = 2S maka

1 4b
— + b+ —— =28  maka
b 1+V17

b =(5-V17)S, maka

1 1
a=—b=—(5-V17)S, dan
2 2
4 ¥ 5-417-11 <
5-N17)S = | —
5+\/17( ) 2

5.1.3. Aturan Tangen

Gambar 5.9
Perhatikan gambar 5.9 dan dari aturan Sinus diperoleh :
a b
Sina Sinf
jika nilai perbandingan ini dimisalkan =k maka
a b
= =k, maka
Sin Sin f
a = kSina
b = kSinf

a-b kSina - k Sin B

at+b kSina + kSinp
Sina - Sinf
Sina + Sin
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_ 2Cos (e + B) Sin Yz (a - B)
2 Sin Yo(a + B) Cos Ya(at - B)
Cotg Yo + B) Tg Ya(ax - B)

I

atau ;

a-b - Tg'/z(a'B)
a+b Tg '/y(a + B)

Hubungan ini disebut aturan Tangen

Dapat juga dibuktikan bahwa
a-c _ Tg'hla-y)
atc  Tg'hla+y)

Misalkan dalam segitiga diketahui panjang sisi a, sisi b dan sudut apitnya v.
Dari aturan Tangen didapat :

a-b>b Tg Yx(at - B)

a+b Tg (o + B)

Tg /(e - B)
Tg '/2(180° + y)

Tg '/ - B)
Tg(90°- Yy)

a-b _ Tg'/a-p)
a+b Cotg 2y

Karena Tg(90°- %) = CotgVay

a-b
sehingga Tg'/x(a-B) =

= Cotg %2y
a+b

Jika dalam suatu segitiga diketahui 2 sisi dan sebuah sudut apitnya, maka
unsur-unsur lain dalam segitiga tersebut dapat dicari dengan rumus Tangen. Dengan
aturan Cosinus juga dapat dihitung unsur-unsur lain dalam segitiga tersebut. Hanya
dalam perhitungan dengan aturan Cosinus, kita harus mengkuadratkan atau menarik

akar, sedangkan perhitungan dengan memakai aturan Tangen tidak.
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Contoh
Dua buah sisi sebuah segitiga panjangnya 3 dan 4 cm, sudut apitnya = 50°.
Hitunglah unsur-unsur lainnya. (Bandingkan contoh ini dengan contoh nomor 1 pada
bagian aturan Cosinus).
Penyelesaian : lihat gambar 5.10
Dari aturan Tangen didapat :
b-c _ Tg'hB-v) _ Tg'hB-7)
b+c  Tg'h(B+y)  Tg'/(180°- )

Tg /(B - ) _
= , sehingga

Cotg 2

A D=4 c
Gambar 5.10

b-c
Cotg 2

Tg 'H(B-7) =
b+¢

4-3

Tg'HB-y) = Cotg 25°

4 +3
1
= — x 2,1445
7
Tg 5B -v) = 0,3064 , jadi
B -y) = 1772
Dengan menjumlahkan (1) dan (2) didapat = 82°2'
Dengan mengurangkan (1) dan (2) didapat y = 47°2’

Dari aturan Sinus didapat :

a C
Sin a Siny
v 3 x Sin 50°
a = Sina. = —————u—
Siny Sin 47°2
3 x 0,7660
0,7428

a = 3,094 cm
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S5.1.4. Rumus D’ Alamber

. a-b  Tg'h(a-p)
Dari aturan Tangen : =

a+b Tg V(o + B)

Jjuga

disebut Rumus Napier, dengan bentuk :

a+b  Tg'/Na+B)

a-b Tg 'x(cc - B)

dengan cara yang sama, dapat mencari hubungan antara sisi suatu segitiga dengan

sudut-sudut didalamnya dengan menggunakan fungsi Tangen. Bentuk ini antara lain

iafah :

. . a b c
dari aturan Sinus : = =

Sin o Sin B Siny

jika nilai perbandingan ini dimisalkan = k, maka

a=kSna b=kSinp c=kSiny

a+b kSina + kSinf
Jadi = , maka
C k Siny

Sina + Sinf

Siny
2 Sin /(o + B) Cos y(o - B)

2Sin ',y Cos 'y
a+b Sin /(a0 + B) Cos '/y(o - B)

¢ Sin ',y Cos /oy

180°, maka o+ =180°-y

i

karena a+p +vy

Y (o +PB) = % (180°-7) = 90 - Yay

maka Sin%z(ax+f) = Sin(90 - 27) = Cos Y2y
maka dari (1) dapat diganti Sin %2 (o + ) dengan Cos 2y,

a+b Cos '/, ¥ Cos 'y(a - B)
jadi = 1 - maka
c Sin /¥ Cos /v
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a+b _ Cos Yo - B)

c Sin ',y

Hubungan ini disebut rumus D’ Alamber.

Analog dengan penemuan di atas, maka rumus De Lambre kedua dapat dicari, yaitu:

a-b _ Sin'/ya-P)

c Cos 'y

Pemakaian aturan Sinus, aturan Cosinus, aturan Tangen dapat dilihat dalam
menyelesaikan permasalahan pada suatu segitiga ABC. Contohnya untuk
menghitung luas suatu segitiga dan keliling suatu segitiga.

Luas suatu segitiga

B

B
Gambar 5.11a « ialah sudut lancip Gambar 5.11b o ialah sudut tumpul

Perhatikan gambar 5.11. Untuk kedua gambar ini

CD = bSina

dan luas segitiga ABC = 'y x AB x CD

il

5 x ¢ x bSina

'/, be Sin a

il

Dengan jalan yang sama, dapat dibuktikan bahwa
luas segitiga ABC = '/yac Sinp = 1, ab Siny
Dengan kata-kata dapat disusun, bahwa :
Luas suatu segitiga sama dengan seperdua hasil kali 2 sisi dengan Sinus

sudut apitnya.
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-
1

= ",beSina = ", caSin B = '/, ab Sin y

Contoh :

Dalam segitiga ABC, b = 281, ¢ = 358 dan a 32°20. Hitunglah luas segitiga
tersebut.

Dari rumus luas yaitu L= Y% bc Sin o dapat dicari ¢
luas segitiga tersebut : o 3
L = ', (281)(358) Sin 32°20' R =358 8
logL = log 281 + log 358 + log Sin 32°20' - log 2 Gambar 5.12
log 281 = 24487
log358 = 25539
log Sin 32°20" = 97282 - 10 .
= 14,7308 - 10
log2 = 0,3010
logl = 44298 )
L = 26900

Kalau rumus luas di atas dijabarkan dalam bentuk lain, maka ditemukan hasiinya,

dengan memperhatikan jalannya seperti berikut :

L =',bcSina (rumus luas)
"1 be V(1 - Cos® ) ingat Sin” «+ Cos” a = 1

'/, be /(1 + Cos ) (1 - Cos a)

fl

f

Dari rumus atau aturan Cosinus :

b2+ c?-a?
Cosa =
2bc
bi+c?-a’ b?+c?-al
Sehingga L = ',be\ /(14 —— ) (1 - ————)
2bc 2bc

| \/(2bc+b2+cz-a2) (2bc-b?-ct+a%)
L = /2bC
41’ ¢
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=Y, \/(b+c+a)(b+c+a)(a+b-c)(a-c+c)
Kita mengetahui keliling suatu segitiga dinyatakan dengan 2 S, jadia+b+c =2 S

atau S='2(a+b+c)

maka L =1 /25(23 -2a) (2S-2b) (2S-2¢)

L =1, /S(s -a) (S-b) (S-¢)
Catatan : Jika dalam suatu segitiga diketahui panjang ketiga sisinya maka lebih

mudah menentukan luas segitiga dengan memakai rumus ini.

Soal-soal

1. Aturan atau rumus Cosinus kalau dijabarkan dan dihubungkan dengan keliling

suatu segitiga, maka terdapat rumus-rumus :

a. Cos%za = _S_(_bS_-_a) f Sin%y = (S-a)(S-b)
C ab
_ S(S-b - (S-b)(S-¢c)
b. Cos 2 a0 g. Tg‘/z(x S(S-a)
= S(S-c 1 — (S-a)(8S-¢)
¢ Coshy T h. Tg:p 5(S-b)
- \J(S-b)(S-¢) o _ \ﬁs-a)(S—b)
d Sin'z2a be 1. Tg/zy S(S-0)
e. Simn¥:f = (S-2)(S-c)
' ac

Buktikan rumus-rumus di atas mulai dari a s/d L.

2. Dari suatu segitiga, salah satu sisinya ialah 120 cm, dan suatu sudut-sudut pada
sisi itu 45°. Sedangkan sudut depannya ialah 120°. Hitunglah unsur-unsur lain
dari segitiga tersebut.

3. Buktikan rumus-rumus Mollweide :

a+b _ Cos%at+b) a-b_ Sin%a-b)
c Sin %2y c Cos 2y




10.

11

. Dari suatu segitiga ABC diketahui Sin2 o + Sin2 B
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. Jika pada suatu scgitiga sisinya memenuhi 3a + 4b = 5¢, maka sudut-sudutnya

memenuhi 3 Sin o + 4 Sin B =5 Sin y. Buktikan !

. Hitunglah unsur-unsur yang tidak diketahui, jika :

a. a= 65 B = 67°23 Y = 59°29
b. a = 1313 b =377 y = 124°59’
c.a=2 b=3 c =4

I

Sin2 y. Buktikaniah

bahwa segitiga itu siku-siku.

. Buktikan suatu segitiga ABC sama kaki, jika a Sin’ &= b Cos B Cos v.

. Buktikanlah bahwa dalam suatu segitiga

aSin(B-y)+b(y-a)+cSin(a-p)=0
Dari suatu segitiga, kaki-kakinya ialah 5 dan 8 cm, sedangkan salah satu sudut
alasnya adalag 2x sudut alas yang lain. Hitunglah sudut-sudut segitiga itu.
Sudut-sudut suatu segitiga berbanding 2 : 3 : 4, bagaimana perbandingan sisi-
sisinya.

Lukislah dan hitunglah unsur-unsur yang tidak diketahut, jika :

a.a=4 b=3 B =30°
b.a =4 b=3 B = 120°
c.a=13 b =5 B = 135°

S.2. Jari-jari Lingkaran suatu Segitiga

5.2.1. Jari-jari Lingkaran Luar suatu Segitiga

c Perhatikan gambar 5.13.
5 Titik pusat lingkaran luar A ABC ialah titik potong
A Ic PL B garis-garis sumbu AB, BC dan AC (= titik O)
Misalkan R ialah jari-jari lingkaran luar A ABC, maka :
Gambar 5.13

AP = V2AB ='2¢c ... Ll (1)
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Segitiga AOP sama dan sebangun dengan segitiga BOP, sehingga £ AOP = £ BOP
atau £ AOP =% £ AOB.

Yy = %2 LZAOB sehingga £ AOP= <Ly

Dari A AOP, % ~ Sin £ AOP atau % = SIY 2)
Dari (1) dan (2) didapat :
“2¢ = R Siny
¢ = 2R Siny
c
- = 2R
Siny
a b c
Karena rumus Sinus : = = maka :
Sina Sinp Siny
a b c
= = = 2R:
Sin a Sin Siny
atau : a = 2RSina
b=2RSinp
¢=2RSiny

Contoh : Dalam segitiga ABC panjang sisi BC sama dengan jari-jari lingkaran lvar
segitiga ABC. Hitunglah sudut o

Penyelesaian

C Lihat gambar 5.14
=R a=2RSina
R=2RSina R#0
A B 1=2Sina
Gambar 5.14

Sina = %, jadia=30° atau a=150°
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5.2.2. Jari-jari Lingkaran Dalam suatu Secgitiga

)\ Perhatikan gambar 5.15.
é"\ Titik pusat lingkaran dalam A ABC ialah titik
A Fl B potong garis bagi pada a, f dan y (= titik O).
Gambar 5.13

Misalkan r ialah jari-jari lingkaran dalam A ABC.

AE sama panjang dengan AD, yaitu AO Sin ¥; a. Demikian pula BE = BF dan

CD = CF. Keliling A ABC dinyatakan dengan 2 S.

Il

Jadi: 2AE + 2BF + 2CD =28

AE + BF + CD

1)

S

Sehingga AE

I

S-(BF+CD) = S-(BF + CF) = S - a

BE = S-(AE+CD) =S-(AD+ CD)=S - b

CD =a-(AE+BF) = S-(AE + BE) = S - ¢

dariA AOE, tg%a = erg = tghha= Sfa
dari ABOF, tgif = Br—E =  tg%p = Sfb
dari ACOD, tg %y = Erf) = tglhy = sl:c

Rumus lain untuk jari-jari lingkaran dalam dalam suatu segitiga.

Luas A ABC ialah jumlah luas A AOE, A BOE, A BOF, A COF, A COD dan

A AOD.

Jadi luas A ABC (L) “(AE)r + LW(EB)r + %2 (BF)r + L (FC)r + % (CD)r
+ % (DA)r
= Y2 r (AE + EB + BF + FC + CD+ DA)

= % 1 (AB + BC + CA)
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= %r(29)
=rS
. I,
Sehingga r = -
Dengan ruas luas segitiga L. = v (S - a) (S-b) (S-¢)
didapat ‘= \/S(S - a) (Ss-b) (S-¢)

P\ B-a) (sébus-c)

Contoh

Dalam A ABC, panjang sisi-sisinya 4 cm, 5 ¢cm dan 6 cm. Hitunglah jari-jari
lingkaran dalam A ABC dan semua sudut-sudut segitiga ABC.

Penyelesaian : B
Lihat gambar 5.16 =4 a=5
2S = 44+45+6 = 15cm
S = 75cm A - o
Gambar 5.16
- \/Boa B S0 _ \fRAANCI) _ 77
S 7,5
r= 1,325

jadi jari-jari lingkaran dalam A ABC = 1,325 cm
r_ 1,325

tg Yoo =
52075 25

0,5292

Yaa= 27°53" = a= 55°4¢'
r 1,325

S-b 1,5

tg aB= = 0,8820
vB= 41°25 = B= 82°50'
tg Vay= —’C = =222 = 03780

Voy= 20042 = y= 41°24'



101

Soal-soal

I

Hitunglah unsur-unsur lainnya dari suatu segitiga jika diketahui :

a. a=S3$ c=7 B=64°

b. b=35 B =43°10 ¥ =65°20"

c.a-b=10 c =30 Y =64°

Dalam segitiga ABC, a = 20, b = 30 dan Y = 64°. Hitunglah luas segitiga tersebut

dan jari-jari lingkaran luarnya.

. Sisi-sisi suatu jajaran genjang ialah 42 dan 56 cm, luasnya ialah 1680 cm?’.

Hitunglah diagonal jajaran genjang itu.

C  Hitunglah tinggi sebuah pohon, jika telah diukur :
Jarak AB =50 cm

o =28°10’

" p — 37090y

As0DB D B=27°20
Gambar 5.17 (lihat gambar 5.17)

. Dalam suatu segitiga, siku-siku pada ¢, R adalah jari-jari lingkaran luarnya.

Buktikanlah : a’ + b’ = 4R, Buktikan pula bahwa o = 90° + B dan y = 90° - 2
jika a dan b diketahui, hitunglah c.

. Jika dari A ABC diketahui sisi a dan sudut B dan y pada sisi itu, maka jari-jari 1,

lingkaran singgung pada sisi a, ialah :

= aCos¥2BCos ey
Sin 2 (B +y)

Buktikan.

. Buktikanlah segitiga ABC adalah segitiga siku-siku pada a jikar, + 1, =c
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5.3. Garis-paris Istimcwa

Disamping jari-jari lingkaran luar dan lingkaran dalam serta lingkaran
singgung pada suatu segitiga, masih ada lagi garis-garis istimewa. Garis-garis
istimewa itu antara lain garis tinggi, garis bagi, garis berat dan lainnya.

Dalam fasal ini, garis-garis istimewa ini yang akan dipelajari dengan

menggunakan difinisi, dalil atau rumus-rumus yang sudah dipelajari.

5.3.1. Garis Tinggoi dan Bagian-bagiannvya

A Perhatikan gambar 5.18

Kita namakan garis tinggi pada sisi a, ialah t,

Jelaslah bahwa dalam segitiga siku-siku ACD :

Gambar 5.18

t, =bSiny ................. (1)

Rumus ini dapat dirobah sebagai berikut :

Menurut aturan Sinus kita dapat :

a b a Sin p a Sin
= = T e e e e e e e . 2
Sne . Sng MY Shna T SinGry @

Dari (1) dan (2) didapat :

a Sinf3 Siny

b= Sin (B +7)

Rumus untuk garis tinggi t,, ini juga dapat ditulis hanya dengan sisi-sisi segitiga
tersebut :

t, = bSiny = 2bSin%yCos 2y
- (S-a) (S-b) S(S-¢)
Zb\/ ab \F ab

t,= 2 \/S(S-a) (S-b) (S-¢)
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Setelah diperolich rumus garis tinggi pada sisi a, tentu rumus garis tinggi
pada sisi b dan c dapat dicari dan ditemukan. Baik rumus garis tinggi itu

dihubungkan dengan sisi dan sudut, juga terhadap keliling dan sisi-sisi suatu

segitiga.

Bagian-bagian Garis Tinggi

Perhatikan gambar 5.19

<
I

Pusat lingkaran luar

uy
I

= Titik potong ketiga garis tinggi

Gambar 5.19

Potongan-potongan garis tinggi ialah HA, HA’ dan HC, HC’ dan HB, HB’.

Garis tinggi dari sudut A ke sisi a ialah h,, menurut rumus garis tinggi, maka :

h, = bSiny , atau

h = aSinfB Siny atau

’ Sin o ’

mo= 2\ (S(5-a) (S-b) (S-c)y

Sekarang kita cari potongan garis tinggi h,, yaitu : HA dan HA’.

Perhatikan A ABA’ : Cosf = BA” _ BAY

AB c maka
BA’= cCos B
Perhatikan AB’BC’ : £ B’BC = 90° -y
Perhatikan pula A HBA’ :
tg L HBA’ = B_H::
gO0°-y) = —n
cCos
HA’” = ¢ CosBtg(90°-y) = ¢ Cos B Cotgy
HA = h,-HA’
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HA = bSiny - ¢Cos f Cotgy

HA = 2RSinf Siny - 2 RSiwCos p.LoSY
Sty

HA = 2RSinBSiny - 2R Cos 8 Cos y
HA = 2R (SinB Siny - Cos B Cosy)
HA = 2R (CosPCosy - Sin Siny)
HA = 2R Cos(B+7y)

HA = 2RCosa

Dengan memperoleh HA dan HA’, maka HB dan HB’ serta HC dan HC’ dapat pula

dicari, yaitu :
HA'= ¢ Cos B Cotgy HA =2RCosa
HB’'= a Cosy Cotga HB = 2R Cos
HC'= b Cos o Cotg B HC = 2R Cosy

5.3.2. Garis Bagi
Pérhatikan gambar 5.20

d, = garis bagi sudut o

dy = garis bagi sudut f3

Gambar 5.20 d, = garis bagi sudut y

Dari aturan Sinus yang telah dipelajari, maka diperoleh dalam A BEC :

i

ZBEC = 180°-( £ BBC+ £ C)
180°-( %P + v)

180°- 2B - v

180°- (90° -2 -Yay)-¥

90° + (Yoo - Yay)

i

i

It

i

a d(}

Sin<BE  Siny
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dy = —2 Siny  _ aSiny
Sin £ BEC Sin {90° (2 - V2 7))}
dy = aSiny

Cos % (- y)
maka garis lainnya ialah :

4 = a Sin f§

, = —2 P
Cos %2 (o - B)

d, = cSin

Cos %2 (B - )

5.3.3. Garis Beraf

Perhatikan gambar 5.21
AD = garis berat pada sisi BC

BE = garis berat pada sisi AC

Gambar 5.21 CF = garis berat pada sisi AB

Garis berat AD umpamanya membagi £ o menjadi 2 bagian, ialah :

ZBAD =q; dan £ CAD = o, maka dalam XABD :
AD BD

— =1
Siny Sin o BD =7 a
. )
AD =_Z3Smp (1)
Sin o
dalam A ADC :
AD __CD D =% a
Siny Sin o,
AD =-Z3Smy )
Sina,
karena (1) = (2), maka :
“aSinf _ ‘2aSiny jadi
Sin a; Sin o, ’
Sina; _ Sinf

Sin a, Siny
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oal-soal

Dari suatu A ABC, diketahui o, B dan v, hitunglah bagian-bagiannya sisi a yang
dipotong oleh t,. t, ialah garis tinggi dari £ A.

. Jika a dan a diketahui, hitunglah jaraknya dari A ke titik tinggi segitiga itu.

. Jika dari A ABC, b, garis bagi sudutnya o, buktikanlan bahwa :

2bcCos 2t

b, =
b+c

. CD ialah garis tinggi dalam A ABC. Jika diketahui AD = 3 cm, BD = 5 cm dan
¥ = 60°. Hitunglah panjangnya CD.

. Dari suatu A ABC diketahui a = 43°36', B = 124°59' dan luas 12 cm’.

Hitunglah sisi C

. Hitunglah jari-jari lingkaran luar dan jari-jari lingkaran dalam suatu segitiga, jika

diketahui :

a.a=67lcm  B=79°37 y = 66°59"
b. a=975cm b=2845cm .. ¢=910cm
c. a=264cm b=2167cm o= 139°56'

. Jarak-jarak antara pusat lingkaran luar A ABC dan sisi-sisi BC dan AC ialah 5
dan 7,2 cm, sedangkan o = 72°41’. Hitunglah unsur-unsurnya segitiga itu.

. Diketahui: o+ +vy=180°
Buktikanlah: Tga+TgpB+Tgy = Tga. TgP.Tgy

. Dari A ABC diketahui bahwa a® (1 + Cos o)) =2 bc Sin* o
Buktikan bahwa b=c.

. Buktikanlah bahwa A ABC sama kaki, jika :
Sin2aCosy+2SinBCosBCos2a =0
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