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KATA PENGANTAR

Puji dan syukur penulis panjatkan kehadirat Allah yang Maha Kuasa, karena
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Ucapan terima kasih penulis sampaikan kepada semua pihak yang telah ikut
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Menyadari segala keterbatasan penulis, maka segala kritik untuk perbaikan
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BAB I
PENGERTIAN DAN FUNGSI TRIGONOMETRI

Trigonotnetri dulu disebut dengan ilmu ukur segitiga, atau ilmu ukur sudut,

atau goniometri. Trigonomelri berasal dari bahasa Greek yang terdiri dari dua kata

yaitu "trigonon" berarti segitiga dan "metron,'berarti ukuran.

Menurut asalnya, lrigonometri cabang dari ilmu matematika yang mencoba

menyelidiki gerak benda-benda angkasa seperti matahari, bulan dan bintang-bintang

dan menghitung serta memperkirakan posisi dimana benda angkasa itu berada.

Pada perkembangannya selama hampir 2000 tahun, trigonometri banyak

di grmakan dalam bidang-bidang astronomi, navigasi, dan penyelidikan-penyelidikan

Iainnya. Pada saat ini trigonometri bukan hanya studi tentang segitiga dan sudut-

sudut, tetapi juga merupakan cabang matematika modern yang membahas tentang

sirkulasi dan fimgsinya.

1.1. Sudut

Suatu sudut dapat diukur dengan derajat atau dengan radian. pengukuran

sudut dengan derajat berdasarkan ketetapan bahwa lingkaran adalah 3600, suatu

garis lurus memuat sudut 180" dan sudrrt siku-siku memuat sudut 90o.

Jadi ditetapkan besaran sudut diukur dengan derajat, yang disimbolkan

dengan o, sama dengan I/366 dari sebuah perputaran rotasi secara penuh. Satu menit,

dilambangkan dengan', sama dengan tr*daisatu 
derajat. satu detik, dilambangkan

dengan simbol ", sama dengan l/, dari satu menit.



)

lo:60menit :60,

l' : 60 detik : 60"

Pengukuran sudut ilengan besaran lain ialah radian. Satu radian didefinisikan

sebagai suatu sudut yang busurnya sepanjang jari-jari lingkaran (Gambar 1.1).

a - I radian

A

Gambar l.l

Hubungan antara dua besaran ini, antara dedat dan radian diuraikan sebagai

berikut:Kelilingsebuahlingkaran:2xr.Setiaplradalahlradian(lihatgambar

l.r)

2nr 2zrradian:360o

3600 lg0"lraolan:-:-
2n 2n

22
tL7

I 80"lradran:-:
22

57,2730

r

7

atau

I radian : 57"1?'45"

o 7t

I 80"

= 0,01745

Dari penjelasan di atas didapat

7t
90o radian

2

fi
45o radian

4



J

367t/f : radian
8

Contoh-contoh

l. Carilah 58o41'I7" dalam radian.

Jawab: 58"41'17"

57"17'45" (: lradian)

lo23'32 : (60 + 23)' + 32u :5072"

57o17'45" : (57.60 + 17)' + 45" :206265,,

Jadi 58'4 l'17" - I 
5012 

radian :
206265

I30o zr radian
6

I
I 5o radian

t2

1,42430 radian.

2. Hitunglah 0,39636 radian daram derajal, menit dan detik.

Jawab : 0,39636 x 57"17,45,,

: 0,39636 x 206265,,

: 81755

:2242'35"

Jadi 0,39636 radian : 2242,35,,.

tlubungan antara derajat dan radius, pada sudut-sudurt tertentu, dapat dilihat

pada tabel I di bawah ini.
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Tabel l. Perbandingan Sudut dalam Derajat dan Radian

Derajat Radian

0" 0

300
?t

6

450
TE

4

600
T
J

900
It
2

I 200
2n
3

I 350
3x
4

1 50"
5n
6

I 906 TC

2 10"
7n
6

225"
5n
4

2400
4n
J

270"
3n
2

300' 1n
3

3 15"
7n
4

330"
Iln
6

3600 2n

Soal-soal

1. Berapa derajat sudut-sudut di barvah ini.

a. slox b. 4 ir c. Zt/2n

2. Berapa radian sudut-sudut di bawah ini.

a.27o b.33o2j' e.732o49'

tl. s/g fi

h.317042',16u
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3' Hitunglah prerbandingan trigonometri, pada suclut-sudut.

a. 30" b. 45. c.t /., tt

4. Lukislah sudut-sudut Xr , Xz, Xt, X4, Xs, X6, kalau diketahui :

a. Sin Xr : 2/r 
b. CosX2 : 0,4 c TgXl : tlzrls

d. Cotg Xa : {10 e. Sec Xs : {3 f. Cosec Xe = ,,17

5. Dikekhui garis C dan sudut ct, lukislah.

U :C TguCoscr V: C TguCos2cr W: C Tg.roSin2u
6. Diketahui garis p dan sudut cr, tukiskanlah.

X : p SincrCosu y : pSin2u,Cosu Z: pSin2crCos3o
7. Flitunglah Sin 55o15, kalau cliketahui Sin 34o55, :0,5700.

E. Bila u dan p su<luhsuclut lancip dalam segitiga <tarr sin t, : cos a. Apa dan

bagaimana segitiga tersebut.

1.2. Perbandingan Trigonometri

Didalam ilmu geometri, besaran sudut antara dua garis lurus <Jitetapkan

dengan derajat' tetapi datam trigonometri, satuan besaran suatu suclut 4inyatakan

oleh perbandingan (ratio) antara dua sisi dalam sebuah segitiga siku-siku.

Keuntungan utama dalam pemakaian trigonometri ini, ialah tidak diperlukan

mengukur jarak secara langsung, seperti yang rlitemukan dalam mcmpelajari

astronomi, dan navigasi. Dengan perbandingan-perbandingan trigonometri,

permasalahan dalam astronomi dan navigasi tersebut dapat dipecahkan.

Manl-aat 'lain 
yang ditemukan ialah besaran sudut bisa saja digunakan ke

dalam suatu persamaan tertentu, tanpa mengalami perubahan-perubahan dalam

setiap unit, karena perbandingan (: ratio) adalah juga bilangan. Dan ini adarah

penting pemakaiannya dalam matematika dan ilmu Fisika.



.L

6

r\da crtam dasar utartra pcrtranclingan trigonomctri yang merupakan dasar

arval dalam mempelajari trigonometri ini. Keenam perbandingan trigonometri

itu ialah Sinus (: Sin), cosinus (: cos), Tangen (: Tg), cosecan (: cosec),

secan (: sec), dan cotangen (: cotg) dari suatu sudut. cosecan, secan dan

Cotangerr merupakan kebalikan dari Sinus, Cosinus dan Tangen. Kadang kala, ini

disebut juga fungsi trigonemetri, karena masing-masing sudut mempunyai satu

harga mtuk m asin g-masin g perbandin gan tri gonometri.

Dalarn bagiarr ini akart dibalras perbandingan-perbandingan trigonometri

dari suatu sudut lancip (sudut yang besamya kecil dari 90') dalam sebuah segitiga

siku-siku.

Gambar 1.2 menunjukan sebuah segitiga siku-siku ABC, dengan sudut o,

dimana cr adalah sudut lancip (cr< 90'). Garis atau sisi AB : X garis proyeksi, dan

sisi BC : Y, ditetapkan sebagai garis yang memproyeksi, dan sisi AC : r disebut

hipotenusa segitiga tersebut.

: garis proyeksi

- guis yang rnernproYeksi

- hipotennsa

A

Gambar 1.2

Definisi I : Sinus suatu sudut, adalah perbandingan antara garis yang memproyeksi

dengan hipotenusa. Ditulis (lihat gambar 1.2):

Sir BC Yt.,:4[ :-;-

Definisi II : Cosinus suatu sudut, ialah perbandingan antara garis proyeksi dengan

hipotenusa. Ditulis (lihat gambar l.Z):

C

Y

B

-x:Y
=f

AB
BC
AC

r

X
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r--.. AR xLOSU : 
- = 

-
ACr

Definisi III : Tangen suatu sudut, aclalah perbandingan antara garis yang nlenr-

proyeksi dengan garis proyeksi. Ditulis (lihat gamb ar 1.2) .

Tgc:lt : Y
ABX

Suatu cacatan khusus, ialah bahrva definisi IV, v dan vl merupakan kebalikan dari

definisi I. II dan tI1.

Dcfinisi IV : Ctlsecan suatu sudut a<lalah pcrbanclirrgan antara garis lripotcnusa

dengan garis yang memproyeksi. Ditulis (lihat gambar 1.2) :

cosec,r: AC : r
BCY

Definisi V : Secan suatu sudut aclalah Perbanding an antaragaris hipotenusa dengan

garis proyeksi. Ditulis (lihat gambar 1.2\ .

Seccr:4c : r
ABX

Definisi VI : Cotangen suatu sudut ialah perbandingan antara garis hipotenusa

dengan garis yang memproyeksi. Ditulis (lihat gambar 1.2) :

Cotga : ++ : +-,BCY

Dari definisi I s/d vI di atas, dapat dilahirkan beberapa rumus_rumus, yaitu :

Sina.Coseco..:l

Cosg. Seco - |

Tgo. Cotgo

Bukti : lihat gambar 1.2

Sin cr Y

t

-l

( definisi I )
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r
Cosec a :

Y
( definisi IV )

Coba anda buktikan Cos u . Sec cr : I

Tgcr .Cotgcr - 1

Feninjauan lebih lan-iut, pemakaian definisi-definisi di atas, dalam segitiga

siku-siku lancip, dapat dijabarkan di bawah ini, untuk mendapatkan rumus-rumus

baru.

Gambar 1.3 Segitiga ABC siku-siku lancip

Lihat gambar I.3

Jadi

Menurut definisi [ : Sin cr

Sincr.Coseco: "
r

AC

r

--lY

a

c

Menurut definisi II : Cos cr : I
c

Maka
Cos u

Jadi terdapar nrmus :

Sin aIgo :
Cos cr

Cos cr
Uotg Cr = =-Drn o

Cos a
Buktikan rumus Cotg u : S;;

Sino a b a

c
-:-: ;: Tgcr (menurutdefinisilll)CD
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Dari garnbar 1.3, juga dapat clipakai dalil phytagoras

a2+112:rz

a)lno:
c

(definisi I), maka Sin2 q, a'

b'

o a^a-:-.'rr\ t ^ , b2Los c( -- ^ (definisi II), maka Cos- cr =cc/

Jadi sin2 g + cos2 G, : 
az + b2 

- 
a2 -l b2 : "'b2 c2 c2 cz

Rumus-rumus yang seazas dengan ini ialah :

:l

Sin2o * Cos2o - I

I + Tgta = SeCa

I * Cotg2 cr = CoseC cr

Buktikankebenaran rumus-rumus : I + Tf a : Sec2 cr

I + Cotg: cr : Cosec2 G

Cacatan : menurut ketentuan yang berlaku, bahwa pangkat dua (= kuadrat) atau

pemangkatan lainnya, maka pangkat itu diletakkan atau diberikan kepada

perbandingan trigonometri, bukan kepada sudut.

Contoh

Sin cr dipangkatkan dengan 3, maka ditulis Sin3 s, bukan Sin o3 ctan bukan

pula Sin3 u,3.

cos B dipangkatkan dengan I0, maka dituris cos,' p, bukan cos pr, dan

bukan pula Coslo prtr.
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Kalau dipcrhatikan ragi gambar r.4, yaitu segitiga siku-siku ABC, yang sudut

siku-sikunya pada titik c, dan diketahui pula sudut A : cr, maka besarya sudut B :

F:90o-a

,6 : 90'- o

B

a

CA
b

Gambar 1.4 Segitiga siku-siku ABC

Maka perbandingan trigonometri dapat dijabarkan sebagai berikut :

Sin p :'7" ldetlnisi I), kalau diganti g dengan 90" - a karena g : 90o - o (lihat

gambar 1.4) maka Sin (90' - u) : b/" 
sama harganya dengan cos cr, (definisi II)

rrraka Sin (90o - cr) -_- Cos cr.

Analog pemikirannya dan cara penyelesaian seperti di atas maka ditemukan

rumus-rumus sebagai berikut :

Sin (90" - tr) = Cos 1

Cos (90'- cr) = Sin g

fg (90'- o) = Cotg g

Cotg (90" - u) = Tg o

Scc (90" - a) = Coscnc g

Cosec (90" - cr) = Sec o

Buktikan rumus-rumus di atas, selain Sin (90" - cr) : Cos a.

F

r]
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t.3. tn n

tg 30'

C

,B

Gambar l.5a Segitiga siku-siku
ABC

tT
Untuk beberapa sudut tertentu seperti 30o, 45o dan 60o, kita akan dapat

memperoleh nilai perbandingan trigonometri dengan mudah. I1arga atau nilai

perbandingan trigonometri terscbut acrarah harga yang eksak.

Untuk mencari trarga pcrbantlingan trigonometri dapat dipergunakan bantuan

dalil Phytagoras yang berlaku pada sebuah segitiga siku-siku. Garnbar 1.5a,

menunjukkan sebuah segitiga siku-siku, dengan suclul A : 30o dan sudut B : 60o.

Kalau panjang sisi BC : I satuan unit, maka panjang sisi AC == 2 satuan unit. Dalil

Phytagoras menyatakan bahrva AC2 : AB2 + BC2 atau 4 : Ats2 + l, maka AB2 : 3

atau AB: {3.

Lihat gambar l.5a

Menurut det-rnisi : Sin 30o : BC : I

AC2
AII '/:C0s30o = 
-:
AC2
BC I ./3

AB{:3
R

2

A
P a

Gambar l.5b Segitiga siku-siku
PQR

Pada gambar 1.5b, segitiga siku-siku dengan sudut-sudutnya 45o, dapat

drjabarkan dalilPhytagoras, yaitu jika panjang sisipe: I satuan unit, maka panjang

sisi QR: I satuan unit.

50

I

I
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PR2 : pe2 + eR2 (dalil phytagoras)

PR2:l+l- Z maka

PR : ,lZ

Harga perbandingan trigonometri pada segitiga siku-siku peR adalah

o- QR t 'lzSin 45
PR ^lZ 2

cos45o: PQ : I 
= "12

PR ,12 2

tg30' : QR : I : IPQI
Dengan mempergunakan caru-cara penyelesaian seperti di atas, dan bantuan

dalil Phytagoras, maka harga-harga perbandingan tigonometri untuk susdut-sudut

tertentu dapat dicari. Ilasit perhitungan perbandingan trigonometri sudut-sudut

tersebut dapat dilihat pada tabel 1.2 di bawah ini.

Tabel 2. Perbandingan Trigonemetri Sudut-sudut

Perbandingan

Trigonometri

Sudut-sudut

30"

Sin
I

2

112_:_
122

r/r

2

Cos
./r

2

I

^12

,'IZ

)
I
2

tg
I
;liJ

t_
J

1 ./:

Cosec 2 lz 2 2-,13

{33
Sec

2 213

{33 ^lz 2

Cotg {r I
1{3
{33

Latihan: coba anda hitung kembali nitai-nilai atau harga perbandingan

trigonometri seperti dalam tabel 2.

60"
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1.4. Kqsehargaan.

Kesehargaan atau identitas (: identiteit), di daram dunia matematika,

penulisannya dinorasikan dengan tanda :. Lazimnya, daram penutisan_penurisan

dilambangkan dengan tanda :. Jelas, bahwa tanda = tidak sama maknanya dengan

tanda:, tetapi dalam penulisannya sering disamakan.

Persoalan-persoaran daram masarah kesehargaan, harus diseresaikan pada

masing-masirrg ruas' Ruas kiri dan ruas kanan dibatasi oreh tanda =. suku-suku atau

faktor-faktortidakbolehdipindah.pindahkanmeIampauitanda

menyelesaikan permasalahan yang timbul dalam kesehargaan ini, saran-saran cti

bawah ini akan membantu anda. Saran-saran tersebut iarah :

I olah saja dengan mempergunakan definisi atau dalil, atau lainnya, masing-

mastng ruas, atau

2 olah saja yang ada pada ruas kiri, dimana ruas kanan tidak criorah, alau

3 olah saja yang disebelah kanan tanda =, dan ruas kiri tidak diganggu, atau

4 kedua ruas, baik ruas kiri maupun ruas kanan, diorah, asal saja tidak ada

pemindahan suku-suku atau bagian-bagian merampaui tanda =.

Contoh-contoh

-

Buktikanlah : (l - Sin2 cr)2+ (l - Cos2 cr)2 : | _ 2Sin2 crCos2cr
Bukti: Kalau melihat bentuk permasalahan kesehargaan ini, ruas kanan tidak

kita ganggu, dan hanya mengolah persoaran yang ada pada ruas kiri.
Dengan ketentuan-ketentuan yang berraku, maka pengorahan ruas kiri
adalah sebagai berikut :

(l - Sin2 cr;z + 1t - Cos2 u)z : | _ 2Sinz o, Cos2cr
(l -2 Sin2o+Sinas)+(l -2Cos2cr+Cosag) :
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I - 2 Sin2o+ Sina o+ I -2 Cos2 cr-r- Cosaq,

2 - 2 (Sin2 o + Cos2 o) + Sin4 cr + Cosa cr

2 - 2.1 + (Sin2s+Cos2 a)2 _ 2Sin2oCos2s

2 - 2 + 12 - 2Sin2crCos2c

I - 2Sin2aCos2u

q.e.d
cacatan : q . e . d : quadrant erat demonstranden, berarti terbukti.

2. Buktikanlah : sin cr. sec cr + cos *. cosec c. : Sec o. cosec cr

Bukti: Kedua ruas kita oleh dengan menggunakan rumus-rumus yang ada,

dengan persyaratan tidak boleh nremindah-rnindahkan suku melampui

tanda kesehargaan.

Sin c . Sec cr + Cos o. Cosec cr = Sec a. Cosec cr

I
Sin cr + Cos o

Cos u Cos o Sin cr

Sin cr Cos cr

: I - 2 Sin2 cr Cos2 cr,

I

Sin cr

1
-F

Cos cr

Sin2 cr

Sin q

+ Cos2 cr

Sin u, . Cos cr

I

Sin o Cos a Sin o Cos cr

I

Sin cr Cos cr Sin s Cos cr

q.e.d

Beberapa tambahan saran-saran dalam menyelesaikan persoalan kesehargaan :

I. usahakanlah bekerja parla ruas yang memuat suku-suku banyak atau pecahan.

2. usahakanlah bekerja pada ruas yang memuat suku-suku berpangkat tinggi.

3. usahakanlah terlebih duru merobah bentuk-bentuk rg, cotg, sec, cosec, menjadi

Sin dan Cos.

'ri.i'.-i:.
!t/ -'"'\:'i ; :

II

I

",di',
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Soal-soal

Buktikanlah kesehargaan_keseha rgaan<li bawah ini

l. Cos2 cr - Sin2 u : 2Cos2 c( _ I

2. 3Sin2y + 4Cos2y:3 + Cos2l

TgX
l- _- (t-Cos:X)SecX
Cosec X

4. (SinX - CosX) ( I + SinX CosX): Sin3X _ CosrX

Sin2x - Cos2x

Tg2x - I
(l rTg2x) I

6. Kalau 1.g o : O

7. Cosec2cr ( I - Coszcr) : I

BuktikanSecc:q*tlz

8. Cotg2X - Cos2X: Cos2X . Cotg2X

l0

3Cosax + 6Sin2X:3 + 3Sin{X

Sec2X + Tg2X =SecaX -'fgaX

Tg'x - Cotg3 Xil = Sec2 X + Cotg2 XTgX - CotgX

12. Sec2X Cosec2X 2+
Sin4x + Cos4X

Sin2X. Cos2x

13. (CosecX - Cotgx) (l + CosX): SinX

Tg'x - cotgs X

9

t4

l5

: Tg'x + Cotgzx + ITgX - CotgX

Tg2x + l : Tg'x
Cotg2 X + I



BAB II
PERBANDINGAN TRIGONOMBTRI PADA SUDUT

YAIYG LEI}III BESAI{ DARI PADA 90" DAN SUDUT NEGATTF

2.1. Koordinat Suatu Titik

Pada suatu garis rurus yang tak terbatas panjangny a dapat diletakkan

sembarang suatu tirik o. 'ritik o ini clisebut titik awal atau titik pangkal.

AB

xXr
o

Gambar 2.1 Garis lurus

Jika pada garis tersebut (gambar 2.1) adasuatu titik A, maka kedudukannya

itu tidak ditentukan dengan jelas hanya oleh jarak OA. Disamping jarak OA itu

diketahui, masih harus diketahui lagi disebelah yang mana dari titik O, titik A itu

berada.

Sehubungan dengan itu, pada garis itu harus ditetapkan terlebih dahulu

bagian-bagian positif (arah positil) dan bagian-bagian negatif (arah negatif). Sebelah

kanan dari titik pangkal O (oX) disebut dengan bagian positif dan sebelah kiri dari

titik arval o (OXr) disebut bagian negatif. Seandainya tirik A terlerak pada bagian

yang positil, sedangkan OA : 3 ctn, maka jarak OA adalah *3 cm. Jika B berada

disebelah yang negatif dengan oB : 2 cm, maka jaraknya B terhadap o adalah

-2 cm. Bialangan-bilangan aljabar +3 dan _Z menentukan dengan tepat

kedudukkannya titik-titik A dan B. Mereka disebut koordinarkoordinatnya A dan B.

Demikian pula, dapat ditentukan keduclukkannya suatu titik pada bidang

datar- Dengan cara melukiskan terrebih dahulu garis-garis )o(1 dan yy1, sehingga

XXr l- YY1 yang berpotongan di tirik O.
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a
-P

I

I

I

XX, dan yy, dinamakan poros_poros
atau sumbu-sumbu koordinar. flti['O
disebut pusat.

,Oud1 
sumbu y, bagian Oy disebut

bagian positif dan ba'gian OV, 
"j.irflbagian negatif

I

I

I
L

R _______J

<r

Gambar 2.2 Sumbu Koordinat

Pada p' daram bidang Xoy dapat diproyeksikan pada surnbu oX dan oy.
Maka letaknya dapat ditentukan sama sekari, jika proyeksi-proyeksinya A dan B
diketahui' Jarak oA dinamakan x yaitu absis titik p, dan oB (: Ap) dinamakan y,
yaitu ordinat titik p. Dari gambar 2.2 dapatdilihat, bahwa :

absisnya p adalah +3,danordinatnya +2 ditulis p(3, 2)

absisnya Q adalah -3,danordinatnya +2 ditulise(-3,2)
absisnya R adalah _3,danordinatnya _2 ditulis R(_3,_2)

absisnya S adalah *3,danordinatnya _2 ditulis S(3,_2)
Secara umutn koordinat titik I, dituris p (x , y), crimana x : absis titik rr, cran y :
ordinat titik p

Jadi sumbu-sumbu koordinat membagi daerah koordinat (bidang koordinat)
dalam empat bagian bidang. Bagian bidang itu disebut ..Kuadran,,, 

masing_masing

dinamakan Kuadran I, Kuacrran ,, Kuadran ,r cran Kuacrran lv. Sehingga ,etak
suatu titik dibidang koordinat dapat disimpurkan daram taber berikut ini.

Tabel 3. Letak Suatu Titik Dibidang Koordinat

Kuadran absis X ordinat Y
I + +

II +

III

IV l

,.rt lt(
. ;:
li.

, ,..Pi'

;i



rslr! - e.E\ ='



l8

ut K ran

v al?th Fositl

-anh 
negatl

Gambar 2.3

a. Sudut-sudul di kuadran I

P

Gambar 2.4 Sudut di kuadran I

b. Sudut-sudut di kuadran II

Gambar 2.5 Sudut di kuadran II

Gambar 2.3 memperlihatkan arah positif dan
arah negatif suatu sudut.

Pada gambar 2.4, Op: r: jari_jari lingk*ran.

Proyeksi (itik p pada sumbu X aclalah p,

Z. P'Ot? berada di huadran I yang besarnya

antara 0" dan 90". Bila Z p,Op: cr maka

sudut di kuadran I adalah 0" < q < 90o

Pada gambar 2.5, bila Op berimpitan dcngan

OY nraka / cx:90"

OP berada di kuadran II besar sudut yang

dibentuknya antara 90o dan 1g0o, atau 90o <

o < I80o

2.2.

Sekarang kita hendak rnencari sudut-sudut yang lebih besar daripada 90o

Dapat juga dikatakan, kita akan menentukan letak suatu sudut pada suatu kuadran.

Besar suatu sudut diukur menurut arah yang berrawanan dengan arah jarum
jam' Arah 1',ang berlarvanan clengan jarum jann disebut arah positif. sebalikny a, arah
yang sama dengan -,iarum jam disebut arah negatif

v

v

PO
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c. Sudut-sudut di kuaclran III

Gambar 2.6 Sudur di kuadran III

d. Sudut-sudut di kuadran IV

Gambar 2.7 Sudut di kuadran IV

2.3. n nT

Pada gambar 2.6, Op berada di kuatlran III.

Sudut yang dibentuknya, bcsarnya antara

l80o dan 270.. Ditulis . lg0" < ct <270"

Pada gambar 2.7, Op berada di kuadran IV.

Besar sudut yang dibentuknya antara 270"

dan 360o. Ditulis :270o < a < 360o

I,E

v

v

x

rd

Selanjutnya kita tinjau perbandingan-perbanclingan trigonometri pada susut-

sudut yang lebih besar dari 90o. Atau dengan perkataan lain, perbandingan

tigonomctri pada sudut dalam kuaclran ll, III dan IV.

Karena nilai perbandingan trigonometri pada kuadran I adalah positit, maka

usaha-usaha yang dilakukan dalam mencari, menghitung perbandingan trigonometri

pada kuadran lain, sebaliknya dikaitkan atau dihubungkan kepada nirai

perbandingan trigonometri pada kuadran I tersebut.

untuk itu, marilah kita pelajari perbandingan trigonometri pada masing-

masing kuadran, mulai dari kuadran II sampai kuadran IV.
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2.3.1. Sutlut tlalam Kundran II

Dalil ' Dua buah sudut yang berpelurus mempunyai sifat-sifat sebagai berikut :

Sinus kedua sudut itu sama, Cosinus dan Tangen kedua sudut itu adalah

berlarvanan.

Bukti

B A Pada gambar 2.8 dapat dibaca, bahwa

Z AOX adalah sudut dalam kuadran I

(sudut lancip) Z BOX adalah

pelurusnya Z AOX.
Gambar 2.8 Sudut dalam Kuadran Il

Ini berarti z Aox + z Box: 180o, maka dari itu zBoxt: z BoX. Kita

ambil sembarangan titik D dan F kaki oA dan oB yang sama dengan jari-jari

lingkaran r. Kita proyeksikan potongan garis oD dan oF pada sumbu oX dan oX1.

Perhatikan dua segitiga DOC dan FOE :

SinZBoX: FE 
-- 

P SinZAoX: 
DC : P

FOr ODr

I

I
pl

x E-q o q c

Eo -q
Cos Z BOX : : 

-FOr ODr
DCp

TgZAOX:-:-ocq

ocq
Cos Z AOX

FEp
Tg z BOX

Eo -q

Inilah yang dirnaksud dalam dalil di atas

Jika u adalah suatu sudut dalarn kuadran ll, maka didapat rumus

Sina = *Sin(180"-o)

Cosa = -Cos(I80"-u)

Tgct - -Tg(180"-u)
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Karena cosccan, Secan dan cotagen suatu suclut adalah kebalikkan dari sinus,

Cosinus dan Tangen suclut tersebut, maka :

Cosec cr = + Cosec ( lg0" - cr )

Secu, = _Sec(lg0.-cr)

Cotgo = _Cotg(1g0"-cr)

Bukti salah satu rumus dapat dilakukan sebagai berikut

I

Cotg u, :
Tgo

(definisi)

Tgu : -Tg(180"-a)

maka

I

(rumus di atas)

Cotg cr : : -Cotg ( 180" - cr )-Tg ( t80o - cr )
q.e.d

Coba anda buktikan rumus yang lain. Silahkan!

2.3.2. Sudut tlalam Kuatlra III

Perbandingan trigonometri sudut-sudut dalam kaudran III dapat dikaitkan

atau dijadikan petbanclingan trigonometri sudut-sudut dalam kuadran I.

diumpamakan sudut dalam kuadran IIL

(fq

Pada gambar 2.9 diumpamakan p adalah

sudut dalam kuadran III. Katakanlah p :
200o, maka Z BOX: 200" - lg0" :
20", dan Z BOX: Z AOXt:20" (sudut

yang bertolakbelakang)

r
C

Gambar 2.9 Sudut dalam Kuadran III
tr:lLi!i,

' ,! ,-:

p

---l
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Titik D dan c diproyeksikan kepada sumbu X dan X1, dan proyeksi

potongan garis oD dan oc ialah q dan -q, serta proyektornya (garis yang

memproyeksi) p dan -p.

Perbandingan trigonometri sudut dalam kuadran lll ialah :

EC -p
SinzAOX : _: _

COr
Eo -qCos4AOX:_:_
COr

DFpSinZBOX: : 
-ODr

oFq
Cos4BOX : 

-: 
-ODr

EC -p
TgZAOX : 

-oE -q

DFp
Tg 4BOX

oFq
Karcna I AOX: B, sudut dalam kuadran I[[, maka

SinP = -Sin(P -180")

CosB = -Cos(B - 180")

TgF = +'l'B(p - l8o")

Sebagai contoh:

Sin 200o : - Sin 20"

Cos 200o : - Cos 20o

Tg 200' : + Tg 20'

Untuk kebalikan perbandingan trigonometri Cosecan, Secan dan Cotagen suatu

sudut pada kuadran Ill, dapat disusun rumus-rumusnya :

CosecP = -Coscc(B -180")

SecB = -Sec(P - 180")

CotgB = +CotB(F - 180')



2.3.3. Sutlut tlalam Kuatlran IV
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I-ihat garnbar Z.l0 diumparn akan Z AOX :
310". Kita lukis cialam kuadran I suatu

sudut ZBOX: 360" - 3l0o:50o.
Kita ukur pada kaki-kaki OA dan OB

potongan-potongan garis OC: OD: r.

-DIrpSin Z BOX =
ODr
oEq

Cos Z IJOX =
ODr

DEp
TgZBOX = -oEq

tr

-p

A

Gambar 2.10 Sudut dalam Kuadran IV

Potongan-potongan garis OD dan OC diproyeksikan pada sumbu OX, maka

dengan mudah dapat dibuktikan bahrva proyeksinya adarah sama, yaitu oE : q,

berhubungan dengan A OEC = A OED.

Perbandingan trigonometri pada sudut kuadran IV dan clihubungkan dengan

perbandingan trigonometri pada sudut kuadran I adalah :

EC -p

OCt

Otj q
Cos Z AOX =

OCr
CE -D

TgZAOX : 
-: 

'

oEq
Jadi : SinZAOX: -SinzBOX

Cos Z AOX: + Cos ZBOX

Tg/ AOX = _Tg Z.BOX

Sebagai contoh:

Sin 310" : _ Sin 50o

Cos 3l0o : + Cos 50"

Tg 310" : - Tg 50.
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Seandainya l suatu sudut dalam kuadran tV, kita rnendapatkan rurnus-rumus :

SinY : -Sin(360"-1)

CosY = *Cos(360'-y)

Tgt - -Tg(360"-y)

selanjutnya dengan kebalikkannya Sinus, cosinus dan Tangen didapat pula :

Cosec T - -Cosec (360' -y)

SccY = +Sec(360'-Y)

Cotgl : -Cotg(360"-y)

Setelah dipelajari perbandingan trigonometri pada sudut-sudut dalam

kuadran [, [[, II[ dan [V, dikumputkan ikhtisar seperti dalarn tabel di bawah ini.

Tabel 4. Perbandingan Trigonometri Sudut-sudut dalam Kuadran-kuadran

Contoh-Contoh:

l. I{itunglah : Cos 2l0o Sin 240'

Jarvab.

Cos 2 l0o : - Cos (2 10" - 180")

= - Cos 30o

: _ | lrrl3

Sin 240o : - Sin (240" - 180")

Tg2250

(sudut dalam kuadran III)

(sudut dalam kuadran III)

Perbandingan
trigonometri 0o I 900 II I 800 ilI 270 360e

Sinus 0 + I + 0 1 0

Cosinus I + 0 1 0 + I

Tangen 0 + *oo 0 + +6 0

Cosecan @ + I + *cO I -@

Secan I + *sr I *co + I

Cotangen co + 0 *o + 0 -@
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: - Sin 60o

: _,/r./3

Tg225" r'fg(225" - lg0.)

: + -fg 
45o

:+l

(sudut dalam kuadran lll)

2. Hitunglah : Cos 300'

Jarvab.

Sin 3 I50" 1'g 330"

Cos 300o : + Cos (360" - 300.) (sudut dalam kuaclran IV)

- + Cos 60"

_ lt
tZ

Sin 3l5o : - Sin(360"-315")

: - Sin 45"

: _r/rrl2

Tg 330' : - Tg (360" - 330")

: _Tg30"

Ir -1.- - ijyJ

(sudut dalam kuadran lV)

(sudut dalam kuadran IV)

Soal-soal :

Mudahkan lah menjadi pcrbancli ngan tri gononretri s uatu suclut lanci p

a. Sin I00'

b. Cos 200"

c. Sin 300"

Cos I00o

Tg 200"

Cos 300'

Tg I00"

Cotg 200'

'fg 300'

Sec l00o

Cosec 200o

Sec 300"

2. Jika diketahui sin 50" : 0,7660, carilah sudut-sudut yang sinusnya sama

besarnya? Berapakah besarnya sudut-sudut yang sinusnya = -0,i660 ?

3. Jika dikctahui cos 50o : 0,642g, carilah suclut-suclut yang cosinusnya sama

besar? Berapakah besarnya sudut-sudut dengan cosinusnya = -0,642g ? Dan
dengan Sinus : 0,6429 7

4. Diketahui Tg 35o = 0,7002. carirah semua sudut <lengan Tangen : 0,7002.
Carilah pula semua sudtrt clengan Cotange n 0,7002; semua suclut clengan Tangen
-0,7002; semua sudut dengan Cotangen _O,7OOZ.



26

5. Flitunglah harganya bentuk_berrtuk berikut

a. Sin 200o + Sin 210" + Si, 160"

b. Sin l80o + Cos I80o + Cos l00o

Tg l0o

Tg270o

2.3.4. Sudut yans Leb ih Besar dari 360o

Suatu garis OA, (lihat gambar 2.ll) yang

semula berimpit dengan OX, diputar berturut-

turut melalui kuadran I,I[,llL dan IV.

Gambar 2.1 I Sudut yang lebih besar dari 360o

sesudah berimpit lagi dengan oX, berputar satu lingkaran, garis oA itu

masih terus berputar, sehingga akhirnya membentuk zxoL - l5o. Jadi jumlah

sudut yang telah dilalui OA adalah 360o + 15o :375". Suatu sudut yang sedemikian

bcsarnya, dikatakan akhirnya suclut itu tcrtctak cjalam kuadran pcrtama.

contoh lain besarnya sudut yang dilalui g40o adalah sama dengan

2 x 360' + 120o, yang akhirnyaterletak dalam kuadranIII.

Ketentuan : Perbandingannya trigonometri suatu sudut AOX hanya tergantung pada

akhir letaknya kaki OA yang berputar.

Menurut ketentuan ini, maka :

Sin 375o : Sin l5o Cos 380o : Cos 20o Tg 4000 : Tg 40o

Cosec 420 : Cosec 60" Sec 850" : Sec (2 x 360" + I30") : Sec l30o

dan seterusnya.
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CI,+k

l)ada umumnya dapat dinyatakan : perbancringan trigonomctri suatu sucrul

360' adalah sama dengan perbandingan trigonometri sudut q,. Dimana k :
bilangan bulat positif

2.3.5. Sudut Nesatif

Dalam fasal-fasal yang lalu, drjelaskan bahrva

suatu sudut positif terbentuk jika pofongan garis

diputar yang arah perputarannya berlarvanan

dengan jarum jam.
Gambar 2.12 Sudut Negatif

Jika potongan garis oA yang semura berimpit dengan oX (gamb ar 2.rz)
dibawa berputar searah dengan jarum jam, dan oA akhirnya terletak dalam kaudran

lv, rnaka sudut o disebut sudut negatif. contoh pada gamb ar 2.12 lxo[: _30o.

untuk menyelesaikan perbandingan trigonometri sudut-sudut negatil, ialah

dengan menjadikan atau mcrubah ke clalam bentuk sudut-sudut positil'dan lancip.

Contoh-contoh

Sin (-30") : Sin 330o : _ Sin 30o (kuaclran lV)
Cos (-30') : Cos 330o : + Cos 30" (kuaclran IV)
Tg (-30") : Tg 330o : _ Tg 30. (kuadran IV)
Cosec (-120") = Cosec 240o : - Cosec 60o (kuadran III)
Sec (-120") : Sec 240o : _ Sec 60o (kuadran III)
Cotg (-j20o; : Cotg 240" = + Cotg 60o (kuadran III)

Soal-soal :

l' Mudahkanlah menjadi perbandingan trigonometri suatu sudut rancip.

+ 330'

a. Sin 370'

b. Cotg 460"

c. Cos (-50.)

Cos 500o

Cosec 800"

Sec (-l 00")

Tg 910o

Sin 900"

Tg (-200")

Sec 1400"

Cos 1000"

Cotg (-300')

A
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2' Hitunglah harga dari bentuk-bentuk di bawah ini :

a. Sin 375o + +g + Cot*45o - Sin 15.
Corg 400.

b. cos 80o + cos 540o - Sin l0o + cos g0o

c. Sin (45") + Cos (-45.) + Tg (_45") _ Cotg (_45.)

3. Hitunglah harga dari bentuk-bentuk di bawah ini :

a. Cos 60o > Cos 30o Cos 60o - Cos 30o Cos 60o < Cos 30o

b. sin 30" + cos 60o > Sin 90. Sin 30o + cos 60o < sin g0.

4. Hitunglah harga-harga perbanclingan trigonometri di bawah ini :

Sin 60oa.-
Cos 60o

b. Sin(-135') x Tg(-150") + Cos(-330.)

5. Apakah peryataan di barvah ini benar atau satah

a. Tg 30" < Tg 45" < Tg 60.

b. Sin l35o - Sin(-135.)

c. Sin 60" + Sin 30" : Sin 90"

d. Cos l2o :
Cosec 780"

6. Hitunglah harga bentuk-bentuk di bawah ini.

a. sin (-270") + cos (-240.) + sin (-310.) + cos (-310")

b.Tg(315') +Cotg(-315') + Sec(315") + Cosec(-315.)

c. Sec (-270") + Cosec (-2700) + Tg (-270")

d. Cotg (45") + Cos (225") + Cotg (225.) - Tg 45"

7. Hitunglah harga bentuk-bentuk di barvah ini :

a. T945" + Cos45o + Cotg l35o + Sin60o

b. Cos (-15') + Sin (45") Tg (-15")

c. Sec I35o - Sec (-15") + Cosec 60" - Cosec (-120")

d. Sin 90" + Cos (-90.) + Sin (-90.) + Tg (-45")
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2.4. Tiniau an h AD Nila iS us. us n Tan ua Su utCos

E

F

D'C'

B

A
x

Hasil harga-harga perbandingan trigonometri

berobah-robah clari sualu suclut ke sudut

Iainnya. Jadi perobahan nilai pcrbandingan

trigonometri kepada besamya sudut dan

letaknya sudut tersebut.
G

Gambar 2. l3 Nilai perbandingan

Trigonometri

untuk itu marilah kita tinjau beberapa perbandingan trigonometri pada sudut
yang berkisar antara 0o dan 360o

2.4.1. 'finjauan terhadap Nitai Sinus cr

sudut o, berobah-robah dari 0" sampai dengan 360o (rihat gambar 2.13).

Mula-mula potongan garis oA berhimpit dengan oX, ini bcrarti sudut a: 0o. Jadi

Sin cr : Sin 0o : ,/t,n : 0. pada saat potongan garis oA berhimpit dengan oX,
panjang garis proyektor: 0 dan sisi miring : OA, clan cr : 0o maka Sin a = Sin 0o :
t)/,rn : 0.

Kemudian oA crigerakkan ke atas menurut arah yang berrawanan dengan

'iarum jam, sehingga oA berada pada oc umpamanya. Daram har ini sudut yang

dibentuk adalah cr2 yaitu Z COX. pada saat ini harga Sin u2 : cc./,rc. 
Jika

umpamanya besarnya sucrut c.2: 450 maka harga pcrbandingan trigonomctri sin a2
: Sin 45" : cc /tr :'/^lr: t 

/r.,12.

Potongan oA digerakkan terus ke atas, yang sudut a berobah_robah menjadi

sudut 0,t, d2, crr dan seterusnya, sehingga pada akhir kuadran pertama sudut a = 90o.
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Dalam hal ini garis proyektor oE: sisi rniring oE, maka harga Sin cr: Sin 90o:

t"t/.,u : +'l .

Seterusnya potongan garis OA berhimpit dengan sudut OX-. Pada posisi OA

berhimpit dengan OX-, maka panjang proyektor F: 0, dan sisi miringnya : OF : -

X, besar sudut o : 180o. Jadi nilai Sin cr : Sin 180o : 0/ol, :'/-* : 0.

Potongan garis OA kita bawa bergerak sampai akhir kuadran III, yaitu

berimpit dengan OG. Dalam hal ini sudut c, menjadi 270, a:270". Dan garis

proyektor sama paniang dengan OG, sekaligus sama paniang dengan sisi miring.

Harga Sin cr: Sin 270": t^'/..: ff7-y: -1, dimana sisi miring merupakan garis

miring sumbu Y yang arahnya negatif.

Akhirnya pada sudut : 360", akibat potongan garis OA bergerak terus,

sehingga kembali berhimpit dengan garis OA semula. Pada posisi sudut o : 360",

besarnya proyektor:0, sehingga Sin cr: Sin 360o : %rr:0.

Kesimpulan peninjauan terhadap nilai Sin cr, dimana cr berobah-robah

besarnya, tergantung dimana posisi potongan garis OA, maka terdapat : Nilai Sin cr

berkisar antara 0, -l dan +1, dan dapat ditulis:-l < Sin o < +1. Atau dengan

pcrkataan lain, nilai Sinus suatu sudut akan nrcncapai nilai tcrtinggi -t'l pada sudut

90o dan akan mencapai nilai terendah -1 pada sudut 270o, seperti grafik Sinus di

barvah ini.

v

+'l

zlL
3tc
20

xIL

T
IL

Gambar 2.14 Grafik Sinus

1
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2.4.2. 'l'injauan tcrhatlap Nilai Cosinus cr

Dengan berdasarkan ketentuan-ketentuan Trigonometri, mengenai Cosinus

suatu sudut talah harga perbandingan antara garis proyeksi (proyektor) clan garis

yang diproyeksikan (proyektum ).

Analog pemikiran dengan cara-cara peninjauan terhadap Sinus suatu sudut di

atas, yang sudut pandangan berobah-robah dari 0" sampai 360". Harga perbandingan

trigonometri khusus Cosinus suatu sudut dapat dihitung antara lain : Cos 0o : + I ;

Cos 90":0 ; Cos 180": -1 , Cos 270o : 0 ; Cos 360o : +1. Jadi dapat

disimpulkan jika suatu sudut cr dirobah-robah dari 0o sampai dengan 360o, nilai

Cosinus o berobah pula dari +l (maksimum) ke nilai -1 (terendah), dan ditulis

0o S cr < 360o, maka -l S Cos a S +1.

Secara grafis, dapat diperlihatkan perobahan nilai Cos o tersebut (lihat

gambar 2. l5).

+l

l Ettt'
l*1

g0'

Gambar 2.-l5 Grafik Cosinus

36,0n
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2.4.3. Tinjauan terhadap Nilai Tangen cr

Secara det'inisi nilai Tangen suatu sudut o ialah harga perbandingan antara

garis yang memproyeksi (proyektor) dan garis proyeksi. Bila garis OA (lihat gambar

2.13) terus diputar sampai ke OB, OC, OE dan seterusnya, maka garis proyeksinya

bertambah pendek, yaitu OA, OB', OC', OO dan seterusnya, maka kita dapati :

Tg0':0 , Tg90":to ; Tg 180':0 ; T9270: to ; Tg360"=0

Kalau kita simpulkan ialah jika sudut cr berobah-robah dari 0" sampai

dcngan 360", maka nilai 'l g u bcrgsrak dari nilai - o kc nilai + o, ditulis

-.o<Tg61(*co.

Secara grafik, nilai 1'g a itu dapat dilukiskan sebagai berikut :

Gambar 2.16 Grafik Tangen

Pada ganrbar 2.17 di barvalr ini, rnenunjukkan grafik Y : Tg X dan Y :

Cotg X. Kedua grafik ini dilukiskan dengan mengunakan nilai-nilai t'ungsi

trigonometri. Kurva Tg X dan Cotg X tidak kontirtu (terputus) karena harga Tg 90'

adalah jauh tak terhingga (o), dan tidak bisa dilukiskan. Begitu pula harga Cotg 0",

juga tidak terhingga. Lihat gambar 2.17

BD"t'f
I
I
I
I
t'
I
I

360"
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Y = lrJX '/ = Colg X

Gambar 2.17 Grafik Cotangen

Pada gambar 2.18 menunjukkan grafik y = Sec X dan y : Cosec X. Harga

Sec dan Cosec suatu sudut mudah dihitung, dari nilai Cos dan Sin sudut tersebut.

I

Harus diingat dan

I
Sec cr

Cos o

Kurva sec dan cosec dapat dilihat pada gambar di bawah ini

Cosec o( : 

-
Sin cr

v

fl

lt
.It
tt

/l
,/l'l

I
I
I
I
I
I
I

l/
--J- z

\
t\
I
I
I
I
I

+l I
I
I
l+
I
I

J

++

2 7T

0 x

1 1

r- -1 -f-

U

I
l7
l/
tt
tl
tl

Y= Sec X ./= Cosec X

Gambar 2.18 Grafik Secan dan Cosecan
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Contoh-contoh

p-2
Diketahui Sin cr : 

- 
, ada harganya

8-p

Hitunglah harga p yang memenuhinya

.farvab : Pengertian adanya suatu harga Sinus suatu sudut ialah interval atau nilai

antara harga Sin a ialah :

-l<SinaS+l
p-2

_l <_._|.l,maka
8-p

dan

Jadi pS5

2 Diketahui I <p adalah salah satu sudut pada kuadran lll , dan Tg e : tlz42.

Hitunglah harga perbandingan trigonometri lainnya Tg <p : r/r{2, maka dengan

definisi, nilai :

Cotg rp : 'lzTg <p '/r^12

Sec2 <p : 1 + Tg2 <p (rumus)

: l+'lr:l'1,
Sec <p : 'J3lz karena <p berada di kuadran III, maka

Sectp:-./t/r:Jlzrl6
I

Cos rp = -----; -'l.,^/6
-%16

Sinrp : Cosq Tgq: -'l,,r/6 *'lr.'12: -llr{3
I

Cosec gr il:
-'i',{3

Soal-soal.

l. Hitunglah perbandingan trigonometri pada sudut-sudut :

a. 135" b. 120" c.240" d.315'

p-2

8-p

p-2
<+l

8-p
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2 Hitunglah

a. Sirr tlon , Cos 5/an b. Sin tl,rn , Cos lrlan
c. Tg rio n d Cotg (2n _ | lrn)

3. Hitunglah kemungkinan harga-harga q, bila nilai Sin : 
29'' 

, udu.
q+ I

4- Berapakah harga e yang memenuhi antara 0o dan 360" kalau diketahui :

a. Sectp >2 b. Cos <p <tlr..l} c. Cotg A >{3 d. Cosec <p <_2

2.5. Fu i(cr+k. dan F'u ssi (cr + k. Ig0")

2.5.1. Funesi (o * k.360")

Peneertian(o+k.3600)

Perhatikan AX + OA, dengan sumbu X + OA :
ct. Jika A berputar terus dengan arah berlarvanan

dengan jarum jam sampai i60", maka kita

peroleh sekali putar penuh, Z. a+ 360"

Gambar 2.19 Sudut cr + k . 360.

Hal ini berarti posisi titik A berada pada tempat semula seperti pada

gambar 2.19.

Kalau dilakukan pemutaran 2 kali, maka besar sudutnya akan menjadi a + 2

.360". Secaraumumakankitaperoleh-. la + n.360o (l)

Kalau OB berputar menurut arah jarum jam, clan bcrputar sckali putaran

penuh, maka titik B kembali berada pada posisi semula, lihat gambar 2.79,

maka kita dapati I a - 360o. Andaikata kita putar sekali lagi secara putaran penuh,

akan didapati z a - 2 . 360o, dan secara umum, yang diputar n kali, akan diperoleh

Za-n.360o (2)

x
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Kalau deretan (l) dan (2) di atas dapat ditunjukkan dengan /. u+ k. 360"

dimana harga k adalah semua bilangan bulat k : ...-3, -2, -r,0,2,3... Marirah kita

tinjau harga perbandingan trigonometri terhadap fungsi ( a + k . 360" ), Iihat

gambar 2.19.

Sin(o+360")

Cos(o+360')

AC: Sinct:
OA

OC: Coscl : 
-
OA

ACTg(o+360') : "l'gcr: 
OC

OA
Cosec(cr+360o): CosecCt = -----r-

AC

Scc ( cr + 360" )
AO: Seccf, : 

-
CO

Cotg(cr-F 360o ) : Cotg" : #
Secara umum dapat disusun rurnus

Sin(o+k.J60") : Sincr

Cos ( cr + k. 360o ) = Cos cr

Tg(cr+k.360") = Tga

dimana k ialah bilangan bulat yang positit, dan perhatikan I cr berada pada kuadran

berapa.

Bagi sudut negatif (lihat gambar 2.19).

BC-YY
): -SincrSin(-cr) (

OB OB OB

OC
Cos(-o) : 

- 
: Cosct

OB

'4lLli( i:j
[!{ ; ii
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Tg(-a)
BC-YY : -(_): _'fuu
OC OC OC' A

atau

Sin(-n) = -Sincr

Cos(-ct) = *Coscr
cr : Sudut lancip

Tg(-ct) = -Tgcr

Cotg(-a) = -Cotgo

Rumus di atas dapat dipcrluas mcnjacli

Sin(a-k.360') = -Sina

Cos(cr-k.360") : Cosu

Tg(ct-k.360") = Tgcr

Cotg( o - k. 360" ) = Cotgcr

Cacatan

l. k ialah bilangan-bilangan bulat

2. Perhatikan letak sudut a pada kuadran berapa.

Contoh-contoh :

1. Sin 330o : Sin (360" - 30.) : -Sin 30o

Karena a : 330o terletak pada kuadran IV nilai Sinus adalah negatif, jadi

Sin 330': -Sin 30o : -tlr..l3

2. Cos 330o : Cos (360'- 30") : Cos 30o

Karena ct : 330o terletak pada kuadran lV, dan nilai Cosinus adalah psitif, jadi

Cos 330o: *Cos 30. : l/2./3

3 Tg330o: T9(360"-30'): -Tg30o: -tlr43

Karena u : 330o terletak pada kuadran IV, dan nilai rangen adalah negatifl, jadi

Tg 330o: -Tg 30" : -llr^13
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OA

+X
2. Cos cr :

on
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2.5.2. Funssi (o * k. Ig0.)

Penqertian (cr+k. I 80")

Perhatikan AX + OA, dimana ZX + OA : Z_d..

Titik A diputar berlawanan dengan jarum jam,

dan berada pada As. Titik A dan As segitiga

lurus, dan diperoleh ZX + OAs : Z d.+ 180o

Gambar 2.20 Sudut cr + k . I80o

Perhatikan perbandingan trigonomctri.

Sin( l80o+cr): r-Y
OAs

jadi Sin( 180" + cr ) : - Sin cr

-X
Cos ( l80o + cr ) : 

OA,

jadi Cos( 180'+o): -Coso

Tg(180"14): 
-Y

-x
jadi Tg ( 180' + cr ) : l'g a

Dari contoh l), 2) dan 3) di atas dapat ditarik kesimpulan, bahwa walaupun

diputar suatu titik kemana saja, asal perbedaan sudut tetap 180', antara posisi

semula dan posisi terakhir maka nilai Sinus, Cosinusnya sama, tetapi tandanya

berlarvanan, sedangkan harga Tangennya sama, juga tanda-tandanya. Kesimpulan ini

dapat ditulis dengan :

Sin(cr+1800) = -Sincr

Cos(a+180"): -Coso

Tg(ct+180o) = - fgcr

OA: OAs

OA: OAs

+Y
3. Tgcr:

+x

O+x
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secara umuln, jika sudut itu clitarnbah dengan beberapa kali lg0o, rnaka rumus itu

menladi

Sin(o+k.180") = (-l)k Sincr

Cos ( cr + k. lttO" ) = (-l)k Cos cr

Tg(a+k.I80o) = Tgo

Contoh-contoh

I Sin225" : Sin(45.+ l.lg0";: (_l)r Sin 45": _Sin45o : Jlzrl2

Cos225o : Cos(45.+ 1 . 180") : (-l), Cos45o : _Cos45o : _tl,r!2

Tg225" : Tg(45.+ t. 180") : Tg45" : I

2. Sin(cr+3600): Sin (a+2. lg0"): (-l)2Sincr: +Sincr

Cos(cr+360.) : Sin (u+2 lg0") : (_l)rCosu : +Cosa

Tg (cr + 360') : 'Ig (a + 2. 1 80.) : 'fg cr

3. Hitunglah Cotg (a + 180)

I
Cotg (a + 180") : (dcfinisi)

Tg (o + 180")

I

+Tgcr

- Cotg u

I
Sec (o + l80o)

Cos (o + l80o)
(definisi)

(dcfinisi)

-Cosu

= -Secrl

I
Cosec (u + 180") :

Sin (o + 180')

I

-Sino
: - Cosec d,
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Soal-soal

l. Hitunglah harga perbandingan trigonometri di bawah ini:
a. Sin 150' b. Cotg 450" c. Cos (45")

e. cos 225o t. cotg (-330") g. Sec (-120")

2. Hitunglah Tg u, jika Cos u : 0,g

3. Hitunglah Cos o dan Tg o, jika Sin o : 0,9

4. Hitunglah Sin a dan Cos u, j ika Tg a: -7 lya

5. Berapa harga X, jika

SinX: l/z CosX:0,2 Cosecx:8/:
Tg X : -{3 Tg X: 3 Sec X:lr

6. Hitunglah

a. Sin 200o + Sin 450' + Sin 160o

b. Cos 80" + gsr 180" + Cos l00o

Tu 10"
c. Tg 225" + e + Cotg 45o

Tg27A"

d. Sin 2l0o

h. Sec 300o

2.6. Daftar Losaritma iometri

Dalam thsal-lasal yang lalu, kita hanya menghitung perbandingan-

perbandingan goniometri untuk sudut-sudut tertentu saja, antara lain sudut 0o, 30o,

45o, 60o, 90'juga sudut-sudut yang berada pada kuadran II, III dan IV, tetapi

sudutnya ialah sudut-sudut tcrtentu pula.

Kenyataannya, dalam trigonometri, tidaklah clemikian halnya, sudut-sudut

istimerva saja, malahan segala sudut termasuk menit dan detik harus pula diketahui,

dan dicari harga-harga perbandingan trigonometri.
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[]ntuk itulah, tabcl atau dafiar logaritrna baik dalarn cmpat atau lima

dccimal, memuat clartar rogaritma fungsi-fungsi goniometris : rog Sin, rog Tg,

log cotg, log cos, juga daftar fungsi-fungsi goniomerris : sinus, Tangen, Cotangen

dan cosinus, dapat membantu kita memecahkan persoalan ini.

Dengan mempergunakan daftar 'lgaritma ini, kita mcndapat bantuan yang

besar, dalam kecepatan, ketepatan dan ketelitian menyelesaikan suatu persoalan

trigonometri.

Dalam daltar logaritma, hanya kita dapati log Sin, log Tg, log cotg dan

log cos. Log Sec dan log cosec tidak ada, karena hal itu dapat cliperoleh dari :

I
log Sec cr : Iog ;- : log I - log Cos cr: - log Cos a

Cos cr

I
logCoseco :log 

Sr" 
: log I -logSincr:-logsincr

Juga fungsi goniometri yang terdapat dalam buku daftar logaritma hanya Sin,

cos, Tg dan cotg. sedangkan nilai Sec dan coscc tak ada. Umpamanya untuk

mencari Sec l0o, dicari dengan menggunakan rumus kebalikan Cosec 10", sebab

Sec 10" x Cos l0o = l.

Sec l0o : 1,01542
Cos l0o 0,98481

Contoh ke 2. Untuk mencari Cosec 25" ialah dengan rumus :

cosec 25" x sin 25" : l. Nrlai Sin 25o dapat dicari dalam daftar sinus.

tl
CosecZi": = :2,36691

Sin 25" 0,42262

Tentang logaritma-logaritma perbandingan trigonometri dapat dipelajari

sifat-sifat di bawah ini
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a. Logaritma setiap Sinus dan Cosinus adalah Negatif

Nilai Sinus dan Cosinus suatu sudut adalah bilangan-bilangan yang lebih

kecil dari I (kecuali Sin 90"). Ingat nilai Sin q, berada dalam nilai antara

(interval): -l < Sin cr < +1, pun begitu pura nilai cos cr, yaitu -l < cos o < +1.

Logaritma bilangan-bilangan yang tebih kecir dari r adarah negatif.

Contoh : Sin 30o : I/z

log Sin 30" : log r/2 : log I - log 2

: -log 2 ( lihat dallar log)

log Sin 30" : - 0,30103

: 9,69897 - 10

Perhatian

Dalam daftar logaritma Sinus, dan sebagainya, selalu dipakai petunjuk -10. Jadi

log Sin 30o:9,69897 - 10. Tetapi petunjuk -10 itu dalarn daftar tidak dicetak.

Untuk menghemat tempat. Jadi hanya tertulis log Sin 30o: 9,69897.

Begitu juga untuk logaritma Tangen dan logaritma Cotangen.

b. Perbandingan goniometri sudut-sudut yang lebih besar dari 45o dapat dimudah-

kan menjadi perbandingan goniometri sudut-sudut yang lebih kecil dari 45".

Umpamanya : Cos 62 : Cos ( 90'- 28' ) : Sin 28o

Lihat rumus : Cos ( 90'- u ) : Sin o, dan sebagainya.

Jadi log Cos 62o : log Sin 28"

: 9,94593 - 10

Dalam daftar logaritma hanya tertulis 9,94593, tetapi hasil log Cos 62" :

9,94593 - l0
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c' Logaritma cosecan suatu sudut adalah berlawanan clengan logaritma Sinus sudut

itu. Karena Sin a x Cosec a: I

Jadi log Sin ct + log Cosec u : log I : 0

Maka log Cosec log Sin cr

Contoh : Berapakah log Cosec 40o.

log Cosec 40o : - log Sin 40.

log Sin 40" : 9,80g07 - l0

. -0, Ig l93

Jadi log Coscc 40o : +0,.19193

logCosec 40 :10,19193 _ l0

Begitu juga untuk cosinus dengan Secan dan Tangen dengan cotangen.

Jadi secara umum, dalam daftar-daftar logaritma hanya dimuat logaritma-

logarttma Sinus, Cosinus,'l'angen dan Cotangen. Maka tiap-tiap Secan dan Cosecan

harus terlebih dahulu drjadikan Cosinus atau Sinus.

2.7. Keterarnnilan Memnerqunakan Daftar l_oqaritma

seperti halnya yang diutarakan di atas, bahwa nirai perbandingan

trigonometri atau perbandingan goniometn ttdak hanya pada sudut-sudut istime.rva

atau tertentu saja, tetapi juga pada sembangan sudut, lengkap dengan menit dan

detik.

Perbandingan-perbandingan goniometri untuk sudut-sudut lancip telah

drhitung dan hasrl perhitungannya telah dikumpulkan dalam sebuah daftar, yang
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disebut daftar perbandingan goniometri dan daftar logaritma perbandingan

goniomctri.

Dalam daliar pcrbandingan goniometri, sudut antara 0o sampai 45" tertulis

pada pinggir sebelah kiri halaman dattar dan nama-nama perbandingan goniometri

(Sin, Cos, 'l'g, Cotg) terdapat diatas halaman daftar (lihat tabel 5).

,0" 

,u0., 5. Daftar Perbandingan Goniometri

Sedangkan sudut antara 45" sarnpai 90" tertulis pada pinggir sebelah kanan

bagian barvah dari halaman daftar (lihat tabel6)

'fabcl (r. Dallar Pcrbandingan Goniometri

M Sin Cos Tg Cotg
0

I

2

3

4
5

6
7
8

9

IO

dst

0,34202
229
257

284
3t I

399
366
393
421

448
0,34475

0,93969
959
949
939
929
919
909
899
889

879
0,93869

0,36397
430
463
496
s29
562
595
628
661

694
0,36727

2,74748
4499
42st
4004
3756
3509
3263
3017
2771

2526
2,72281

0,4 l g9g

024
051

077
t04
t30
156

183

209
23s

0,42262

0,.90753
741
729
717
704
692
680
668
655
643

0,90631

| 0.46277lvzI :+s
383
418
454
489
525
560
595

0,46631

2,16090
rs925
15760
I 5596
t5432
15268
15t04
14940
14777
14614

0,14451

l0
9
8

7

6
5

4
3

2

I
0

Cos Sin Cotg Tg M
65"
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Memang dalam claftar nilai perbandingan trigonometri untuk secans dan

cosccan tidak clibcrikan dalam daftar. Untuk mcnghitung harga sccan clan Cosccan

suatu sudut, kita harus mcngubah sccan mcnjadi r/1.,,., 
cran cosccan mcnjadi r/5,,,.

lalu Srn dan cos sudut tersebut kita cari pada dartar perbandingan goniometri.

Nah, marilah kita pelajari contoh_contoh di bawah ini.

l. Contoh : Berapakah harga Sin 20o9, : ?

caranya: carilah dahuru haraman daftar yang pada pinggir kiri bagian atas

memuat 20". I-aru kita cari pada jarur atau korom M angka 9 yang

berarti 9'. Akhirnya kita cari korom yang mcmuat kata perbandingan

trigonometri sin. pada kolom Sin, baris 20o9, terbaca 0,3444g. rni

berarti Sin 20o9, : 0,3444g. (lihat tabcl 5)

2. Contoh: Berapakah nilai Tg20"5,15,,-?

Kita diminta oleh persoalan ini suatu keterampilan untuk menggunakan daftar,
sehingga persoalan tersebut dapat dipecahkan. Sebabnya ialah dalam daftar (lihat
tabel 5) hanya ada harga 'l'g 20o5', sedangkan untuk 

.15,, 
tidak tertulis, untuk itu

pcrhatikan cara-can,di barvah ini :

Kita cari dulu '1920"5, : a , dan

T920"6, : I
sclisih : p

t5
Untuk 15" berarti -; x p : q

60

JadiTg20o5'15": a*Q

Lihat tabel 5 : Tg 20"5, -- 0,36562

Tg20"6, : 0,36595

selisih : 0,00033

l5
Untuk 15" berarti 

- x 0,00033 : 0,0000g
60

Jadi Tg 20"5,15" :_0,36562 + 0,0000g

0,36570

Vlll iit ;.'. _it\ i_i

,a, "i{( : I '
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3. Mencari kembali besarnya suatu sudut. Umpama :

berapakah harga X dalam Cos X:0,6
caranya : Harga 0,6 kita cari dalam daftar. Angka 0,6 berada pada kolom cosinus

antara baris 53o7, dan 53og,, yaitu :

Cos 53o7' : 0,60019

Cos 53o8' : 0,59995

selisih : 0,00024

Perbedaan antara 0,6 dengan O,5g99S : 0,00005

0,00005
Jadi x 60" : 73"

0,00024

Cos X : 0,6

X1 : 53o7'13" + k. 360

X2:306"52'47" + k.360

2.8. Logaritma Perbandingan-perbandingan Trisonometri

Logaritma perbandingan trigonometri dalam daftar hanya tertulis Iog Sin,

Iog Tg, log cotg, log cos. Tetapi loc Sec dan log cosec tidak ada dalam daftar,

karena kedua hal ini dapat diperoleh dari :

I
Iog Sec cr : Iog ;- : - log Cos cr

Cos cr

I
log Cosec o : log -:.- : - Iog Sin o

SIN CT

Cara penulisannya sudut, menit, sama dengan daftar perbandingan

goniometri. Untuk mendapatkan harga perbandingan goniometri sampai dengan

detik, diperl ukan keterampi tan dalam menghitung.
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Scbclum ini tclah diiclaskan, karcna nilai antara

-l < Sinc(< +l dan

-l S Cosc{< +l

maka logaritma sin a dan rogaritma cos a mcrupakan rogaritma birangan yang

Iebih kecil dari l, dan hasitnya adalah negatit Tidak terdapat clalam bilangan

negatif, karena sudah dikurangi dengan angka petunjuk -10. Untuk iturah, sebagai

hasrl akhir dari harga perbandingan goniometri selalu dikurangi l0 dari angka yang

terdapat dalam daftar.

Perhatikanlah contoh-contoh di barvah ini

l. tserapakah log Cos 34o9, : ?

caranya : Kita cari dalarn daftar logaritma angka clari 34" berada pada sebelah
kiri halaman atas; dan kita cari pura korom rog cos. pada korom Min
(: minute), kita temukan angka 9, yang berarti sebagai petunjuk 9

detik. Jadi pada halaman yang memuat 34o, dan pada angka 9 daram
kolom Min, terdapat pada jarur rog cos, suatu angka 9,9r7gr. Ini
berarti, bahwa hasilnya dari log Cos 34"9, : 9,917g I _ l0

INGAT :jangan lupa menulis _10

2. Berapakah log Cos 34o9,23,, :,?

caranya : 23 detik (23") berada antara 34"g, dan 34o10,. Untuk itu kita cari

terlebih dahuru log cos 34o9'dan log cos 34or0,, dan sesudah itu
dihitung selisihnya.

log Cos 34o9, : 9,9l7gl _ l0
log Cos 34o 10, : g,gl772 _ lO

selisih : 0,00009 atau 9e (e : enheid : satuan)
Sebenarnya daftar log telah memberi bantuan kepada kita untuk mencari selisih
Iog perbandingan goniometri ini, yaitu korom d (d : ditferentia).

Antara log cos 34"9' dan log cos 34or0, daram lajur d terdapat angka 9, yang
berarti selisih log Cos 34o9, dan log Cos 34"10, :9e.
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Selanjutnya kita perhatikan pada kolom yang sebelah kanan, terdapat tabel+abel
kecil. Dalam contoh kita ini, dicari tabel : S I g , karena selisih 9e.

S berarti second: detik, tabel tersebut sebagai berikut :

S

10

20

30

40

50

6

7

8

I

9

,4

1,5

3,5
4,5
6,0

7,5

0,9
l,l
1,2

Yang akan kita cari ialah 23,,

Dari tabel kita baca 20"

3"

3,0

0,45

)7"

Jadi log Cos 34o9'23" : 9,91781 - l0
3

Iog Cos 34o9'23" : 9,91778 - l0

Pertanyaan : Kenapa harus dikurangi dengan 3 ?

Kenapa harus dikurangi dengan 3 ?

Jarvabnl'a : ialah harga Cosinus suatu sudut akan bertambah kecil, bila

sudutnya bertambah besar.

3. Mencari kembali

Mencari kembali berarti mencari besarnya sudut kalau harga logaritma

perbandingan trigonometri diketahui. Cara-cara mencari kembali sama dengan

cara mencari kembali kalau datlar perbandingan trigonometri.

Contoh : Berapakah log Sin X : 9,74968 - t0

Caranya: Terlebih dahulu dicari angka 9,74968 berada dimana? Angka atau

bilangan 9,74968 berada antara log Sin 34"1I, dan log Sin 34oI2,

3,45 : 3

I
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f og Sin 34" I l,

Iog Sin 34ol.2,

: 9,74961 - l0
: 9,74980 _ l0

selisih : 0,00019 atau : 19
lihat korom d (d bcrarti serisih atau defferentia) Iog Sin x = g,746g _ roberada 7e dengan log Sin 34oll,
Pada tabel S - l9 dapat dibaca

6,3

0,63

20"

2"

22" ... ..
Jadi harga X cliperoleh sebagai berikut :

Xr : 34o1ll,22" + k.3600
X: : 145"4g,4g,' + k. lg0o

k : bilangan bulat

4. Ilerapakah log Sec 34o9,

Caranya : Kita telah tahu hargaSec 34o9,
Cos 34"9,

Jadi log Sec 34o9, = log I

Cos 34"9,

6,93 : 7

= log I - log Cos 34o9,

: 0 - log Cos 34"9,

: - log Cos 34o9,

Harga log Cos 34"9, dapat kita cari clalam daftar yaitu
IogCos 34"9, : 9,9l7gl _ l0

Jad og sec 34'e' 

r .,.;:]}11l,
= +0,09219

5. Berapakah harga X dalam log Tg X _ 0, 16930
caranya untuk rnencari kembari hargaX, sama dengan mencari kembari daramcontoh 3 di atas.
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Iog Tg X: 0,16930 atau log Tg X : 10,16930 - I0
Bilangan I0' 16930 terletak antara log Tg 55o53, dan tog Tg 55o54,

Iog Tg 55o53, : 10,169l I - l0

logTg 55"54, : I0,16939 - l0

selisih 0,00027

d.c berarti di fferenti n-com ment

atau : 27 satuan (lihat kolom d.c)

Perbedaan antara log Tg 55o53' dan log Tg 55"54, ialah antara (10,1691I - l0)
dengan (10,16930 - l0) ialah l9 satuan.

Dalam tabel S -27 dapat kita baca :10,, . 4,5

9"... 4,1

8,6:g
Jadi dalam log Tg X : I0,16930 - l0 didapat harga

X1 : 55"53'19" + k.360"

X2 : 235"53'19" + k. I80.

k = bilangan bulat

Soal-soal.

l. Lukislah grafik-gralik dari persamaan di barvah ini.

a. Y: Sin X dan y = Cos X (dalam satu salib sumbu)

b. Y:SinX ; Y=2sinX ; y:3cosX (daramsatusaribsumbu)

c. Y: Cos X ; Y:2 c.s X ; y: 3 cos X (daram satu sarib sumbu)

2. Luliislah Y : Sin X + CosX

Petunjuk ; Lukislah Y : Sin X dan y : cos X pada satu salib sumbu. Tentukan

harga ordinat dari jumlah ordinat y : Sin X dan ordinat y : cos X pada

beberapa harga absis X.

3. Carilah harga (p antara 0" dan 360" yang memenuhi :

a. Sec (p > 2 b. Cos ,p < ,lr.,l2

d. Cosec <0 < -2 e. Cos 2rp <, /,

19"

c.Cotgq > {3
f. Tg 3q > -{g
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4. tlitunglah dengan mcnggunakan claftar

a. Sin 12l'l,lZ,,

d. Sin 204,15,13,,

5. Carilah harga di bawah ini

a. log Sin 32o 18, 13,,

d. log Cosec 30023,

b. Cos 53o24'37,,

e. Cos 217"49'46"

c.1'g70020'4Q"

f. Cotg 244"16'lO"

b. log Cos I815,21,,

e. log Sec 2 10"25,

c. log Tg44"19'42,,

f. log Cotg 270o50,50,,

6. Berapa harga X dalam :

a. log Sin X:9,26094 - l0
b. log Tg X = 9,62201 - l0

7. Hitunglah X

SinX:
Cos 163o25'30" + Sin 213"18,41,, + Cosec l0go39,lg"

Tg I I8" 55'12" I Sec 331"31,74,, + Cotg299.ll,13"

8. Tentukan sudut X, jika

a. CosX:0,80730

c. Tg X :0,4841

9. Tentukan X, jika

a. 0 < SinX < 0,1

c. 0 s TgX < 2

b. log Cos X:9,98105 - l0
d. log Cotg X = 0,24221

b. CotgX:2
d. SinX:tlt

b. I > CosX >0,75

10. Hitung X dalam :

a. SinX: Sin34" + Sin l8o b.TgX: Tgl0o + 1.g4g"
c. cos x : 2 Cos 50o - cos 40o d. Sec 2x : cosec 40o + cotg 50"

I l. Hitunglah unsur-unsur yang tidak diketahuijika :

a. a: l0 dan c= 15

b. c -- 30 dan a: 35"

c. b: l0 dan p:50"
d. a: 547,3 dan p:45016,8,

e. c:382,3 dan F:50o12,12,,

c

Cb

'rllr!ii:
B !.' : i-"

a



52

12. Sebuah tiang listrik yang tingginya 4 m disinari matahari. Panjang bayangan tiang

listrik 5 m. Hitunglah bcsar sudut antara sinar matahari dan bumi.

Sebuah menara CD, tingginya 25 m.

Dari A kita ukur a: 27o dan B, 0 :

18o. Berapakah jarak antara A dan B.

t3

t4

D

c

m
E

Jarak antara 2 gedung ialah 30 m. Dari atap salah

ffi satu gedung cr: 14" dan F:23". Berapa tinggi

gedung-gedung tersebut ?

30M

ULANGAN

Mudahkanlah:

a. Sin (180'+ 611

b Cotg(180"+cr)

c. Cos (90" + a)

; Cos (360" + 61;

; Coscc (360'+ u)

; Sin (90" + cr)

Tg (180" + a)

Sin (-u + l80o)

Cos (270'+ 6r)

; Sec (180" + o)

; Tg (cr - 360')

; Tg(270'+ a)

2. Mudahkanlah:

Sin (90'+ cr) Cos (90" - o)

Cos (180" + cr)

Tg (90" + o) Cotg (90" - o)

Sin (180" - o) Cos (90'- cr)

Sin (180" + ct)

Tg (180'- o) Cotg (90" + a)

a.

b.

+

+
Cotg (180o + 61; Tg (180'- a)

3. Dari suatu sudut dalam kuad.ran II, Sinusnyu:'lr. Hitunglah perbandingan

goniometri sudut yang lain.

4. Jarvablah pertanyaan ini, untuk suatu sudut dalam kuadran III dengan

Cosinusnya : - l.
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5. Pula untuk suatu sudut dalam kuadran IV dengan Tangennya: _n

6. Hitunglah X dengan daftar logaritma, jika

Sin2 2oo"3l,lo"
a.X: b.x:

Coss 1-,10'50'10")

7 Hitunglah harga semua suclut antara 0" dan 360"

Sin l27o x Cos l44o
a. '['g X :

Cotg 315"

Tg325" x Sin 238o
b. CosX:

Cotg 315"

c. SinX :-0,3471

8. Flitunglah X,.jika

a.X:
100 ( Cos 323o + Cos 204. )

Tg 219'

'fg 200' x Sin2 300"

Cotg -40o

b.x: Costg 205" + Tg 105'

l0 Sin l49o

9. Buktikanlah keseh argaan ..

Cos cr Sin cr

- 

+ : Coscr + Sincr1-Tgu I -Corgo-

10. Mudahkanlah: Tg'o - Tg'U -t'il" 
- t'l'B-

Cos2 o,. Cos2 B

.1
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PERBANDINGAN GONIOMBTRI BEBERAPA BUAH SUDUT

Dengan berdasarkan teori-teori trigonometri dalam bab-bab terdahulu, kita

akan mempelajari perbandingan-perbandingan goniometri dari beberapa buah sudut.

Umpamanya yang akan dibahas ialah perbandingan-perbandingan goniometri suatu

sudut lancip (o + B), jika pcrbanclingan goniometri cr dan B diketahui. Tidak hanya

junrlah dua buah sudut lancip saja, bahkan perbandingan goniometri dari selisih dua

buah sudut lancip, seperti Sin (o - B).

Masalah yang akan dibahas dalam bab ini ialah mengenai rumus-rumus Sin

(o t 0) dan Cos (o t 0), dan sebagainya.

3.1. Jumlah Dua Buah Sudut

x

Pada gambar 3.[, sudut o dan B ialah

positif dan lancip. ZBOC (umlah sudut a

dan B) ialah positif dan lancip.

Busur YBAX ialah seperempat lingkaran

denganjari-jari: 1 dan berputar di Oo CF
Gambar 3.1 Jumlah dua buah sudut

Garis BC tegak lurus pada OX ; Garis BD tegak lurus pada OA ; Garis DF tegak

lurus pada OX ; dan Garis DE tegak lurus pada BC.

Perhatikan A ORC : Z ORC : 90o - cr

Perhatikan A BDR : Z BRD : /. ORC (bertolak belakang)

ZRIID: 90o - ZBRD:90o - ZORC

:90o - (90" - cr): cr

FD
Dalam A ODF . OD 

: Sin cr atau FD : OD Sin cr (l)
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Dalam A BDE

Dalam A BOD

Dalam A OBC

Masih dalam A OBC

OB

I;D F EI]
OB

OD Sin cr + BD Cos o

, sedangkan C[:: l;t)

, dan deminasi/substansi ( I), (4) maka

OF

.,, 
: Cos u atau OF : OD Cos a

ED

UD 
: Sin cr atau ED : BD Sin a

BE

BD 
: Cos u atau BE : BD Cos c

BD

OB 
: Sin P arau BD : OB Sin p

OD

OB 
: Cos P atau OD : OB Cos B

Sin(cr+B): tlc,OB

(2)

(3)

(s)

(4)

(6)

CE+Pg

OB

gD c:_ _ Bt)
U; Srn o + * Cos o , Iihar (5) dan (6)

Sin(a+p): SincrCosp + Cososinp

Cos(a-i.Bt: oc,OB

OF-ED
, sedangkan ED: CF

OB

ODSincr - BDCoso
OB

oD ..^- -. BD
,; cos cr - 5; Sin u

Cos(o+B): CoscrCosB - Sinasinp
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Dari kcdua rumus di atas dapat diturunkan

1'g(cr+'0):
Sin(cr+B)

Cos(c,+B)

Sin o Cos B + Cos cr Sin B bagi pembilang dan
penyebut dengan
Cos q Cos p

Sin cr
ingat 

-: 
Tgcr

Cos cr

CosoCosp - SinaSinB

Sin crto,s$ ftsa Sin p
+

: Cos G Oo$& eosg Cos 0

€es-s eosfi Sin cr Sin B

Tg(cr,+p):

€os-g C€\tr Cos cr, Cos p

Tgu + Tgp

I -'tgctTgp

Rumus-rumus jumlah 2 buah sudut:

Sin(o+B) = SinaCosF + CoscrSinB

Cos(cr+p) = CosoCos0 - Sinosinp

Tg(o+p)
Tgo + TgF

I - TgaTgF (r)

3.2. Selisih Dun Bunh Surlut

.lika pada mnlus di atas B diganti dengan (p) maka didapat mmus-rurnus

selisih 2 buah sudut

Sin(a-p) = SinoCosF - CosaSinp

Cos(o-B) = CosoCosB + SinctSinB

Tg(cr-P)
Tgct - Tgp

1+ TgaTgF ....0I)

Selanjutnya buktikan rumus perbandingan goniometri selisih dua buah sudut,

tidak seperti di atas yaitu mengganti sudut B dengan -p, tetapi dengan menggunakan

bantuan gambar 3.2.
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--1 G
A

B

C

0 EF
Gambar 3.2 Pcrbandingan goniometri serisih dua buah sudut

Carilah:

l. Sin(o - 0)
2. Cos(cr - F)
3 Tg(o - 0)

3.3. Perluasan Perbandinqan Goniometri terhadap Jumrah Dua lruah sudut

(Sudut Ranskan)

Jika pada rumus I, kita ambil a: B maka :

Sin 2cr : Sin (cr + a) : Sin a Cos cr + Cos o Sin cr

: 2 Sin cr Cos cr

Cos 2cr : Cos (cr + cr) - Cos cr Cos cr - Sin o Sin a
: Cos2 a - Sin2 cr

: Cos2 cr - (l - Cos2 a) : 2Cos2u - l
: (l -Sin2u) - Sinz cr: 1- Sin2n

Tg2a : Tg (u + G)
Tgcr + Tga
I -'tgcrTgcr

2Tgcr
| - Tg'a

Rumus-rumus untuk sudut gancta

Sin 2a = 2 Sin cr Cos a

Cos 2o = Cos2 cr - Sin2 o
: 2 Cos2o - l
- l-2Sinzo
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Tg2rl
2Tgcr

| - Tg2a

Contoh-contoh

l. Hitunglah harga Sin l5o tanpa menggunakan daftar rogaritma.

Penyelesaian :

l5o:45"-30o

Sin 15' : Sin 45o - Sin 30"

: Sin 45o Cos 30o - Cos 45o Sin 30o

: tlz.,l2. ,/rr/3 _ ,lr..12 .11,

r/O 'lZ r/O - r/Z

(rr r)

44 4

2. I Iitunglah Cos 67t 12" tanpa menggunakan daftar goniometri.

Penyelesaian :

135" : 2(67112")

Cos l35o : Cos2(67tlr") : Zcosz 67tlro - | rumuslll

2Cos2 67tl,o : 1 + Cosl35o : 1 - tlrrlz (sudutKwll)

Cos2 67rlr" :'/r( I - ttr^121 :'/o( Z -t2)

Cos 67tl2o : 't, /Z -'rlZ

Karena Cos 67rir" > 0 (Sudut lancip, positifl

Maka Cos 67rl,o : *t t, "f - 
^!z

3. Hitunglah T g 22'lro tanpa mcnggunakan daftar goniornetri

Penl'elesaian :

22tl.,o : l/, 
145.;

Dengan mernakai rumus : Tg 2cr - 
ZTga

I - Tg2o

didapat : Tg 45o: Tg 2 (2zt/2")

2Tg22t/ro

| - Tg'2ztl7"
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| - l'g' 22' lro : 21'22tl2o

Tg222'lr" 'r' zr-g12t/r" - l: 0

lJmpama'. Tg22tl,o - p

p2+2p-l=.0
-l t q+.lq

Pt.z :
2

-2 t ./8 -2 ! 2,12

2 2

pr.z:-1 t{2
Tg2Tt/r",-l t{2
Tgz2tlr":-1 +.'lZ

Karena'I'g22r/2o > 0, maka

r/z-t
4. Jika cos cr : l/5 

dan Cos B : s/rr, 
dimana a dan p tcrlctak pada kuadran pcrtama,

hitunglah Sin (u + []).

Penyelesaian :

Rumus ; Sinlu *Cos2cr: l, maka

Sincr: + | - Cos2 cr

:t I - (t/r)'

- -r- 4r
'- t5

Karena o, terletak pada kuadran pertama, maka Sin cr: a/s

Dengan cara yang sama :

SinB: l- Coszp

I - ('i,r)2
= ,rln

Sin (cr + B; : Sin ct Cos p + Cos cr Sin B
4t 5t , 3r l}tt5 rt3 r t5 ltl
2r) r J6,- t6s * lr,s

_ S(tr
t65
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Soal-soal :

llitunglah nilai-nilai yang berikut ini tanpa mcnggunakan daftar perbandingan
gonrometri.

a. Cos 22tlz" b. Cos 105. c. Tg75" d. Tg 15.

e. Sin 195" f. Cos 165. g. Sin7ll2o h. Sin255.

2. Hitunglah sin (x + y) dari soal-soal berikut ini, jika diketahui :

a. Sinx:0,6 ; Cosy:0,8 xdanydalamkuadranl

b- sinx:0,5 ; Siny :0,7 xdalarnkuadranl,ydalamkuadranll

3. Hitunglah sin (x - y) dari soal-soal berikut ini, jika diketahui :

a. Cosx :0,8 ; Cosy :0,8 xdalamkuadranl,ydalamkuadranl

b. SinX: -0,1 ; Cosy = 0,3 xdalamkuadranlV,ydalamkuadranl

4' Hitunglah cos (x + y) dari soal-soal berikut ini, jika diketahui :

a. Sinx : 0,6 ; Cosy : 0,9 xdanydalamkuadranl

b. Sinx:0,8 ; Siny :0,7 xdalamkuadranlV,ydalamkuadrantl

5. Hitunglah Cos (x - y) dari soal-soal berikut ini, jika diketahui :

a. Sin x : 0,4 ; Cos y : 0,4 xdalam kuadranlll,ydalamkuadranl

b. Cosx : 0,2 ; Cosy : 0,3 xdalam kuadranl,ydalam kuadran ttl

6. Hitunglah Sin 2A ; Sin A/, ; Cos 24 ; Cos ^lriikadikatahui :

a. Cos A: l2l,r 
A dalam kuadran I

b. Sin A: als 
Aclalarn kuadran tl

d. Sin A: -5la A dalam kuadran III

e. Cos A: 2/s A dalam kuadran IV

7. uraikan Sin (45" - cr) dan cos (45" - cr). Mengapakah hasilnya sama ?

8. Diketahui : cr sudut tumpul, F sudut lancip. Sin o :Elr1,Cos p : 3/5

Hitunglah : Sin (o + B) ; Cos (o + F)

Sin(a-B) ; Cos(o-F)

Dalam kuadran manakah letaknya cr + F dan cr - B.
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9. Buktikan

a. Cotg (u + By -

b.Tgcr+Tg0:

CotgoCotgB-I

Cotgu + Cotgp

Sin (o + B)

Cos a Cos p

c. Cos (cr + F) x Cos (cr - 0) : Cos2 o - Sin2 B

: Cos2 p - Sin2 cr

10. Buhikan:

Sin(a+p) + Cos(a-0)
a.

c

Cosp + SinF

Cosp - SinBSin (cr - D) + Cos (g + p;

b. Sin(cr+ 0) + Sin(q- 0) : 2 SincrCosp

I I. Buktikan :

a. Sin 41" - Sin 39. : 2 Cos 40o Sin I o

b. Cos (150' * x) - Cos ( l50o - x) : -Sin x

Tgo+TgB Sin(a+p)
Tgo-TgB Sin(cr-[})

3.a.

Rumus-rumus perbandingan goniometri sudut kembar atau sudut rangkap,

telah kita dapari yaitu :

Sin2o :2SinoCosB

Cos 2o : Cos2 cr - Sin2 cr

:1-2Sin2u
:2Cos2a -l

2Tga

(l)

(2)

(3)Tg2a
I - Tg2o

Dari rumus (2) cr diganti dengan t/zc,-,kitaperoleh 
:

Cos cr : Cos2 yzu _ Sin2 %cr
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: | _2 Sin2 %cr

: 2 Cos2 t/za. - |

atau I + Cos a": Z Cos2 %a

l -Cos a":2Sin2'/ra
(a)

(b)

Dari (a) dan (b) diperoleh

CosYza : * 'lr1l + cos a)

Sin%q, - * '/,(t -cos o)

l-Coscr
Tg%a - +

l*Coscr . . . .(rv)

Hati-hati kita dengan tanda *, karena tidak selalu Sin Y, a dan Cos Yz a

memakai tanda t, tergantung kepada besarnya sudut a. Disini pula tidak ada

ketentuan tentang tanda positif atau negatifl, akan tetapi jika pada persamaan yang

pertama telah ditentukan tandanya, maka tanda ini juga harus dipakai selanjutnya.

Selanjutnya kita dapat menghitung perbandingan goniometri dalam Tgt/z a.

Contoh:

Tg cr: Tg('Au+ t/zo.)

2Tgt/za

l -Tgz Yra

Sinu : Sin(t/za+t/zu)

: 2 Sin t/2a.. Cost/za"

2 Sin %cx, . Cos % q

Sin2 %o.+ Cosz Yr.q.

2'f gt/zu
Sina :

Tgz %a+ I

Cos cr : Cos2 Yra - Sin2 '/ra
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Cosz t/ra - Sinz t/ra

Coso:

Sin: % a+ Cosz,/ro.

| - Tgz'/ra

I + Tgz '/ra

Cosec cr
Sin cr

2 Sin t/za Cos t/z a

Sin2 t/ro + Cos2 % cr

Cosec cr

2 Sin'/ra Cos t/z ct

Tgz'/rct r I

2Tgt/za

Sec a
Cos c

I + Tg2 t/ra

| -Tg2 t/ro.

Rumus-rumus di atas biasanya lebih disederhanakan, tcrlebih dahulu dengan

mengsubsitusikan Tgt/zc-: t, maka

Sin cr

t2+l

t
Cos cr

I +t2

2t
Tg cr

(v)

Soal-soal

L a. Hitunglah Sin 3 a, jika diketahui Sin a

b. Hitunglah Sin 4 o , jika diketahui Sin cr dan Cos cr

c. Hitunglah Cos 3 cr, jika diketahui Cos a
d. Hitunglah Tg 3cr, jika diketahui Tg cr

2t

t
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2 Diketahui cos 30o : 'rr..b, hitungrah perbandingan goniometri sudut r5o,

Sin 75o, Cos 15" dan Sin 3Tt /2"

3. Buktikanlah : Tg ( 45" -t/za) - 
cos cr 

- 
I - Sin o

I+Sino Coso

4. a. Diketahui Tg /ra.: p; hitunglah Cos o

b. DiketahuiTgt/zcr: p ; hitunglah Sin u,

5. Diketahui Cos 45o : %.,11 ;

sudut 22o30'.

hitunglah perbandingan-perbandingan goniometri

6. Jika diketahui Cos o, hitunglah Tgyza

3,5. Nlerobah suatu Jumlah atau Selisih meniadi suatu Hasil perbanyakan

Dalam fasal ini akan dipela.iari hubungan antara perbandingan goniometri

sudut jumlah atau selisih dua buah sudut dengan perbanyakan perbandingan

goniometri. seperti dalam fasal-fasal terdahulu, telah ditemukan :

Sin(x+y):SinxCosy+CosxSiny . (l)
Sin(x-y): SinxCosy - CosxSiny ...(Z)

jika (l) dan (2) dijumlahkan, dan diperoleh :

Sin(x+y)+Sin(x-y):2SinxCosy ..(3)
iika ( l) dan (2) dikuarngkan, dan dipcrolch :

Sin(x+y) - Sin(x-y):2CosxSiny ....(4)
misalkan. x*y:p . (5)

x-y:q ..(6)
jika (5) dan (6) drjumlahkan, didapat :

2x:P+q
x:r/:(p - q) ..(7)

jika (5) dan (6) dikurangkan, didapar :

2y:p-q
x: '6(p - q) ...(8)
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jika (5), (6), (7), (g) dimasukan dalam (3), diprolch :

Sin p + 5;nO - 2 Sin ,lr(p * q) Cos ,/r(p _ <l)
jika (5), (6), (7),(8) dimasukan dalam (4), diperolch :

Sinp - Sinq = 2Cos rlr(p * q) Sin,lr(p _ q)

Akhirnya kita temukan rumus jumlah atau selisih perbanclingan goniornetri

menjadi hasil perbanyakan perbandingan goniometri .

Sin o + Sin g = 2 Sin ,lr1a+ p) Cos ,lr(o_p)

Sin o _ Sin p = 2 Cos ,lr1a+ 
B) Sin ,tr1a_1ly

Dengan cara yang serupa dengan di atas, dari :

Cos(x+y): CosxCosy _ SinxSiny
Cos(x-y): CosxCosy + SinxSiny

dapat diperoleh :

Coscr *Cosg = ZCosr/21o+p) Costlr(o_Bl

Cos cr - Cos p = -2 Sin ,lr1o + F) Sin ,lr(o _ fl)

tan

Ubahlah Sin 7y + Sin 3y sebagai hasil kali

Penyelesaian :

Rumus: Sin o + Sin [} : 2 Sin ,lr1a* 
0) Cos tlr(o_[)\

Jadi Sin 7y + Sin 3y : 2 Sin tl2ey +3y7 Cos r/r17y _ 3y)

: 2 Sin'lr1toy1 Cos t/r14yy

: 2 Sin 5y Cos 2y

2' Ubahlah Cos 70o + Cos 50o sebagai perbandingan goniometri dari suatu sudut.

Penyelesaian :

Rumus: Cosa + Cos g: 2Cosr/2(cr+ B) Cos ,lr(o_p)

Cos 70o + Cos 50" : 2 Cos '111120"1 Cos r/r(20.)

: 2 Cos 60" Cos I0"
:2(tlz)Cos l0o = Cos 10.

vllt i.

lii . ..'.r; l
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Soal-soal.

l' Robahlah jumlah atau selisih perbandingan goniometri menjadi suatu hasil
perbanyakan perbandingan goniornetri, sesudahnya f ika mungkin) mudahkan.

a. Sin 33o + Sin 27o b. Sin l30o - Sin I l0o

c. Cos 63o + Cos 57" d. Cos g2o _ Cos 5go

2.a. Apabetul :SinA+CosB: SinA+Sin(90.-A) ?

b. Apabetul : l+SinA: Sin90o+SinA ?

3. Buktikanlah kesehargaan-kesehargaan berikut ini,

a
SinA+SinB tgrirlA+A;
SinA-SinB

SinA+SinB
b : Tg'lr(e * g)

CosA+CosB

c. (SinA+ SinB) (Sin A - Sin B) : Sin(A+B) Sin(A-B)
d. Sin A+2Sin2A + Sin3A : 4 Sin24,. Cos2 r/2A

4. Flitunglah besarnya <p, jika

Cos (<p -.360') : ,r,Uu
Ts(2C -270") Sec (-D)

A, t 

/2F., C dan D sudut-sudut lancip, sedangkan Tg A : ,/0, Cos ,lr} :5/13, Tg C :
'/, dan Sin D: a/s.

3.6. Perluasa n Perbandinpan Goniometri Beberana Sudut

Pada fasal terdahulu telah diperlihatkan, kita dapat merbah suatu jumlah atau

selisih perbandingan goniornetri rnenjadi suatu hasil perbanyakan. Sedangkan

sebaliknya mungkin juga. Umpama:

Sin(A+B): SinACosB + CosASinB
Sin(A-B) : SinACosB - CosASinB
Sin(A+B) + Sin(A-B):2SinA CosB

atau

tg rlrla - n;

+
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2SincrCosp = Sin(cr+0) + Sin(a_g)

dengan muclah dapat ditemukan :

2CosaSinp = Sin(a+g) _ Sin(a_0)

2CosqCosp = Cos(o+0) + Sin(cr_F)

2SinoSinp = Cos(o-F) - Cos(o+F)

Contoh-contoh dan penvelesaian.

l. Hitunglah 2 buah sudut x dan y, jika jumlah kedua sudut itu dan hasil
pcrbanyakan Sinus-sinus kcdua sudut itu dikctahui.

Penyelesaian: x*y:cr (diketahui)

SinxSiny:p (dikctahui)

Rumus 2SincrSinB: Cos(o_B) _ Cos(cr+B)
Jadi : Cos(x-y)-Cos(x+y) : 2 Sin x Siny

Cos(x -y)-Cos a: 2p

Karena p dan o dikatahui, maka x - y dapat dihitung karena x + y juga cliketahui,
maka x dan y pula dapat dicari.

2. Bagilah suatu sudut siku-siku menjadi 2 bahagian, sehingga jumrah Sinus-

sinusnya mendapat harga yang terbesar (harga maximum). Tentukanlah harga

maximum itu.

Penyelesaian :

Umpamakan bagian sudut [ : A , bagian sudut [I: B

sehingga diketahui A + B = 90o

Diketahui pula: SinA + sin Bmendapathargamaximum.

Rumus: SinA+ SinB : 2sin'/r1A+B) Cos r/r1a_n;

2 Sin '/z(9oo) Cos r/riR _ e; :
2 Sin 45. Cos I/r1A 

_ B) :
2(.112114 Cos r/r(.A - B) :
.lz Cos l/r1A - B; : agar mendapat harga maximum, maka

syaratnya Cos r/r1A - B): I
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INGAT : cosinus suatu sudut akan mencapai nilai tertinggi (maximum), bila
Cosinus sudut itu: +l

Jadi hargamaximumnyaiarah : r/2. r :.J2,bilacos rrr(A-B): r:cos0o
atau l/r1A - B):0 atau A - B:0 atau A: B.

3' Jika terdapat kuadrat Sinus atau Cosinus, maka sebaiknya harus dirobah kedalam

Sinus atau cosinus dari suatu sudut rangkap atau kembar.

Umpamanya diketahui :

Rumus : Cos 2<p : l-2 Sin2 g, maka

Sin:9 
r_Cos2<p

2

dan diketahui :

Rumus Cos2rp : 2Cos2<p - l, maka

Cos2 <p :
1+Cos29

2

Contoh pernakaian rumus-rumus di atas :

Jika : A+ B*C : 270o, buktikanbahwa

Sin2 A + Sin2B + Sin2 C-2 SinA SinB Sin c : I

Penyelesaian :

I -Cos2A
Rumus:Sin2A :

Sin2 B

Dari (2) dan (3)

Sin2A+Sin2B:
2

- '/, -'l, lcos 2,A + gs5 26;

2

I -Cos28

1 -Cos2,{ 1 -Cos2.{
+

2

. . . . (l)

(2)

. (3)

2

:t-',G.*ef,.-efl)
: I -Cos(A+B)Cos(A +g)

Sin2A+Sin2B : | + SinCCos(A-B)

Perhatikan : A + B+ C :270"
(4)
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A+B:Z7Oo_C

Cos (A +. B) : Cos (270o _ C) : _Sin C (kuadran III)Dari ( l) dan (4)

l+Sinccos(A-ts) +Sin2c 2SinASinBSinC: 
I

B)|-ZSinASintsSinC: 
I

A-B-A.B\
Sln-- I _""'--2 

-) 
-2 SinA Sin B SinC : I

I + Sin C {Cos (A - B)_ Cos (A +

(
A-6+ A +El+SinC 2 Sin

2

l+ffiffi:r
I qcd

Soal-soal

I. Dikerahui A + B r C : Ig0o, buktikanlah
a. Cos2A+Cos2B+Cos2C: | - 2CosACosBCosc
b. Cotg t /rA * C<ltg r/rB r Cotgt /zC : Cotg t lrA Cotg,lrR Cotgt lrc

2. Diketahui : A + B + C :90o, bukrikanlah :

CotgA + CotgB + Cotg C = CotgA Cotg B CotgC

3' Bagilah suatu sudut rancip, mcnjadi 2 bagian,schingga pcrbanyakan Cosinus_
cosinusnya mendapat harga yang terbesar. Tentukanlah harga maximum itu.

4' Bagilah sudut 60o, menjadi 2 bagian, sehingga jumrah Tangen_tangennya
mendapat harga yang terkecil (harga minimum). Tentukanlah harga minimum itu.

5' Dketahui Tg x : -n. Hitungrah perbandingan-perbandingan goniometri sudut xyang Iain.

6. .lika A + B + C + D = Ig0o. Buktikanlah:
CosA CosB + CosC CosD : SinA SinB + SinC SinD

7. Buktikanlah.

a.TgA - SinA: TgA SinA Tgr/rA
b. Sin 8a : g Sin a Cos a Cos 2a Cos 4a
c. Tg(225" +a) + Tg(1350*a) _ Tg I35" : I + 2Tg?a



BAB IV

PERSAMAA N-P ERSAMAAI{ TRIGONOMETRI

4.1. Persam aan T etri

Persamaan trigonometri atau persamzutn goniometri ialah suatu persamaan

yang mengandung satu atau lebih perbandingan trigonometri dari sudut yang tidak

diketahui. Beberapa contoh persamaan ialah :

l. Cosx:'/,

2.ZSinx+ l:0

3. Cos2x+2Cosx*l:0

4. x + y: 120", Sin x - Sin Y:0,5

Persamaan(l),(2),(3)mengandungsatusudutyangtidakdiketahui

(yaitu x), sedangkan persamaan (4) mengandung dua sudut yang tidak diketahui

(yaitu sudut x dan Y).

Marilahkitaperhatikandahulupersamaan-persamaanyang
mengandung satu

sudut yang tidak diketahui. bentuk-bentuk dasarnya ialah : Sin x: a, Cos x: b' tg x

: c dengan persyaratan-persyaratan sebagai berikut :

a ialah suatu bilangan tetap yang memenuhi -l < a < -|1

b ialah suatu bilangan tetap yang memenuhi -1 < b < +1

c ialah suatu bilangan tetap sembarangan'

Jawaban umum dari permasalahan trigonometri yang dikelompokan dalam tiga

bentuk dasar di atas ialah :

I. Sinx -- Sin" = [
Xr:cr+k.360o

x2:(180"-cr)+k.360"
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II. Cosx: Coso = x - +cr+k.360o

III. tgx: tgo + x: G+k.360"

dimanak:0.+1.12,...

.lika mengunakan satuan radial (: radian). maka persamaan-persamaan trigonometri

di atas dapat menpunyai.iarvaban umumnya sebagai berikut :

l. sinx : Sin* = [-Xt 
:cr +Zkn

L*r:(r-cr) +2kn
II. Cosx: Coso = x: *cr+kr
III. tgx : tgc =) x : cr+kn

dimanak: 0, t l, t2, ...

Yang perlu diperhatikan ialah setiap permasalahan persamaan trigonometri

biasanya dikembalikan pada bentuk-bentuk dasar atau bentuk pokok.

Contoh-contoh penyelesaiannya :

l. Kita akan mencari harga x dari suatu bentuk Cos x: I 
lz

Penyelesaian :

Jawaban umum II : Cos x : Cos 60"

x: +60o+k.360"

untuk k:0 xr : t 600

untuk k: I x2: 420" dan xr : 300"

Jadi nilai x dari persamaan Cos x : ialah 60" atau -60o atau 420" atau 300o dan

seterusnya dengan menganti k dengan suatu bilangan bulat, jadi jawabannya

banyak.

2. Hitunglah x dari persamaan Cos 2x : Cos x

Penyelesaian :

Rumus sudut kembar: Cos 2x: | - Sin2 x, sehingea persamaan menjadi :

1-2Sin2x: Sinx

-2Sin2x-Sinx* 1 :0
2Sin2x+Sinx-1:0
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(2Sinx-l)(Sinx+1):0
2Sinx-l:0 atau

t,Jlnx: 12

Jarvabanl : Sinx: Sin3Oo

Xr = 30o+k.360o

Xz: I50o+k.360"

xr:-90o+k.360o

x4:270- +k.360"

Sinx+ 1 : 0

Sinx: -l
Jawaban I :

3. Kitaakanmencari hargaxyangmemenuhi aCosx+ b Sinx:c (a,b, cialah

bilangan tetap.

Penyelesaian :

Jelas lrentuk umum/pokok tak ada, tetapi dapat kita selesaikan dengan bentuk-

bentuk tain. Ruas kiri dan ruas kanan dibagi dengan a dan kita misalkan :

bb
- 

: tg tp dalam tg rp : -, 
(P dapat dicari :

aa
Persanraan aCosx+bSinx:c mcniadi

t,
Cosx + 

- Sinx: c
a

c
Cosx +tg(p Sinx: -a

Kedua ruas kita kalikan dcngan Cos <p, persamaan di atas meniadi

c
CosxCostp + Sinx SinP : 

- 
CostP

a

Ingat rumus dalam bab III : Cos (x - <p) : Z, Cos tp dimana % Cos O adalah

bilangan tetap, umpamakan dengan p, maka

Cos(x-e) : p

Nah bentuk ini. telah mengingatkan kita ke dalam bentuk umum/pokok, (x - q)

dapat dihitung dengan jarvaban umum II dan harga x dapat dicari.

Syarat-syarat yang perlu dan cukup supaya (x - <p) dapat dihitung ialah :

-l<"/^Cosq < +l

c'
jadi 

- Cosz rP S +l
a'

Diketahui pula : tg tp : b/n sehingga dengan rumus

,11 I!

lE.i 1.-
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I + tg2 rp : Sec2 rp , maka

Sec2rp : l+tg2,p

Cos2 rp

b2
l+-

a'

- Cos2(p < 1

a

a-

Jadi

2
c

c
2

a
<l

a2+h2

a'rD

2
a

<t
a2 +h2

maka

a

c2 < a2+h2

Kesimpulannya : Agar pcrsamaan a Cos x r b Sin x : c dapat diselesaikan,

syaratnya ialah : c2 < a2 + b2

4. ilitunglah x dari persamaan 4 Cos x r 6 Sin x - 3

Penyelesaian :

Periksa syarat seperti dalam contoh 3

c' a a'* b'

a < 16 + 36 . jadi benar, syarat dipenuhi.

Ruaskiri dan kanan 4 Cosx + 6 Sin x:3 dibagi dengan 4;

Cosx +r/rSin*:'/.
Misalkan li2 : tg rp + (p : 56"19' (daftar perbandingan geometri)

Jadi : Cosx + tg(pSinx:3/+

Sekarang ruas kiri dan kanan dikalikan dengan Cos <p, didapat

Cos x Cos rP + Sin x Sin <P : 'io Cos.p

Cos (x - q) : t/o 
Cos 56o19'

: ?1r10,55461

:0,4160

Jadix-g :!65o25'+k.360o

Hasilnya ialah :

a. xr : (p + 65"25'+ k.360" + xr : 121"44'+ k.360"

a. X2 : (p - 65"25'+ k.360" 3 xz : -10o54'+ k.360"
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5. Hitunglah xdari persamaan Sin x + Sin 2x+ Sin 3x : Cos x+ 2 Cos2 x

Penyelesaian :

Suku pertarna dan ketiga dari ruas kiri kita satukan menjadi :

x+3x 3x-xSinx+Sin3x:2Sin Cos-22
:2Sin2x Cosx

maka didapat :

2 Sin 2x Cos x + Sin 2x : Cos x + 2Cos2 x

Sin2x(2Cosx + I): Cosx(l+2Cosx)
(l + 2 Cos x) Sin 2x - Cos x (l + 2 Cos x) : 0

(l+ZCosx) (Sin2x - Cosx):0
(.1 + zCos x) (2 Sin xCos x-Cosx) : 0

(l+2Cosx) (2Sinx - l) Cosx:0
Hasil-hasilnya ialah :

a. Cosx:0 + Xl : 90o+k.360"

b. l+2Cosx:0 = Cosx:-0,5 = X2:tl20o+k.360'

c.2Sinx-l:0 = Sinx:0,5 ::> xr:30o+k.360'

&: 1500+k.3600

Catatan Penting :

l. Cos (-x) : Cos (x). insat rumus-rumus dalam bab II.

2. Ingatlah bahrva dalanr penyelesaian di atas, kita tidak boleh membagi dengan

2 Cos x * I, sebab 2 Cos x + I dapat bernilai nol.

6. Hitunglah x dan y dalam

Cosx+Cosy:a ; Secx+Secy:b

Penyelesaian :

Untuk penyelesaian susunan persamaan yang mengandung 2 sudut yang tidak

diketahui, kita pakai cafa yang biasanya dipakai dalam Aliabar, yaitu

menghilangkan dahulu salah satu sudut yang tak diketahui.

Umpamakanlah Cos x: U, Cos y: V maka persamaan tersebut menjadi :
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U+V:A
ll

-+-:bUV
Yang selanjutnya dapat dihitung secara Aljabar

7. Kita akan menghitung x dan y yang memenuhi

x-y:80o , Cosx+CosY:1,25

Penyelesaian :

Dari x - y: 80o maka x: 80o+y

Jadi x : 80o+ y dimasukan kcdalam pcrsamaan cosx+ Cos y : l,Z1,maka

Cos (80o F y) + Cos y -- 1.25

Cos 80o Cos y - Sin 80o Sin y + Cos y : 1,25

0,1736 Cosy - 0,9848 Siny + Cosy : 1,25

l,l736Cosy - 0,9848Siny: 1,25

Persamaan ini berbcntuk a Cosy + b Sin y : c

Jadi cara penyelesaiannya sudah dibahas dalam persamaan yang mengandung

satu sudut yang tak dikctahui.

Cara lain :

Cosx + Cosy:1,25

2 Cos '/r1* * y) Cos t lr(* - y) : 1,25

karena x - y: 80o, maka

2 Cos '/r1* * y) Cos 40" : 1,25

jadi Cos r/2(x + y) : y:-
Cos 40o

maka '/r1* * y) : t 35"20'+ k.360'

Jadi kita peroleh dua buah susunan, yakni

'/r(*-y) :40o tlr(*-y) :40"

'/r1x + y) : 35'20' + k.360o 'lr1* + y) : -35"20' + k.360"
+ +

x1 : 75"20'+ k.360o

Yr : '440'+ k.360o

xz : 440'+ k.360o

y2 : -75"20'+ k.360o
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Soal-soal

l. Hitunglah x dan y dari persamaan-persamaan :

a. Sinx + Siny:0,9195 b. Cosx + Cosy:1,583

x+y:55o y+x:25"59'
c.Sinx+Siny:1,157 d.Sinx+Siny:0,9066

Cosx + Cosy: 1,563 Cosx - Cosy : -0,0201

2. Hitunglah x dari persamaan-persamaan berikut :

a. 3Cos2x - 5Cosx - 2: O b. 3Sinx +Cos2x -3 :0
c. tgx : Cosx d. Cotgx: Sinx

3. Hitunglah x dari persamaan-persamaan berikut :

a. tg x : Cotg 50" b. Cos 2x : -Sin 40"

c. tgx + Cotg20o = 0 d. Cos2x + Sinx:0

4. Hitunglah harga x dari :

a.tg2x:Cotg(x-10") b.Sinx+2Cosx:1
c. Sin2x+Cos2x:0 d.3Cosx+2Sinx:{3

5. Hitunglah x dan y yang memenuhi :

a.x+y:60o b.x-y:45"
Sinx + Siny: I tgx - tgy : I

6. Hitunglah x dan y yang memenuhi

a. Sinx + Cosx: aCosx

Secx: b

c. Cos(x + P) : a

Cos(x - 0): b

b. Sinx + Cosx : a

Cos2x: b

d. Sinx + Cosy: a

Cosx + Siny: b

Sin(x+Y) : c

7. Buktikanlah

Sin 6x
tgx + tg2x + tg3x + tgx tg3x tg4x:

Cos 2x Cos 4x
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4.2. Ketidaksamaan

Ketidaksamaan, penyelesaian untuk mencari suatu harga yang tidak

diketahui, dapat dilakukan dengan aljabar dan sebagainya, tetapi kita akan

menyelesaikan ketidaksamaan dengan pertolongan grafik. Disamping itupula, kita

hanya menghitung nilai-nilai x diantara 0o dan 360o yang memenuhi ketidaksamaan.

Contoh-contoh

l. Untuk nilai-nilai x manakah Sin x < r/,

Penyelesaiannya : tcrlebih dahulu kita membuat grafik

y: Sinx 0o < x < 360"
v

+l

*-!'t

270" 360'
30' 1 50' x

_1
?

-1

Gambar 4. I Grafik y : Sin x

Perhatikan gambar 4.1

Dalam fasal terdahulu, telah kita ketahui :

Sin x: l/, untuk X1 : 30o + k.360o

xz:150o+k.360'
Karena x harus terletak diantara 0o dan 360o maka nilai x yang memenuhi

^ 
:'1, ialah XI : 3oo

X2 : l50o

dari grafik y : Sin x terlihat bahwa :

Sinx<l/2 untuk 0" ( x < 30o ,

untuk 150"< x < 360o

2. Nilai-nilai x yang manakah memenuhi ketidaksamaan cos 3x < 0,5 ?

r/l L'
: i-

I

I

I

-t-

0

I

I

L
I

I

I



78

Penyelesaian : lihat gambar 4.2

v
+

36d
2t 14t

-l

Gambar 4.2 Grafiky: Cos 3x

Tabel pcnyelesaian y: Cos 3x

Dari Cos 3x : 0,5 didapat :

Cos 3x : Cos 60o

3x = +60o + 1i.360"

X:*20o+ k.120.

Untuk 0o ( x < 360" yang memenuhi Cos 3x:0,5 ialah

x : 20o, 100o, 140o, 220o,260",340".

dari grafik x : Cos 3x terlihat bahwa Cos 3x < 0,5

20"< x < 100"

l40o<x<220o

260o< x < 340o

3. Nilai-nilai x manakah yang memenuhi Cos x > Sin x

Penyelesaian : Iihat gambar 4.3

v
+1

Y=Sinx

45' x
v = cos )--.\

Gambar 4.3 Grafik y: Cos x dan y: Sin x

Dari Cos x : Sin x didapat :

x : +45o + k.360o

x 00 20" 300 40" 600 80" 900 I 000 120" dst

v +l l1
0

l1 I It- 17 0 ,1, +l

-1

,r'27o'
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Nilai-nilai yang memenuhi Cos x: Sin x, untuk 0o < x <360o ialah

x : 45o dan x :225"

Dari grafik di atas terlihat bahrva : Cos x > Sin x

untuk 0"(x<45", dan2Z5"< x<360o

Soal-soal

Tentukanlah nilai-nilai x diantara 0" dan 360" yang memenuhi

l. tgx < {3 4. Cos x > tlz

2. Cos 2x < tlr,,lz 5. Cotgx > I

3. Sin 2x < Jlz 6. Sin 2x > Sin x



BAB V

I I,M[I TIKI.IR SEGITIGA

Dalam bab V ini kita akan menghitung panjang sisi-sisi dan besar sudut-

sudut dalam suatu segitiga. Disamping sisi dan besar sudut, juga akan menghitung

panjang garis-garis istimewa dalam segitiga seperti garis tinggi, garis berat, garis

bagi, jari-jari lingkaran dalam dan jari-jari lingkaran luar suatu segitiga.

Luas segitiga juga akan dibahas dalam bab ini. Hubungan antata aturan atau

dalil atau rumus yang berlaku dalam segitiga dan trigonometri akan diperbincangkan

juga dalam bab ini, serta penggunaannya dalam kehidupan sehari-hari. Pengetahuan

dasar trigonometri yang diberikan dalam empat bab terdahulu, akan digunakan

dalam unsur-unsur suatu segitiga. Berikut ini akan mempelajari sisi-sisi dan sudut-

sudut suatu segitiga.

5.1. Sisi-sisi dan Sudut-sudut srrntu Seqitign

Suatu segitiga mempunyai tiga buah sisi dan tiga buah sudut, jadi suatu

segitiga mempunyai 6 unsur atau 6 elemen. Dengan mengetahui 3 unsur dalam suatu

segitiga (selain 3 sudut) maka unsur segitiga sudah diketahui, dan 3 unsur lainnya

dapat dihitung.

Untuk menghitung unsur-unsur segitiga ABC, kita dapat menggunakan

rumus-rumus (atau aturan-aturan atau dalil-dalil) :

l. Aturan Sinus.

2. Aturan Cosinus

3. Rumus-rumus yang diperoleh dari perluasan aturan Sinus dan Cosinus, seperti :
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a. Aturan -l'angen

b. Rumus D'Alamber

5.1.1. Atura Sinus

Pada setiap segitiga, sisi-sisinya berbanding sebagai Sinus, sudut-sudut

didepannya.

C

a a

B

c
c

A B DLt-----

Gambar 5.lb
Db A

Gambar 5. I a a adalah sudut lancip cr adalah sudut tumpul

Karena Sin (180o - u) : Sin u maka pada kedua gambar di atas (gambar

5. la dan 5. lb) berlaku

BDSinu:-
c

BD
Sin y

a

jika (l) dibagi (2) didapat :

Sin o BD BD

Sin y c a

a

(l)

(2)

a

c

c
jadi

Sin cr Sin y

Dengan jalan yang sama, jika ditarik garis tinggi dari A akan didapat

bc
Sin p Sin y

Gambar 5.2

a

C

B
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a l) c
Sehingga

Sin cr Sin p Sin 1

Hubungan ini disebut aturan Sinus.

Dalam suatu segitiga ABC (lihat gambar 5.2) terdapat tiga macam

kemungkinan diketahui (diketahui 3 unsur), sehingga Sinus dapat digunakan untuk

mencari 3 unsur lain. Kemungkinan-kemungkinan itu ialah :

a. Dua sudut dan sebuah sisi persekutuannya, yaitu umpamanya o, B dan c.

Diketahui : o, B dan c

maka 1: 180' -(cr+ 0) + ldapatdicari.
ac

Aturan Sinus
Sin a Sin 1

cSinu
a:

Sin y

bc

+ a dapat dihitung

Sin p Sin y

cSinB
b: _

Sin y
=+ b dapat dicari

b Diketahui 2 sudut dan sebuah sisi yang berseberangan dengan salah satu sudut,

dan sudut lain dapat ditemukan.

Diketahui : u, B dan a

maka T: l80o -(cr+ 0) = ydapatdicari.

ac
Aturan Sinus

Sin cr Sin y

aSiny

Sin cr
:+ c dapat dicari

a b

Sin ct Sin p

aSinP
b :+ b dapat dihitung

Sin cr
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c Dua sisi dan sebuah sudut yang ticlak diapitnya

Diketahui : a, b dan cr

a b
Aturan Sinus

Sin cr Sin B

b Sin cr
SinB:

a

y: 180'-(u+p)
AC

+ B dapat dihirung

= y dapat dicari

Sin u Sin y

aSiny

Sin rr
+ c dapat dihitung

Kemungkinan-kemungkinan yang timbul :

l. Jika b Sin o > a, maka tidak ada segitiga.

2. llka b Sin cr: a, maka Sin p : I + F :90o

p :90' jika ct < 90o

3. Jika b Sin a < a, maka adaz segitiga, karena ada} harga B, yaitu B1 dan B2

Dengan Fr < Fz, maka Tl : 180" - cr - p;, dan

'yz: l80o- cr -0z

3. l. jika cr < 90o maka Tr > 0

a.jika l80o- Fz> u atau Sin B2>Sincr atau b > a = Tz>0

b.jika b S a = y: < 0 hanyaada AABC

3.2. jika cr:90o :+ ada satu segitiga

3.3. jika o>90" = yz< 0

Tr>0 jika 180"- B1 < o

atau Sin B1 < Sin o, b < a hanya ada satu segitiga.
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Contoh-contoh.

l. Pada segitiga ABC diketahui bahwa cr:60o, F :40o dan b: 5 cm. Hitunglah

unsur-unsur lain dari segrtiga tersebut.

Penyelesaian : lihat gambar 5.3

Y : l80o - cr - 0 = l80o - 60" - 40o : 80"

dari aturan Sinus :

a_b
Sin a Sin B

bSina

Stn $

5 Sin 60"

C

dari aturan Sinus

c

Sin 1

c

0,6429

6,7 cm

b

Sirr p

5

Sin y

l6

Sin y Sin 53o

a

B

Gambar 5.3

o : 53o. Hitunglah

c=18 a=14

b=5

Sin 40o

5 x 0,8660 4,3300

0,6428

a

Sin 80o Sin 40o

5 x 0,9848

0,6428

c : 7,6cm

2. Dalam segitiga ABC dikctahui a : 14 cm, c : 16 cm dan

unsur-unsur lain dalam scgitiga tersebut.

Penyelesaian : lihat gambar 5.4

Ditanya:b,pdany 
c a

dari aturan Sinus

c

Sin cr

l4
A Cb

Gambar 5.4
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l6 Sin 53"SinT:
l4

l6 (0,7986)

t4

Sin y : 0,9127 dafiar Sinus

"{ : 65"53',

g : l80o- a - ^l

: l80o-53o-66o:6lo
b a

dari aturan Sinus
Sin p Sin u

. a SinB
b:-

Sin u

l4 Sin 6l'
Sin 53o

b: I4 (0,8756) 
_ 15,35 cm

0,7996

5.1.2. Aturan Cosinus

Berikut ini akan ditinjau rumus atau aturan lain di samping aturan Sinus

yang telah dipelajari di atas. Rumus atau aturan ini akan dapat membantu

memecahkan persoalam-persoalan yang timbul dalam suatu segitiga.

B B

_- _rD

c ca

AbD C b

Gambar 5.5a y ialah sudut lancip

Dari kedua gambar di atas :

c2: AB2: AD2+BD2

karena Sin ( 180' - y) : Sin y maka

BD: aSiny

Cambar 5.5b y ialah sudut tumpul

(l )

(2)

r/i\'-ili

lii ,
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jika y lancip (garnbar 5.5a), AD : AC - DC

: b - aCosy .

jika y tumpul (gambar 5.5b), AD : AC - DC

: b +aCos(190._y)

: b - aCosy

karena (3) dan (4) sama, maka

AD : b - aCosy, untukysudutlancipatautumpul

Jika (5) digambungkan dengan (1) dan (2) didapat:

c' : (b - a Cos y)2 + (a Sin y)2

: b2 - 2abCos! + a2 Cos2y + aSin2T

: b2 - 2ab Cos \ + az (Cos2 y + Sin2 T)

: b2 - 2abcosr + az

c' : a2 + b2 - 2ab Cos y , untuk y sudut lancip atau tumpul.

c' = a'+ b2 - 2abCosy

Hubungan ini disebut aturan Cosinus

Dengan jalan yang sama, didapat

b2: az + c2 - 2acCosB

a7:b2 + cz - 2bcCoscr
h

Gambar 5.6

Kesimpulannya dalam tiap-tiap segitiga ABC (lancip atau tumpul) berlaku

a' : b2 + cz - zbccoscr

b2 : a' + c' - zacCosp

c' : a' + b2 - 2abcosy

Jika dalam suatu segitiga, diketahui

a. dua sisi dan sebuah sudut apitnya,atau

b. tiga sisi

(3)

(4)

(s)

B

a

C



87

maka unsur-unsur lain dalam segitiga tersebut dapat dihirung dcngan aturan

Cosinus.

Contoh-contoh

1. Dua buah sisi sebuah segitiga panjangnya 3 dan 4 cm, sudut apitnya ialah 50o

Hitunglah unsur-unsur lainnya dalam segitiga tersebut.

Penyelesaian : lihat gambar 5.7

Dari aturan Cosinus :

az : b2 + c2 - 2bcCoscr

: 41 + 32 -2.q3 Cos 50"

: 9,573

a : ",19,573 : 3,094 cm

dibulatkan a:3 cm

Dari aturan Cosinus :

bz : a' * c2 - zacCosp

42 : g,573 + 32 -2 Q,Og4) 3 Cos B

16:9,573 +9- 18,564 Cosp

2,573
CosB:' 19,564

log Cos U 
I '"t 

2,573 - log 18,564

0,4104 - 1,2696

: -0,8582

logCos0 = 9,1418- l0

B : 822' (didapat dari daftar logaritma perandingan
goniometri)

dibulatkan 0: 82o

jadi 1: 180" - 50o - 822' : 47"58,

2. Sisi-sisi sebuah segitiga mempunyai 4, 5 dan 6 cm. Hitunglah sudut-sudut dalam

segitiga tersebut.

Penyelesaian : lihat gambar 5.8

B

c=3
a

Gambar 5.7

C
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Dari aturan Cosinus :

at = b2 + c2 - 2bcCosa

2bcCoso: b2 + c2 - a2

b'+ct-a'
Cos cr :

2bc
62+42 -52

c=4c a=5cm

b=6cm

Gambar 5.8

C

2.6.4
27

Cos cc : 
4g 

: 0,5625

a: 55"46'

Dari aturan Cosinus :

b2 : a' + c' - zacCos p

2acCosp: a2 + c2 - b2

a2 + c'-b'
Cosp:

2ac
52+42 -62

2.5.4
5

CosB:46:0,1250

jadi 9: 8249'

Sudutl: 180"-cr -B

: I80" - 55"46' - 8249'

T = 41"25',

3. Diketahui dalam sebuah segitiga ABC, F :2T,b:2a, dan keliling segitiga : 23

Hitunglah unsur-unsur dalam segitiga tersebut.

Penyelesaian :

Diketahui : b:2a
ba

Aturan Sinus maka
Sin p

2a

Sin o

a
jadi

Sin B Sin a

-1V" ;:
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SinB:2Sina
Dalamsebuahsegitiga : 6r+ g+ y = lg0o

"l 
l::":i;1,

cr: 180" -3y
Diketahui pula: g:Zl, dan (I), maka

Sin 2y : 2 Sin (180. - 3y), maka

Sin 21 : 2 Sin 37

2SinyCosy : Z(3 Siny-4Sinsy)

SinTCosy : 3 Siny-4 Sin3 y

Siny + 0

Cosy - 3-4Sin21

4Sin2Y + Cosy - 3 :0
4(l -Cos2y)+Cosy - 3 : 0

4Cos2y + Cos'l + 4 - 3 :0
4Cos2y - Cosy - I :0

Cosy:
I t',/(1 + 16)

8

t+{t7
CosY: --l- : 0,64039

T: 50010'44"

Jadi F : 2y : 100o21,28, dan

u: l80o- l00o2l'28 -50o10,44"

a: 29"27'48"

Dari B: 2y didapat:

Sinp: Sin2y

Sinp:2SinyCosy
Sin B

-+- : Cos 72Siny

b

i: Cosy

(t)

(2)
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bI
:-: _ (l+r/tZ)2c8

maka .: oo 
. dandari b :Zamakau : I ol+{t7 2

Darikelilingsegitiga: a+ b* c:25 maka

l4b
- + b + -------- : 25 . makab 1+{17

b: (5-./tZ1S, maka

ll8:=-b::(5-{17)S22
4

c:--;-(5-{17)S:s+{tz'

, dan

5 -^/tz-tt
) S

5.1.3. Aturan Tangen

b

Gambar 5.9

Perhatikan gambar 5.9 dan dari aturan Sinus diperoleh :

a:b
Sin cr Sin p

jika nilai perbandingan ini dimisalkan : k maka

ab
k maka

Sin o Sin B

a : kSincr

b : kSinB

B

a

CA

a-b
maka _ :

a+b
kSincr - kSinp

kSincr + kSin$

Sino - Sinp

Sina + SinB
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atau

2 Cos '/z(a + p) Sin % (cr - [J)

2Sint/z(a + B) Cos ,/r(a - g)

: Cotg %(a+ 9) Tg t/z(a - g)

tgtlr(o - 0)a-b
a + b Tgttr(a+py

Flubungan ini disebut aturan Tangen

Dapat juga dibuktikan bahwa

a-c 'Ig r/r(cr - y1

a + c Tgl/21cr+y;

Misalkan dalam segitiga diketahui panjang sisi a, sisi b dan sudut apitnya y

Dari aturan Tangen didapat:

te'/r(o - B)a-b
a+b Tgt12@+ py

tgtlrlcr - p;

Tgt /r1l8o" + .,,y

tgrlrlcr - B;

Tg (90' - '/ry')

tg'lr1cr - p;

a + b Cotgt/21

Karena Tg (90" -'/rT) : Cotgt/zy

sehingga Tg r/r(cr- 
F) : 

a - b : Cotgt/zy
a+b

Jika dalam suatu segitiga diketahui 2 sisi dan sebuah sudut apitnya, maka

unsur-unsur lain dalam segitiga tersebut dapat dicari dengan rumus Tangen. Dengan

aturan Cosinus juga dapat dihitung unsur-unsur lain dalam segitiga tersebut. Hanya

dalam perhitungan dengan aturan Cosinus, kita harus mengkuadratkan atau menarik

akar, sedangkan perhitungan dengan memakai aturan Tangen tidak.

a-b
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Contoh

Dua buah sisi sebuah segitiga panjangnya 3 dan 4 ern, sudut apitnya : 50o.

Hitunglah unsur-unsur lainnya. (Bandingkan contoh ini dengan contoh nomor I pada

bagian aturan Cosinus).

Penyelesaian : Iihat gambar 5,10

Dari aturan Tangen didapat B

b-c Tg'lz(D -il Te'tr(p -y) c=3

b +c Tg'/z(0 + y)

Tg'lr(F -y)

Tg '/2(180" - c[)

, sehingga

Sin47"2'

b

Gambar 5.10

C

Cotgt/z a

b-c
tg'lr(F - y) : Cotgyz a

b+c
4-3

rg 'lr(p - y) : Cotg 25"
4 +3

I: 
- x 2,1445
7

rg 'rr(p - y) : 0,3064 , jadi

'lr(0-^{):17"2'
Dengan menjumlahkan (l) dan (2) didapat I : 822'

Dengan mengurangkan (l) dan (2) didapat ^{ : 4'1"2'

Dari aturan Sinus didapat :

ac
Sin cr Sin 1

c
a: _ Sing:

Sin Y

3 x 0,7660

3 x Sin 50"

0,7128

a : 3,094 cm

a
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5.1.4. Rumus D'Alamber

a-b rg 'lr(c, - p)
Dari aturan Tangen

a + b Tgr/2(o+B;
Juga

disebut Rumus Napier, dengan bentuk :

a + b Tgr/r(o+p;

a - b tgtlrlcr-p;

dengan cara yang sama, dapat mencari hubungan antara sisi suatu segitiga dengan

sudut-sudut didalamnya dengan menggunakan fungsi Tangen. Bentuk ini antara lain

ialah :

a+b

a b c
dari aturan Sinus

Sin cr Sin p Sin y

jika nilai perbandingan ini dimisalkan: k, maka

a: kSino b:kSinB

a + b kSincr + kSinF

c:kSiny

c

Jadi , maka
kSiny

Sino + Sin0

Sin ^y

2 Sin r/r(cr + p) Cos 'lr(o - p)

2 Sinr/2y Cosr/2y

Sin r/z(cr + B) Cos 'tr(o - p)

c

a+b
(t)

c Sintlzy Cosr/2y

karena 61+0+y: 180o, maka cr+0:180o-T

%(a+F): V,(180"-y): 90 - t/zy

maka Sin%(o+ F) : Sin (90 - yzy) : Cost/zy

maka dari (l) dapat diganti Sin % (s + F) dengan Cost/zy ,

a + b Cos r/2 y Cos 'lr(o - B)
makajadi

c Sinr/ry Cosr/21
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a + b Cosr/z(o-B)

c S inr lz^l

Hubungan ini disebut rumus D' Alamber.

Analog dengan penemuan di atas, maka rumus De Lambre kedua dapat dicari, yaitu:

a - b SinI/r1a-P;

c Cos'/ry

Pemakaian aturan Sinus, aturan Cosinus, aturan Tangen dapat dilihat dalam

menyelesaikan permasalahan pada suatu segitiga ABC. Contohnya untuk

menghitung luas suatu segitiga dan keliling suatu segitiga.

Luas suatu seeitiqa

C

a a
b

A B 0Lt----- A

C

c c

Gambar 5. I I a ct ialah sudut lancip Gambar 5. I lb ct ialah sudut tumpul

Perhatikan gambar 5.1 l. Untuk kedua gambar ini

CD: bSinct

dan luas segitiga ABC : '/, x AB x CD

: l/z x c x bsino
: I ltbc Sin cr

Dengan jatan yang sama, dapat dibuktikan bahwa

luas segitiga ABC : tlzac Sin p : r/2 ab Sin y

Dengan kata-kata dapat disusun, bahwa :

Luas suatu segitiga soma dengan seperdua hasil kali 2 sisi dengan Sinus

sudut apitnya.
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l-= rlzbc 
Sin o. = tlrca Sin g = 'lrab Sin y

Contoh

Dalam segitiga ABC, b : 281, c : 358 dan a 3220,. Hitunglah luas segitiga

tersebut.

Dari rumus luas yaitu L: ,/, bc Sin a dapatdicari

luas segitiga tersebut :

L : ttz(2sl) (358) Sin 32o20, A

log [- : log 281 + log 358 1 log Sin 32o20' - log2

log 281 : 2,4487

log 358 : 2,5539

log Sin 3220' = 9,7282 - l0

b=28 a

c=358

Gambar 5.12

B

+
: 14,7309 - l0

log2 0,3010

log L, 4,4298

fi, - 26900

Kalau rumus luas di atas dijabarkan dalam bentuk lain, maka ditemukan hasilnya,

dengan memperhatikan jalannya seperti berikut :

tr. : tlzbc 
Sin o (rumus luas)

: I lzbc

= | lzbc

Dari rumus atau aturan Cosinus

b2+c2-a2
Cos cr

2bc

Sehingga L :r/zbc

I - Cos2 cr) ingat Sin2 a + Cosz cr: I

(l + Cos cr) (l - Cos a)

(l+
b2+cz-a2 b7+c2-a2

) (l-
2bc 2bc

)

(2bc+b2+c2 -az) (2bc-b2 -"'*u')
L : tl2bc

4bz c2
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l4 (b + c + a)(b+ c + a) (a+ b- c) (a- c + c)

Kita mengetahui kelilingsuatu segitigadinyatakan dengan2 S, jadi a+ b+ c :2 S

atau S:t/z(a+b+c)

maka L: rlo

L - 'ln

25(2s - 2a) (2S-2b) (2S-2c)

S(S - B) (S-b) (S-c)

Catatan : Jika dalam suatu segitiga diketahui panjang ketiga sisinya maka lebih

mudah menentukan luas segitiga dengan memakai rumus ini.

Soal-soal

I. Aturan atau rumus Cosinus kalau dijabarkan dan dihubungkan dengan keliling

suatu segitiga, maka terdapat rumus-rumus :

a. Cos r/z a. :

b. Cos %9 :

c. CosYzy

d. Sin % cr

S(S-a)
bc

s(s-b)
ac

S(S-c\
ab

(S-b)(S-c)
bc

f. Sin%y :

g.L$72cI.

h. TgY,p

'(S-a)(S-b)
ab

(S-b)(S-c)
S(S-a)

(S-a)(S-c)
s(s-b)

(S-a)(S-b)
S(S-c)i. Tg%y

e. Sin%B
(S-a)(S-c)

ac

Buktikan rumus-rumus di atas mulai dari a s/d I.

2.Dan suatu segitiga, salah satu sisinya ialah 120 cm, dan suatu sudut-sudut pada

sisi itu 45". Sedangkan sudut depannya ialah 120". Hitunglah unsur-unsur lain

dari segitiga tersebut.

3. Buktikan mmus-mmus Mollweide :

a - b : Sin%(ct-b)
c CosYzy

a+b: Cos%( cr + b
c Sin %y

)

'/rii.-

1i
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4. Jika pada suatu scgitiga sisinya mcmenuhi 3a + 4b : 5c, maka sudut-sudutnya

memenuhi 3 Sin cr + 4 Sin p : 5 Sin y. Buktikan !

5. Hitunglah unsur-unsur yang tidak diketahui, jika :

a.a:65 g:67"23' y:59"29,
b.a:1313 b:3,77 y:124"59,

c.a:z b:3 c:4

6. Dari suatu segitiga ABC diketahui Sin2 cr + Sin2 g : Sin2 y. Buktikanlah

bahwa segitiga itu siku-siku.

7. Buktikan suatu segitiga ABC sama kaki, jika a sin2 cr: b cos p cos y.

8. Buktikanlah bahwa dalam suatu segitiga

a Sin (P -Y) + b (l - a) + c Sin (ct - 13) 
: 0

9. Dari suatu segitiga, kaki-kakinya ialah 5 dan 8 cm, sedangkan salah satu sudut

alasnya adalag 2x sudut alas yang lain. Hitunglah sudut-sudut segitiga itu.

10. Sudut-sudut suatu segitiga berbanding 2 : 3 :4, bagaimana perbandingan sisi-

sisinya.

I L Lukislah dan hitunglah unsur-unsur yang tidak diketahui, jika :

a.a:4 b:3 0:30o
b.a:4 b:-3 F:120o
c.a:{3 b:{5 F:135o

5.2. Jari-iari Linekaran suatu Seeitiea

5.2.1. Jari-jari Lingkaran Luar suatu Segitiga

Perhatikan gambar 5.13

Titik pusat lingkaran luar A ABC ialah titik potong

garis-garis sumbu AB, BC dan AC (: titik O)

Misalkan R ialah jari-jarilingkaran luar A ABC, maka

Gambar 5.13
AP:%AB:t/zc (l)
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Segitiga AOP sama dan sebangun dengan segitiga BOP, sehingga Z AOP: ZBOP

atau Z. AOP : y, / AOB.

y: VzZAOB sehingga ZAOP: Zy

Dari A AOP, f : SinZAoP atau f : si.,, (2)

Dari (l) dan (2) didapat

Yzc : R Sinl

c :2RSiny

c :2R
Sin y

a b c
Karena rumus Sinus maka

Sin cr Sin p Sin y

abc
= 

- 

= 

-: 

2R:
Sin cr Sin p Sin 1

atau : a = 2 RSina

b=2RSinp
t: 2 RSiny

Contoh : Dalam segitiga ABC panjang sisi BC sama dengan jari-jari lingkaran luar

segitiga ABC. Hitunglah sudut o

Penyelesaian

a=R

Lihat gambar 5.14

a:2RSincr
R:2RSincr R*0

l:ZSina
Sin cr : Yz, jadi o:30o atau a: 150"

BA

Gambar 5.14
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5.2.2. Jari-jari Lingkaran Dalam suatu Segitiga

Pcrhatikan gambar 5.15

Titik pusat lingkaran dalam A ABC ialah titik

potong garis bagi pada cr, B dan y (: titik O).

Gambar 5.13

Misalkan r ialah jari-jari lingkaran dalam A ABC.

AE sama panjang dengan AD, yaitu Ao Sin 1/z a. Demikian pula BE : BF dan

CD: CF. Keliling A ABC dinyatakan dengan 2 S.

Jadi: 2AE + 2BF + 2gg :25

AE+BF+6P=S

Sehingga AE: S-(BF+CD): S-(BF + Cf): S - a

BE: S-(AE+CD): S-(AO + CD): S - b

CD:a-(AE+BF): S-(AE + BE): S - c

dari A AOE , tgt/z d. : r
tg%a = 

S _,

dariABOF, tgt/zB: #
r

tg%F = S-b

dariACOD, tgt/zy
r

tgYrl : :-D-C

Luas A ABC ialah jumlah luas A AOE, A BOE, A BOF, A COF, A COD dan

A AOD

JadiluasAABc(lt) : %(AE)r + l/z(EB)r +'/z(BF)r * t/z(FC)r +'/z(CD)r

+ t/z(DA) r

: t/z r (AE + EB + BF + FC + CD+P6i
: t/zr(AB+BC+CA)

r

AE

+

r
CD

Rumus lain untuk jari-jari lingkaran dalam dalam suatu segitiga.
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Sehingga

% r (25)

= rS
[,

':T

(S - a) (S-b) (S-c)
S

r3E
)5

ry:'hr5

Dengan ruas luas segitiga [1. : (s - a) (S-b) (S-c)

didapat r= S (S :-d (S - b) (S.d
S

r: (S - a) (S-b) (S-c)
S

F4

Contoli

Dalam A ABC, panjang sisi-sisinya 4 cm, 5 cm dan 6 cm. Hitunglah jari-jari

lingkaran dalam A ABC dan semua sudut-sudut segitiga ABC.

Penyelesaian :

Lihat gambar 5.16

25 : 4+5+6: l5cm

S 7,5 cm b=6

Gambar 5.16

B

a=5

r:

r: 1,325

jadijari-jari lingkaran dalam A ABC : 1,325 cm

ts. t/z a: f :
J-a

1/z d.: 27"53'

tgt/zp: 
* 

:

'/z P: 41"25'

rtg hY: s-"-

%y: 20o42'

0,5292

= a: 55"46'

!32s
1,5

0,8820

+ 0: 82"50'

1325 : 0-3780
3.5

? Y:47"24'



t0l

Soal-soal

t'litunglah unsur-unsur lainnya dari suatu segitiga jika diketahui

a, a:5
b. b:35

c. a-b: I0

c=7

0:43"10'

c:30

9:64o

T:65020'

y: 64"

2. Dalam segitiga ABC, a: 20, b : 30 dan y : 64. Hitunglah luas segitiga tersebut

dan jari-jari lingkaran luarnya.

3. sisi-sisi suatu jajaran gcnjang iarah 42 clan 56 cm, luasnya ialah l6g0 cm2.

Flitunglah diagonal jajaran genjang itu.

4 Hitunglah tinggi sebuah pohon, jika telah diukur

Jarak AB :50 cm

o: 28"10'

9 :27"2o'
A sog D

Gambar 5.17 (lihat gambar 5.17)

5. Dalam suatu segitiga, siku-siku pada c, R adalah jari-jari lingkaran luamya.

Buktikanlah : a2 + b2 : 4R2. Buktikan pula bahwa o = 90o + p dan y : goo - zF

jika a dan b diketahui, hitunglah c.

6. Jika dari A ABC diketahui sisi a dan sudut p dan 7 pada sisi itu, maka jari-jari r,

lingkaran singgung pada sisi a, ialah :

fu: aCos Yz Cos'/zy
Sin%(0+y)

Buktikan.

7. Buktikanlah segitiga ABC adalah segitiga siku-siku pada ct jika r" * rb: c
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5.3. Garis-garis Istimcwa

Disamping jari-jari lingkaran luar dan lingkaran dalam serta lingkaran

singgung pada suatu segitiga, masih ada lagi garis-garis istimewa. Garis-garis

istimewa itu antara lain garis tinggi, garis bagi, garis berat dan lainnya.

Dalam fasal ini, garis-garis istimewa ini yang akan dipelajari dengan

menggunakan difinisi, dalil atau rumus-nxnus yang sudah dipelajari.

5.3.1. Garis Tinqsl dan Bagian-baqiannva

Perhatikan gambar 5.18

b Kita namakan garis tinggi pada sisi a, ialahtu

Jelaslah bahwa dalam segitiga siku-siku ACD

c

Rumus ini dapat dirobah sebagai berikut

Menurut aturan Sinus kita dapat

b

a

Gambar 5.18

a

:2b

C

atau b:

tu: bSiny (1)

(2)aSinF
Sin a

aSin0
Sin (P + y;Sin o Sin B

Dari ( I ) dan (2) didapat :

a Sin $ Siny
'" 

: 
sfn (P + Y)-

Rumus untuk garis tinggi t", ini juga dapat ditulis hanya dengan sisi-sisi segitiga

tersebut :

t, : bSinl : 2bSin%YCos%Y

(S-a) (S-b)
ab

S(S-c)
ab

2
rta s(S-tr) (S-b) (S-c)

I
I

tal
I
I
I
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Setelah dipcrolch rumus garis tinggi pada sisi a, tcnru rumus garis tinggi

pada sisi b dan c dapat dicari dan ditemukan. Baik rumus garis tinggi itu

dihubungkan dengan sisi dan sudut, juga terhadap keliling dan sisi-sisi suatu

segitiga.

A

Perhatikan gambar 5. l9

c

A a

Gambar 5.19

C

M : Pusat lingkaran luar

H : Titik potong ketiga garis tinggi

FIA'
BA'

cCosp

c Cos p tg (90'- y) : c Cos p Cotg y

h, - HA'

Potongan-potongan garis tinggi ialah HA, FIA'dan HC, HC' dan HB, HB'.

Garis tinggi dari sudut A ke sisi a ialah hu, menurut rumus garis tinggi, maka

hu: bSiny ,atau

;ru : a!in-O5j-!-r, atau' Sin cr

(s(S-a) (s-b) (S-c))'

Sekarang kita cari potongan gans tinggi ho, yaitu : HA dan IIA'

PerhatikanAABA': Cosp: H: T ,maka

BA': cCosp

PerhatikanA B'BC' : IB'BC : 90o -T

Perhatikan pula A HBA' :

hu: ?

1g Z HBA'

HA
tg (90" - y) :

HA' :
HA

Baeian-bagian Garis Tinqsi
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HA : bSiny - cCospCotgy

HA : 2 R Sin I Sin y - 2RSin+Cos

P&hatikan gambar 5.20

d., : garis bagi sudut a

dp : garis bagi sudut B

o Cosy
uBf'",r

HA : 2RSinpSinl - 2RCospCosy

HA : 2R(SinFSinT - CosBCosy)

HA : -2R(CospCosy - SinBSiny)

HA : -2RCos(F+y)

HA : 2RCoscr

Dengan memperoleh HA dan HA', maka tIB dan FIB' serta HC dan HC' dapat pula

dicari, yaitu :

HA': c Cos p Cotg y HA: 2RCoscr

HB'= a Cos y Cotg o IIB = 2RCosp

HC': b Cos a Cotg p HC = 2RCosy

5.3.2. Garis Basi

A

B

c

a

Gambar 5.20 q, : garisbagisudutl

Dari aturan Sinus yang telah dipelajari, maka diperoleh dalam A BEC :

IBEC:180"-(ZEBC+ZC)
: 180o -(%F + Y)
: 180" - '/r9 ' y

: 180"- (90" -Yza -%^t)-t
: 90o + (%a _ t/zy)

a do

Sin Z BE Sin y



aSiny
Sin Z BEC

aSinT
Cos lz (o - t)

maka garis lainnya ialah :

= aSin0
CosYz (cr - F)

cSinp

: aSiny
Sin {90" (t/z a - t/z y\\

Perhatikan gambar 5.21

AD : garis berat pada sisi BC

BE : garis berat pada sisi AC
c

t/z aSiny

do

d6

r05

(l)

(2)

d.r

do

5.3.3. Garis Berat

A

D

Sin y

AD

Sin Y

AD

karena (l): (2), maka

CosY, (F - y)

Gambar 5.21 CF : garis berat pada sisi AB

Garis berat AD umpamanya membagi r cr menjadi zbagian, iarah :

ZBAD:cr1 dan ZCAD:cr,2 rnak&dalamf ABD:

AD BD
Sin a1

%aSinp

BD:t/za

Sin cr1

dalam A ADC

AD CD
CD -- t/z a

Sin cr2

t/z aSiny
Sin a2

%aSin0
Sin cr1

Sin u1

Sin o2

, jadi
Sin cr2

Sin F
Sin 1
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Soal-soal

l. Dari suatu A ABC, diketahui o,, p dan y, hitunglah bagian-bagiannya sisi a yang

dipotong oleh t". t" ialah garis tinggi dari Z A.

2. Jika a dan cr diketahui, hitunglah jaraknya dari A ke titik tinggi segitiga itu

3. Jika dari A ABC, bo garis bagi sudutnya o, buktikanlan bahwa :

, _ 2bcCos%aucr 
b-t

4. cD ialah garis tinggi dalam A ABc. Jika diketahui AD: 3 cm, BD : 5 cm dan

T:600. Hitunglah panjangnya CD.

5. Dari suatu A ABC diketahui a : 43"36,, F : 12459, dan luas lZ cm?.

Hitunglah sisi C

6. Hitunglah jari-jari lingkaran luar dan jari-jari lingkaran dalam suatu segitiga, jika

diketahui :

a. a:67,1 cm p : 79"37', y -- 6659',

b. a:975 cm b: 845 cm c:910 cm

c. a:264cm b:216,7 cm cr:139o56'

7. Jarak-jarak antara pusat lingkaran luar A ABC dan sisi-sisi BC dan AC ialah 5

dan7,2 cm, sedangkan cr -- 72"41' . Hitunglah unsur-unsurnya segitiga itu.

g. Diketahui : cr+ B +y: lg0o

Buktikanlah : Tgcr+ Tg F + Tg,f : Tga. Tg F. Tgy

9. Dari A ABC diketahui batnrua a'11 + Cos a) :2bcSin2 cr

Buktikan bahwa b: c.

10. Buktikanlah bahwa A ABC sama kaki, jika :

Sin 2cr Cosl + 2 Sin p Cos B Cos 2 a : 0
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