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MENEMUKAI\ SUATU BENTT]K IRISAI\ KERUCUT
MELALTII DIAGONALISASI BAGIAN KUADRATTTTWE'

Yusmet Rizal z

ABSTRAK
Secara umum suatu persamaan irisan kerucut terdiri atas tigabagian, yaitu suku-suku kuadra! suku perkalian silang, dan suku-sukuIinier. Suatu irisan kerucut akan mudah ditentukan bentuknya jika tidakmengandung suku perkalian silang, sebaliknya itu cukup sulit ditentukan.Secara analitik suatu irisan kerucut merupakan persamaan benfukkuadratik. Suatu konsep dalam pembahasan aljabar linier dapatditerapkan untuk mempermudah menemukan suatu bentuk dari lnsankerucut. Proses diagonalisasi merubah suatu bentuk kuadratikdapat

menjadi bentuk Iain yang tidak memuat suku-suku perkalian
dengan melakukan diagonali sasi terhadap bagian
tulisan ini menyaj ikan penerapan suatu konsep aljabar
suatu bentuk dari irisan kerucut.

Key words : Irisan kerucul
diagonalisasi.
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PEIiDAHULUAN
Pada bagian ini disajikan dua konsep dasar, yaitu irisan kerucut dan proses diagonalisasi
matriks' Beberapa pengertian dan sifat dasar akan disajikan di sini. Melalui kajian
terhadap terhadap konsep dasar ini dirancang suatu cara untuk menyeresaikan
permasalahan yang diaj ukan.

A. Irisan Kerucut

Dalam geometri irisan kbrucu! suatu kerucut dapat dipandang sebagai bangun geometri
yang mempunyai dua bagian, yang meluas ketakberhingga dalam dua arah. pembahasan

, Ptuurp:fg 
pada SEMNAS Jurusan Matematika UNp Tahun 2007'Dosen FMIPA Universitas Negeri padang
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pada tulisan ini dibatasi pada kerucut lingkaran tegak. Sebagian kerucut lingkaran tegak

yang terdiri atas dua bagian dapat dilihat pada gambar berikut.

,- sumbu

bagian atas

V puncak

bagian bawah

pernbangkit

Gambar I

Suatu pembangkit disebut juga elemen dari kerucut, yaitu garis yang terletak pada

kerucut, dan semua pembangkit suatu kerucut melalui titik Zyang dinamakan puncak.

Suatu irisan kerucut adalah kurva perpotongan antara suatu bidang dengan kerucut

lingkaran tegak. Terdapat lima jenis kurva yang terjadi dari irisan tersebut yaitu garis,

lingkaran, parabol, ellips, dan hiperbol seperti terlihat pada Gambar 2. Garis terjadi jika

bidang pemotong memuat tepat satu pembangkit. Dalam hal ini bidang pemotong juga

melalui puncak kerucut. Lingkaran terjadi jika bidang pemotong tegaklurus dengan

sumbu kerucut. Parabol terjadi jika bidang pemotong sejajar dengan tepat satu

pembangkit. Ellips terjadi jika bidang pemotong tidak sejajar dengan pembangkit

manapun, atau bidang pemotong memotong semua pembangkit. Hiperbol terjadi jika

bidang pemotong sejajar dengan.dua pembangkit, sehinggd bidang pemotong akan

memotong kedua bagian kerucut.

Hal. -2 - dafi 12 halaman
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Gambar 2

Suatu titik juga dapat dinyatakan sebagai suatu irisan kerucut, yaitu jika bidang melalui

titik puncak memotong kerucut secara horizontal.

Secara analitik suatu irisan kerucut dapat disajikan dengan bentuk persamrum

berikut, yang disebut juga bentuk umum persamaan irisan kerucut.

ax2 +2bry + cy' + dx + ey + .f = 0 .........(1)

Hal.-3 -dari12halaman
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Persamaan di atas secara aljabar dapat dimanipulasi menjadi persamaan bentuk matriks
berikut:

h ,tA i[;]., ,t]).r=o

atau dapat dinyatakan sebagai

x14x + Bx*f= 0,

dimana

.= 
[],

A_ l; :l n=[d ,1.

Suku x14x disebut juga bentuk kuadratik yang diasosiasikan. Dalam bentuk ini kita
selalu dapat memilih matriks A sebagai matriks simetris, meskipun terdapat
kemungkinan lain.

Pembahasan berikutnya akan disajikan suatu sifat yang dapat mentransformasikan
suatu bentuk kuadratik yang memuat suku hasilkali silang menjadi bentuk yang tidak
memuat suku hasilkali silang.

B. Diagonalisasi Bentuk Kuadratik
Misalkan xrlx suatu bentuk kuadratik yang diasosiasikan dari suatu persamaan irisan
kerucut dengan memilih A sebagai matriks simetris. Bagian ini akan diperlihatkan
bahwa, jika P suatu matriks ortogonal, perubahan variabel

x=Py

akan mengkonversikan bentuk kuadratik x14x menjadi

(pflrAeil: y? r.qp)y........ 
.................(2)

Karena kita memirih r matriks simetris maka matriks prApjuga simetris, sehingga
persamaan Q) adalah sebuah bentuk kuadratik baru dalam variabel-variabel y.
Pemilihan matriks P pada proses ini sangat menentukan agar bentuk kuadratik yang
baru tidak memiliki hasilkali silang. sifat-sifat berikut menyajikan suatu cara pemilihan
matriks P.

Hal.-4-daril2halaman
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Teorema 1:

Jika A adalah matriks simetris berukuran n x n dengan nilai-nilai eigennya 7"r, )"2,..., ?rn

dalam urutan menurun dengan x dibatasi ll x ll = I relatif terhadap perkalian dalam-

Euclid di ,il, maka

a. Ir > xrAx>?,"n

b. xrlx : )', jika x adalah vektor eigen dari A yang sesuai dengan nilai eigen l"r.

Teorema 2:

Jika A adalah matriks berukuran n x n, makapernyataan berikut ekivalen :

a. A terdiagonalkan secara ortogonal,

b. A mempunyai suatu himpunan oftonormal dari n vektor eigen.

c. A simetris.

Teorema 3:

Jika A adalah matriks simetris berukuran n x n, maka :

a. semua nilai eigen dari A adalah bilangan riil.
b. vektor-vektor eigen dari ruang eigen yang berbeda adalah ortogonal.

Melalui sifat-sifat ini kita dapat menyusun langkah-langkah untuk mendiagonalkan
matriks simetris A, yaitu :

l. Temukan basis untuk setiap ruang eigen dau:i A

2. Terapkan proses Gram-Schmidt terhadap vektor-vektor basis pada ruang

hasilkali dalam Euclid, sehingga diperoleh suatu basis ortonormal.

3. Bentuk matriks P dengan kolom-kolomnya adalah vektor-vektor pada basis
yang diperoleh pada langkah 2. Matriks ini akan mendiagonalkan A secara

ortogonal.

Teorema 4:

Misalkan xrlx adalah bentuk kuadratik dalam variabel-variabel di x, dimana A adalah

matriks simetris. Jika P mendiagonarisasi I secara ortogonal, dan x = py, maka
diperoleh bentuk kuadratik

yrDy,......... .............(3)

Hal. - 5 - dari 12 halamar,r
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dengan D adalah matriks diagonal dengan enffi-entri diagonal utamanya adalah nilai

eigen yang sesuai.

Bentuk pada persamaan (3) diatas tidak memiliki suku-suku hasilkali silang.

Dengan demikian, jika diterapkan pada bentuk kuadratik yang diasosiasikan pada suatu

persamaan irisan kerucut maka persamaan (3) merupakan bentuk kuadratik yang

diasosiasikan pada suatu bentuk kanonik (standar) irisan kerucut.

Berikut bentuk-bentuk kanonik masing-masing irisan kerucut:

1. Ellips atau lingkaran

x' v'
1+i;=l; a,b>O
a' b'

v

b)
b) b)

(a, (a, o) (a o)

(0, -D) (0, -b)
(0, -D)

a<b a>b a= b

2. Iliperbola

vv

-4,-4,

2 2

v l, atau

a,

22Z=-\=t: a,b>o
a' b'

x
o' b2

v
v

(0, a) x

-a)
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3. Parabola

f :w, p*o

v

p>0 p<0

x2:py, p*o

x

p>0 p<0

Gambar 3

Jadi, dengan menerapkan proses diagonalisasi pada bentuk kuadratik suatu irisan

kerucut tertentu, maka akan diperoleh salah satu dari bentuk standar di atas. Dengan

demikian kita dapat menggambarkan dengan mudah irisan kerucut tersebut.

METODE PEI\IELITIAN

Penelitian ini dimulai dari hasil studi pustaka dengan mempelajari beberapa karya

ilmiah yang disajikan dalam bentuk jurnal, bulletin ataupun buku. Dari data-data atau

konsep yang telah dikumpulkan, dilakukan proses analisis dengan cara menghubungkan

satu atau beberapa konsep dengan kaidah matematika yang benar. Kemudian

merumuskan suatu konsep yang diperoleh dari hasil hubungan tersebut. Sehingga

Hal.-7-dari 12halaman
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diperoleh hasil berupa langkah-langkah untuk mendiagonalisasi bagian kuadratik dari

suatu persamaan irisan kerucut, sehingga diperoleh persamaan irisan kerucut yang bebas

dari suku hasilkali silang. Akibatnya bentuk irisan kerucut dengan mudah dapat

digambarkan.

HASIL DAII PEMBAIIASAI\

Misalkan persamaan bentuk matriks irisan kerucut berikut

xrAx+ Bx+7= 0,............... ............... (4)

dimana

': [;] 
, n:U 2), n=td el

Persamaan di atas menunjukkan batrwa irisan kerucut tersebut berada dalam bidang

koordinat ry.Kita akan mentransformasikan sumbu ry, sehingga masing-masing sumbu

dari irisan kerucut sejajar dengan sumbu-sumbu koordinat yang baru. Ini dapat

diperoleh dengan merotasikan sumbu koordinat xy menjadi sumbu koordinar x'y',

sehingga persamaan irisan kerucut yang berada pada sistem koordinat x,yL tidak

mengandung suku hasilkali silang. Berikut uraian dari langkah-langkah yang dilakukan.

Langkah 1:

Cari sebuah matriks

P:

Langkah 2:

Pertukarkan kolom-kolom dari P, jika diperlukan untuk menjadikan de(P) =l untuk

menj amin bahwa transformasi koordinat ortogonal

f p,,

lo,,
Pn

Pzz

yang secara ortogonal mendiagonalisasi A.

lxl f *'fx: Px', ru',u 
Lrl 

= rlr,) (s)

adalah suatu rotasi

Hal.-8-daril?halaman
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Langkah 3:

Untuk mendapatkan persamaan irisan kerucut di dalam sistem x'y' substitusikan (5) ke

dalam (a). Hal ini menghasilkan

(Px')rA(Px') +B(Px') +-f: O

atau

1x"f 1f ,lr)x'+ (BP)x' +.f:0................ ...... (6)

Karena P secara ortogonal mendiagonalisasi,4, maka

pr,qp:14 o l.
L o )'r)'

dimana 1'r dan Lz adalah nilai eigen dari A. Sehingga (6) dapat dituliskan kembali

sebagai

r*' ,tlX i)li)., qloo',:,, 
i','.lli)+r:o

atau

4*'' + Ly'' +d'x'+e'y'+ f =0 (7)

dimana d : dotr * epzt dan e' : dpn + ep22.Persamaan (7) tidak memiliki suku

hasilkali silang.

Contoh :

Gambarkan irisan kerucut dengan persamaan 5x2 - 4xy + By' - 36 : 0.

Penyelesaian:

Bentuk matriks dari 5x2 -4xy + tf -ZA: 0 adalah

x'Ax- 36 = o

dengan

lrl [sx:l l, A:l -Lv)' l-2
Misalkan l" adalah nilai eigen dari matriks simetris A.Maka

2

8

sehingga diperoleh nilai eigen dari A adalah l. : 9 dan l. : 4

: t2 -13i, + 36 : (x- 9) (x-4 ) : o

Hal.-9-dari12halaman
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Jika x vektor eigen yang sesuai nilai eigen )": 9, makaAx: 9x atau

(91-A)x:0 * 
l: 0xI

+l
ol

Ir<>l
Lo

X = 0, dengan -: 
[f,]

<) r+ Yry:0

lrl l--rl<) x- 
Lr-l 

: 
L ,'l''dengan'Parameter'

Jika x vektor eigen yang sesuai nilai eigen ?" = 4, maka Ax: 4x atau

(41-A)x:0 <)

rl
2y

-1
2

I

0

t

t
x

[+-]

)t r:l

)[ 
"+]

_rlfl
',f l

[?],[ .{]

z1lx:0
-4)

-21
oj*: o' dengan x:

-0

lil
,.6

o *= [" lz1

t.,-l 
: 

[t ]t ' 
a"neun s Parameter'

Sehingga diperoleh vektor-vektor pada basis ruang eigen,yaitu

[-rl lzl
'' 

:1 
,'_loun " 

= 
L;_]

Selanjutnya akan dilakukan proses Gram-Schmidt terhadap vektor-vektor tersebut

untuk mendapatkan matriks P yang mendiagonalisasi I secara ortogonal. Misalkan
vektorpr dan p2adalah hasil dari proses tersebut, maka

lr:ffiffi:

<f

<)

t?l

t?l ([?] [ r:]

I-r
ILP:lprp']:lf
LJs

lz
IT
L"A ],

dimana
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Susunan kolom dari P disesuaikan agar det(P) : 1. Karena itu transformasi koordinat

ortogonal

x: Px'

adalah sebuah rotasi. Dengan menerapkan persamium (6) diperoleh

r,, ,,,[l ;][;:] _ 36: o

atau

4x'? +9y'' -36=0 utuu {+4=t,94
yang merupakan persamaan elips. Vektor pl dan p2 beftitrut-turut adalah vektor pada

sumbu koordinatx'y'. Sehingga diperoleh gambar irisan kerucut berikut:

Yusm eUSEMNAS&IAT-UNP/2007

x,
(3, g)--

x

A vv

(0,2

\ (0, -2)

t

Jika irisan kerucut yang ditransformasikan tidak berpusat di titik asal (0, 0), kita cukup

melakukan langkah rotasi di atas. Selanjutnya kita dapat menerapkan cara yang biasa

ketika menggambarkan suatu irisan kerucut yang berpusat di titik (a, b), atau kita dapat

melanjutkan dengan langkah berikutnya yaitu melakukan translasi terhadap sistem

koordinat x'y' .

KESIMPT]LAI\ DAh[ SARAN

Berdasarkan pembahasan diatas dapat ditafik beberapa kesimpulan, yaitu:

I. Setiap persam:urn irisan kerucut memiliki suatu bentuk kuadratik yang dapat

ditransformasikan menjadi bentuk kuadratik yang tidak memiliki suku-suku

perkalian silang dengan melalcukan proses diagonalisasi matriks.

Hal.- II -dari 12halaman
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2. Suatu irisan kerucut bentuk kanonik (standar) tidak memiliki suku-suku

perkalian silang.

3. Suatu irisan kerucut yang memiliki suku perkalian silang mengindikasikan

bahwa irisan kerucut tersebut diputar sehingga keluar dari posisi standarnya-

Berdasarkan uraian di atas hingga kesimpulan dapat dipahami bahwa setiap bentuk

kuadratik dapat difiansformasikan menjadi bentuk kuadratik yang lebih sederhana.

Suatu irisan kerucut memuat bentuk kuadratik dengan dua variabel. Begitu juga dengan

permukaan kuadrik memiliki bentuk kuadratik yang diasosiasikan dengan tiga variabel.

Karena itu bagi perninat aljabar dan geometri dapat pula melanjutkannya pada

permukaan kuadrik.
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