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ABSTRAK

Secara umum suatu persamaan irisan kerucut terdiri atas tiga
bagian, yaitu suku-suku kuadrat, suku perkalian silang, dan suku-suku
linier. Suatu irisan kerucut akan mudah ditentukan bentuknya jika tidak
mengandung suku perkalian silang, sebaliknya itu cukup sulit ditentukan.
Secara analitik suatu irisan kerucut merupakan persamaan bentuk
kuadratik. Suatu konsep dalam pembahasan aljabar linier dapat
diterapkan untuk mempermudah menemukan suatu bentuk dari irisan
kerucut. Proses diagonalisasi dapat merubah suatu bentuk kuadratik
menjadi bentuk lain yang tidak memuat suku-suku perkalian sjla: TG
dengan melakukan diagonalisasi terhadap bagian kuadara ./ K3
tulisan ini menyajikan penerapan suatu konsep aljabar '
suatu bentuk dari irisan kerucut.

Key words : Irisan kerucut, transformasi,
diagonalisasi.

PENDAHULUAN
Pada bagian ini disajikan dua konsep dasar, yaitu irisan kerucut dan proses diagonalisasi
matriks. Beberapa pengertian dan sifat dasar akan disajikan di sini. Melaluj kajian
terhadap terhadap konsep dasar ini dirancang suatu cara untuk menyelesaikan

permasalahan yang diajukan.

A. Irisan Kerucut
Dalam geometri irisan kerucut, suatu kerucut dapat dipandang sebagai bangun geometri

yang mempunyai dua bagian, yang meluas ketakberhingga dalam dua arah, Pembahasan
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pada tulisan ini dibatasi pada kerucut lingkaran tegak. Sebagian kerucut lingkaran tegak

yang terdiri atas dua bagian dapat dilihat pada gambar berikut.

{emeeee. SUMbU

bagian atas

puncak

bagian bawah

pembangkit

Gambar 1

Suatu pembangkit disebut juga elemen dari kerucut, yaitu garis yang terletak pada
kerucut, dan semua pembangkit suatu kerucut melalui titik ¥ yang dinamakan puncak.
Suatu irisan kerucut adalah kurva perpotongan antara suatu bidang dengan kerucut
lingkaran tegak. Terdapat lima jenis kurva yang terjadi dari irisan tersebut, yaitu garis,
lingkaran, parabol, ellips, dan hiperbol seperti terlihat pada Gambar 2. Garis terjadi jika
bidang pemotong memuat tepat satu pembangkit. Dalam hal ini bidang pemotong juga
melalui puncak kerucut. Lingkaran terjadi jika bidang pemotong tegaklurus dengan
sumbu kerucut. Parabol terjadi jika bidang pemotong sejajar dengan tepat satu
pembangkit. Ellips terjadi jika bidang pemotong tidak sejajar dengan pembangkit
manapun, atau bidang pemotong memotong semua pembangkit. Hiperbol terjadi jika |
bidang pemotong sejajar dengan-dua pembangkit, sehingga bidang pemotong akan

memotong kedua bagian kerucut.
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lingkaran parabol

/\

ellips hiperbol

Gambar 2

Suatu titik juga dapat dinyatakan sebagai suatu irisan kerucut, yaitu jika bidang melalui
titik puncak memotong kerucut secara horizontal.
Secara analitik suatu irisan kerucut dapat disajikan dengan bentuk persamaan

berikut, yang disebut juga bentuk umum persamaan irisan kerucut.

ax® +2bxy+cy’ +dxtey+ f =0 e 1)
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Persamaan di atas secara aljabar dapat dimanipulasi menjadi persamaan bentuk matriks
berikut:

o e s

atau dapat dinyatakan sebagai

X'AX + Bx + f= 0,

dimana

x=m, A=[Z ’:J B=[d e].

Suku x"4x disebut Jjuga bentuk kuadratik yang diasosiasikan. Dalam bentuk ini kita
selalu dapat memilih matriks A sebagai matriks simetris, meskipun terdapat
kemungkinan lain. -
Pembahasan berikutnya akan disajikan suatu sifat yang dapat mentransformasikan
suatu bentuk kuadratik yang memuat suku hasilkali silang menjadi bentuk yang tidak

memuat suku hasilkali silang.

‘B. Diagonalisasi Bentuk Kuadratik

Misalkan x"4x suatu bentuk kuadratik yang diasosiasikan dari suaty persamaan irisan
kerucut dengan memilih A sebagai matriks simetris. Bagian ini akan diperlihatkan
bahwa, jika P suatu matriks ortogonal, perubahan variabel

X =Py

akan mengkonversikan bentuk kuadratik x"4x menjadi

(PY)'A(Py) = y'(P "4P)y. Q)

Karena kita memilih 4 matriks simetris maka matriks P T4P juga simetris, sehingga
persamaan (2) adalah sebuah bentuk kuadratik baru dalam variabel-variabel y.
Pemilihan matriks P pada proses ini sangat menentukan agar bentuk kuadratik yang
baru tidak memiliki hasilkali silang. Sifat-sifat berikut menyajikan suatu cara pemilihan

matriks P.
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Teorema 1:
Jika A adalah matriks simetris berukuran 7 x »n dengan nilai-nilai eigennya Aq, Ay,..., A,
dalam urutan menurun dengan x dibatasi || x| = 1 relatif terhadap perkalian dalami
Euclid di R", maka

a. A > x'dx > Mn

b. x"Ax = A, Jika x adalah vektor eigen dari A yang sesuai dengan nilai eigen A,.

Teorema 2:

Jika A adalah matriks berukuran » x n, maka pernyataan berikut ekivalen :
a. A terdiagonalkan secara ortogonal,
b. A mempunyai suatu himpunan ortonormal dari n vektor eigen.

c. A simetris.

Teorema 3:
Jika A adalah matriks simetris berukuran » x n, maka :
a. semua nilai eigen dari A adalah bilangan riil.

b. vektor-vektor eigen dari ruang eigen yang berbeda adalah ortogonal.

Melalui sifat-sifat ini kita dapat menyusun langkah-langkah untuk mendiagonalkan
matriks simetris 4, yaitu :
1. Temukan basis untuk setiap ruang eigen dari 4
2. Terapkan proses Gram-Schmidt terhadap vektor-vektor basis pada ruang
hasilkali dalam Euclid, sehingga diperoleh suatu basis ortonormal.
3. Bentuk matriks P dengan kolom-kolomnya adalah vektor-vektor pada basis
yang diperoleh pada langkah 2. Matriks ini akan mendiagonalkan 4 secara

ortogonal.

Teorema 4:
Misalkan x"4x adalah bentuk kuadratik dalam variabel-variabel di x, dimana 4 adalah
matriks simetris. Jika P mendiagonalisasi 4 secara ortogonal, dan x = Py, maka

diperoleh bentuk kuadratik

y' Dy, 3)
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dengan D adalah matriks diagonal dengan entri-entri diagonal utamanya adalah nilai
eigen yang sesuai.

Bentuk pada persamaan (3) diatas tidak memiliki suku-suku hasilkali silang.
Dengan demikian, jika diterapkan pada bentuk kuadratik yang diasosiasikan pada suatu
persamaan irisan kerucut maka persamaan (3) merupakan bentuk kuadratik yang
diasosiasikan pada suatu bentuk kanonik (standar) irisan kerucut.

Berikut bentuk-bentuk kanonik masing-masing irisan kerucut:

1. Ellips atau lingkaran

2 2

+ =1; a,b>0

QN‘ =
A

O’ -b ; 0, -b
, -b) (0, -b) ©,-)
4 \ 4 v
a<b a>b a=b
2. Hiperbola
2 2 2 2
%-L:l, atau %--%:1, a,b>0
a b a . b
Ay
I K/
< A (a, 0) X P 0, x
/ =
,, /~
v
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3. Parabola
y'=px, p#0
Ay Ay
< & ,\ X
v 2
p>0 p<0
Xt = =0
Ay by, p Ay
< X < X
v v
p>0 p<0

Gambar 3

Jadi, dengan menerapkan proses diagonalisasi pada bentuk kuadratik suatu irisan
kerucut tertentu, maka akan diperoleh salah satu dari bentuk standar di atas. Dengan

demikian kita dapat menggambarkan dengan mudah irisan kerucut tersebut.

METODE PENELITIAN
Penelitian ini dimulai dari hasil studi pustaka dengan mempelajari beberapa karya?
ilmiah yang disajikan dalam bentuk jurnal, bulletin ataupun buku. Dari data-data atau
konsep yang telah dikumpulkan, dilakukan proses analisis dengan cara menghubungkan
satu atau beberapa konsep dengan kaidah matematika yang benar. Kemudian

merumuskan suatu konsep yang diperoleh dari hasil hubungan tersebut. Sehingga
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diperoleh hasil berupa langkah-langkah untuk mendiagonalisasi bagian kuadratik dari
suatu persamaan irisan kerucut, sehingga diperoleh persamaan irisan kerucut yang bebas
dari suku hasilkali silang. Akibatnya bentuk irisan kerucut dengan mudah dapat

digambarkan.

HASIL DAN PEMBAHASAN

Misalkan persamaan bentuk matriks irisan kerucut berikut

X'AX +Bx +f=0, @)

o[} el ewa

Persamaan di atas menunjukkan bahwa irisan kerucut tersebut berada dalam bidang

dimana

koordinat xy. Kita akan mentransformasikan sumbu xy, sehingga masing-masing sumbu
dari irisan kerucut sejajar dengan sumbu-sumbu koordinat yang baru. Ini dapat
diperoleh dengan merotasikan sumbu koordinat xy menjadi sumbu koordinar x'y’,
sehingga persamaan irisan kerucut yang berada pada sistem koordinat x'y"-tidak

mengandung suku hasilkali silang. Berikut uraian dari langkah-langkah yang dilakukan.

Langkah 1:

Cari sebuah matriks
p= [Pn P12j|
Py Pn
yang secara ortogonal mendiagonalisasi A.
Langkah 2:

Pertukarkan kolom-kolom dari P, jika diperlukan untuk menjadikan det(P) =1 untuk

menjamin bahwa transformasi koordinat ortogonal

x = PX', yaitu [1 - P|:xl ......................................... )
v Ty

adalah suatu rotasi.
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Langkah 3:
Untuk mendapatkan persamaan irisan kerucut di dalam sistem x'y’ substitusikan (5) ke
dalam (4). Hal ini menghasilkan

(PX)"A(Px') + B(PX') + =0

atau
(x')" (PAP)x' + (BP)x' +f=0. ©6)
Karena P secara ortogonal mendiagonalisasi 4, maka
0
P'4p= [ﬂ‘ }
0 4
dimana A, dan A, adalah nilai eigen dari 4. Sehingga (6) dapat dituliskan kembali
sebagai
,oalA OJIix’J Pu Pu | X
[ ¥l J+la e |+f=0
[ 0 4 jly P Pnlly
atau

Y N N R e | B )

dimana d = dp;, + epz dan e’ = dpj; + epy. Persamaan (7) tidak memiliki suku

hasilkali silang.

Contoh :

Gambarkan irisan kerucut dengan persamaan 5x* — 4xy + 8y2 ~-36=0.

Penyelesaian :

Bentuk matriks dari 5x* — 4xy + 8)” - 36 = 0 adalah

X'Ax 36 =0 R

dengan

el

Misalkan A adalah nilai eigen dari matriks simetris 4. Maka

A- 2
> }=x2—13x+36=(x—9)(x~4)=0

det(Al — A) = det
2 A-8

sehingga diperoleh nilai eigen dari A adalah A =9 dan A = 4.

Hal. - 9 - dari 12 halaman



Yusmet/SEMNAS/MAT-UNP/2007

Jika x vektor eigen yang sesuai nilai eigen A = 9, maka 4x = 9x atau

4 2
OI-Hx=0 < ) l:lx=0

1 1
= 1 x =0, dengan x = *
0 0] - y

S x+%ly=0

_L
< x= [le = { 12}’ dengan ¢ parameter.
Yy

Jika x vektor eigen yang sesuai nilai eigen A = 4, maka Ax = 4x atau

@I-Ax=0 < [_1 2]x=0

2 —4

1 -2 X
et x =0, dengan x =

0 o0 ¥y
& x=-2y=0

2
& x= l:xJ = [Js, dengan s parameter.
Y
Sehingga diperoleh vektor-vektor pada basis ruang eigen,yaitu

e[}

Selanjutnya akan dilakukan proses Gram-Schmidt terhadap vektor-vektor tersebut
untuk mendapatkan matriks P yang mendiagonalisasi 4 secara ortogonal. Misalkan

vektor p; dan p, adalah hasil dari proses tersebut, maka
P _v_lz*___..__.l — |:'— %- = ._2._ (:A g}: [_‘j;J
Ml Jep L] VsLv] [ %

H
v2—<v2,p,>pl - 1]

i

i
—_ N
l_“__j
F*I'
G &
e
\/

W r T!
S &
i 1
| E——
—_— N
| SRS
S s

p2= uv2 —<V2aP1>P1” B 2— _ 2 _% _:/1_;_ = ._\/_5_ =
INUIES) EY
dimana
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Susunan kolom dari P disesuaikan agar det(P) = 1. Karena itu transformasi koordinat
ortogonal

x = Px

adalah sebuah rotasi. Dengan menerapkan persamaan (6) diperoleh
4 0 x'
[ ] ‘ x, -36=0
0 9)jy

12 2

4% +9y? 36 =0 atau —+2— =1,
oy 9 " 4

atau

yang merupakan persamaan elips. Vektor p1 dan p2 berturut-turut adalah vektor pada

sumbu koordinat x'y’'. Sehingga diperoleh gambar irisan kerucut berikut:
ANy2 A y
4

Jika irisan kerucut yang ditransformasikan tidak berpusat di titik asal (0, 0), kita cukup
melakukan langkah rotasi di atas. Selanjutnya kita dapat menerapkan cara yang biasa
ketika menggambarkan suatu irisan kerucut yang berpusat di titik (a, b), atau kita dapat
melanjutkan dengan langkah berikutnya yaitu melakukan translasi terhadap sistem

koordinat x'y’ .

KESIMPULAN DAN SARAN
Berdasarkan pembahasan diatas dapat ditarik beberapa kesimpulan, yaitu:
1. Setiap persamaan irisan kerucut memiliki suatu bentuk kuadratik yang dapat
ditransformasikan menjadi bentuk kuadratik yang tidak memiliki suku-suku

perkalian silang dengan melakukan proses diagonalisasi matriks.
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2. Suatu irisan kerucut bentuk kanonik (standar) tidak memiliki suku-suku

Yusmet/SEMNAS/MAT-UNP/2007

perkalian silang.
3. Suatu irisan kerucut yang memiliki suku perkalian silang mengindikasikan
bahwa irisan kerucut tersebut diputar sehingga keluar dari posisi standarnya.
Berdasarkan uraian di atas hingga kesimpulan dapat dipahami bahwa setiap bentuk
kuadratik dapat ditransformasikan menjadi bentuk kuadratik yang lebih sederhana.
Suatu irisan kerucut memuat bentuk kuadratik dengan dua variabel. Begitu juga dengan
permukaan kuadrik memiliki bentuk kuadratik yang diasosiasikan dengan tiga variabel.
Karena itu bagi peminat aljabar dan geometri dapat pula melanjutkannya pada

permukaan kuadrik.
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