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Kata Pengantar

Puji syukur penulis aturkan kepada Tuhan Yang Maha Kuasa karena dengan

karuniaNya penulis mampu menyelesaikan makalah dengan judul Keterkon-

trolan Sistem Linier.

Pengetahuan mengenai sistem linear sangat diperlukan untuk mengetahui ke-

lakuan dari suatu proses dinamik. Walaupun dalam kenyataan pada bidang

teknik dan industri sangat sedikit sistem yang dijumpai dalam bentuk linier,

tetapi sistem ini sering kali digunakan untuk mendekati model tak linear. Se-

lain itu, pengertian mengenai sistem linear sangat berguna untuk mempelajari

sistem nonlinear.

Terima kasih penulis aturkan kepada rekan-rekan sejawat yang telah mem-

baca makalah ini dan memberikan masukan berharga tentang perbaikannya.
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Padang, November 1998

I



Daftar Isi

Kata Pengantar

Daftar Isi

1 Pendahuluan
1.1 Latar Belakang

L.2 Permasalahan

2 Pembahasan
2.I Persamaan Linier
2.2 Nilai dan Vektor Eigen
2.3 Fungsi Delta Dirac .

2.4 Ouput yang Terkontrol
2.5 State yang Dapat Dikontrol

3 Kesimpulan
Daftar Pustaka

ii

1

1

2

3

3

4

6

7

15

24

25

ll

I



Bagian 1

Pendahuluan

1.1 Latar Belakang

Pengetahuan mengenai sistem linear sangat diperlukan untuk mengetahui ke-

lakuan dari suatu proses dinamik. Walaupun dalam kenyataan pada bidang

teknik dan industri sangat sedikit sistem yang dijumpai dalam bentuk linier,

tetapi sistem ini sering kali digunakan untuk mendekati model tak linear. Se-

lain itu, pengertian mengenai sistem linear sangat berguna untuk mempelajari

sistem nonlinear.

Dalam aplikasi, suatu sistem dapat terkontrol atau tak terkontrol, penentuan

suatu sistem terkontrol atau tidak sangat diperlukan untuk mengawali penye-

lesaian terhadap sistem tersebut.
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L.2 Permasalahan

Permasalahan yang akan dibahas pada makalah ini adalah apa syarat perlu

dan cukup bagi keterkontrolan suatu sistem linier, atau apa syarat perlu dan

cukup untuk output yang terkontrol dan state yang dapat dikontrol.
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B an 2

Pembahasan

Untuk memudahkan pemahaman tentang koterkontrolan sistem linier, perlu

terlebih dahulu dibahas tentang; persamaan linier, nilai dan vektor eigen,

dan fungsi Delta Dirac. Dianjurkan pada pembaca untuk membaca makalah

Minimisasi Dalam Ruang Hasil Kali Dalam dan Masalah Titik (tjung Bebas,

terutama bagian; hasil kali dalam, transformasi linier, transformasi adjoint,
dan matriks transisi.

2.L Persamaan Linier

Definisi 2.L Rang matriks adalah banyaknya maksimum baris atau kolom ma-

triks yang bebas linear.

Teorema 2.1 Sistem persarnaan linear A* : b mempunyai solusi jika dan

hanya jikarang (A) : rang(A b).

agi
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Bukti: Perhatikan bahwa ro,ng (A b) sama dengan rang (A) atau rang (a)+
1. Misalkan Ar, : b mempunyai solusi. Maka b merupakan kombinasi lin-

ear dari kolom-kolom dari A. Karena itu rang(A b) tidak dapat melebihi

rartg (A). Jadi rang (A b) : ,ong (A). Sebaliknya jika rang (A b) :
rang (A), maka b harus merupakan kombinasi linear dari kolom-kolom A.
Karena jika tidak rang (A b) : ,ang (A) * 1. Tetapi ini berarti Ar : 6

mempunyai solusi. D

Teorema 2.2 Misalkan A adalah matriks rn x n.. untuk setiap y e F*,

sistem percanxal,n linear Aa : y selalu dapat diselesaikan (untuk t) jika dan

hanya jika rang (A) : ,n.

Bukti: Misalkan rang (A) : rn, rang(A y) harussamadengan rang (A)
Sehingga menurut Teorema 2.1.1 sistem Ar : gr dapat diselesaikan. Seba-

liknya andaikan rarlg (A) < rn. Misalkan -El adalah matriks yang diperoleh

dari A dengan operasi baris elementer, sehingga minimal baris terakhir nol.

Maka persamaan Rn : err. dimana elemen ke-m dari er, tidak nol, tidak

mempunyai solusi. Ini mengakibatkan pasti ada b e Rn sehingga Ar : b

tidak mempunyai solusi. Atau dengan kata lain sistem Ar : u tidak selalu

dapat diselesaikan. Jadi Pengandaian salah sehingga rang (A) : ,n. n

2.2 Nilai dan Vektor Eigen

Definisi 2.2 Misalkan T : V -+ V adalah transformasi. linear. Vektor t, e

vrr * o dan memenuhir* : )a, untuk suatu 
^ 

€ lr disebut uektor eigen

dan ), disebut nilai eigen.
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Lemma 2.1 Transforntasi linearT z V -> V rnernpunyai nilai eigen A : 0

jika dan hanya jika l{er(f) * O.

Bukti: Misalkan 7 mempunyai nilai eigen .\ : 0 maka 3 a * 0 yang

bersifat Tt : ,\c : 0. Jadi r e l{er(?) atau I{er(T) I 0. Sebaliknya

misalkan I<er(T) 10. MakaSr € l{er(T),c * 0 dan T(*):0 atau

dapat ditulis T(*): 0o. Jadi 0 adalah nilai eigen dari 7". D

Lemma 2.2 Misalkan T z V -) V adalah transformasi linear yang ad-

joint dengan diri sendiri, dimana V adalah raang hasil kali dalam dengan

dirn(V) - n. Maka V mempunyai basis ortonormal Aang rnerapakan uektor

eigen dariT

Bukti: Buktinya menggunakan induksi untuk dirn(V) : n. Teorema

benar untuk rt, : t. Misalkan Teorema benar untuk dirn(V) : n. - L.

Akan dibuktikan teorema juga benar untuk dirn(V) - n. Misalkan u1

adalah vektor eigen dari ? dengan nilai eigen,\1. Asumsikan llulll : 1. Tulis

W : span{u1} dan perhatikan bahwa dirrt.(Wl): n - 1. Misalkan

u e. utl. Maka (u1,!|(u)) - (T(u),u) : (lrzr,a) : Ar(rr,u) : 0.

Sehingga T(") € Wt. Ini menunjukkan bahwa ? yang dibatasi untuk Wr
memberikan operator linear Tl*, : Wt + WL yang juga operator linear

yang adjoint dengan diri sendiri. Dari induksi, V[/a memiliki basis ortonormal

yang merupakan vektor-vektor eigen dari ?lsz.. Basis ini, bersama-sama

dengan ?r1, rn€rrberikan basis yang diinginkan untuk V. tr

Definisi 2.3 Q matriksn xn dikatakan definit positif jika (t,Qrl )

0, Vc e Cnrt#0.
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2.3 F\rngsi Delta Dirac

Definisi 2.4 Fungsi delta Dirac didefinisikan sebagai berikut

d(al)-s n*o

L 6(*) d* - t.

Lemma 2.3 Misalkan f fungsi kontinu di c. Maka

t: f (r)6(c - r) da - f (c).

Bukti: Nilai -nilai dari integran sama dengan 0 kecuali untuk t : csehingga

f (o) dapat diganti dengan f (").Ini memberikan

f* r@
I t@)d(. - *) d* : t@) I d(" - t) do - f (c). tr
J-o J-*

Lemma 2.4 [:*d(b - ")6(q - r) d,r: d(b - q).

Bukti:

LLrh)6(u-,)6ot - r)d,rdr1 -

t: d(b - r)drt: f Ot)6(rt - r)dq - t:
L f @)6(u - q) dq.

f (r)6(b - r)dr

dn -o.

Oleh karena itu

l* tOt t/_ d(b - ,)d(,t - r) d,r - d(b - ,)]
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Karena berlaku V f (n), maka diperoleh

L d(b - ,)6(rt - r) dr - d(b - ?) : 0.

Atau

t: d(b - r)6!t - r) d,r: d(b - q). D

2.4 Ouput yang Terkontrol

Diberikan sistem

i-A(t)a*B(t)u*E(t)u,
(2.1)

v-C(t)r*D(t)u*F(t)u,

dimana A, B, c, D, E, dan F berturut-turut menyatakan matriks rt x n,
rt x r, trl x rt, nt x r, n X p, dan tn x p. o e Cn disebut vektor state,

Y e R'" vektor ouput, u e. H vektor input (control), dan tr.r e Rp vektor
disturbance.

Ingin diketahui apakah terdapat input u(t) yang mentransfer a(t) dari y(ts)
ke y(t1).

Definisi 2.5 untuk suatuu:(t) yang ditentukan sebarang, sistem z.l d,ikatakan

rnem,punaai output terkontrol pada saat ts jika untuk setiap ys dan ar se-

barang, terdapat u(t) dan tt, to < t < t1 ( oo, sehingga output y(t) yang

berkaitan dengan u(t) memenuhi A(to) : Aot A(t) : Ut.
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Misalkan A(t, r) adalah matriks transisi dari sistem persamaan diferensial

i : A(t)* dan rang lC(to),D(to)] : nL. Maka kita punyai teorema

berikut.

Teorema 2.3 Sistem 2.1 mempunyai output terkontrol pada saat ts iika dan

hanya jika nol bukan nilai eigen dari Y (tsrt1) untuk suatu h ) to dimana

Y(to,tr) I t:: G(r)Gr Q) ar (2.2)

G(") U- c1tr1o(t1,r)B(r) + D(rI) 6(t1 - r).

Bukti: Perhatikan hubungan berikut

y(tr) : C(rr)O (tr,to)r(to) + ,O(tr)r(tr) * r(tr)to(tr)

+t C(tr)o(tr, r)lB (r)u(") + E(r)u:(r)j d"

Dengan menggunakan Lemma Dirac delta, diperoleh

y(tr) : c(t)a(tr, to)c(to) + r(tr)-(tr)

+I C(rl ) o (tr, r) E (r)u (r) dr

+t [C(tl)o(tyr)B(r) + D(tl)d(t, - r)]u(r) dr.

Untuk mencari solusi u(t) , mula-mula dihitung r(tg)

a$o) : C (to)t(to) + D(ts)u(ts) + rlto;?r,(to)
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al(to)

(ro) D(to) - a(to) - F(ts)u'(ts).

u(to)

Karena rang dari lC(to),D(to)l : rn, maka [C(til D(ti] mempunyai

invers kanan. Ini mengakibatkan adanya sorusi, untuk n(to) dan u(ts).
Selanjutnya definisikan transformasi linier

T(u) - [c(tr)o(t1,r)B(r) + D(t)6(t, - r)]u(r) d,r

G(r)u(r) dr

dimana

G(") 9 c(tr)o (t1,r)B(r) + oltr;6(r1 - r)
dan tulis

U : v$r) - C(tl)O (tr,ts)t(to) - .r(tr)-(rr)

t:, C(tl )o(t y r) E (r)u (r) dr

maka diperoleh f @): U. Untuk menentukan transformasi adjoint dari ?,
perhatikan

@,r@)) - (T* (u), u) - t:"'
orG(r)u(r) dr

Sehingga

T- (u) - G' (t)o dan

t"

I
t:"'

I



TT* (u) - [" *1r1cr (r) d,r u.
Jto

Tlansformasi 7?* adalah matriks n x rt., nyatakan sebagai y(to,,t1) yaitu

Y(to,tr) I 
f',' *1r1cr(r) d,r.

Sistem 2.1 outputnya terkontrol

e T(u) : U punya solusi z(t) untuk ! sebarang

e l{er(?.) - O (2.3)

e l{er(|f.; - g (2.4)

e TT* - Y(tortt) tidak mempunyai nilai eigen

yang sama dengan nol. fI

Jika didefinisikan

Y(to,,tr) : D(t)Dr(tr)d + D(tL)BrltSe rltry

+ c(tt)B(tr)D '(tr) + c(tL)x(to,h)e r (t) (2.6)

10
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x(to,tr) I [,' *rrr,r)B(r)Er(r)6 , (tr,r) d.r (2.5)

dan dengan menggunakan Lemma Dirac delta, yaitu Lemma 2.4, maka 2.2

dapat dinyatakan dalam bentuk



dimana d menyatakan bilangan positif besar sebarang yang merupakan indeks

nilai fungsi delta Dirac di nol.

Lemma 2.5 Misatkan Y(ts,t) E I:, Ge)Gr(r) d,r, d,imana G(r)

adalah matriks n x rn sebarang. Maka pemyataan berikut ekiualen.

1. Nol bukan nilai eigen dariY(ts,t)

2. lY(to,tr)l # o

3. Y(to,rr) ) O (definit positif )

Bukti: 1.=+ 2. Definisikan

adalah nilai eigen dari Y maka

o(,\) - l(L - AI)1 . Jika ,\r,.\2,... ,4,,

o(,\) - l(y - ^r)l 
: (A, - I)(A, - .\)... (A. _ 

^)

o(0) - l)al : Ar,\2...,),,.

Jika diketahui nol bukan nilai eigen dari Y maka \t * O V i, jadi

lvl * o.

2.+ 3. Diketahui lf l I 0 akan ditunjukkan y ) 0

Karena Y adjoint dengan diri sendiri, maka terdapat himpunan ortonormal

€rt€2s"' t€nt yang merupakan vektor eigen dari Y, yang berturut-turut
berkorespondensi dengan nilai eigen Arlz, . . . , Arr. Selanjutnya karena

lr.l :flro#o 4),+ovi.
ta

i:1

11
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Maka diperoleh

\; :QrYe;4 O dimana Ye; -,li€i, e;Te; : 1

\t :4r G(r)Gr (r)dr €i

t:"' llGr (r)e1ll2 ar > o.

Tetapi karena vektor eigen €tt €2t . . , s €n merupakan basis dari Cn, mal<a

untuk sebarang vektor t e Cn dapat dinyatakan sebagai * : Di:t aiei.
sehingga

U:"', )

rrYr, - t .\ilorl'.
tt

i:1

12

Tetapi karena semua A; positif, maka DL, .\iloil' > 0 dan ini sama dengan

nol jika semua c; s&m& dengan nol, yaitu jika z - 0. Jadi y > 0. D

3.+ 1. Misalkan .\ nilai eigen dari Y maka

Yo,:\r, 0+O

r,TY* -- dT \r - rllu ll'

. _ ErYt
^ - ;;c;r'

Karena diketahui Y definit positif maka ,\ positif. Jadi nol bukan nilai eigen

dari Y. n

Sistem Invarian terhadap Waktu



Jika matriks A, BrCrDrE, dan F konstan maka dari (2.3) dan (2.a) diper-

oleh

x(ts,,tr) - t:: "A(h-r) 
pgr uAr(tt-") d,r (2.7)

y(to,tr) : DDr6 + DEre r + cBD, + cxlto,h)e r. (2.8)

Sehingga, dari Teorema 2.1 dan Lemma2.l, diperoleh hal berikut.

Sistem invarian terhadap waktu outputnya terkontrol pada saat t6 jika dan

hanya jika

Y(to,tr) ) o. (2.e)

Teorema 2.4 Sistem inaarian terhadap waktu

i:Ar*Bu
(2.10)

A:Cr

outputnya terkontrol jika dan hanya jika

cxe?>0 (2.11)

atau ekiualen dengan

ed!1ce cAB cA*-rB) (2.12)

nlernpunaax ro,rlg rrl

13

.r:.,' ,. . ,ii::;lr\.rii: f.J'fL'
il. -

'l i i' 1::'i I li' ijG



Bukti: Dari (2.7) dan dengan mensubstitusikan D - 0 ke (2.6) diperoleh

(2.9).Selanjutnya akan dibuktikan (2.10). Untuk itu definisikan

U s- a(tr) - CQ(A,h)a(ts)

: l:,' ce(tr,r)Bu(r)d,r: [" r"orr,-iBu(r)d,,
Jto

Dengan menggunakan

eA' : as(r)I * ar (r)A * a2(r)A' + . .. * c,,-r (r)A--,

diperoleh

U:DCAIB
,:0 t:, ai(tr, - r)u(r) dr.

ai: t:" ai(t, - r)u(r) dr

a-1

Definisikan

Maka

Ag

1,, cA,,
A1

u- C AN_I B (*)

an-l

Misalkan sistem (2.8) outputnya terkontrol maka untuk ! sebarang, persamaan

(*) dapat diselesaikan (untuktr). Sehinggamenurut Teorema2.2 rang P:
rrl. Sebaliknya misalkan rarlg P : nt, maka menurut Teorema 2.2 sistem

(*) selalu dapat diselesaikan (untuk u) . Jadi terdapat u yang memenuhi

persamaan tersebut. Dengan kata lain sistem terkontrol. tr

l4



2.5 State yang Dapat Dikontrol

Tinjau sistem persamaan diferensial

i-A(t)**B(t)uaE(t)u (2.13)

Definisi 2.6 Untuk suatuut(t) yang ditentukan sebarang, sistem 2.13 dikatakan

rnernpunyai state terkontrol pada saatts jika untuk setiap n(to) dan r(t) se-

barang, terdapat u(t) dan tr,, to < t < tr ( oo, seh,ingga solusi t(t) yang

berlcaitan dengan u(t) memenuhi 4to) : not t(tl) - *1. Yaitu, terdapat

u(t) yang membawakdn, ns ke t1 dalam waktu t1.

Teorema 2.5 Sistem 2.13 mempunyai state terleontrol pada saat ts jika dan

hanya ji,ka X(tsrtr) ) O untuk suatutr ) to dimana X(tort1) didefinisikan

oleh (2.3).

Bukti ini diperoleh dengan mensubstitusikan C: IrD -O dan F - 0 ke

Teorema 2.3 dan dengan menggunakan Lemma 2.5

Teorema 2.6 Sistem inuarian terhadap waktu i : Ar * Bu mempunyai

state terkontrol jika dan hanya jika X(ts, tr) ) O atau ekiualen dengan

e H 1a AB A*-L Bl (2.14)

rnernpunyl,i rang n. Bukti dari teorema ini diperoleh dengan mensubstitusilean

C : I, D : O dan F : O ke Teorema 2.2

15
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Keterkontrolan dari Transformasi Koordinat

Perhatikan Sistem linier

i:Aa*Bu
(2.15)

a:C**Du

Jika dilakukan transformasi koordinat a : Mq, dimana M adalah matriks

tak singulir, maka diperoleh

Mq: AMq * Bu

a:CMq*Du

atau

q:lr.q*8u
(2.16)

g-eq*Du

eo! cM.

Teorema 2.7 Transformasi koordinat dari state tidak mengubah keterkon-

trolan dari state atau output dari sistem linier

Bukti: Dari (2.4) diperoleh

Y(to,tr) : DDr6 + D@-'B)' (cM)r + }MM-LBDT

16
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//r? /* /ru -L z l"J

+ cMM-'x(to, tr)tttt-rr Mre r

1,"
q(tr) - e^"q(o) + "tttr"-tt-syu(r) dr

: DDrd + DEre ' + coD' + cx1to,4)e r

Jadi uji keterkontrolan, Y(ts, t1), tidak berubah. Hal ini menunjukkan bahwa

keterkontrolan dari output tidak berubah jika dilakukan transformasi koordi-

nat. Selanjutnya, dengan mensubstitusikan C : I, D : 0 diperoleh bahwa

uji keterkontrolan dari state, yaitu X(tort1), juga tidak berubah. !

Teorema 2.8 Misalkan A mempunyai nilai eigen Aang saling

berbeda d,an M Y lur o2 ... un), d,imanal)11,u2s. . . tan ad,alah uektor eigen

dari A. Maka sistem (2.16) rnernpunyai state yang terkontrol jika dan hanya

jika B -- M-t B tidak mempunyai baris nol.

Bukti: Dari (2.16 ) diperoleh

q: Itq * Bu

dimana It -- M-LAM dan rS - M-rB.
Andaikan baris dari 23 ada yang sama dengan nol, misalkan baris ke-i, maka

qt : \;qt,, dimana .\i adalah nilai eigen yang berkorespondensi dengan vektor

eigen ui. Dalam kasus ini komponen ke-i dari solusi, yaitu g; berbentuk gi -
ce\,t. Untuk c * O,q; tidak dapat dibawa ke nol didalam waktu hingga,

jika t -> oo. Ini berarti komponen ke-i tidak terkontrol. Sehingga solusi

tak terkontrol, bertentangan dengan sitem mempunyai state terkontrol. Ini

membuktikan bahwa jika statenya terkontrol maka 23 tidak mempunyai baris

nol. Sebaliknya, misalkan I3 tidak mempunyai baris nol. Solusi di tr dari

q : Ixq * Bu adalah

17
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Misalkan bi adalah baris ke'i dari l8 dan u(t) : DI:, /ie-\;t\l
dimana gi adalah konstanta yang tidak diketahui. Maka komponen ke-i dari

q(4) adalah

i:1 1,"
qr(t) - e\,t'q;(o) + !er,t. e^"bible-\i" d,rgi

fl

,L

atau

u-\;hq;(tr) - qr(o) - !{ar, 0gi
i:l

dimana 9i(t) - e-\rt b; dan

(oi,,oi) * 
Io" 

e1ft)ffir d,r.

Dalam bentuk matriks, setelah digabung, didapat

gr(tr)e-rrtr - ar(o)

qz(t)e-^ztt - qz(o)

qn(tr)e-^'tt - q,(0)

0,,

(or,0r) (or,0rl (or, o.l 0z

0n

18



atau

[e-Atro(tr) - q(0)] : l(0i,0i)19,, p - (*)

B-

Untuk menunjukkan bahwa invers dari [(g;(r),0t("))] ada perhatikan hal

berikut. Dari asumsi diketahui b; * 0 V i dan .\; berbeda. Ini mengakibatkan

{ei\)}, j : L,2,..., zr bebas linier. Misalkan G(t) - [gr(t) 9z(t) . . . 0,(t)]

dan definisikan

llc(t)cll'? - **'1/," "rg1e1r1a,)*,, 
t, e cn

Jelas bahwa , llG(t)lcll, : 0 e G(t) r : o. Karena {ei!)} bebas linier

maka persamaan G(t)* - 0 hanya dipenuhi oleh o - 0. Ini berarti matriks

Ii,Gr(")G(") dr definit positif. Sehingga menurut Lemma 2.5 matriks ini

tak singulir. Oleh karena itu

1,"l(or,oi)l - e-L"BBt u-T'r 4,

Gr (r)G(r) dr

adalah matriks tak singulir. Dari (*) didapat

B - lp{r), 0r'('))l-r 1"-Atr q(t1) - q(o)l

19

9,
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Jadi fungsi inputnya adalah

u(t) - gr.-TtB

V,

tt -1E T -fre e-A"r3r5 T 

"--Itr 
4,

X [e-Atr q(t) - q(o)]. n

Teorema 2.9 Sistem dalam bentuk Jordan

J1 B7

J2 B2
.tr 

-

20

r* u

Jp Be

rnernpunAai state terkontrol jika dan hanya jika

1. {bn rbit,, . . ., bxr} adalah himpunan bebas linier, dimana J;, Ji, . . ., Jn

adalah blok Jordan dengan nilai eigen sarna ),i dan b!, ad,alah baris ter-

akhir dari Bi.

2. bpt I o jika Jo adalah satu-satunya blok Jordan d,engan nilai eigen ),o.

(2.17)



Bukti: Untuk menyederhanakan pembuktian, asumsikan hanya ada tiga blok.

.\1 1o
A1 1

o.\1 1

0 .\1

00.\1

dengan BT : lb.., brz bB I bzt bzz I bt b32]. Menurut Teorema 3.2.2 dan

dari (3.15) diperoleh

p:lB AB A2B AsB A4B A68 AuBl

Bt JtBt 4E1 4E1 4f],, 4.8, Jf B,

Bz JzBz J?B, .];P,, JtB, JEB, J?B,

Bs JsBs J?B, JiB, JtB, J|B, J?B,

Dengan induksi matematika dapat dibuktikan bahwa

,rf bl; + uf-lal,+ f,rr1rc - l),\f-'zbl;

Jla, -
^fbl; 

+ k.U-1b1;

)f bl;
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^!bT, 
+ kxf-lbT2

$8, -

^lbL

Ifbf, + r.rf-'a3;
$e, -

^f 
b3;

Syarat perlu dari (2) cukup jelas karena, sebagai contoh, jika b32 : 0 maka

baris ke-7 dari P adalah baris nol dan rang P 1 n. Untuk melihat syarat

perlu dari (1), misalkan bzz : abrs. Maka dengan melakukan operasi baris

elementer (kalikan baris ke-3 dengan o lalu tambahkan ke baris ke-5) diperoleh

baris ke-5 menjadi baris nol. Ini berarti rang P 1n, sehingga sistem tidak

terkontrol.

Sebaliknya, akan ditunjukkan sistem (3.15 ) mempunyai state yang terkontrol'

Dengan melakukan operasi kolom elementer pada P diperoleh P' --

Tls
0
0
0
0

bor,l
bT,
o!t
bT,
bT,
o[,
bT,

bT,
o,'?t

0
bT,
0

(.\s -rr )bS1*b3; (r3-^?
(rs-rr )bfz

)bfi +2 (ls -)r )b3; -2rr (rs-)r ) bflr

()3 -^i)b3;-zr1 1r3 -111ofi,

Dua baris terakhir dari P', terdiri dari Bs, (Jr - ,\1.r)83, (J, -
.\1f)2I13, (J" - .\1.f)sBsr. . . . Akhirnya dengan melakukan operasi baris el-

ementer (pertukaran baris) diperoleh
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Ert 
-!-

b1;
brT, o
bT, bl;
bTt bT,
br'?i bT, 6l;
Bs (Js-trr)Bs (Js-Arr)2Bs (Js-)rr)sBs (Js-)rr)arls ...

Menurut svarat (1), brr,b22 bebas linier sehingga rang dari [:il] "orah2.oleh karena itu determinan tak nol 2 x 2 dapat dibentuk dengan mengha-
puskan kolom-kolom. Dari syarat (1), yaitu sifat kebebas linierannya, diperoleh
brc * 0. selanjutnya karena bsz * 0 maka determinan tak nol2 x 2 dapat
diperoleh dari [(Js - ,\1r)sBs (Js - xrr)4Bs]. Jadi matriks segitiga blok
bawah dapat dibentuk dari P" dan rang p" - rang p : n. Ini berarti
sistem (3.15) mempunai state terkontrol.

23



agiB 3an

Kesimpulan

Sistem

i - A(t)a * B(t)u* E(t)uti a - C(t)r,* D(t)u* F(t)u
mempunyai output terkontrol pada saat ts jika dan hanya jika y(t6, ,r) ) 0

untuk suatu h ) to dimana

Y (to,tr) I
['

G(r)Gr (r) dr

G(") _ c(tr)o (tr,r)B(r) + D(rr) 6(t1- r).

Sistem

*-A(t)atB(t)u*E(t)u
mempunyai state terkontrol pada saat ts jikadanhanyajikax(te,tr) ) 0

untuk suatu tr ) to dimana

X (to,tr) I 
l)"' 

*rrr, r) B (r)B r 1,16 
r 

1t1, r) d,r.
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