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BAB I

RUANG VEKTOR

1.1. Ruang Vektor Atas Lapangan

Definisi 1_1.1 ;

Sehuah ruang vektor V atas lapangan F
himpunan objek-objek yang dapat merupakan
lahan dan perkalian dengan eremen-eremen di F
hal ini junrlah dua elemen di V juga merupakan
di V, hasil kali dari sebuah elemen V dengan

adalah

Penjum-

. Dalarn'

elemen

sEtmua
elemen dari F adarah eremen di v dan mernenuhi
sifat-sifat berikut. :

1. (u + y; + w = u + (v + p1, Vurvnw eV
2- 3 O eVlO r u = u + o = ur Vu eV
S, 3 - u € V) Lr + (-u) = e ; V u e V

4.u+v=v*trrVurveV

5. c (u + y1 = cu 4 cvr Vu, v eV dan c eF
6. (a + 61 u = au + bu, Vu eV dan a, b eF
7. (ab) u = a (hu), V u e V dan a, b e F

CI.1.u=urVueV

Lebih lanjut, sebuah sistem V = (V, Fr+r.,
disebut ruang vektor atas F, jip.a :

o)
I. tF, +, . ) adalah suatu lapangan dengan elemen

netralnya O dan elemen satuannya 1.

1

k!!1.I(- t/p: 
"[Ppii"t t_ilr{4AN

iKlp )nD.rN:+
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Yakni :

a. {F, +} merupakan grup komutatif, yakni
nuhi sifat-sifa berikut :

1. Tertutup : or + ft e F,

2. Assosiatif ! (a * tlt
V "r, fJ, V eF

3.3OeF3.O+o(=c(+

merDe-

4. 3 - cr e F )a + (-cr) = e
5. Komutatif: o(+ F= F+

Vo, /3eF
* r/ = a + (F+Vlt

o =dr VcreF
,, VcteF

or, Vc*, FeF

b. tF, .) rnerupakan grup komutatif ,
yakni memenuhi sifat_sifat berikut :

1. Tertutup z d.l? € F, V cr, l? e F

2. Assosiatif . (a . tlt . rp = cr . (p.Vlt
VcrnQtyeF

3.31eF 1.o(-orrVcrEF
4. Setiap elernen dari F yang tidak nol

mempunyai fnvers_

S. Komutatif : d . 0 = p . crr V cr, F e F

c' {Fr +r -} memenuhi sifat distributif yakni i
cr + (O.vtt = (a + Ol_(o * ,/), V a, Bty e F.

rr- tv , @ r merupakan grup komutatif , yakni mernenuhi
sifat-sifat berikut :

1. Tertutup : u@v e V, V u, e V

2. Assosiatif : u@(v@w) = (u@v)@wr
V lt, v, ]rt e V
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3- 3 e e V ) u Oe = ,, V u e V

4- 3 - r, € V }v @ (_v) = €r V v e V

5. Komutatif: u@v=v@ur Vu, veV

IIL Untuk semua or, B e F dan semua urv e V maka :

cr . v € V dan memenuhi sifat berikut :

1. (cr + F) 6v = (oOv) @ (0gvl
2. crO(v@w) = (crov)@(a6w1
3. (cr. P) Ov = cr6 (/3@v)

4. 1 @ v = v

Ruang vektor v = {v, F, + , ., @, O I atas lapangan F
ditulis V (F)

Teorema 1.1.1 : Hisalkan

nol, dan

berlaku :

e menunjuP* suatu vektor

-v j.nvers dari v, maka

1- O.v = or V v e V

2. (-1). v=-vr VveV
3. d . e = o ,V a e F

4. JiP-a a . v = 6 dan cr f O maka, - or

VaeFdanveV

5. Jika a . v = edan, f emaka a = 0

VcreFdanveV

, ii. : t" i,P r pfRPtis 
fr{44tI

f i rp pA 
CI,*,{ *,
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Bukti :

1

4

v=l.v=(1 +O)

dengan menambah -
diperoleh ! -v +

e

e

v=-v+v+O.v

=e+o v

o v

v'=l-v+g.y

v pada kedua

=v*O-v

ruas

(-1) ) v

jadi terhukti bahwa : O .r-€rVveV

2. v + (-1) v = 1 . v + (-l) v = (l + (-1)) v

=Q.v=g

diperoleh v + (-l) v = e sehingga (-1) v

=e+(-v)=-v

Jadi terbukti bahwa : (-1) . v = -v, V v e V

3. o( . e = a (v + (-v)) =otv+ol(-v)

= ct V + cr (-1.v)

=otv

o(v

(a +

o

+ (cr

+ (-cr)

(-q) )

v

v

v

e

Andaikan v - €r karena cr * O maka cr . v * e,
kontradiksi dengan or . v = O haruslah v = e
Jadi terbul..ti bahwa j ika cr . v = 6 dan cr + O

makav-orvoreFdanveV





5. Andaikan

kondiksi

Jadi

ot=

cr + Or karena v * e maka cr .
dengan o( . , - or haruslah o(

5

+e'
o

v=€danv*emaka

.., qa ) , Vae Rtt

+

def

Berikut ini diberikan beberapa contoh ruang vektor atas
lapangan bilangan riil.

a' Himpunan Rn yang mernuat sernua tupel - n bilangan rear
("r, dz, .r,) dengan operasi penambahan.

(.., az, ....r 
"^) + (br, br, br,) = (r, + b, ,

b=, rr.r ar, * b.r)

terbukti bahwa j ip,a a
OrVcreFdanveV

atas R-

tr az, .-r 
"rr) =

Rn ruang vektor

b. Untuk n tertentu, ambil V = too * o, x * o"
o.*t la. a)
dengan operasi

(ao + arx +

a+
2

dan

ct (a

maka

(a
o

k (a
o

ka
n

(dar, daz,

n

*2*

xn)t?+
nx ({?o+ t|t x ++

+

o( +
h

I x+
n

x+ *or*t9*f kd x+ka +
o

*t merupakan ruang vektor atas R.

c. Himpunan Hr*r, yang memuat sE!.nua matriks
dengan entri-entrinya bilangan riil. Dengan

penambahan matriks dan perkalian matriks

FrlPol +

*61

+ (ct +(a+ (? ) xn dan

I

n

+I n

herordo ,nxn

operasi

dengan

)
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bilangan- bilangan riil,

vektor atas R.

maka l.l_--_ merupakan ruang. ,nxn

L.2 Ruang Bagian

l,tisalkan hl suatu himpunan bagian dari
vektor V, maka ld dinarnakan ruang bagian dari
W sendiri adalah suatu ruang vektor dibawah

ruang

V._jika

operasi
yang sama dengan V.

Defenisi 1-2.1: Diberikan ruang vektor V = t V, F,
*r.r@rOf

Himpunan bagian S dari V dikatakan
membentuk ruang hagian S dari V jika

Sistem bagian !i = (S, F, +, ., O, O )
juga merupakan ruang vektor.

Teorerna L-?-L : Jika v ruang vektor atas rapangan F

dan S c V maka S ruang bagian dari V

jika dan hanya jika kondisi-kondisi
berikut dipenuhi :

a). u + v € S, V u.v e S

b). cr u e S, V a e F dan V u e S

Kondisi a) & b) ini menunjukkan bahwa S tertutup
terhadap operasi penambahan vektor dan perkalian
vektor dengan skalar.

:riiL; ( ijpY pFPpij ii TIHAAN.

IB If, I'A l}, U n,
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Br-rkti !

(i) 
-+I'tisalkan S ruang bagian dari ruang vektor
V, karena S c V, maka aksioma_aksioma

ruang vektor didalam V dipenuhi didalam S,
khususnya pada S berlaku :

(a).u+veSrVrrveS

(b).aueSrVcr € F dan V u € S

( terbukti )

(ii) Hisalkan S tertutup terhadap operasi_
operasi itu maka (-1) v = _ v e S, V v e S

danv+(-v)-OeS.

Penjumlahan vektor dalam S sama seperti V

sehingga ia assosiatif dan Komutatif.
Sifat-sifat lain dipenuhi oleh S karena
S < V Jadi terbukti bahwa S ruang bagian
dari V.

Defenisi L-z-z'- Hisarkan v ruang vektor atas rapangan F

dan S S V, T < V maka : s + T = {s + tl
s e S, t e T) disebut hirnpunan jumlah S dan
T.

i4,"' .', lt liP I r=pptjsiA[AAN
iK;P uriliNE



B

Teorema L.Z.Z: Diberikan

dan Sn T

maka i

a). s n T

blS+T

ruang vektor V atas

masing-masing ruang

lapangan F

bagian V,

ruang bagian

ruang bagian V

V

Bukti :

a). (i). Misalkan u, v e S fi T sebarang berarti !

urv€SdanUrveT.

KarenaSruangbagianV maka u + v e S

karenaTruangbagianV maka u + v € T

dengan demikian u + v e S fi T.

(ii)Hisalkanu€SnT sebarang dan cr e F

sebarang.

l(arena u e S O T maka u e S dan u e T

Karena S ruang bagian V maka a u e S

Karena T ruang bagian V maka cr u e T

dengan demikian ! o( u e s fi T.

Dari (i) & (ii) terbukti bahwa S n T ruanEl

bagian dari V.

b). Hisalkan urv € S + T dengan u la.F.,..rf. t. gntrJk

suatu-s e S dan.t,e Tr dan v = s + tL 1- " 2 Z

untuk suatu s"e S dan tre T.

(i). Akan ditunjukkan i u + v € S + T

u + v = (=. + tr) + (=" + tr)

= s. + (t + s ) + trtz-2





I

=r+(=r+tr) t
(=, + sr) + (t, + z)eS+1

+
2

t

(ii).
U+VCS+T

AkanditunjukkanaueS

o(ueS+T

AmbilsebarangaeFmaka

+T VcteF dan

o(u=cr(s + tI I

=ct5 +crt eS+T
L L

Dari (i) & (ii) terbukti bahwa S + T ruang
bagian V

Definisi 1.2.s : Hisalkan s = {"r, ^2, "" } adalah
himpunan vektor-vektor didalam ruang
vektor V. Jika setiap vektor didalam. V

dapat dinyatakan sebagai kombinasi
linear dari vektor-vektor di S, maka

dikatakan himpunan S merentang atau
membangun V, atau V dibangun oleh S.

Teorema 1 .2. S. lylisal kan V suatu ruang vek tor dan
hirnpunan S = tvrr uz, ...rv.) s V, maka !

(a) - Himpunan hl yang memuat sernua

kombinasi linear dari vektor_vektor
di S adalah sebuah ruang bagian
dari V.

Ruang hagian ini disebut ruang

linear yang direntang oleh S.
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(b). Hirnpunan UJ adalah ruang bagian

kecil yang memuat S, yakni
terdapat ruang bagian yang lain
memuat S, maka ruang bagian

memuat W.

+ v+I

ter-

j ika

yang

ini

Bukti : (a) - untuk menunjukkan bahwa rrr ruang bagian dari
v, P'ita akan rnemperrihatkan bahwa kr tertutup'
dibawah penambahan dan perkalian dengan

skalar. Hisalkan urv e W sebarang.

Haka : u = a. v- * ;t v + ..._+ a v , danLt22rr,

skalardidapat:u+v=(a

(a_+b_lv_+ +(a +bZ2-2r )vrr
didapat :

b)t I

dan

ku=
Jadi

vk

untuk sebarang skalar k

(ka ) ,, + (kar) V + + (ka ) Vrr
€wrVurv€wr

t
:u+vewdank

eR

2

u

(b). Karena kita dapat menulis rri = orl + ov= +

V. + ...+ ovlr
V i = LrZ r, maka v. € W. Akibatnya hl

memuat S .l'lisalkan X rLrang bagian lain yang

memuat S. Karena X tertutup dibawah

penambahan dan perkalian skalar, maka X memuat

semua kombinasi linear.
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k v + k v + + k v_. Jadi X memuat W.ttZZrr

Ini rnenunjukkan bahwa llJ adalah ruang bagian
terkecil yang memuat S.

Perlu dicatat bahwa jika V ruang

vektor atas lapangan F, maka V memiliki
paling sedikit dua ruang bagian, yaitu
dirinya sendiri dan ruang vektor nol. Kedua

ruang hagian ini disebut ruang bagian

trivial (ruang bagian sejati).

Berikut ini diberikan beberapa contoh

ruang bagian dari suatu ruang vektor atas
Iapangan bilangan riil :

a. Titik-titik pada sebuah garis V yang

melalui titik asal pada RS memenuhi

persamaan parametrik yang berbentuk :

X=at

Y=bt

Z=ct

membentuk ruang vektor dibawah operasi
penambahan standar dan perp_alian dengan

skalar untuk vektor-vektor di dalam R3.

Jadi V merupakan ruang bagian dari R3.

b. Hisalkan PZ himpunan semua polinomial

berderajat ( 2 dan polinomial nol, maka

PZ merupakan himpunan bagian dari p.

Ii;i Li,T {JP T PIRPU STAKATN
I( IP PA DA NG



L2

anggota-anggota
a

^. t-, dengan 
"o

P^ berbentuk etO +a t+I

Jikat R,a ae
2

dan q

I
?

2/bt+b

P(t) = a

a. = b. untuk
LL

didefinisikan:

P(t)=
or 1r2.

(t) = b +
o

q (t) iika

Selanjutnya

t
2

+at+aot
t2, maka

L

P(t) + q

(a +b
22

aor (p (t)) = or ao + o., t + cr ,"1' ,

V p(tlr q (t) e P= dan cr € R.

l"laka mudah diperiksa bahwa pZ merupakan

ruang bagian dari P.

Secara u.num himpunan p. yang memuat seJnua

polinomial berderajat ! n dan polinomial

nol rnerupakan ruang bagian dari p.

l"tisalkan A adalah suau ruang vektor dalam

Rsmisalkanlrf =te-RslB. A = o)
maka W adalah suatu ruang bagian dari Rs

Bukti :

(i). Ambil

(t) (a b

t2
) dan

Akan

yakni

+ )+(a + t+

W berarti

=Q

+B€I{
2

o br)o I

B

sebarang Br, B"a

A=OdanB .A
2

ditunjukkan B,

akan ditunjukkan
t

I
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(B B+ A o

)A=B A+B AI 2

o+o

t
(B

2

+B
I z

€B+B
zI

o

ltl

(ii) Ambil sebarang cr e F

berartiB.A=O

Akan ditunjukan o(

akan ditunjukkan cr B

(crB).4='a(B.A)

danB€tl

B e W, yakni

.A=O

=or.O

=Q

crBeW

Dari (i) & (ii)

ruang bagian dari
terbukti bahwa W

Hisalkan S himpunan dan K lapangan

Ks = tf : S > Klr dengan operasi pada

Ks didefinisikan sebagai : (f + q) (s) =

f(s) + g(s) dan (k . f) (s) = k . f(s).

Untuk sebarang t, g e Ks dan k € Kr Ei e S

maka Ks suatu ruang vektor atas K.

l"lisalkan W = {f e t<sl t kontiniu} maka

adalah ruang bagian untuk

R3.

d

bt

K5.





dan juga U
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(f e t<s1 t terdefinisi) maka

U adalah ruang bagian untuk K

+T

dan

t dan r

5

Definisi L.2.4 : Diberikan ruang vektor V dan S. T(F)
masing-masing ruang bagian V.

V = S + T disebut jumlah langsung dari E;

dan T jika dan hanya jika S + T = V arn

Sr^tT=te).

Teorema L-2.4 : Diberikan ruang vektor V dan S T(F) ,
masing-masing ruang bagian V.

hanya jika V pr e V, (V=S+Tjikadan

dapat ditulis secara tunggal

f+runtuk'(esdanreT.

sebagai p

Bukti : (--+)

I'lisalkan V = S + T berarti : V = Ei

danSnT=(o).

Ambil sebarang ,l € V dengan p =

untuP. suatu (, e S dan r, e T.

Andaikan pr dapat ditulis sebagai

u = (Z * (= untuk suatu fZ € S

'zeT

(t*"1

dengan (

-)- H = f
1 2 T

z+'z(+ 1+

I
(

(,

?.

"1
c

(z*'z
c-t

1
:2 '2 "1





Karena {
(1 -r
(1 -{
Karena

2

2.

e

I'lisalkan V p e

tunggal sebagai

TeT.

Akan dibukikan

(i) V = S

(ii) S n T ,

l-(Z.Sdan.,
= "2 - .1 maka

eSfrTdanTZ-

t^rT=telmaka

15

2 "1 eT dengan

"1 eSnT
diperoleh

dan

V terdapat

danT€T

1

2

,r-r-sl s2 -
Tz- t1 =

ee-r(

eHT

Jadi untuk setiap p

secara tunggal f €

sedemikian sehingga .

P=(+T.

"l

ditulis secara

untukfesdan

Is2

t

S

( 

->) V dapat

IJ={+T

=V=S+Tryakni
+T

= (e)

(i). Karena rr = ( + r untuk suatu ( € S

dan r € T, maka jelas bahwa ;l = ( +

TeS+TrsehinggaV=S+T.

(ii). Ambil sebarang d e S fi T, maka cr e

Vsehinggaa=ol+edengan d € S

dan6eT.

Juga c[ = e + cr dengan € e S dan cr e T

Karenapenulisand€Vharu=



t6

1.5

tunggal, maka q + e = e + o(,

sehingga diperoleh, o( = e.

JadiSnT=(e)

Bebas linear dan Bergantung Llnear
Pengertian vektor-vektor bebas linear

vektor-vektor bergantungan linear merupakan salah
satu konsep yang berguna dalam teori ruang vektor.
Definisi 1-3-1 : Misarkan v merupakan ruang vektor

atas lapangan F, dan !i = t=t , sZ,
. . . rs,.,)

S disebut hirnpunan yang bebas

linearr r iika oi =1 * qz =z + -. -

*orr=r, = o hanya dipenuhi oleh ol =

12 = "'E or, = o dengan dl , a=r...r
or, e F'jika tidak demikian, yakni
jika ada 

"i = O untuk i =

L r2r. . . ,n maka S disebut himpunan

yang bergantungan linear.
Definisi 1.S.2 : Diherikan ruang vektor V atas

lapangan F.

SnV danS takberhingga.

S disebut himpunan yang bebas

linear, jika setiap himpunan

bagian S yang berhingga merupakan

himpunan yang bebas linear.

r/rll-l K Up r pERprjI rAi(/1AN

i'(rP ?!.pnN&





orf l.{*lVr- ,rr(/ !7 z.r
Aq
f7

Bukti :

Teorema 1.S.1

( 

-r) KarenaS= (s1 rs2r

linear, maka 3 oi +

sedemikian sehinggar

L7

: Diberi u(t)rs = f srr s2, -.. rsnlsy.f
himpunan yang tak bebas linear jika

dan hanya jika terdapat =i
(i = Lr?, ,.., n) yang merupakan

kombinasi linear dari n 1 vektor
yang lain.

...,sn) hergantungan

o, (i = LrZ,

Persa{naan :

e dapat

n)

o1=1 +

ditul isqz=z*
sebagai

Si

l cln

z

s

sl

n

ct
2

clI

5

nI

-otI
ct

=L merupakan

I vektor yang

ada =k

a
nG_

z s
o( n

L L

Jadi

n

(<-)

Karena

kombinasi Iinear dari

lain.

yahg merupakan kombinasi

1 vektor yang lain, misalkan

s++Bs+2 ',k-l k-r
+ + ftn n

linear dari

=k=Fr=,,
o*t, =,

n

+o

k+t
maka terdapat skalar-skalar Fr=- o, ,[?r=- d,.

ok = 1r , Pr, =- ct
n

yang memenuhi :

Ot s +ct s + +cts=Q
I 22 n

fd! t i ( ljPT DERpUSTAI(AA1,

JI(iP PADING



Jadi

Lemma 1.3.1 !

$ = t=, , sz ,...,sn )tak
Diberikan V(f ), ArB ruang

'(r)'
ACB

I inear.

n € Asli. B

Fersamaan 0 rb ,
hanya dipenuhi

untuk suatu B.e't

1B

bebas linear.

bagian dari

bebas linear. herarti

+

oleh z [] f?

B bebas linear 
-+A 

bebas

Bukti :l,tisalkanB {b.n b. brr}untuk suatu

+/3b =enn
+Bb'z 2

B=n ol z

F, i = Lr2r...rn.

l'lisalkan fl = {., , az,-.., 
",,,

AcBmakamSn.

Pandang persamaan vektor i

] karena

a
ot m

a+

ota+da112

untuk suatu ot.e F
L

Andaikan A tidak

-otI
o(. I

L

+

ot
2

-a
o(.

L

cr
2

-a 
-ot. 2

L

2
+ota=e

mm

r i = i1r2,....m.

bebas linear, berarti

ct
m

3 a. t e yang memenuhi pGlrsamaan di atas

berarti :

a
L 2 t

Pandang :
-otd I

u (r)'
Jika A

maka B

ot
m

I
a

cr cl m

Lemma 1.3.2 : Diberikan V (F)' ArB ruang bagian dari

L L

S Bndan A bergantungan linear

bergantungan linear.





Bukti:CaraI:

Misalkan A =

Pandang o. "
untuk suatu

A bergantungan linear,

{"rrazrE.}

I

ot , eFr t

+cla+
22 m

= tL,Z, , m

, berarti 3

ot

+cla
m

e

orto

L9

r)

+Ob +
1

sehingga :
-crta =- a -t(It

L

l'lisalkan B =

t.traz,
demikian :

ot
2

d
er

L

tb .br1'2'

n, karena

1 cr.
I.

ad-. . .a1 -ol

-a

o(.t

Cara II :

Dengan menggunakan lemma

sebagai berikut !

Andaikan B bebas Iinear,

b

A-cBrmaka:

m aqm
t

)n

ot
m

-a

ot. fllI

,EmleBdengan

B = {a t ,zz r...,am, b, ,b" r.., rbn }

Karena *) dapat ditulis sebagai :

%

Ob^+ +obtn
Yang memperlihatkan bahwa B bergantungan

Iinear.

1.3.1r dapat dibuktikan

karena A = B maka rnenurut

lemma 1.3-1, A juga bebas linear (Kontradiksi)

Jadi haruslah B bergantungan linear.

2
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Teorema l.S.Z. Diberikan ruang vektor V(f), S 9 V, S

hebas linear dan J = tSI.
V ( c Vr S U (() bebas linear <+ ( c J

Bukti : ( 

-+)Ambil sebarang f €V,
AndaikanfeJ=tsl

f = o1 =l * a= =z*
I.

5 l
,Il

berarti z

+ct-s.VcrieFdah
,n

e S i = LrZ trt

tsl = fsrrs2r

Kasus (i) : Jika V oi = O, maka { = e,

akibatnya : S U tf) bergantungan

I inear -

(ii):Jika3cr ifOrmakar
o(. ct-

=:at-I=1ot.-cf,.-11i,
ot

m

%
G-2ct-I

S
o(.t flt

(<--)

Dengandemikian S u t()
bergantungan linear.Jadi ter-
dapat kontradiksi.

Dengan demikian haruslah ( € J.

Pandang kombinasi Linear

Frsr+0zsz* *B^sr*.(= e

f € J, andaikan S u (() bergantungan
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linear berarti 3 b

2L

... rbrr c yang

Or berarti :

lt
tidak nol, misalkan c

bz'

(=

yang

Jadi

,2
rtL

-e

c-l
berarti (

haruslah

0n
crn

= J (kontradiksi)

bebas linear.

5
t?2

tr

€ tEil

SUT(}

Teorema 1.3.3: Diberikan ruanqJ vektor V(f), S - V, s * A

!i = (=l =2,
S bergantungan

5 lfll

Bukti : ( ---+)

( e-)

t/l =1 + VZ=Z*
Andaikan r,z* + O

-pl v2

diperoleh :

linear <-> Sk e [s, ts2s... r=k_l]

dengan k ( m.

adalah bilangan bulat terkecil sehingga

(s1rs2r ...rsk) bergantungan Iinear, berarti

3 p : O, sedemikian sehingga :

eY*=k+

,

=k = 

-5

1 ,/k ,2
v/k 1

vk
e-k-1

s lk-1

maka ts1, =2,

k ( m, berarti

vk

dengan kata lain e [s1, sz

Jika s* e [s, , .,=2, , . .., =f_t]

=f_t) bergantungan Iinear.

!i = tsl, sZ, sr) dengan

=k



I



(st sz, tt )

dengan demikian

terbukti bahwa S

Teorema 1.3.4 : Diberikan ruang vektor

22

CC

menurut lemma 1,S.2, maka

bergantungan Iinear.

s s V,

S

JikaJ=tSlmaka

S'cS dimanaS'

J = ts'l

(=1rszr...rsrln s.
'(t) 

dan

=6rj=

himpunan

1, 2n.-.. rm

bagian

sehingga'

ada

bebas linear

Bukti :

(i). JiP.a S behas linear, bukti selesai karena kita
dapat memilih S S S yang bebas linear dan J

= tsl.
(ii), Jika S bergantung linear, menurut teorema

1.3.3-3k(m =k€ Esl, sZ, ,=k_11

I'tisalkan =k,= [=1, sZ, _,.,sk,_l]n

dengan k' Indeks terkecil.

Bentuk S' - S - tsp..) maka J = ts'l
Argumentasi ini diulang untuk S,, yakni 3

(i). Jika S' bebas linear, bukti selesai.
(ii). Jika S" bergantung linear maka 3 Sk, €

[=1 , 92, =k,,-1 ]
Bentuk S"= S'- (Sk,,) maka J = ES,,l

tltt .tK iJpf r;qp:j.t IA[ /tAN

l(itr DAIAHC}
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S' bebas linear, sehingga

J

Dari proses bukti

sebagai berikut :

Def inisi 1.3.3 z Suatu himpunan bebas linear S Yang

tidak dapat diperluas menjadi himpunan

bebas linear lagi dalam J disebut

himpunan bebas linear maksimal.

Corrolary : Setiap himpunan vektor tak nol selalu memuat

himpunan bagian yang bebas linear yang

maF.simaI.

Eontoh :
5

R merupakan ruang vektor atas R

Jika proses ini

diperoleh S' =

dansi =edane

rnisalkan J

dilanjutkan, akhirnya

tS ) untuk suatu e dan
C!

= [s']
di atas dapat diturunkan definisi

Ambil sebarang (xryrz) = R3,

e=) dengan "1
(oro,1)

berarti :

(o,l ro)

(xryrz) = x

Jadi (xryrz)

J U (trlro)

Jadi t=1,

maP.simaI.

ttlr tz

dan e=

1

e[e

tidak

e?,

="s
lreZr"SI=J
bebas linear.

.S] himpunan

( l rOrO)

bebas linear

"z=

rr+-2+yE!
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1.4 Basis

Def inisi 1.4.1 : I'lisalkan V suatu ruang vektor

dan himpunan g = (r1, y2t...rvr)

adalah hirnpunan bagian berhingga

dari Vr maka S dinarnakan hasis

untuk V jika :

(a). S merentang V

(b). S bebas linear.

Secara umLrrn basis dapat didef inisikan sebagai

berikr-rt :

Definisi L-4-2 : Diberikan ruang vektor U(r)

Himpunan bagian V yang bebas

linear maksimal disebut bais V.

Jika basis V berhingga, maka V

disebut berdimensi berhinggan jika

tidak, mal..a V dikatakan

berdimensi tak berhingga.

Definisi 1.4.3 : Dimensi sebuah ruang vektor V yang

berdirnensi berhingga adalah

banyak"nya vektor dalam sebarang

basis. Jadi jika diberikan ruang

vektor U(r), dan S - (rlrv=r. -. r

rnerupakan basis V maka dimen-

si V adalah n, ditulis dengan d(V)

=n

v)n



I

i

I

I

l'

lt
I

l
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Teorema 1.4.1

BuP.ti :

Setiap vektor dari V mernpunyai represen-

tasi tunggal sebagai kombinasi linear

dari vektor-vektor basis untuk V.

%rz*...*dn r'
juga dapat ditulis sebagai '.

Pzrz * ;.. * Fr,rr,

Karena basis dari V mem[angun Vr maka Yv € V

merupakan kombinasi linear dari vektor-vektor basis.

Jadi jika dimisalkan S = tvLrr?r...ru,.r) basis dari

Vr dan u e V sebarang, maka :

v=dLvL+

Andaikan V

v=Ftrt+

maka :

Q = (ot

k*arena S =

a. = b. =I1

Ft)'t +

tv. )lt L=1

OrVi=

ta= - firlv,
basis maka

1, 2, ...,

hi, vi

+ +

haruslah i

n

L r2,

(a -B )unnn2

Dengan.demikian "i
Jadi terbukti bahwa reprelsentasinya

.n

tunggal.

Teorerna L.4.2 : Setiap

mensi

yang sama.

Bukti : Plisalkan S {v I uz'

banis untuk ruang vektor V berdi-

berhingga mempunyai banyak elemen

t uln dan S' (w
1

wz'

....w )-m
adalah dua basis untuk ruang vektor V yang
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berdimensi berhingga. Karena g adarah sebuah

basis dan S' adalah himpunan behas linearn maka

adalah sebuah basis dan S bebas linear, maka

haruslah n ( m jadi terbukti bahwa fli = n

Teorema 1-4.3 : Diberikan ruang veltor Vtf) berdimeni n,

Iinear dalammaka setiap himpunan bebas

V dapat diperluas menjadi

BuP.ti : Hisalkan S = {ul, vZ,

f = {*1 , wZ,

dengan k ( n-

Jika Vi = 1,

..-rPn) basis V dan

,*k ) bebas linear,

2, ..-rn, ui e T maka V trl
(bukti selesai) -

Jika ada v dengan v

basig-

j

T'=Tutvjlbebas

Jika v. € tT'1, Vi =

selesai ) .

Jika ada v

T" = T'u (Vl

Jika proses

Iinear yang

basis.

dilanjutkan

. € [T] maka :
J

linear t-.'Teorema Lr3r27

, LtZ rnr maka V = tT'l (Buktj

, dengan ,l € [T'] r maka

) =TU(V
J , Vl) bebas linear.

akan diperoleh himpunan bebas

maF.simal yang membangun Vr yuang merupakar
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Teorema 1.4.4-

Bukti :

: Diherikan ruang vektor V(f) berdimensi

dan A - {r1, v Z, .. . , v,_r} himpunan dalam V

(i). A basis V (-t bebas linear

(ii). A basis V <H tAl = ryl

n

(i) ( _r)

Jelas, karena jika A basis V maka A bebas

Iinear.

(+)

I'lenurut teorema 1.4-3, Jika A bebas linear,

maka A dapat diperluas menjadi basis,

Karena U(r) berdimensi n dan banyak vektor pada

A juga n, berarti A himpunan bebas linear yang

maksimal. Jadi A basis V.

(ii). (-+)

Jelas, karena jika A basis V rnaka tAl - V

( <_)

Andaikan A tidak bebas linear

Jika tAl = V maka ada S c A yang bebas linear

yang membangun V yang banyak anggotanya kecil

dari n- Karena S basis V berarti dimensi V

kecil dari n (l(ontradiksi).

Jadi haruslah A bebas linear.

Dengan demikian terbukti bahwa A basis V.





Teorema 1.4-5 : Diberikan ruang vektor V(f) dan S, T

masing-masing ruang bagian V, maka

d (S +T ) + O (S nT) =d (S) +d (T)

+l

2A

+

Bukti

Hisalkan d(S n T) = k, d(S) = k + p dan d(T) = k

Misalkan P = trl, vZ, -..rvk) basis S n T, maka

P dapat diperluas sehingga :

p = trlr ,2, ... rvkr wk+l *k*p) basis S dan

ft = tvlr Y7 r...rvpr41r ...r =k*1 rs;aa2r --.rsk+l)

basis S + T.

(i). Ambil sebarang p € S + T dengan p = ( + T,

Untuk suatu ( e S dan z € T, dimana !

(=o1r1 +%.

PL*psk*p'

dengan a. e Fr

dan

r = 0{t * 02u

/3g.a 1s;q+ I

'z * * ot't + Ft*t =k*1 +

2

J 1, 2, ...rk + p

Ftrr * Fk*l=k*l* ++ +

denganB.€Fri=Lr?,

selanjutnya diperoleh :

f=(ot*Pt)rt+(ctz*

op.*r*k*r* *ok

FL*t =k*t

( a*+/3p ) ,k +

Ft *t =k*1 +
Fzl 'z*

w-++P R+p
+

i*III11 UP r PERPUSTAI(AAN

l(rp pADAN@
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Yang berarti !

t'Lr'Zr".1uyt *k*1r '.., wk+p, Sk*l , ...rSk*ll

=S+T.

(ii). Akan ditunjukan

Andaikan P u R

C eFataucr.5a

==Lr2,
i = 1, 2, .rrr

Sehingga

tk'k+

* dk*l =]-.*r + " "+dk+I sk+r

P u R bebas linear :

tak bebas linear, berarti ada

nol, dengan

+tr h,k+P k+p

F t untuk

yang tidak

k + lt

k+lr k

sernuanya

k+pdan

+ l.

,2'L*=Zt1 + tk*1 *k*1*

=e

f). Andaihan semua

r). Jika ada dr
lainnya nol,

'rl'
Ini berarti

linear, pada

=k*1] harus

= O, maF.a 3

rk+Pt

bahwa : {v, r

hal menurut

bebas linear, jadi

c =Oe5

sehingga :

d.I
1,2, k+l

P = {v1, YZr... rvk, wk*1 r*k*p} tak bebas linear

Kontradiksi dengan P basis.

e F yang tidak semuanya nol dan yang

sebut d k+1 Or maka =k*1 e [v1, YZ,

*). t'tisalkan dk+1 Ordk*z=Odan

nol, maka :

v1r.-.rvkr =k*1) tak bebas

Iemma 1.3-1 tv1, uZ -..rvk

terdapat kontradiksi.

yang lain semuanya
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'**, =k*1 * dk*2 =k*2 rnerupap.an kombinasi linear dari
t'l, vlr... r rt ] sehingga {r1, ,t } sehingga (rl, ,2,
... rvk+21 tak bebas linear, pada hal menurut lemma
1'5.1 : {rl, uZ, ,k, =k*1, =k*2} bebas linear,
jadi terdapat kontradiksi.

JikaProse5dilanjutkanaP.hirnyadiperolehbahwa

{t1' uz, 
'k, =p.*1 , sk+l} tak hebas linear.

Jadi pengendaian salah, dengan demikian p u R bebas
I inear,

Dari (i) & (ii) terbukti bahwa :
P U R = {r1, ,2, ,k, ,k*1, ...n wk*p, sk+.,

=k*p) basis dari s + T, dengan demikian diperoleh z

d(S+11 =k+p+t

= (kr * p) + (k + f ) k

=51 (s)+d(T)-d(snT)

Jadi terbukti bahwa :

d (S + a) + (S n T) = d (S) + d (T).
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