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I{ATA PENGAMAR

Makalah ini bertujuan untuk menyajlkan suatu fungsi
yang bernama rrfungsi gammarr yang tendefinisi d.alam bentuk
suatu lntegral tak wajar. uraian yang diberlkan diusaha -
kan sedemikian terinci, agar para pembaca dapat memahami -,.
nya. Penulls juga memberikan beberapa contoh penggunaan

fungsi gamma, supaya para pembaca dapat melihat penggunaan

fungsl gamma dalam menghitung nilai suatu integrar.

Penulis mengucapkan terima kasih kepada Bapak Drs.
Khaidir Abizar dan rbu Dra. I.iedia Rosha, I,IS1. yang telah
bersedia membaca, memberikan saran serta perbaikan menge

nai isi rnakalah ini..

semoga makarah ini dapat memberikan manfaat bagi pem-

bacanya.

Padang, Januanj, 1998

Penulis
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r a PENDAHI]LIIAN

Dalam mendefinlsikan integrar tertentu .Jb r{*) dx,

fungsi f diandaikan terdefinisi pada selang tertutup ["ro],
Apablla integnar tertentu tersebut terd.efinisi pada suatu
selang pengintegnaran tak berhingga, maka integralnya d.i -..
namakan integral tak wajar (improper integral).

Def inisi darl integral tak wa jan sebagai berikut:
sebuah integral .fo t(x)ax dikatikan tak wajar jika,
i. siatu atau kedua batas integnasinya adalah tak berhing-

ger atau

i-i. f menjadi tak berhingga di satu atau rebih titik di
dalam selang integrasinya.

(Thomas Finney, hal. 7?O)

Blla Jo t(x)ax memenuhi (i), maka disebut rrintegral

tak wajar jenis pertamar. Bira .Jo t(x)ax memenuhi (ii),
maka disebut integral takwajar jenis keduarr. Bila integ_
ral tertentu 

"Jo 
t(x)ax memenuhi (i) dan (ii), maka dise-

but integral tak wajar jenis ketigarr.

Contoh:

C-2 2x
xI

C-2

-1

Co

J

dx1 a adalah integral tak wajar jenis per -tama
t2'+x-+1

1dxfa.

iii. -x

1_
Vx (x+1)

adalah integral tak wajar jenis kedua

dx adalah integral tak wajar jenis ketlga
eF
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2

Dalam makalah lni integral tak wajar yang dibahas
adalah integnal tak wajar jenis pertama. Suatu cara untr:k
menghitung integral tak wajar jenis pertama adalah:

.(4i. 
^{ 

r(x) dx = *t3rj .fb r{*) dx

_J
b

a

d

b

c

ii.

1ii.

Contoh:

(-)

-L 
f (x) d'x = l1mit

4 )-c>

f (x) dx = limit
a ->-q

f(x) dx

f(x)dx + limit
b ->c'z

x e-x dx

-b

I

I Jo r(x)dxc

dengan catatan bila limit di atas ad.a.

ofb

( -be-b

0 x e-xdx = limit
b ->o

= Ilmit
b ->r>

e + 1)

-0+1

+1

Ivlasalah utama dalam melihat integral tak wajar adalah
menentukan kekonvergenan dan kedivergenan integral. pada

bagian ini disajikan teorema tes perbancingan untuk integ-
ra1 tak wajar dengan integrasi tak negatlf:
Jika 0 ( g(x) (f (x) untuk semua x)a

?2 (a)

= - limit +
b ->c.t eo

= - limit J
b ->r.> eo

=1

B(x)dx konvergen, jika af f(x)dx konvergen

g(x)dx divergen.

Ivlaka Ja

^f'" 
,( x ) ax d ivergen, j ika ^['

(Thomas Finney, ha1. 725)

f-
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Contoh: e-x dx = rimit
b )c'z

= Ilmit
b ->u2

=1

Jo e-xdx

( r "-b)

oJ

Jadi 
O

Karena x+1

dx

u-x dx konvergen

1

x
e

1 -xe
e

c/)
Maka ;t juga konvergen0

Teorema mengenai tes pembagian untuk integnar tak wa -
jar dengan integran tak negatif:
I.lisalkan f (x) dan g(x) adalah fungsi yang positif

I

dan bahwa limit
x -)4

Irlaka:

ta)

ii.bl1aL=0dan

konvergen

iii. bila L = cn dan a
g(x) dx dlverg€nr maka

b dx
- = limit

b ->v)

f(x) r
F(T} = '

i. bila o1L<t:o , maka 
^l- 

f (x)dx d.an 
^l' 

u(x)ax kedua

duanya konvergen atau kedua-duanya d.ivergen

^l- 
*(x)ax konvergen, maka 

^[''r(x)ax
c/>

f
a f(x)dx divergen

(Thomas Finney, haI. 726)

{

Contoh: Ambil f(x) =, dan e(x) = 1

x- 1+x2
c/)

J dx
-x = limit

b ->co
I1

+ 1) = O + 'l = 1

= 1 (konv)

konvergen.

(- * . 1)

dxG

x

limlt
x ->v)

Karena

= limit (
X ->Lr)

1+x2
2x

1

-x
$ tonrrergen, maka ,l-

t7

J



II. PER},IASAI,AHAN

Bentuk integral tak wajar jenis pentama yang berben -
u* o! "-t td-1 dt, didefinisikan sebagai fungsi gamma

I txl. Dari bentuk fungsi gamma diatas, menimbulkan suatu
pertanyaan ttapakah sumbangan yang dapat diberikan oleh
pend.efinisian frxrgsi gamma tersebutrr.

t4
pandang fungsi gamma I t*l = of "-t td-1 dt, fungsi

ini terdef inisi untuk d)0. Dani pendef inisian fr:ngsi yang

sed.emikian rupa oleh Euler, memuncurkan penmasalahan:

1. Apakah pendefinisian fungsi gamma d.apat disajikan dalam

bentuk lain?

2. Bagaimana kekonvergenan fungsi gamma?

3. sifat-sifat apakah yang dimiliki oleh fungsi gamma?

4. Apakah yang dihasilkan oleh fungsi gamma apablla fungsi
tersebut dipandang sebagai fungsi faktorial?

5. Bagalmana penggunaan fungsi gamma dalam menghitung ni -
lai integral?

4



rII. PEI,IBAHASAN

A. Def inisi Fungsi. Gamma

Fungsi Gamma dikemukakan oleh Euler, dituliskan dengan

lambang I(d), d.idef inisikan oleh integral:

I (o() = o{* .-b t(-1at (.{)o) .. . .. ( 1 )

yang hanya konvergen bila c()0 (atau kalau o( adalah bilangan

kompleks, untuk o( yang bagian nyatanya adalah positif).
(Erwin Kreyszig, ha1. 850)

Representasi Lain dari fungsl gamma adalah:

T (d)
-oz ,2

= z g{' s-t' t2d-1

atau

dt

(.) ! 2
2 4.-1 2

e

6

(t d(r

aaaaa (2)

aaaaa (r)

2 y ke-Persamaan (2) diperoleh dengan mensubstitusikan t
dalam persamaan (1) yaitu:

T ({)

T (o() ot1 (rn f)(-1at

= ,l- "-Y 
yd-1oy

I0 )

2(/) -t ?A-2t 2t dt

2&-1t dt

Persamaan (1) diperoleh dengan rnensubstitusikan 1n

kedalam persamaan (1) yaitu:

of
(-2 ,2r -1,6Je2

1

T =y

5
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q)Tt*l = oI e-Y yo(-1 dy

= ef- "-1" f tr, f ld-1 a(rn f )

= .,f0 "" 
t tr" f*-1 t

= .,fo r. (1n +f-'' .+ dr

= oI' tr" fl(-1 at

-1
-b'

dt

dy

B. Keko@Garrylq

Fungsi gamma T (.t) adalah fungsi yang konvergen.

Tuliskan persamaan (t) sebagai:

of' e-t td-1at + ,l^ .-t t(-1at . . . . .

Tin.iau bentuk perbama dalam (4):

(4)

o[t e-t
1

I t(-1ar

= it:rt3 *f'
LI'

e-u t(-, dt

-(-1 dy

t$lx-t . 4 ut*v

misalkan t = ,

I
1

= limlt
I,1 )0

= limit
M )0

c-)

ambil f(V) =@ -(-1

e (y) = y-(-1

I
v

sehingga dt = =l UV

v

I1

M

-1ey

-1

,1t
1

e- y 
yd_1

1

v
eJ

Lvy

v
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maka jelas bahwa:

r(v) = e
I
Yvd-1 -/-1

-(Y = s(y)
-b

dan I y

sebab:

d.1

.,t-

dy adalah konvergen,

-c(- 1v

Itlaka
1
I

j adi rt

misalkan f (t) = e-t to(-1

s(t) = t-2
e2

dt adalah konvergen.

dy = limit
14 )G?

dt

-1 d.
= Il_ml_E i. !r

l,q +a d' !

= limir r d*

=.1iT1r r #.*. I
Nl +to rr

= I (konvengen)

rM
-c(- 1

1 v dy

i
+)o\-

?2 1
- ; -c(-le " y 'dykonvergen,

e-t t{-1of'

Tinjau bentuk kedua dalam (+):
C-2

I -t td-1rz e
1

dipunyai
\

g(t) dt konvergen,
1

c/)

,f*

IT
1
!
U

( - + . 1)

sebab: ,t g(t) dt = limit
FI )?2

= limit
14 +e

= limit
l{ 1rz:

=1

-2t dt

=



I
Dengan menghitung

^-t +o(-1
= Iimit Y--,u.-

t )?2 t-z

= limit e-t t(t1t+-
-c(+ 1

= limit ' F (menggunakan lrhospital)
t )t2 e'

=Q

Memakai teorema Limit Comparison Test sebagal berikut:
Jika f(x))O dan g(x))O , xla

dan limit
X' ->?2

| (4,

Maka: 
"J 

e(x)

I$I=og(x,

rC2
Maka ,r!-'rtrl dt konvergen, atau a{- "-' t{-1dt konvergen

Dengan perkataan lain lz = J- u-t td-1at adalah konvergen.

c2
dx konvergen ) a,

f (x) dx konv.

-b I dtt( +d e-t t{-10

1i
t 32 #'!+

t

Dari hasil I dan I
1 2

maka I (X) ad.alah fungsi yang konvergen,

C. Hubungan Fungsional Fungsi Gamma

Darl definisi pertama dan dengan melakukan penglnteg -
ralan parsial diperoleh:

T (d+t ) = of- "-t t( dr

= limit -e
Il -7t>

= e +d.I(d)

= o(T (o()

I

aaaaa (5)
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bentuk (5) ini merupakan hubungan fungsional yang dipenuhi

oleh fungsi gamma.

Tampak jelas dari hubungan ini bahwa jika nilai tr("q dike

tahui untuk o( antara dua bilangan bulat positif berurutan,

nilai I'(r(.) untuk sebarang nilai positif o( dapat diperoleh

d.engan menerapkan (5) berulang kalj-.

Melalui penerapan secara berulang-ulang, kita memperoleh:

I (c() (d,+1)
=- o(

T (x+z )=-c((a$1)
a
a
a

T o(+k+ 1

+ aaa

Sehingga diperoleh hubungan berikut :

I (.t)

L 2
M -s 2

, o((+ o, -1 t -2t )aaa

Jadi dengan (1) dan (5) kita mempunyai definisi selengkap -
Dyar untukT(o() yaknl untuk semua nilai c( kecualie(=Or-1p ...

Dari definisi (2) d.iperoleh:

T (+) = z of- "-t'u,
Untuk menghitung integral yang terakhir ini, pandang integ-

ra1

IM or
M

of
6 ds, dan f = limit

M )rz
e dt ru

Maka

2 = gfol u-t2ag . ofl{ u-"2u"

= oI*of* "-(t2*"2)u, d.s

tu



10

IM t[ dt d.s

dimana R n adalah bidang buJur sangkan 0ACE dengan sisi M,

sepenti yang tenlihat pad.a gambar.

B

.-ttz*sz)

t*{ t(t2+s2)6, hs <rr? ( f*[ trt2*'z)u, ds

T(r-e-I'12)-(ro,2at(

1T=-4
2

2

1
I'IV2

v

:f
M

A

Itlisalkan R., ad.alah bidang seperempat lingkaran OAC yang

berjari-jari M, dan R, adalah bidang seperempat lingkaran

OBD yang berjari-jari MV2.

Kareaa

I{aka

Dengan merobah kedalam koordinat polar (er0) dimana

t= QCos{, s= QSin$
diperoleh dt ds = qde dO d.engan tZ*tz = Q2

Ketidaksamaan diaLas menjadi,

"-(t2*r2)> o

]LaP1tf "-P' ede d+ (ruz( if"-*' *u* dQ
(, $'o Q=oatau

1-e -2H2 )

Dengan mengambil limit untuk M ) c-2, diperoleh

:o 
Q=o

2I = limit
M +ra

rl,t



dan

Karena

t- Vn7

11

aaaaa (5)

T tlr

rt-|r

rG?z)

2 0

= 2 limit
14 ->crz

-b 2
e dt

tu

=2I
I{aka diperoleh:

Tt{t=vn

Dari hasil diatas dan (5) diperoleh:

1t+ {)
---1---2

r(-*)

-

-i.

= -2VTi

2,) ( -zvn )
g

1

a
a
a

dst

Untuk beberapa nilaic(antara fain: f t 1 ,2, ... kita

d.apat d.engan mudah menghitung nilai fungsi gamma secara te-

pat. Tetapi untuk nilai c( yang 1aj-n kita mendapat kesulitan

menghitr:ng nilai fungsi gamma secara tepat. Dengan bantuan

komputer kita dapat menghitung nilai fungsi gamma, tabel

berikut memberikan nilai-nilai fungsi ganma dl titik-titik

1<c(<2.
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Tabel Fungsi Gamma

r I'(d)

& T (*)

1 ,00
1r10

20

3o

40

5o
6o

7o
80

90
2,OO

1,
1,
1,
1,
1;
I,
1,
1,

1 , oo0o

o19514
O t9182
O 18975
o18877
o 18862
O,8935
o,9085
O r9r14
or 95t e

1 ,0000 Graf ik Fungsi GammaT ("0

5

-4 r-l

rl

a?

l-z
I

rl
--4

D. Lqngsi Gamma Sebagai Fungsi Faktoqial

Menggunakan persamaan (1), dengan pengintegralan lang-

sung maka:

I'(r) e
!

dt=1 aaaaa (7)
o

Dengan menerapkan (5) diperoleh:

T(z) = 1.T(t) = 1.1 = 1

T(l)=2.T(2)=2x1
T(+) = 3.T(7) = 5 x Z x 1

|(n+1) = n ! , asalkan n bilangan
bulat positif

Mengingat haI ini sangat tepat apabila didefinisikan O!

dalam bentuk:

C-?

a
a
a

aaaaa (8)



1,

ol=T(1)=1 ..... (9)

Apabila d.iambild=0 , maka kita mempunyai

T(0) = ('2

Dengan menuliskan

[(-m) = (-m-t)!

Kita dapatkan

(-t)t = -c'2
(-2) ! = 1?z

(-r)t = -Q
(-+)t = rc-z-2

Atau secara umum:

m! = (-1)m u. , untuk m(O ..... ( tO1

Sebagai fungsi faktorial, fungsi gamma d.engan jelasnya me-

nyatakan:

O! = 1

m! E! (-1)m c- , untuk m(0

E. Keterpakaian Funesi Gamma Da1am $t at ist ika

Dalam statistika matematika kita akan menemukan suatu

distribusi yang menggunakan fungsi gamma. Distribusi yang

d.imaksud. disini bernama ttd'istribusi- gammarr.

Definisi distribusi gamma sebagai berlkut:
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suatu peubah acak kontinu x bend.istribusi gamma, d.engan

panametero( danQ, bila fungsi d.ensitasnya dibenikan oreh:
1ox

r(x)-{T=i 
'{") 

*d-1 "- E ' x)o

[o ,untukxlainnya
bita d>0 dan p)o
(Ronald E i'Ialpole, ha1. 140)

Dani definisi diatas jelas f(x)) 0

Apabila kita menghitung:

fra * =ffr.) #-1 
"-x/p dx

1 ft-1 .-*& dx
e*l (o< )

c4

{

1

T-]EI

'c Co

I t*tpla-1 "-*/9 a(x/p)

1

I-1AI T (o()

1

Jadi, sebagai fungsi densitas f(x) mempunyai sifat:

1. r(x)7 0

o

C)

2. J.t*l dx = 1

-b

Grafik distrlbusi gamma untuk harga-hanga c( dan p tertentu
sebagaJ- benikut:

i!( f,f
. - ., , i..i'1.' I r .-g t', ',1

I !a ,'



15

I tk)

0,'q75

1,25

0.75

0,50

0,zs

0,m

c=-Q5

=Q

P=0,5

a=Q5

B=l

F= 1

,

I.k)

f .k)

c=l0,.s0

0,50,25

c=20,p=0.I

-1

c=10,F=0,2

a =-5,p=Q,{

dx

a=5

.u

01214567 0l 67

r

tb)
cr- 1

1,00

0.75

0.50

qzs

0,00

B=2
T

0r23456 0 .t 2 3 4 5 6

Grafik Distribusi Gamma

Mean dan variansi dari Distribusi Gamma dapat dipero

Ieh sebagai berikut:

[Iean,

^( =E (X)
<4

!- xf(x) dx
c,4

^i x
U)

xo{-1 e-x/P
p*ntx)

(-- e-x/p dx1

= s l- u/pln "-*/P a(x/p)

p

p
Tril'

T ("() o

T ((+1)
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P

T-]FT

/e
*L= {T (a.)

Varlansi,

1

62 = E (x2) -Lz
o>(2

Jx
-o2<4

I
o

affi

r(x) dx - #€
x21 xo(-1 e -*/p dx _ *zez

- *o*t .-x/pdx _ t€
P*l("t)

I
o

= ffi I"t*/p)**t "-*/P a(x/p) - *e,

=ffi J(d+z) -*€
=# . o(("t+1 )T(a() *€

p2. ctlc{+t) -*'e'
ep'

Dari hasil diatas, distribusi gamma mempunyai:

Mean =4= o((5

variansi=62=dpz
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F. Penerapan F ung si Gamma Da1am Meneh itune Nilai Intesral

1. Hitunglah OI * tE e-x ax

Penyelesai an

2. Hibunglah of
-4rt e

o{- * G e-x dx = J
E
2x dx

oj- *fie-xdx=Ttlt =|tc$t =Z;l.rll
= f;tn

1

e

bentuk terakhir sama dengan bentuk ( 1 ) fungsl gamma ,
sehingga:

q

-x

(/) 2
5 dt

Penyelesaian

Misalkan u = 2t, sehingga dipenoleh:

2

0 t A -4t A+ 17
1

= 7'175 '

Penyelesaian
,ri\-lYi

\\{ ql" -

n
I

\

o[- u? "-"' ]
5

t(/) 2
2 oJ e-u

du

u2'5-1 du

bentuk terakhir ini sama dengan bentuk (2) fungsi gamma

jadi:

-4 2

fiTot=#.zl0 t e dt=

7. Hitunglah
0

c4

t5

14
1

t dx

f,nx

\ji'i
, .; , ,'r r 

" 

l- i'' 
t':''t'

rt'i''' ' *
'qr,tij |h$!rs
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j d.x

\f,'r."*
1

1

2

1

2

ol1 (In x

(:.n {)

dx

1

e -u
L2

e

T (n+t )

1
)

1

sehingga:

11 dx or1o) .,f,*--'tZ

= V-rr

dx

; lL rO dUl-1 

-

'm+1 ' m+1

-Unudu

o-r

bentuk terakhi.r sama dengan bentuk (7) fungsi gamma ,

)

4. Buktikan barrwa oJ1 tm (rn t)n dt =
(-t )nnl

1**1)n*1

bila n bllangan bulat positif dan m bilangan bulat de-

ngan m) -1
Bukt i

Misalkan lnt=-x
i'laka: t = e-X, dt = -e-Xdx

ot1 tm(tnt)nat = - lo "-nx 
(-x)n e-x d.:c

c.4

mj-salkan u = (m+1)x

maka du = (m+1 ) dx

= ^f "-(m+1)x 
(-x)n axOJe

V2

= (-t )n o{ .-(m+1)* *, d*

oJ 
1 tm( tnt )tat = ( -t )n of"

- (-t )n
1m*1)n*1

(-r )nfiF



1g

of 
1 rm (rnt)n dr = !-, )l=Bl

1m*1 )n*1
ET

/ (/) -"t) 25. Buktikan OJ e

Bukti

Misalkan I(.(rP) =

{'^ . "-s'
c,

cospl d^ =
1

VE

of' "
2

-oU
2

SinpX d).

2

cospX d \

"-Q'/ 
+*'

d(sin pA)

Or
-=-apu

* oJ sin pA d(e -#,2 )

r[ "-o^'

[-po(

1a
1

2"r

*
g.{

-p
9d

sinpl
q 

-"r>2A

o[- -d>2 l

a (*)

a

U)
-d>2e

cosQ) u 
^]

CosQl d^

ap

oI

dI-Tdiperoleh

dengan mengintegralkan, maka:

I

a&

InI= +1nC

I=Ce -Pz / +s-

-(b24a

I(drO) = C . . . . . . .

(-) ,-2
Karena r (o(,p) = o[ "-1" CosQX d)
Maka r(d, o) = oJ- "4' dX

misalkan x =C.x2 , maka d.x = 2o(\ d 
^

a
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Jadi l(e(rO) = O

u2

t -xe a
dx
m.

0

0

1

2

1

z

U)

t ^.x-1 
e-* d*

( -'l -ax'e"dx
1

2ta
x
(J

r({,p, = i \lI

)

1-2xe

ol" "-*' cospx dtr = + W

-1 (-
zl6t 0J

=zk.T(+)
- 1\/E2Vc(

-x ox

Dari hasil terakhir dan (*) d.iperoleh:

C= 1

2

Karenal=Ce
Maka diperolehr

82 / qd-

-€t+*
atau

-€ t+*

VT

e

e

E

a

f ioO l"u*
ik(.trP *



Fungsi Gamma didefinislkan oleh integral,

T ("() = of^ .-r rl-1 dr , {)o
Representasi lain d.ari fungsi gamma ad.alah:

T (al = , ,l- .-" t2a.-1 dt

atau

T(x) = of1 tr" ft(-1 at

Fungsi Gamma T (x) adalah fungsi yang konvengen

Hubr:ngan fungsi.onal fungsi. gamma,

T(d+1) =dT(o0

Apabila sifat T (o<*t ) = d-f (t) dilakukan berulang ka}i, dl -
peroleh:

ltxl =
ft (a+t+r ) , o( *or-1 t-2t )

IV. KESIMPI]I,AN

;q7;a1a{2) aaa (o(+k)
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aaa

Nilai f ungsi gamma pad.a d'= + adalah,

Tt{t = vr

Dari fungsi gamma sebagai fungsi faktorial diperoleh:

T(n+1) = n! r asalkan n bilangan bulat positif

Sebagai fungsi faktorial, fungsi gamma memberikan,

o! =T (t) = 1

m! = (-l)nr-r, untuk m(0

.,r i,r , ',',lii*lli '.,r
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Suatu peubah acak kontinu X mempunyai ItDistribusi Gammatt

d.engan parameten c( dan Qr bila fungsS. densitasnya:

+ **-1 .-*/P r x)o
r(x)=-) Q*nt<l

\.4 , x-(o

bila o()0 dan e>0.

Distribusj- Gamma ini mempunyai mean dQ dan vaniansi de'.

Fungsi gamma dapat membantu kita menyelesaikan hitr:ng in-
tegralr yang secara elementer sulit dicani solusinya.
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