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Kata Pengantar

Puji syukur penulis aturkan kepada T\rhan Yang Maha Kuasa karena dengan

karuniaNya penulis mampu menyelesaikan makalah dengan judul Minimisasi
pada Ruang Hasil Kali Dalam ini.

Pemahaman tentang minimisasi dari fungsi-fungsi bernilai skalar akan mem-

bantu dan memudahkan pemahaman tentang permasalahan-permasalahan pada

kontrol optimum, misalnya tentang pemilihan fungsi kontrol yang memini-

mumkan "loss function" dari suatu permasalahan teknik dan industri.

Terima kasih penulis aturkan kepada rekan-rekan sejawat yang telah mem-

baca makalah ini dan memberikan masukan berharga tentang perbaikannya.

Semoga makalah sederhana ini bermanfaat bagi pembaca.

Padang, November 1998
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Bagian 1

Pendahuluan

1.1 Latar Belakang

Topik hasil kali dalam dibahas secara luas pada mata kuliah aljabar linier,

namun pada kuliah-kuliah sedikit sekali dibahas tentang materi yang mengarah

pada aplikasi dari topik tersebut. Pengetahuan tentang ruang hasil kali dalam

terutama minimisasi dalam ruang hasil kali dalam merupakan dasar untuk

lebih memahami konsep kontrol optimum.

L.2 Tujuan

Tujuan dari penulisan makalah ini adalah untuk:

1. Menambah referensi mata kuliah aljabar linier dan mata kuliah matema-

tika terapan pada jurusan Pendidikan Matematika IKIP Padang.

2. Untuk mengetahui tentang minimisasi dari fungsi-fungsi bernilai skalar.

r it i ii. i, iJ'i Pxi'i?iitTl\if'J'Ui'L'
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1.3 Permasalahan

Permasalahan yang akan dijawab dalam makalah ini adalah bagaimana memi-

nimumkan fungsi-fungsi yang bernilai skalar dan bagaimana meminimumkan

jumlah dari suku kuadratik dan suku linier dari suatu fungsi vektor.

L.4 Metode Pembahasan

Metode yang digunakan dalam pembahasan tulisan ini adalah metode analisis

standar untuk membuktikan baik lemma maupun teorema, yaitu dengan bukti

langsung atau dengan cara kontradiksi.
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Bagian 2

Pembahasan

Sebelum membahas hal utama dari makalah ini, yaitu Minimisasi Dalam Ru-

ang Hasil Kali Dalam perlu terlebih dahulu dibahas beberapa definisi dan

teorema tentang; Hasil Kali Dalam dan Norm, Transformasi Linier, dan Trans-

formasi Adjoint.

2.L Hasil Kali Dalam dan Norm

Definisi 2.L Hasil koli dalam pada ruang uektor real V adalah pemetaan

(,) : V xV + R denganpengaitan(*,A) + (',y) sehinggaun'

tuk setiap uektor rrg dan z diV, dan a €R berlaku :

("). \*,y) : (a,*l

(b). (o*,,a):a(t,a)

("). (r * a, z) : (*, r) * (a, zl

3



(d.). (r, r) ) 0; (*,*) - 0 +=+ a -- o.

Definisi 2.2 Hasil kali d,alam d,ua uektor *(t) d.an A@) e Rn yang n'rcra-

pakan fungsi-fungsi kontinu pada interual t e [tr,trl, didefinisikan oleh

(*(t),y(t)) : ; u l),' 
*'t ry(t) d,t

1 rtt rL

: ,* r, lr, lq(t)Y1$)'

Misalkan r € R'dengan komponen fiLs*zt...ttn dan A adalah matriks

n x n dengan elemen aU e R. Maka

(*,Afl: i ioo,*r*i: nrAa.
i:l j=l

Fungsi bernilai skalar f (*) : (rrA*) disebut fungsi kuadratik.

Definisi 2.3 untuk set'iap *, + O, suatu bentuk leuadratilc orAo disebut

definit positif jika *r Ar ) O, dan matriks simetri, A disebut matriks definit

positif jika bentuk kuadrati,lc rr At adalah definit positif.

Definisi 2.4 Misalkan V ruang uektor atas lapangan F. Suatu pemetaan

ll ll t V + R dengan pengaitan * t-> llr'll dinamakan norm pada V iika

memenuhi :

a. llrll > 0, Yr e V

b. Untuksenl,uat e V berlaku llrll - 0 <- *:O

c. llorll - lal llzll, Vr € V dan e e I{

d. llc + ull < llrll + llvll, Yr,y e v.

4



Definisi 2.5 Misalkon V suatu ruang hasil kali dalam, maka rt.orrn dari se-

tiap u(t) € V yang merupakan Jungsi, konti,nu pada intental t e ltr,tr)

didefinisikan oleh

llu(t) ll - (r(t), u(r)).

Definisi 2.6 Veletor t dan y dikatakan ortogonal iika (nrU) : 0'

Definisi 2.7 Himpunan bagian x - {*rr*r,,... ,frn} dari r-uang hasil kali

d.alam V dikatakan orlonormal jika

L jikai:i,
(*rr*i) :

0 jikai*j

Teorema 2.L Jika X : {*t, fr2t' ' ' ,, cn} himpunan ortononnal dari raang

hasil kali d,alamV d,any adalah aektor sebarang diV makaa-Di:r(U,*il*i

orlogonal pada semuo t; € X.

Bukti: (g -Di:r(a,*)*i,ri) : (a,,*r) - tt, (a,*il(eitr,r)
: (A,*o) - (y,*rl : O. I

Misalkan V ruang hasil kali dalam dan M e V, M + 0. Himpunan ortogo-

nal dari M,, dinyalakan dengan ML, adalah himpunan semua vektor di I/
yang ortogonal pada semua vektor di M yaifi ML : {a e V I @,y) - 0

untuksemuareM\.

Lemma 2.1 MisalkonV suatu ruang hasil kali dalam dan M suatu himpunan

bagian dari V, M + 0, maka berlaku hal berikut.
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1. ML suatu ruang bagian dari V,

2. Jika I{ raang bagian yang dibangun oleh M maka I{ dan Mt saling

ortogonal.

Bukti: Misalkan V adalah ruang hasil kali dalam kompleks

1. Misalkan r dan y e ML. Maka untuk z e M diperoleh (z,a*!
gil : a(z,r) +Fk,v) - 0, untuk a,0 € C. Jadi diperoleh

a* * 9A e ML dan ini berarti Mr suatu ruang bagian.

2. Misalkano € -I(dan y e ML.
at € C dan rni €. M. Akibatnya

Maka * : DZ.- d.;.rni, dimana

(*,y) : (t d.irrl;,g) : Dooknr, U) : 0
tfa

i:L

7TL

i--r

Ini membuktikan Mt ofiogonal dengan -t(

Lemma 2.2 Jika M adalah ruang bagian dari ruang hasil kali dalamV maka

berlakuV: M @ ML.

Bukti: Misalkan E: {ttrtzs... ,r*} suatu basisortonormaldariMdan

z vektor sebarang di y. Thlis c : D}-r(zro)ni maka menurut Teorema

2.3.1 y : z - r ortogonal pada semua vektor tt € E. Ini menunjukkan

a € Et. Jadi menurut Lemma2.3.1 EL : ML. Sehingga z: r*U
dimana r e M dan g e ML. Selanjutnya akan dibuktikan M n Mt - O.

Ambil o e M n ML maka (r,o) - 0. Jadi diperoleh u - 0. Dengan

demikian telah dibuktikan V - M @ ML. I

Lemma 2.3 Misalkan M suatu ruang bagian dari V. Maka berlaku MLL -

M

6
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Bukti: Misalkan re M". KarenaV:M@Mt maka zdapalditulis

sebagai hasil tambah, z - n *y dengan t e M dan y e Mt. Sehingga

(r,y) : (t * u,ul : (*,a> + @,s) - llsll'.

Karena , e Mtt maka (r,g):0, akibatnya llgll2 - 0' Jadi z: * e M'

Sebaliknya jika z e M, maka (a,rl - 0, Vu € Mt.Ini membuktikan

, e M,'. Dengan demikian telah dibuktikan MLL -- M, I

2.2 Transformasi Linier

Definisi 2.8 Misalkanv dan w raang uektor atas lapangan F, T z v -->

w suatu fungsi d,ari v ke w, T disebut transformasi, linier dari v ke w,

T e a(V,W) jika untuk setiap uektor u dan a e V dan setiap c € F

berlaku:

(o) T(u * u) : r@) + r@)

(b) T(cu) - cT(u)

Dalamkasus d,imanav - W, trasformasilinierT : V + W disebut

operator linier pada V

Teorema 2.2 JikaT z V + W adalah suatu transfor-masi linier, maka

(o)

(b)

(")

"(o) - 
o

r?") - -?(o)

T(o - u) : T(") - T(*), Yr' € V

7



Definisi 2.9 Himpunan bagian K, K I O dari, ruang uektor V adalah ruang

bagian ji.ka an + gy e I{,,Ya.r9 e f danYtry e I<.

Lemma 2.4 Misalkan V dan W adalah ruang uektor atas F dan T : V +

W adalah transformasi linear, maka I{er(T) adalah ruang bagian dariV

Bukti: Misalkan c1 dan tz € I<er(T) yaitu, T(*r) - 0 dan T(r2) -
0. Maka T(ar1 +Ph) - aT(or)+ Pt(rz) :0 Ya,9 € F. Jadi

arr * A*, € I{er(T). Ini membuktikan I{er(T) adalah ruang bagian dari

V. I

2.3 Transformasi Adjoint

Definisi 2.1O Misalkan T : V + W adalah transformasi linear, dimana V

dan W adalah ruang hasil kali dalam dengan hasil kali dalam berturut-turut

(, )o dan ( , )-. Transforrnasi adjoint T* : W -+ V didefinisikan oleh

(u,T(*))- - (T*(a),*)"

dimanar e V dang eW.

Jika A - (a61) adalah suatu matriks atas F, maka A* : (ooi)' adalah

konjugate transpose dari A. (Jika F - R, maka A* : AT).

Teorema 2.3 Misalkan T € a(VrW), dimana V dan W adalah ruang

uektor berdimensi hingga. Jika B suatu basis ortonormal untuk V, C suatu

8



basis ortonormal untuk W. Maka

lT*7",, - ([?]a,c).

atau, matriks adjoint T* adalah matriks conjugate transpose dari T.

Bukti : Misalkan B : {brrbrr. . . , b.} adalah suatu basis ortonormal

untuk V dan C : {cttczt...,crr.}suatu basis ortonormal untuk W, jika

dimisalkan

r@):io,,o
i=l

(ai) adalah koordinat dari ci, maka kita dapat menulis matrik

lT)r,": (au).

Karena C suatu basis ortonormal, maka kita dapat menulis

(ooi) : (T(bi),.n).

Sebaliknya, jika

T*("i): i aii(br),
i:l

(ori) adalah koordinat dari b;, maka kita dapat menulis matriks

lT*7.,r: (a;i).

Karena B suatu basis ortonormal untuk V, maka

(ori) - (T*("i), bo) : (br,".(.i))

- (?(bi), ci) :d,u: ([7]r,c)-.

Jadi,

lT*)c,a - ([?]a,c).' I

I



2.4 Minimisasi pada Ruang Hasil Kali Dalam

Pada bagian ini akan dibahas beberapa teorema tentang minimisasi pada ru-

ang hasil kali dalam, sebelumnya perlu terlebih dahulu dibahas suatu lemma

yang akan banyak membantu dalam pembuktian teorema-teorema yang akan

dibahas.

Lemma 2.5 MisalkanV suatu ru,ang hasil kali dalam atas lapang- an realft.

Maka untuk setiap 11 dan oz di V berlaku ketaksamaan

((rr, *r))' ( (rr, a)(a2,r.2)

yang disebut ketaksamaan Schwartz. Persanlaan dipenuhi jika dan hanya jika

11 dan tz tidak bebas linier.

Bukti: Untuk setiap p' dan.\ bilangan real berlaku

O 1 (p,q * \rz, prlcl { ),n2)

: tf (rt,rr) * 2p),(ecy,*r) * \2(*2,r.2)

(r., rr) (*r,*r) l.L

t,
^] (*r,*r) (*r,*r)

^
Jadi,

(cr, cr) (*t, *r)

(*r,*r) (*r,*r)

10



adalah matriks definit nonnegatif, sehingga determinannya nonnegatif, yaitu

((rr, ar))'( (rr, a1) (o2,*2).

Selanjutnya akan ditunjukan, persamaan dipenuhi jika dan hanya jika c1 dan

cz tidak bebas linier. Misalkan persamaan dipenuhi, maka

0 : ((cr, *r))'- (rr, *)(n2,u,2)

(*r, *r) (*r,, *r)

(or, rrl (*r, *r)

Jadi ada a, g € I? yang tidak keduanya nol sehingga,

["r]
(ur, *r) (*r, *r) a

0-

(*r, *rl (*r, *r) p

: Q2(rr, *r) * 2a7@rr'.z) * 0'(*rr*rl

- (o*, * 0*2, ant * ltz).

Kesamaan ini hanya dipenuhi oleh ar1 * grz: 0' Karena a dan B tidak

keduannya nol, maka ar1 dan cz tidak bebas linier. Sebaliknya, Jika tl dan t'2

tidak bebas linier maka ada o # o e E sehinggd t'1 : a*2' ini memberikan

((rr, *rl)' - ((o*r,*r))'

: a.2 (arr*r) (*rr*r)

- (o*r, o*r) (tr, rr)

: (lcr, rc1) (t2, rr2). I

11



Jil<a az diketahui, maka ketidaksamaan Schwartz dapat digunakan untuk men-

jawab pertanyaan bagaimana meminimumkan (rr, rr) terhadap batas

(oyr2) - a.

Jawabannya adalah dengan memisalkan c1 tidak bebas linier dengan t2 dan

dengan mengambil suatu konstanta sedemikian sehingga o1 IrI€rI€Duhi batas.

Teorema berikut mengambarkan hal ini.

Teorema 2.4 Misalkarl n2 f O suatu uektor di ruang hasil kali dalam V dan

misalkan a suatu skalar. Maka nilai dari a e V yl,ng n'Lerninimumkan (,' *)

terhad,ap batas (ar*r) : o,.adalah frr : a(r.zrtz)-rrz.

Bukti: Pertama perhatikan bahwa 01 m€rl€nuhi syarat batas. Ambil a € V

sebarang vektor yang memenuhi (*r*r): @, maka

(*r*rl:(rycz):a.

Jadi,

(* - *r,uzl -- O. (2.1)

Akan ditunjukan

(rr,rr) 1(n,r), Yre V.

Kalikan (2.1) dengan a(r2rnz)-', sehingga diperoleh

o: a(azr*r)-'(a - n1rn2)

: (r - tlse(rzrrr)-taz)

: (c - lctt frt)

: (r,*r) - (*r,,*r).
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Dengan menggunakan ketaksamaan Schwartz, dihasilkan

(*,*)(rr,rr) - (*r,*, ) ) (c, *r) - (c1, 11) - 0

atau dengan menggunakan definisi norm,

llrllllr,ll - ll,'ll' > 0.

Jika cr f 0, maka llrrll # 0, dan diperoleh

llu lll < ll0ll,

dan jika n! :0, jelas llrrll - 0 dan

llCIrll < llrll, v*, e v.

Jadi diperoleh

(cr, ,r) ( (r' el). I

Jika X dan Y merupakan ruang hasil kali dalam, -L suatu transformasi linier

dari X ke Y dan -t* adalah adjoin dari -L. Maka untuk setiap r € X dan

A € Y berlaku:

fu, L(*)) - (tr. (sr), r) .

Teorema berikut merupakan generalisasi dari teorema 3.1

Teorema 2.5 Misalkan L t X -> Y adalah suatu pemetaan linier dari suatu

raang hasil kali dalam X ke ruang hasil kali dalamY yang berdimensi hingga'

Jika pemetaan komposisi LL* : Y -> Y inuertible, maka persarnaan L(*) -

ls rnernpunyai solusi

g,o: L*(LL*)-'(go).
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Selanjutnya, jika t1 ad,alah sebarang solusi lain dari persarnaan L(*) : Ao

maka

llrrll < llr,ll

Bukti: Misalkan LL. (A) : ao, y1 ad.akarena .t.t* invertible, sebut L* (Ar) -
ff6, In&k&

L(*o) - L(L- (aL))

-- LIL* (rI.)-'l(so)

: LL*(LL-)-'(Uo)

: Uo'

Jadi ro merupakan solusi persamaan L(a) - yo'

Misalkan c1 solusi lain untuk L(*) : Uo, akan ditunjukan

llroll < llrrll.

Karena rs dan o1 merupakan solusi dari I(c) -- Uo, maka

.t(*o) - L(*r) : L(ro- zr) : 0.

Ini memberikan

0 : (Ur, L(*r- zr))

- (L* (vr), 'o - 'r)
: (ro, ro - rr)

: (co,ro) - (ro,rr).

t4



Dengan menggunakan ketaksamaan Schwartz diperoleh

(*o, ro) - (ro, ro) (*rr*, ( (ro, ro) - (cs;c1) : 0

atau,

llcoll'z - llrollllu,ll < o.

Jika rs f O, mala' llroll I 0, dan diperoleh

llroll < ll'rll'

dan jika oo:0, jelas ll'oll - 0 dan

llroll < ll"ll'
Jadi, untuk setiap 11 solusi yang lain dari ^[(r) : ys diperoleh

llroll S ll,rll' r
Contoh: Misalkan z adalah suatu m-vektor dan misalkan A suatu matrik

rn x n.. Masalah kita adalah menentukan suatu n-vektor r sedemikian se-

hingga Ar : z dan llcll minimum. Karena rank A adalah rzl, maka AAr

invertible, maka menurut teorema 3'1'2

no : ar lAAr)-rz

adalah solusi Yang diinginkan' I

Contoh: Tentukan solusi dari persamaan vektor

fi1

t2

frg
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yang meminimumkan tl + r| + *?

Penyelesaian: Menurut teorema 3'2 solusinya adalah

frg --

1

-1

30 20

-20 L4

1

1

35

20 22

11

-10 10

1

20 20 -L2

10 -6

0

16

1

5 2

1

fir:: 
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Teorema berikut menjelaskan tentang minimisasi jumlah dari suku kuadratik

l- ta\
> /rr\ '1

dan suku linier.

Teorema 2.6 Jika Q : Qr ad,alah matrik yang definit positif, maka untuk

setiap r € R*

q - nrQn | 2rrr + b > b - rrQ-L''

Kesamaan d,ipenuhi jika d'an hanga jika *s - -Q-Lr'

Bukti: Karena Q definit positif, maka Q-l ada. Jika 4 ditambah dan diku-

rangkan dengan rrQ-Lr diPeroleh

q: nrQn |Zrrt + b + 
"Q-" 

- 
"Q-"

, *' e* I 2rr r + r' Q-', + b - r' Q-',

: (rr + rrQ-\(Q* +r) + b - "Q-"
= (r * Q-'r)' (Qo * r) + b -,'Q-"

- (r + Q-'r)'Q@ + Q-")+ b- rrQ-'r' (2'2)

Karena Q definit positif, maka suku pertamanya mempunyai nilai minimum 0

sehingga

q : rTQr * 2rr*+ b > b - rrQ-rr'

Jadi dari (2.2) terlihat bahwa kesamaan dipenuhi jika dan hanya jika

* : -e-,r. r

''ii iK ilPi PtiiPUJil\nAi',tr
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Bagian 3

Kesimpulan

Dari uraian pada bagian 3, teorema-teorema yang telah dibahas tersebut meru-

pakan kesimpulan dari makalah ini'

Teorema 3.L Misatkan n2 f o suatu uektor di raang hasil kali dalamv dan

misalkan a suatu skalar. Maka nilai d,ari * e V yang rnerninimumkan (*t*)

terhad,ap batas (r',*r) : a ad'alah frL : a(r.zrrz)-r*z'

Teorema 3.2 Misalkan L : X -> Y ad,alah suatu pemetaan linier d'ari suatu

ran,ng hasit kali d,alarn x ke ruang hasil kali d'alamY yang berd,imensi hingga'

Jika pemetaan komposisi LL* : Y -+ Y inuertible, maka persarnal'n L(*) -

ls rnernPunYai solusi

no: L*(LL*)-'(go).

18
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selanjutnya, jika 11 ad.alah sebarang solusi lain dari persarnaan L(*) : ao

maka

llroll < llu rll.

Teorema z.s Jika e : e, ad.arah matrik yang definit positif, maka untuk

setiap r € R*

q - nrQn * 2rrt+ b > b - rrQ-rr'

Kesamaan d,ipenuhi jika dan hanya ji'ka r,'s: -Q-"
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