MAKALAH

MINIMISASI PADA RUANG HASIL KALI DALAM
-

T A e, Ty ey n s

N T _;é; I’ ;“Vw b 7
Wity 3-2- /998
CRATTN

: ¢ o ~ L~
ey ﬁ / A

S o, s, el

; -
[ =1
§ K
Vv B

L gy
5725 5%a_ 5o

R

QLEH:
DRS. HENDRA SYARIFUDDIN, M.Si
o ’

FAKULTAS PENDIDIKAN MATEMATIKA DAN IPA
IKIP PADANG
1998



Kata Pengantar

Puji syukur penulis aturkan kepada Tuhan Yang Maha Kuasa karena dengan
karuniaNya penulis mampu menyelesaikan makalah dengan judul Minimisasi
pada Ruang Hasil Kali Dalam ini.

Pemahaman tentang minimisasi dari fungsi-fungsi bernilai skalar akan mem-
bantu dan memudahkan pemahaman tentang permasalahan-permasalahan pada
kontrol optimum, misalnya tentang pemilihan fungsi kontrol yang memini-

mumkan ”loss function” dari suatu permasalahan teknik dan industri.

Terima kasih penulis aturkan kepada rekan-rekan sejawat yang telah mem-
baca makalah ini dan memberikan masukan berharga tentang perbaikannya.

Semoga makalah sederhana ini bermanfaat bagi pembaca.
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Bagian 1

Pendahuluan

1.1 Latar Belakang

Topik hasil kali dalam dibahas secara luas pada mata kuliah aljabar linier,
namun pada kuliah-kuliah sedikit sekali dibahas tentang materi yang mengarah
pada aplikasi dari topik tersebut. Pengetahuan tentang ruang hasil kali dalam

terutama minimisasi dalam ruang hasil kali dalam merupakan dasar untuk

lebih memahami konsep kontrol optimum.

1.2 Tujuan

Tujuan dari penulisan makalah ini adalah untuk:

1. Menambah referensi mata kuliah aljabar linier dan mata kuliah matema-

tika terapan pada jurusan Pendidikan Matematika IKIP Padang.

2. Untuk mengetahui tentang minimisasi dari fungsi-fungsi bernilai skalar.



1.3 Permasalahan

Permasalahan yang akan dijawab dalam makalah ini adalah bagaimana memi-
nimumkan fungsi-fungsi yang bernilai skalar dan bagaimana meminimumkan

jumlah dari suku kuadratik dan suku linier dari suatu fungsi vektor.

1.4 Metode Pembahasan

Metode yang digunakan dalam pembahasan tulisan ini adalah metode analisis

standar untuk membuktikan baik lemma maupun teorema, yaitu dengan bukti

langsung atau dengan cara kontradiksi.



Bagian 2

Pembahasan

Sebelum membahas hal utama dari makalah ini, yaitu Minimisasi Dalam Ru-
ang Hasil Kali Dalam perlu terlebih dahulu dibahas beberapa definisi dan
teorema tentang; Hasil Kali Dalam dan Norm, Transformasi Linier, dan Trans-

formasi Adjoint.

2.1 Hasil Kali Dalam dan Norm

Definisi 2.1 Hasil kali dalam pada ruang vektor real V' adalah pemetaan
(,) : VXV — R dengan pengaitan (z,y) —> (x,y) sehingga un-
tuk setiap vektor ¢,y dan z di V, dan a € R berlaku :

(a). (=y) = (y,x)

(b). (az,y) = alz,y)

(c)' (z+ v, z) = (maz> + (y, 2)



(d). (z,z)>0; (z,z)=0<+<=z=0.

Definisi 2.2 Hasil kali dalam dua vektor z(t) dan y(t) € R™ yang meru-

pakan fungsi-fungsi kontinu pada interval t € [t1,t2], didefinisikan oleh

@090 = [ @) dt

2 —t Ju
Sy
= z; (t)yi(t)-
te —h Ju

Misalkan £ € R™ dengan komponen z1, T2,...,Z, dan A adalah matriks

n X n dengan elemen a;; € R. Maka

((D, A:D) = Zn: Zn: A TiTj = :I:TAZD.

i=1 j=1
Fungsi bernilai skalar f(z) = (x, Az) disebut fungsi kuadratik.
Definisi 2.3 Untuk setiap € # 0, suatu bentuk kuadratik T Az disebut
definit positif jika €T Az > 0, dan matriks simetri A disebut matriks definit

positif jika bentuk kuadratik T Az adalah definit positif.

Definisi 2.4 Misalkan V' ruang vektor atas lapangan F. Suatu pemetaan
Il : V. — R dengan pengaitan © — ||z|| dinamakan norm pada V' jika
memenuhi :

a. ||z|| >0, VzeV

b. Untuk semua x € V berlaku ||z|]| =0 <> = =0

laz|| = |a|||z]l, Vz €V dana € K

e

d. |lz+yll <llzll +llyll, Vz,yeV.
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Definisi 2.5 Misalkan V suatu ruang hasil kali dalam, maka norm dari se-
tiap v(t) € V yang merupakan fungsi kontinu pada interval t € [t;,t2)

didefinisikan oleh
lv@®)Il = V{v(t),v(¢))-
Definisi 2.6 Vektor ¢ dan y dikatakan ortogonal jika (z,y) = 0.

Definisi 2.7 Himpunan bagian X = {1, T2, , Tn} dari ruang hasil kali
dalam V dikatakan ortonormal jika

1 jikai = j,

(ziy Tj) =

0 jikati # 3.
Teorema 2.1 Jika X = {z1,Z2, -+ ,ZTn} himpunan ortonormal dari ruang
hasil kali dalam V' dany adalah vektor sebarang di V' maka U—Z?=1 (y, z;)x;
ortogonal pada semua ¢; € X.
Bukti: (y — Z?=1 (Y, )T, i) = (Y, T;) — Z?:l (y, z;) {5, Ti)

= {y,z;) — {y, ;) = 0. |

Misalkan V ruang hasil kali dalam dan M C V, M # 0. Himpunan ortogo-
nal dari M, dinyatakan dengan M, adalah himpunan semua vektor di V'
yang ortogonal pada semua vektor di M yaitu M+ ={y € V | (m,‘y) =0
untuk semua x € M},

Lemma 2.1 Misalkan V suatu ruang hasil kali dalam dan M suatu himpunan

bagian dari V, M # 0, maka berlaku hal berikut.
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1. M~ suatu ruang bagian dari V,

2. Jike K ruang bagian yang dibangun oleh M maka K dan M* saling
ortogonal.

Bukti: Misalkan V adalah ruang hasil kali dalam kompleks.

1. Misalkan = dan y € M*. Maka untuk z € M diperoleh (z, az +
By) = a(z,x) + B{z,y) = 0, untuk a,8 € C. Jadi diperoleh
ax + By € M~ dan ini berarti M+ suatu ruang bagian.

9. Misalkan ¢ € K dany € M+t. Maka z = 3 [, a;m;, dimana
a; € C dan m; € M. Akibatnya

(z,y) = (Z omy, Y) = Zai<mi’y> = 0.

Ini membuktikan M= ortogonal dengan K. |

Lemma 2.2 Jika M adalah ruang bagian dari ruang hasil kali dalam V' maka
berlaku V.= M ¢ M-~.

Bukti: Misalkan E = {z;,Z2,- - , T, } suatu basis ortonormal dari M dan
z vektor sebarang di V. Tulis ¢ = ) .-, (2, z;)x; maka menurut Teorema
2.3.1 y = z — x ortogonal pada semua vektor £; € E. Ini menunjukkan
y € E1. Jadi menurut Lemma 2.3.1 B+ = M. Sehingga z = =z + ¥y
dimana £ € M dan y € M~. Selanjutnya akan dibuktikan M N M+ = 0.
Ambil v € M N M~ maka (v,v) = 0. Jadi diperoleh v = 0. Dengan
demikian telah dibuktikan V = M @ M*. |

Lemma 2.3 Misalkan M suatu ruang bagian dari V. Maka berlaku M++ =

M.



Bukti: Misalkan z € M++. Karena V = M @ M maka z dapat ditulis
sebagai hasil tambah, z =z + y denganz € M dany € M 1. Sehingga

(z,9) = (= +v,y) = (z,¥) + (v,y) = ||vll%

Karena z € M~++ maka (z,y) = 0, akibatnya ||y||> = 0. Jadiz =z € M.
Sebaliknya jika z € M, maka (v,z) = 0, Vv € M~. Ini membuktikan
z € M*L. Dengan demikian telah dibuktikan M-+ = M. |

2.2 Transformasi Linier

Definisi 2.8 Misalkan V dan W ruang vektor atas lapangan F, T : V. —
W suatu fungsi dari V ke W, T disebut transformasi linier dart V ke W,
T € oV,W) jika untuk setiap vektor u dan v € V dan setiap ¢ € F

berlaku:
(o). T(u+v)=T(u)+T(v)
(b). T(cu) = cT(u).

Dalam kasus dimana V. = W, trasformasi linier T : V. — W disebut

operator linier pada V.

Teorema 2.2 Jika T : V. — W adalah suatu transformasi linier, maka:
(a) T(0)=0

(b). T(—v)=—T(v)

(c) T(v—w)=T(w)—T(w),VzeV.
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Definisi 2.9 Himpunan bagian K, K # 0 dari ruang vektor V' adalah ruang

bagian jika ax + By € K,Va,B € F danVz,y € K.

Lemma 2.4 Misalkan V' dan W adalah ruang vektor atas F dan T : V —

W adalah transformasi linear, maka Ker(T) adalah ruang bagian dari V.

Bukti: Misalkan z; dan z; € Ker(T) yaitu, T(z;) = 0 dan T'(xz2) =
0. Maka T(az; + Bx2) = aT(z,) + BT(z2) = 0 Vea,B € F. Jadi
azy + Bzs € Ker(T). Ini membuktikan Ker(T) adalah ruang bagian dari

V. |

2.3 Transformasi Adjoint

Definisi 2.10 Misalkan T : V — W adalah transformasi linear, dimana V
dan W adalah ruang hasil kali dalam dengan hasil kali dalam berturut-turut

(, Vv dan {, Y. Transformasi adjoint T* : W — V didefinisikan oleh
(¥ T(x)w = (T"(y)s T)o

dimanazxz € V dany € W.

Jika A = (ai;) adalah suatu matriks atas F, maka A* = (@;)" adalah

konjugate transpose dari A. (Jika F = R, maka A* = AT).

Teorema 2.3 Misalkan T € o(V,W), dimana V dan W adaleh ruang

vektor berdimensi hingga. Jika B suatu basis ortonormal untuk V', C suatu



basis ortonormal untuk W. Maka
[T*lc,8 = ([T]B,c)"

atau, matriks adjoint T* adalah matriks conjugate transpose dari T'.

Bukti : Misalkan B = {b,b2,...,b,} adalah suatu basis ortonormal

untuk V dan C = {c1,€2y...,Cm}suatu basis ortonormal untuk W, jika

dimisalkan

T(b;) = f: aijci

i=1

(a,-j) adalah koordinat dari ¢;, maka kita dapat menulis matrik
[T]8,c = (aij)-
Karena C suatu basis ortonormal, maka kita dapat menulis
(ai;) = (T'(b;), ci)-
Sebaliknya, jika
T*(c;) = Y, aij(bi),
i=1
(cui;) adalah koordinat dari b;, maka kita dapat menulis matriks
[T*]c,s = (aij)-
Karena B suatu basis ortonormal untuk V', maka
(0j) = (T™(c;), bi) = (bi, T*(c;))
= (T(b:),¢;) = @i; = ([T]B,c)™
Jadi,
[T*lc,s = ([T]B,c)" L
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2.4 Minimisasi pada Ruang Hasil Kali Dalam

Pada bagian ini akan dibahas beberapa teorema tentang minimisasi pada ru-
ang hasil kali dalam, sebelumnya perlu terlebih dahulu dibahas suatu lemma

yang akan banyak membantu dalam pembuktian teorema-teorema yang akan

dibahas.

Lemma 2.5 Misalkan V suatu ruang hasil kali dalam atas lapang- an real R.

Maka untuk setiap , dan T2 di V berlaku ketaksamaan
(z1, €2))? < (@1, T1) (T2, T2)

yang disebut ketaksamaan Schwartz. Persamaan dipenuhi jika dan hanya jika

x; dan xo tidak bebas linier.

Bukti: Untuk setiap i dan A bilangan real berlaku
0 < (pxy + Az, puxy + AT3)

= p%(z1, 1) + 2uX{(z1, T2) + A (T2, T2)

(1, 1) (271,1’2) 8]

(T1,z2) (T2yZ2)| |A

= S

Jadi,

(-’131, wl) (1131,332>

(fL‘n 332) (332, 332)
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adalah matriks definit nonnegatif, sehingga determinannya nonnegatif, yaitu

((z1, z2))? < (z1,Z1) (T2, T2).

Selanjutnya akan ditunjukan, persamaan dipenuhi jika dan hanya jika z; dan

x, tidak bebas linier. Misalkan persamaan dipenuhi, maka

0 = ({z1,x2))? — (@1, T1) (T2, T2)

(z1, 1) (T1,T2)

<$1, :132) <ZD2, .’122)

Jadi ada a, B € R yang tidak keduanya nol sehingga,

(r1,21) (T1,T2)| |@

(2?1, 152) (1132, mz) B

L E L

= a®(z1,71) + 208(z1, T2) + B? (T2, z2)

= {az, + Bz2, ax1 + Bx2).

Kesamaan ini hanya dipenuhi oleh ax; + Bz, = 0. Karena o dan 3 tidak
keduannya nol, maka x; dan . tidak bebas linier. Sebaliknya, Jika x4 dan x,

tidak bebas linier maka ada a % 0 € R sehingga ;1 = a2, ini memberikan
({21, 22))* = ({az2, z2))”
= o?(z2, z2) (T2, T2)
= {(aza, ax2) (T2, T2)

= <$1, m1><w2, 332)' u
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Jika x5 diketahui, maka ketidaksamaan Schwartz dapat digunakan untuk men-

jawab pertanyaan bagaimana meminimumkan (z1, ;) terhadap batas
(1, x2) = a.

Jawabannya adalah dengan memisalkan x; tidak bebas linier dengan z2 dan
dengan mengambil suatu konstanta sedemikian sehingga 1 memenuhi batas.

Teorema berikut mengambarkan hal ini.

Teorema 2.4 Misalkan o # 0 suatu vektor di ruang hasil kali dalam V' dan
misalkan a suatu skalar. Maka nilai dari z € V yang meminimumkan (z, T)

terhadap batas (z,x2) = a adalah z; = alzs, T2) "1z

Bukti: Pertama perhatikan bahwa z; memenuhi syarat batas. Ambilz € V

sebarang vektor yang memenuhi (z,z2) = a, maka
(z,z2) = (T1,T2) = a.
Jadi,
(x — z1,z2) = 0. (2.1)
Akan ditunjukan
(z1,21) < (z,z), V€€V
Kalikan (2.1) dengan a(z2,z2) ', sehingga diperoleh
0 = a{x2, z2) " H{z — 1, T2)
= (z — x1, a{T2, T2) " T2)
= (x — z1,T1)

= (-’Da z;) — (ml, 1131)-
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Dengan menggunakan ketaksamaan Schwartz, dihasilkan

Vi, ) (T1, 21) — (T1,21) 2 (2, 71) — (T1,Z1) =0

atau dengan menggunakan definisi norm,

llzllllz1]l = llz1ll* = O.
Jika z; # 0, maka ||z1|| # O, dan diperoleh

llzsll < It

dan jika 7 = 0, jelas [|z1|| = 0 dan

lz:l| < ll=z|l, Ve V.
Jadi diperoleh

(1, z1) < (z,z). W

Jika X dan Y merupakan ruang hasil kali dalam, L suatu transformasi linier
dari X ke Y dan L* adalah adjoin dari L. Maka untuk setiap x € X dan
y € Y berlaku:

(y, L(z)) = (L"(y), ).

Teorema berikut merupakan generalisasi dari teorema 3.1

Teorema 2.5 Misalkan L : X — Y adalah suatu pemetaan linier dari suatu
ruang hasil kali dalam X ke ruang hasil kali dalam 'Y yang berdimenst hingga.
Jika pemetaan komposisi LL* : Y — Y invertible, maka persamaan L(z) =

Yo mempunyai solusi

zo = L*(LL*)"*(yo)-
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Selanjutnya, jika x, adalah sebarang solusi lain dari persamaan L(z) = yo

maka

lIZoll < ll1ll-

Bukti: Misalkan LL*(y1) = Yo, ¥1 ada karena LL* invertible, sebut L*(y1) =

o, maka
L(zo) = L(L"(y1))
= L{L*(LL")™"](vo)
= LL*(LL*)*(yo)
= yo.

Jadi 2, merupakan solusi persamaan L(z) = yo.

Misalkan x; solusi lain untuk L(x) = yo, akan ditunjukan
llzoll < |l ]l-
Karena x¢ dan ; merupakan solusi dari L(x) = yo, maka
L(zo) — L(z1) = L(zo — 1) = 0.
Ini memberikan
0 = (y1, L(zo — 1))
= (L*(y1), o — 1)
= (o, To — T1)

= (930,330) - <$o, 11?1)-
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Dengan menggunakan ketaksamaan Schwartz diperoleh

(To, To) — V{0, To) (1, 1) < (To; To) — (Lo, T1) =0
atau,
llzoll* — llzollllz1ll < O-

Jika zo # 0, maka ||zo|| # 0, dan diperoleh

llzoll < llzall,
dan jika zo = O, jelas [|zo]| = 0 dan

llzoll < [zl
Jadi, untuk setiap x; solusi yang lain dari L(z) = yo diperoleh

llzoll < flall. W

Contoh: Misalkan z adalah suatu m-vektor dan misalkan A suatu matrik
m X n. Masalah kita adalah menentukan suatu n-vektor = sedemikian se-
hingga Az = z dan ||z|| minimum. Karena rank A adalah m, maka AAT
invertible, maka menurut teorema 3.1.2

zo = AT(AAT) 'z

adalah solusi yang diinginkan. W

Contoh: Tentukan solusi dari persamaan vektor

]
i 11z ]
321 1
:132:
5 2 1 1
L . L J
T3
L]
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yang meminimumkan z? + 3 + 3.

Penyelesaian: Menurut teorema 3.2 solusinya adalah

3 5[ 17117
14 20 1
To= |2 2
20 30 1
1 1| ) T
o
3 5| 1T
1 30 —20| |1
=502 2
—20 14 | |1
| 4 L
11
—-10 10| [ ]
=% | 20 —12
1
L
10 —6
B i
0
1
=<2
1
L
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Teorema berikut menjelaskan tentang minimisasi jumlah dari suku kuadratik

dan suku linier.

Teorema 2.6 Jika Q = QT adalah matrik yang definit positif, maka untuk

setiap ¢ € R™
n=zTQz +2rTz+b>b—rTQ'r.

Kesamaan dipenuhi jika dan hanya jika xg = —Q71r.

Bukti: Karena Q definit positif, maka Q! ada. Jika n ditambah dan diku-

rangkan dengan rTQ~'r diperoleh
n=zTQzx + 27Tz +b+rTQ r —rTQ 7 'r
=zTQz +2rTz +77Q 'r + b — rTQr
= (T +r7Q ") (Qz +7)+b— rTQ 'r

= (z + Q)T (Qz+r)+b— rTQ r

=(z+Q 'r)TQ(z + Q'r)+b—rTQ7'r. (2.2)
Karena Q definit positif, maka suku pertamanya mempunyai nilai minimum 0
sehingga

n=2TQzx+2rTz+b>b—rTQ7'r.
Jadi dari (2.2) terlihat bahwa kesamaan dipenuhi jika dan hanya jika

z=—-Q r. N

g uet PLRPUS TARRAH
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Bagian 3

Kesimpulan

Dari uraian pada bagian 3, teorema-teorema yang telah dibahas tersebut meru-
pakan kesimpulan dari makalah ini.

Teorema 3.1 Misalkan T, # O suatu vektor di ruang hasil kali dalam V dan
misalkan a suatu skalar. Maka nilai dari x € V yang meminimumkan (T, x)

terhadap batas {z,x2) = a adalah z1 = a(xs, T2) T2

Teorema 3.2 Misalkan L : X — Y adalah suatu pemetaan linier dart suatu
ruang hasil kali dalam X ke ruang hasil kali dalam Y yang berdimensi hingga.
Jika pemetaan komposisi LL* : Y — Y invertible, maka persamaan L(x) =

yo mempunyai solusi

zo = L*(LL*)™" (yo)-
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Selanjutnya, jika x1 adalah sebarang solusi lain dari persamaan L(x) = Yo

maka

llzoll < llzall-

Teorema 3.3 Jika Q = QT adalah matrik yang definit positif, maka untuk

setiap ¢ € R™

n=2aTQz+2rTz+b>b—rTQ7'r.

Kesamaan dipenuhi jika dan hanya jika Top = —Q71r.
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