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BAHASA PEMROGRAMAN PASCAL)

dalam bentuk kombinasi dengan basis (:]=1 untuk (n,k) € {(0,0),(2.0),(x, )},

k k-1
untuk (n, k}= 0. Entri segitiga Pascal dikenal juga sebagai koefisien binomial
karena entri tersebut merupakan koefisien dalam ekspansi bentuk binomial

relasi rekursif (:J=(n—l)+(n-—l) untuk n,k € Z* di mana k <n,dan (:)=O

Untuk memecahkan masalah di atas, menurut Chappel (2000) trinom
(a+b+c)” dipandang sebagai (a+(b+c))” dan dengan menggunakan teorema

Binomial, diperoleh (a + 4 + c) = ﬁ > ( pI n]a” "'6""c™ . Berdasarkan formula
n=0 mag\ N m

Secara rekursif, entri Piramida Pascal, yang dilambangkan dengan 7},,,,.,».) ,
dikonstruksi dengan menggunakan formula rekursif dengan basis Tty nm=1 untuk
tripel (p,n,m) di mana pe {O}u Z*, ne {O,p}, dan me {O,n,p}, relasi rekursif
Tonm™ Tipaipimsy + Totnim + Tpipmy untuk (p.7.m) di mana
p,nmeZ' n<p dan m <n,dan i, ».m)= O untuk (p,n,m) lainnya .
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BABI
PENDAHULUAN
A. Latar Belakang
Segitiga Pascal merupakan pola bilangan dalam bentuk segitiga yang

tersusun atas baris dan kolom.

Gambar 1. Segitiga Pascal.

Entri suatu baris segitiga Pascal diperoleh dengan menggunakan rumus

rekursif dengan basis (n]___ I untuk n=r=0dan relasi rekurens
r

-1 -1
(n]___(n J+(” 1) untuk n2r dan n dan r bilangan asli. Notasi # dan r,
r r r-

secara berturut-turut, melambangkan nomor baris dan nomor kolom segitiga
Pascal.

Pola bilangan di atas disebut dengan segitiga Pascal karena Blaise Pascal,
scorang matematikawan Prancis abad ke—]7 yang mengulas secara bersamaan
konsep segitiga Pascal, kombinasi, dan koefisien binomial dalam karyanya Traite
du Triangle Arithmetique. (Pengeley, 2005).

Entri segitiga Pascal dikenal Jjuga dengan koefisien binomial karena entri

tersebut merupakan koefisien dalam ekspansi bentuk binomial (a + b)". Masing-
1
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masing baris segitiga Pascal tersusun atas bilangan yang merupakan koefisien
penjabaran binom (a + b)" untuk n=0,1, 2, ....

Dalam perspektif ini, muncul permasalahan tentang cara menghitung
koefisien penjabaran bentuk trinomial (a+ b + c)' dengan menggunakan segitiga
Pascal, formula rekursif perluasan segitiga Pascal yang dipakai untuk ekspansi
trinomial, dan program komputer untuk menghasilkan perluasan segitiga Pascal
tersebut.

Untuk itu penulis ingin melakukan suatu penelitian  dengan  judul
"Penghitungan Koefisien Trinomial (Suatu Bentuk Umum Segitiga Pascal dan
Suatu Iterasi dengan Menggunakan Bahasa Pemrograman Pascal)"

B. Perumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang di atas, maka penulis merumuskan
permasalahan yang akan dikaji sebagai berikut.

1. Apa bentuk perluasan segitiga Pascal untuk menghitung koefisien trinomial?

2. Apa formula rekursif yang digunakan untuk mengkonstruksi perluasan
segitiga Pascal?

3. Bagaimana menghitung koefisien trinomial dengan menggunakan Bahasa

Pemrograman Pascal?

C. Tujuan Penelitian

Tujuan umum penelitian ini adalah untuk menghitung koeﬁsien.tn'nomial.
Secara khusus, penelitian ini bertujuan untuk :

1. Menemukan bentuk perluasan segitiga Pascal yang digunakan untuk

menghitung koefisien trinomial.
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. Mendapatkan formula rekursif untuk mengkonstruksi perluasan segitiga
Pascal.

- Mendapatkan program komputer untuk penghitungan koefisien trinomial

dalam Bahasa Pemrograman Pascal.



BABII
TEORI PENDUKUNG
A. Kombinasi, Koefisien Binomial, dan Segitiga Pascal
Sifat-sifat yang berlaku pada segitiga Pascal dikonstruksi dengan
mengaplikasikan sifat-sifat kombinasi. Pada bagian ini akan ditinjau beberapa
konsep dasar kombinasi.
1. Kombinasi
Beberapa definisi, teorema, dan identitas berikut inj berkaitan dengan
faktorial dan kombinasi.
Definisi 1 : n!=n(n-1)(n-2)..2.1, untuk n=1,2, 3, ...
dan O!=1.
(Tucker, 1995)
Definisi 2 : Kombinasi r objek yang pilih dari n objek berbeda adalah susunan
subhimpunan r objek dari n objek tanpa memperhatikan urutan.

(Freund, 1987)

Jumlah kombinasi r objek dari n objek dilambangkan dengan (n) dan
r

dirumuskan dengan teorema berikut.

Teorema I : Jumlah kombinasi r objek dari n objek berbeda adalah

(") =" untkr=0,1,2,..n
r r!(n—r)

(Freund, 1987)



Definisi 3 : Misalkan n,r € Z*, untuk r > n berlaku(nJ= 0.
r
(Grinstead, 2005)
Dalam operasi bilangan (nJ berlaku banyak sifat dan identitas. Identitas
r
yang paling penting adalah Identitas Simetri seperti di bawah ini.
. n n .
Identitas 1 : ( )=( ] (Helbig, 2007)
r) \n-r

Identitas Simetri memperlihatkan bahwa jumlah cara pemilihan suatu sub
himpunan yang terdiri atas r 'objek dari himpunan yang memiliki n anggota sama
dengan jumlah cara pemilihan sub himpunan dengan n-r objek yang akan
dikeluarkan dari himpunan tersebut.

[dentitas lainnya adalah Identitas Pejumlahan. Identitas ini merupakan

formula rekursif untuk memperoleh segitiga Pascal.

. n n-1 n-1
Identitas 2 : ( )=( J+( )
r r r-1
(Johnsonbaugh, 1998)
Identitas 2 bisa diilustrasikan sebagai penghitungan cara pemilihan r orang

anggota perwakilan dari suatu komite yang mempunyai n anggota. Misalkan p

salah seorang anggota suatu komite. Jika p termasuk dalam perwakilan, maka

-1
pemilihan anggota perwakilan yang lainnya bisa dilakukan dalam (n 1)cara.
r—
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-1
Sebaliknya, jika p tidak diikutsertakan, maka terdapat (n )cara pemilihan. Jadi
r

total cara pemilihan yang mungkin sama dengan ( n) .
r

Berbeda dengan identitas 2 yang berkenaan dengan penjumlahan dua
kombinasi, identitas berikut berkaitan dengan perkalian dua kombinasi dan akan
digunakan untuk memodifikasi bentuk perkalian kombinasi yang diperoleh dalam

ekspansi trinomial. Identitas ini dikenal dengan Identitas Revisi Trinomial.

Identitas 3 :("I’):[ " )
r\m n-r, r-m, m

(Chappell, 2000)
Identitas 3 merupakan dasar perluasan kombinasi yang akan digunakan dalam
ekspansi multinomial.

2. Koefisien Binomial

Bilangan (n) dikenal juga dengan koefisien binomial di mana nilai
r

koefisien variabel suku ke-r dalam ekspansi binom (a +b)" sama dengan [n)
r

Pandang bentuk (a +5)'. Bentuk ini diekspansi dengan mengalikan ketiga faktor
suku demi suku.
(a+b) = (a+bXa+bXa+b)
= aaa + aab + aba + abb + baa + bab + bba + bbb

=a® +3a’h + 3ab? +5°,
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Dalam perspektif kombinatorik, masing-masing suku merupakan kombinasi r
buah b dari 3 buah b dan koefisiennya adalah nilai kombinasi dimaksud. Sehingga

ekspansi binom di atas bisa dijabarkan dengan menggunakan notasi kombinasi

(a+b) = ((3) Ja3 +ma2b +(;)ab2 +@}b3

3.(3
(a+by =§(r}a3"b'. 1)

sebagai berikut.
atau

Secara umum, untuk (a + )", berlaku teorema berikut.

Teorema 2 : Misalkan a,b € R. Untuk setiap n € {0} U Z * berlaku

(a+b)"=i('r’}~-fbn

r=0
(Helbig, 2007)
Teorema 2 dikenal dengan teorema Binomial.
3. Segitiga Pascal
Segitiga Pascal merupakan pola bilangan dalam bentuk segitiga yang
tersusun atas baris dan kolom. Penamaan baris dan kolom dimulai dari baris ke-0

dan kolom ke-0. Untuk sembarang n dan k bilangan Bulat tak negatif, elemen

baris ke-n kolom ke-k dilambangkan dengan B, dimana B, =[:)



B(O.O)

By0) By,

Bia.0) B Bip.2)

3(3.0) B(s.l) B(s.z) B(3.3)

Gambar 2. Segitiga Pascal dalam notasi B,,,,,.

Berdasarkan ~ sifat kombinasi, untwk n,ke{0}uZz*, B,,=B,,=l,

n.n) =
B sy= By + B, 4-1) jika n >k, dan B, = 0, untuk » dan k lainnya. Secara
rekursif, B, ., bisa dinyatakan sebagai berikut.

B

(k) =
a. Basis
1, untuk (n,k) € {(0,0),(r.0),(n,n)}
Relasi rekursif
B4yt By untuk n ke Z* , dan k <n.

b. 0, untuk (n,k) lainnya



dengan diagram alir di bawah ini.

B(,,‘,,) «0

B("_k) «0

( stop >

Gambear 3. Diagram Alir B -
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B. Ekspansi Trinomial
Trinomial merupakan bentuk suku tiga (a +b+c). Untuk n bilangan bulat
positif, trinom (a+5+ c)” dapat dijabar dengan dua cara. Pertama, dengan

mengalikan semua faktor suku demi suku. Kedua, dengan memandang bentuk

trinom sebagai bentuk binomial.

1. Ekspansi Trinomial dalam Perspektif Aljabar

Analog dengan binomial, bentuk trinom (a+b+ c)’ dijabarkan dengan
mengalikan semua faktor suku demi suku. Pandang bentuk (a+ 5 + c)’. Dengan
mengalikan ketiga faktor suku demi suku diperoleh
(a+b+c)= (@+b+cla+b+cha+b+c)
atau,
(a+b+c) = aaa +aab + aac + aba + abb + abc + aca + ach + acc +

baa + bab + bac + bba + bbb + bbc + bea +bech + bee +

caa +cab + cac + cba + cbb + cbe + cca + cch + cec
atau,
(a+b+c) = a’ +3a’b+3a’c+3ab® +6abc +3ac’ +b° + 3b%c + 36c? + c
Dalam bentuk lain, hasil penjabaran di atas dapat disusun seperti berikut,
(a+b+ cf = & +

3@’ + 3a’c +

3ab® + 6abc + 3ac® +

b + 3b% + 3bc? + c
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2. Ekspansi Trinomial dalam Perspektif Binomial

Di samping pendekatan yang digunakan di atas, Chappel (2000)
menjabarkan trinomial (a+b+c)y dengan memandang
(a+b+c)’=(a+(b+c)) . Untuk p = 3, berdasarkan teorema Binomial, diperoleh
(a+b+c)3 = (a+(b+c))3

atau,

n=0

(a+b+c) = i(z (b+c)

atau,
(a+bc) = ZZ( )( },bc

n=0 m=0
atau,
(a+b+ c)‘ ((3)) [g) b0 +

(el

(BIZJ lbzco+( 2) a'b'c (3\(2 a'b’c? +

20 2A1) 2\2)

e Qe

atau, .

(a+b+c)f = ()1)a’b°c" +
BXa?s'c® + (3)1)a?s’' +
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@)1)a's%c® + (B)2)a'b'c' + ()1)a'b%? +
)asc’ + (1)3)a’8%c' + (1)3)a'c? + (I1)ac?
atau,
(a+b+c)f = ap%° +
3a’b'c® + 3a%°' +
3d'b’” + 6a'b'c' + 3a'b°c? +
a’®’c® + 3a°h’c' + 3a%'c? + a%b'c}
atau,
(a+b+c) = & +
3a’h + 3a’c +
3ab’ + 6abc + 3ac® +
b+ 3% + 3bc? + ¢
Secara umum berlaku teorema berikut.

Teorema3 : Va,b,ceR, Vp,n,me{O}uZ*,nSp,dan m<n:

(@+b+c)y=3 2":(” I;Ja”“"b"""c".

n=0 m=0\ 1

(Chappel, 2000)
Di samping itu, dengan menggunakan identitas 2, perkalian kombinasi

n

(nIr)pada Teorema 3 bisa dinyatakan sebagai (

], sehingga
rkm m

n-r, r—m,

diperoleh teorema berikut.



Teorema 4

: Va,b,ceR, p, n,me{O}uZ*, n<p,dan m<n:

(a+b+c) =i‘2( p }P-nb"-mcm .

n=0m=0\ P —H,n—m,m

(Chappel, 2000)

13



BAB III
PEMBAHASAN
A. Perluasan Segitiga Pascal dalam Bentuk Piramida
1. Konstruksi Piramida Pascal
Dalam tulisannya The Trinomial Triangle, Chappel (2000)
mengkonstruksi perluasan segitiga Pascal untuk koefisien trinomial dengan
mengalikan bilangan-bilangan pada lajur kiri dengan bilangan-bilangan pada
bagian kanan pada pola di bawah ini di mana bilangan-bilangan pada bagian kiri

merupakan entri segitiga Pascal di sisi kanannya.

Gambar 4. Koefisien trinomial sebagai perkalian entri segitiga Pascal de;1gan
entri baris terakhirnya yang berpadanan.
Pendekatan ini memperlihatkan bahwa perluasan segitiga Pascal untuk trinomial
merupakan perkalian dua nilai kombinasi. Secara aljabar, hasil ini diperoleh

berdasarkan teorema 3 untuk a=1,b=0,c=0,dan p=3.

14
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Untuk trinom (a+b+c¢)’, dengan memandang (a+b+ c)=(a+ b+ c))3 ,
hasil ekspansi diperoleh dengan cara menjumlahkan semua hasil perkalian entri di

bagian kiri dengan bagian kanan pada gambar berikut.

3a? b c
3a b? 2bc c?
1 b’ 3b%¢ 3bc? ¢’

Gambar 5. Ekspansi trinom (a+b +¢)’ dalam format
segitiga Pascal yang diperluas.
2. Representasi Geometris Piramida Pascal

Dalam tulisan ini, representasi geometris perluasan segitiga Pascal untuk
koefisien trinom (a+b+c)” dikontruksi dengan mengaplikasikan Teorema 4
menggunakan pendekatan induktif untuk tripel ‘(p, n, m) yang memenuhi kriteria
p,n,me {O}UZ*, n<p,dan m<n.

Untuk p = 0, tripel (p, n,m) yang mungkin adalah (0,0,0). Sehingga dalam

0Yyo
kasus ini hanya diperoleh satu skalar bernilai 1 sebagai hasil (OIO) .
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Untuk p = 1 terdapat 3 tripel (p,n,m) yakni (1,0,0), (1,1,0), dan (1,1,1).
Ketiga menghasilkan skalar bernilai 1. Dengan memandang koefisien trinomial

sebagai perkalian kombinasi, maka diperoleh

atau,
1

1 1

Dengan cara yang sama, untuk p = 2 dihasilkan
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Jika pola bilangan di atas disusun secara vertikal, maka diperoleh pola

seperti piramida berikut.

Gambar 6. Piramida Pascal.

Horn (2005) menyebut pola di atas sebagai piramida Pascal.
Urutan vertikal pada pola di atas untuk selanjutnya dinamakan dengan
lapis. Dengan demikian, posisi entri piramida bilangan ini ditentukan ofeh lapis,

baris, dan kolom, dan dilambangkan dengan T, m> di mana p menunjukkan
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lapis, n baris, dan m kolom. Berdasarkan pendekatan yang digunakan Chappel

§
) | _(PY ) P
T nm = Bony- Bam) - Sehingga T, , )= \n)(m)—(P —n,n— m,m)'

k4

T(3,3,3)
Gambar 7. Piramida Pascal dengan entri dalam format Tpnm)-
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B. Formula Rekursif Piramida Pascal

Sebagaimana telah ditinjau sebelumnya, segitiga Pascal dikonstruksi

dengan menggunakan rumus rekursi.
Bop =
a. Basis
L, untuk (n,k) € {(0,0),(.0), (n,n)}
Relasi rekursif
B(,,_,',‘_,) + B(,,_,‘,‘), untuk n,ke Z*,dan k <n.
b. 0, untuk (n,k) lainnya
Dengan menggunakan rumus rekursi di atas dan identitas 3, maka
1. untuk tripel (p,n,m) di mana pe oz, ne {0,p}, dan me {0,n, p}
diperoleh

B

Lpnm)=B (= 1 2)

pn)”

2. dan untuk tripel (p,n,m) , di mana p,nmeZ' | n<p , dan
m < ndidapatkan

T(ﬂ.'w) =B

(pn)-°

B

(n,m)

atau,
Ty m) =(B(p—m4) + B, ) B
atau

Lpnm)= Bipetm-tyBinmy + BiyymyB

(nm)*
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atau,

Lo )= Bp-t.-1) (B(n—l.m—u + B, i m) ) + B,y myBamy-

atau,
Tonm) = Bio-tntBiaetm-y + BiptntyBiansmy + Bt my Bnm) €)
Berdasarkan identitas 3, |
B iayBieimny= Tt metm) )
Bptn- Bt =gt norm) &)
BB = Tptpm) - (6)

Dengan mensubstitusi persamaan (4), (5), dan (6) ke persamaan (3) dihasilkan
T ) = Tp-tmetm) ¥ Tip-tinetm * Lot nm) @)
3. untuk tripel (p,n,m) lainnya diperoleh

T(p-n."') =B

(pn)* B( 0

nm)
Persamaan (1) dan persamaan (7) menunjukkan pola rekursi piramida
Pascal. Secara singkat, rumus rekursif piramida Pascal di atas dapat dinyatakan
sebagai berikut.
T(p.run)=
-1. Basis
1, untuk (p,n,m) dimana p e {O}UZ* 1= {O,p}, dan me {O,n,p}
Relasi rekursif

7‘(p—l,n—l,m—l) + Iip-l,n—l,m) + 7’(’,_!'”“") b untuk (P;n,m) di mana

pnmeZ n<p,danm<n



2. 0, untuk (p,n,m) lainnya

dengan diagram alir sebagai berikut.

mulai

/Bacap, nm /

T(p.n,»') <0
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T(n.n.'") «1

Tip,n,m) « sz—-l.n-l.m—l) + np—l.n-l,m)+ Tip-l,n,n)

\ 4

v
/ Cetak Ing"tm) /

Gambear 8. Diagram Alir T;,,, ...



BAB IV

KESIMPULAN DAN SARAN

A. Kesimpulan

Berdasarkan kajian dalam penelitian ini, maka ditarik beberapa

kesimpulan berikut.

1.

Perluasan segitiga Pascal untuk ekspansi trinomial merupakan pola bilangan
berbentuk piramida.

Formula rekursi piramida Pascal adalah

T(!'.'l.m) = T(p-l,n-l,m-l) + T(p—l,n-l,m) + T(p—l,n,m) s untuk P = 1, 2, 3, .

n=12,.,(p-1)danm=1,2, .., (n-1)

B. Saran

Penulis menyarankan agar dilakukan beberapa penelitian lanjutan

berkenaan dengan segitiga Pascal khususnya tentang, antara lain :

1.

2.

Perluasan segitiga Pascal untuk multinomial.
Algoritma rekursi yang lain untuk mengkonstruksi perluasan segitiga
Analisis kompleksitas algoritma rekursi segitiga Pascal dan perluasan segitiga

Pascal.
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2. Listing Program Binomial dan Trinomial dalam Bahasa Pemrograman Pascal
a. Program menghitung entri segitiga Pascal baris ke-n kolom ke-k.
(*Program menghitung entri Segitiga Pascal
pada baris ke-n kolom ke-k dengan menggunakan rekursi*)
Program Segitiga Pascal;
uses crt;
(*Bagian Deklarasi Variabel*)
varn, k, i, j : longint;
(*Fungsi untuk menghitung entri segitiga Pascal*)
function binomial(i,j:longint):longint;
begin
if (i<0) then
binomial := 0
else
if § =0) then
binomial := |
else
binomial:=binomial(i-1,j-1)+binomial(i-1,j);

end;

(*Program Utama*)
begin
clrscr;
writeln('Menghitung Nilai Suku Baris ke - n dan Kolom ke - k";

writeln(' pada Segitiga Pascal');

writeln(*

D;

writeln;

writeln;

writeln('"Masukkan nomor baris.");
write(' n:");



read(n);
writeln;

writeln('Masukkan nomor kolom.");
write(" k:");

read(k);

writeln;

writeln;

binomial(n,k);

readln;

write('Suku baris ke - ,n,' kolom ke - 'k, adalah : ");
write(binomial(n,k));

readln;

end.

. Program Trinomial

(*Program untuk menghitung entri Piramida Pascal lapis ke-p, baris ke-n,
kolom ke-n dengan menggunakan rekursi* )

Program Piramida_Pascal; «

uses crt;

(*Bagian Deklarasi Variabel*)

varp,n,m, i, j, k : longint;

(*Fungsi untuk menghitung entri Piramida Pascal*)

function trinomial(i,j k:longint):longint;

begin
if (i<0) then
trinomial:=0 .
else
if (G = 0) and (k = 0)) then
trinomial:=1
else

trinomial:=trinomial(i-1,j-1,k-1 )+ trinomial(i-1,j-1 K)+trinomial(i-



1,j.k);

end;

(*Program Utama*)

begin

clrscr;
writeln('Menghitung entri Piramida Pascal pada Lapis ke-p, Baris ke-n,");
writeln(' dan Kolom ke-m");

writeln(" "

writeln;
writeln('Masukkan nomor lapis »).";
write(" p:');

read(p);

writeln;

writeln("Masukkan nomor baris (n).");
write(" n:');

read(n);

writeln;

Wﬁteln(‘Masukkan nomor kolom (m).");
write(" m:');

read(m);

writeln;

writeln;

readln;

trinomial(p, n, m);

write('Suku lapis ke P, haris ke ',n,", kolom ke ‘,m,' adalah : );
writeln(trinomial(p,n,m));

writeln;

write("Untuk kembali tekan sembarang kunci ');
readin;

end.
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