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Arnellis, Membangun Inlegrar Mc Shane Dengan Sistim iierang Fundamentar

T'his rescarch contains some rcsults of our study on the Mc Shane integral.
The definition of ft-. \1. Share integral using fundamental interval system. ihe
definition of the Mc Shane integral proposed here can be used for integration
overs fundamental interval system. We shall study also some of properties-on the
fundamental Mc Shanc intcgral cspecially how fai propcrties of Mc Shun. integral
fbr arbitrary elementary sets. It is state in terms of point interval system. ,l:he

purpose of this article is to give characterization of fundamental Mc Shane
integral.

ABSTRACT

Fundamental Mc Shane Integral, Fundamental Interval System,
Key Word
Integration.
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BAB I

PENDAHULUAN

A. Latar Belakang

Matematika terdiri dari beberapa kelompok ilmu, di aruaranya kelompok

analisis. Teori integral adalah salah satu ihnu yang termasuk dalarn kelompok analisis

yang merupakan ilmu deduktif dan masih tetap tumbuh dan berkembang, baik dari

segi teori maupun dari segi pernakaiannya.

Dari segi pemakaiaunya, sampai saat ini banyak teori integral yang digunakan

dalam bidang lainnya di antaranya bidang MIPA sendiri, teknik, ekonomi, sosial dan

lainnya. tlidang lisika, intcgral lliornan digunakan dalanr "kcrja". Ilidang T'cknik

integral Henstock terpakai pada bentuk "gridding hurnp". Bidang ekonomi, integral

Riemann dipakai dalarn analisa ekonomi "fungsi rnarginal", dan lainnya.

Dari segi teoti integral berke,rnbarg terus dimulai dengan pendefinisian

integral Denjoy Khusus dan integral Perron meruprnfua1 perutnpiunaan .integral

Lebesgue dalam bentuk deskriptif tetapi dalam arah yang berbeda. Meskipun

dernikian dua jenis integral itu rnasih tetap ekuivalen (Kubota,l980). Integral

Lebesgue merupakan perumuman dari integral Riemann. sementara itu

pengembangan konsep-konsep kalkulus dipertajarn perhatiannya sehingga usaha itu

ntellgllasilkillt polrgernb:utgarr intcgrirl Ricrnirnrr rrrcnjacli irrtcgral Ilicrnanrr lerrlikap

(integral Henstock). Hasil yang ruenakjubkan tenryata integral Henstock dapat

dirnodifikasi ke dalarn bentuk integral Mc Shane. Yee (1989) mernbuktikan bahwa
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setiap tirngsi tak ltegatif terintcgral Hcnstock juga tcrintcgral Mc Shalte pada ruang

Euclide R.

Pfefler (1993) telah rnendellnisikan integral IVIc Shane dengan sistim selang

titik dan sifat-sifat mendasal yang dimitiki oleh integral Mc Shane membentuk suatu

sistirn selang titik. Pengembangan konsep sistirn selang titik dipertajam lagi menjadi

pengembangan konsep trerdasarkart sistirn selang fundanrental. Darrnawijaya(1993)

berhasil menyusun sistirn selang himpunan funclamental. Dengan mencermati

pengembangan ini, peneliti ingin rnenyusun teori integ'al beldasarkan sistim selang

litttd:tlnottlttl y:tlrg ntcrttll:tkittt srritlu rrrotlcl tl:rri sislinr lrirppgplrr litrr41rnc1l1!.

Berdasarkan atas sistim selang t'undarnental dikontruksi pendefinisian integral Mc

Shane sistim selang firndarnental, sifht-sifat, dan teorerna-teorema integral Mc Shane

fundarnental. Sifat-sifat dan teorema-teurerna yang berlaku pacla integral Mc Shane

dengan sistirn selang titik dapatkah berlaku juga pada sistim selang firndarnental ?.

Berdasarkan uraian di atas peneliti tertarik untuk menyelidiki integral Mc

Shane dengan sistinr selang lrrrrdarncrrtal. tJntuk itrr pcnclitiln ini be{uclul

Membangun Integral IVIc shane dengan sistim selang Fundamenta!.

B. Perumusan Masalah

Dari hasil studi yang mendalarn tentang teori integral, banyak sifat-sifat

maupun karakteristik-karakleristik yang telah diungkapkan dalarn integral Mc Shane

deltgatl sislirn sclattg tilik. Narrrrrrt tlcngarr aclanya irrtcgral Mc Sharrc 4c1g:ur sistinr

selang ftindanental apakah temuan di atas juga berlaku. Khusisnya sejauh mana

definisi-definisi dan sifat-sifat yang terkandung dalam integral Mc Shane pacla sistim
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selang titik dapat diketnbangkan ke dalarn intcgral Mc Shane pada sistirn selang

fundamental.

Berdasarkan uaian di atas maka nrmusan masalah dalam penelitian ini

adalah:

I. Apakah dengan sistim selang fundamental dapat dikontruksi jenis integral Mc

Shane?

2. Apakah dengan sistirn selang frrndarnental dapat diselidiki sitirt-sifht dan leorema-

teorema integral Mc Shane?

3. Apakah integral Mc Shane dengan sistim selang titik ekivalen dengan integral Mc

Shane dengan sistirn selang fundarnental?

3



BAB II
.I'I 

N,IA T IA N PT IS'I-AKA

A. Sistim Selang Fundamental

Sebelurn tnetnb:thits irrtcgral Mc Sharre dcngtn sistirn sclang lunclamental

terlebih dahulu dibahas pengertian-pengertian dasar dan teorerna-teorema yang

digunakan sebagai titik awal pernbahasan tentang lrasil penelitian yang dimuat dalarn

bab solarrlu(nya. Scbagr:tn ntak;ri yiurg disiriik:rn clularrr ba[> irri tlapat dilcrnui tlalarrr

literatur yang ada dalarn daftar pustaka. Beberapa sifat yang disajikan dalam teorema

tidak disertai dengan bukti, akan tetapi diberikan literatur asal teorema tersebut.

Sistiltt sclarrg litnclatttcntal rncrrrpakarr clasar pornbahasan korrsop-konsep

dalam tulisan ini. Tinjauan teoritis diawali dengan sistirr selang fundarnental, sistim

selang fundamental yang diberikan memenuhi beberapa sifat-sifat tertentu yang

lerttrang dalam aksionra-:rksioma scpcrti yang clikcrnukakan olch f)arrnirwijaya

(1993) Untr-rk setiap x e [a,b] dibentuk koleksi o* dengan anggota semua D,:(u,v)

dengan u ( x ( v. Ternyata rD. memenuhi aksioma-aksioma berikut :

Al . Untuk setiap D* € (A dan u <x < v berakibat

r4':Dxn(u,v)eQ

42 . .lika D,',D,"e O, maka I), = D,' n [) ""e 
rA

,{3 . Jika S rnerupakan sebarang hitnpunan indexs dan D" e (D*

Unttrk setiap cr e $ maka D,: ur D* e rD*

A4.tJrltukscli:rpl)'c'.rl),, l)'.urcnrual xclanad:ru,v€[),sclringgaI-.x<v.
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A5. JikaD* € 14,u e D* e rA dar u<makaadaul e D.<ienganu(u1 (x,

dan jikav € D, e ,2I danx<vnrakaadavr e D,denganx(vr (v.

Untuk selanjutnya (D. dlscbut sistrnr selang fhndarnental di x dan setiap L)"e(4

disebut selang fundamental. Koleksi semua c& untuk x e [a ,b] clisebut sistim selang

Iuntlarncrrtirl pa<l:r la, bl.

Berdasarkan atas sistim selang fundarnental tersebut khusus beberapa sifatnya

akan dikontruksi integral Mc Shane. Mengingat konsep integral yang akan dibahas

tidak tcrlepas dari pcltgcrtian parlisi suatu sclang yang terkait dcrrgan liput pr:nuh

fundamental rnaka bcrikut dikenrtLkakan definisi liput penuh fundanental.

A : {[u, v] : u, v e r&, u ( x ( v dan D, e (] menlpakan liput terbuka selang

[a, b] clan discbut liput pcttult lLrtclartrr:ntal sclarrg Ia, bJ atau LPti sclang [a, b],

( cliscbut gencrator [.])lr

Ternyata sistim selang lirndamental pada [a, b] memenuhi aksioma 6 berikut

A6..iika f aclalalr goltcratur l,l)li dari x c la. [rl rrrakir atla ltr, vl e [:r, [rldcng:ur u.lx(v

sehingga untuk setiap s, t e [u, v] dan D,, D, e ( berlaku D, n D1 *O

Definisi I (Thomson, 1980)

.lika Asuatu l.l)l; sclung la,bldengun gcncrilror {, trruka purlisi pada lo, bl l)

- {[u, vl, €] ... {a . a,,, at, e:, .......,a, . h ; xt, x:, . ..x,,} Cengan ai-t, ai € Dri,

ai t -{xi -{aiclctn l),i e S di,sebut parlisi./iutdamcnlal pado lo, hl.

Teorema 2

.lika A l,l)li.salang la,hl, muktr utlu pctrli,si -A

t' .- {a.- att, ot, a:1,...,au h; x1,x2, ...,x,,} patla la,hl.

5



.likct lc,dl c la,bl maku udu purtisi -A1ndu lc:,df

Br-rkti :Karena g'=. iD, e g; x e[c,dl],merupakan generator LPI. selang [c,d] n-raka

cukup dibuktikan sebagai berikut: g pembangkit LPF A, maka menurut 'feorema

Heine Borel ada D D D*. sehinggu UD* = [a,b]
i=l

'l.alrpalllcllgtll.:lllgi:rrli.jikirtliaIrggir1lXtX:

D*, CD,,,. Atnbila:ar(x1 e D.,,b:?n2X, € D*.dana;_1 aD*,,r- D*, untuk

i:2,3,...,n. Jadi diperoleh parlisi -A P:{a : &r,ol,t2, ...,nn:b, X1,X2, ...,xp}. pada [a,b].r

Teorema 3 :

.lika A1, a) masing-masin44 Ll'l;.sclang la,bl dengan pemhangkit herturut-lurul

{D',} dan {D",}, dengan D,: D'*/1 L)"* merutpaken Lpl;- selang [a,bl. Lebih

laniut seliap partisi-A pada 1a,h I merupakon parlisi -Ai 0 , t,2).

Bukti : Untuk setiap x e [a,b'l terdapat sistim selang funclarnental di x, (&.

Anrbil sebarangxe[a,bl,rel)',clarrxel)",.Menurutn2,D.-f)',,/-)f)',r€,A

sehingga diperoleh x e D,. {D,,} akan rnenjadi gcnerator suatu Lpl,. Katakan Lpl, A

= Ar A A2. Lebih lanjut setiap partisi-A pada [a,b] juga merupakan partisi-Ai 0:1,2)

pad;r la,bl, scbab.iika l, ([rr.v];O !:r:r1r. a1, ..., 1t11 b; x;, ...,x,,) tlcng,arr

x1 e [a;-1,a;] dan a;-1, zr; € D*, sebarang partisi -A pada [a,b], maka ai_r, oi € D'* r.\D"* .

Dengan kata lain aii-t, di e D'*, dan ai-t, oi € D"* .r

Pengertian liput penuh fundamental dan terjaminnya partisi-A yang dibahas di

alas digunakan lebih laniut dalarrr bab selaniutnya.

\t , \!
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ll. Limit tlan Kekontinuan l.'unrlamcnt:rl

Dengan menggunakan sistim selang fundarnental khususnya dengan sifat Al

sampai dengan .A5, disusun pengertian Iimit dan kekontinuan fundamental. Temyata

pengcrtian linrit dan kckonlirruarr lirndarrrenlal ckuivalcn dengarr lirnit dalr

kekontinuan )'ang telah dikenal. Pada bagian ini hanya ditunjukkan ekuivalensi antara

pengerlian Iirnit dan lirnit fundamental.

I)cngertian lirrrit lirrrdarttcttlal lrarvalr cl4rr lirrrit lLnclarrrcrrt:rl atas bcr-turul-lurut

di defini sikan setragai berikut :

t.uU etx): 
^ 
ilf^ rup {g1x1;x . D,, I

.Yr.r;) urg E tr"o

,,1Y8,. '"btx);x 
e D" jlim, g1x):

x+x0

Sedangkan unftrk pengertian limit fundamental didefinisikan sebagai berilart.

Definisi 4

Fungsi S [a,bJ --+ R. Bilangan ( disebut limit .fitndantental g(x) unruk x

menclekati x6e[a,bl, dituliskan tlengan l,im, g(x) -, (.,

.lika unluk seliap hilangan e - 0 ada sclang.fundamental l).,rt € a,,, sehing,ga

unluk setiap x e l),oelan x * xo berlaktt lS(x) - f]l < e

Di dalam kalkulus yang telalr dikenal, bilangan I disebut limit g(x) untuk x

mendekati x1le [a,b], ditulis Lirn g(x) : / , jika untuk setiap bilangan e > 0 terdapat
\ix0

bilangan 6>0 sehingga untuk setiap x e(x6 - 6, Xo +5) dan x # Xs berlaliu

le(x)-/l<e

7



Teorema 5

l,im g(x) (l jiku dan hunyujiku l,im, g(x) (
,r-+,b

"f+.r'0

Bukti : Ambil sebarang bilangan e > 0

(Sylral porlrr) l.irn g(x) /', bcrarli irda bilangan 6.'0 schinllga untuk setiap
x+x0

x e (xs-6,x0*6) dan x *xo berlaku [S(x)- fl < e

untuk setiap D'"0 € rD*o,menurut Al, D'ron(xo-6,x61 6) e,4,. Dcnganmengarnbil

D,u:D'^un(x,r6, xo +6) diperolelr tlntuk setiap x € D.,,dalt X lX1l berlaktr

ls(x)-aJce

Dengan kata lain Lirn, g(x): {/

x+xo

(Syarat cukup) Lim,. g(x) (. , berarti ada D*, € O"o sehingga untuk setiap
\+\0

x € I)"0 dan x + xo borlaku lg(x) - t'l < r;

I)engan demikian ada u,v sehingga D*o : (u,v) dengan u ( xe ( v.

Ambil E- min lr11-u,v-x11f .lclas 6> 0 dalr untrrk sctiap x e (x11-6, xo.i6) dan x +xo

berlaku lS(r) - rJ < e

Dengan kata lain 
!y1, UG): t .t

Nilai lirnit firndamental fungsi g adalah tunggal, sebab jika Lirn,. g(x)__-k dan
x_)\0

l-iln,. g(x)'- /:, borarti tutluk sr:tiirp billurgarr c :- 0 tcrdapal sclang-sclarrg lurrclzrmcntal
x+\0

I)'r,, , f)",,, e rD,,, sehiltgga

(i) Jika x € D',' dan x + xtr lr<:rlaku lg(r)- kl< e /3

{t



(l) Jika x € D".. dan x + x1; berlaku lg(*)- ll<el3

Mcrrrrrtrt 42, [),,, [)',,, rr l)",,, c,D,,, dtur -iika x e l),,, tlcltgitn

'l'corcma 6

,lika Lim., h(x) A dtrn Lim, X(.r) ll maka

(i) Lint, {K.h(x)} - K. l.im r ./b) - K.A dengan K e l'll

(ii) Lim , (h(x) t g(r)) Littt, h(x) , l.im, B(x) . A r u

(iii) l.im, h(x) . g(.t) l,im , h(x) . I-im, 5a$) - A , R

(iv) Lim,

lim,h(x)
h(.r) ,,', ,1

,q( r/ lrnt , t,( .r ) lt
_r+"T0

, tluil ll *0.
I )Xlt

Definisi 7 (Darmawijaya, 1993)

.lika Lim, g(x) g(t1l udtt mtrko dikutakctn.filngsi g kontinu filndatncntul di xtt.
x+ x0

Dengan kata lain, untuk seliap hilangian e'.0 tardapu l)*n.A,usehingga

unhtk setiap x e D,o berlaku lg( * ) - g,( x,, )l< e

Jika fungsi g kontinu fundamental di setiap titik E c [a,b], rnaka dikatakan g kontinu

f'undamental pada E. Selanjutnya, dengan C(E) dimaksudkan hirnpunan semua fungsi

kontinu fundamental pada E.

'I'eorema 8

Jika g dan h Jungsi-fungsi kontinu fundamental di x : xs nxokd g + h, g.h

kontinu.funtlamenlul di xoclan (g.'h) kontinrt./intlamental dixrusat h(x1) *0.

I



C. Integral Mc Shane pada Selang Titik

Pengertian partisi sangat erat kaitarrnya dengan mendefinisikan integlal Mc

Shanc. llegitu.juga lr:rlnya.jurnluh Stir:llfcs yrurg.jrrg:r ticlak bisa lcrlcpas dari

pendefinisian integral Mc Shane. Berikut disajikan pengertian jumlah Stieltjes dan

definisi integral Mc Shane berdasarkan sistirn selang titik.

Dcfinisi 8 (Pfeffcr, 1993)

Diberikanfungsi voitune a pada E cRJungsi.f': E-->R dan koleksi posdngan

selang tttik P : {(A*), (A:,x), (Ar.x,)i partisi pada E l}ilangan a (f,P,a).

f,./'{ r, )o{ A, ) di:;chut .itunluh Stialtic:; u .lun14si ./'ptttlu li uttts purtisi l'

Selarrjutnya integral Mc Shane yang didefinisikan berdasarkan sistirn selang

titik scpcrti dollrrisi lrcrikrrt :

Definisi 9 (Pfefi'ea 1993)

Diberikan./ungsi vohrnte a pada E e n.fungsi J': E-+Rdan dikatakan

larintttgrul Mc shtrttc pudu li tcrhudult <t liruli:; sinkat tlangun.f'e M (lia).jiku

tenlapol hilungm rcul I schingga unluk satiap hilongan x 0 tcrdopal.lunS4^ri

positi/ 6 pada li sehingga unluk setiap parlisi 6 -.fine t, ,-. {(A1,x),(At x:), ...

(Ao,x,) j partisi paclu li harluht lo( I , t,,u) - /l . r ctengan

o( /,1',a)=f
i=l

./(x )a(

I3ilangan real l, yang dirnaksud dalanr delinisi 9 di atas tunggal. Ketunggalan

tersebut disa.jikan dalam teorema berikut.
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'I'eorema l0

l)iberikan.firngsi wtlutttc a puda li c ll..liko f e lvl (li, a), ntaka bilangan real

I, yung dintuksucl dulunr da.firtr.si 9 tt.utggul.

Bukti : Andaikan ada dua bilangan real 
,ly 

dan 12 sebarang dan memenirhi Definisi di

atas. Diberikan bilangan e > 0 sebararlg, menurut definisi terdapat fungsi positif

ti, dan 6, pada lr sehingga berlaku

lo(f ,P,,o)- Irl< 9 untuk setiap partisi 5, -fine P1 pada E dan

lo(l',l'}r,u)- trl. 9 rrntuk sr:tiap partisi ti, -lirrr: l)2 pacla tj.

Diarnbil fungsi positif 5 pada E dcngan rurnus 5(x):min {6,(x),6r(x)} untuk

setiap x e E. Menunrt Lcrna cliporclch urrtuk sctiap parlisi 5 - llnc P pacla li

merupakan partisi 6, -fine (i : 1,2) pada E. Oleh karena itu diperoleh

It, - trl = lI, - o(f ,R;cr)l+ lo(f ,P2;c() - t2l <
OL

-+-=t22
Dengan kata lain terbukti lr : Iz atau bilangan real I yang dimaksud dalam Definisi di

atas tunggal.

.lika I e M([,o), rnaka bilangan real Iyang lerkait tlalam l)elinisi di atas

disebut nilai integral Mc Shane t'ungsi f pada E terhadap a dan ditulis dengan

il

b

I J
l)

:(M)" fdu,
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TUJUAN DAN MANFAAT PENELI'TIAN

A. 'l'ujuan Penelitian

Berdasarkan perumusan rnasalah tersebut di atas tnaka tujuan penelitian

adalah:

I Mongkurrstl'ul<si srratrr tcrlli intcllral, y:rilrr inlcgral Mc Shartc bcrclasarkart sistiltt

selang fundamental.

2. Menyelidiki sitat-sifat dan teorema-teorema tentang integral Mc Shane sistim

sclatt g lirndarnclttal

3. Menyelidiki keekivalenan antara integral Mc Shane dengarr sistirn selang titik

dengar sistim selang firndamental.

B. Manfhat Penelitian

Manfaat dari hasil penelitian ini adalah :

l. Menambah wawasan tentang konsep-konsep selang berdasarkan sistim selang

hrndamental.

2. Menambah wawasan teori integral yaitu integral Mc Shane

3. Mernbcrikan surntrangalt pada para pcnclili di bidang rnatornalika lcnrtama

tentang teori integral, diantaranya dapat dibangun intcgral Mc Shane berdasarkan

selang fundarnental.
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BAB IV

ME,TODE PBNEI,ITIAN

A. .lenis Penelitian

Penelitian ini rnenrpakan penelitian teoritik atau penelitian kepustakaan,

dirnulai dengan mernpelajari beberapa karya ilmiah yang disajikan dalam bentuk

junral, ataupun buku. Hasilnya disajikan dalam bentuk teori intcgral yang memuat

definisi-definisi dan teorema-teorema yang dilengkapi bukti. Jadi metode yang

digunakan adalah metode deskriptif yang bertujuan menjelaskan secara rinci

tcnruinr yang diperoleh selruburrgan clcugatr rnasalalt yang ingin tliselesaikan.

B. Teknik Pengumpulan Data

Data penelitian ini dikumpulkan dari buku-buku, jurnal-jumal yang

.rnenunjang penelitian, selringga diperolch konsep berupa teorema dan dapat

dibuktikan secara sistcrnatis, tlan rnorupakan jawabarr dari porrnasalahan. Adapun

proses kerjanya sebagai berikut :

a. Meninjau pennasalahan yang glihadapi

b. Mencari teoriteori yang relevan sebagai penurr-iang untuk urenjawab

pennasalahau

c. Memodifikasi teori-teori yang berisi definisi-definisi dan teorema-teorema

sehingga terjawab permasalahan.
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BAB V

HASIL DAN PE,NIBAHASAN

A. Konstruksi Definisi [ntegral Mc Shane Fundamental

Konstnrksi integral Ivlc Shane clinrulai sebagai berikut..lika 6(x)> 0 ruttuk

setiap x e [a,b], liput penuh lengkap A selang Ia,b] adalalr koleksi semua selang

terbuka (tr,v)dengan x- 5(x <u (x(v<xJ 6(x)untuksetiap x e [a,b'1.

Jika A merupakan liput penuh lengkap selang [a,b] rnaka ada partisi pada [a,b] :

P([u,v);O:{a:a11,a1, ., t,,:b. Xr,Xz, ..., x,,} x:-5(x;)'-a;-1Sx; ( a1 < x; 1 .5(xi)

yang biasa disebut partisi dJ'ine atau partisi-E pada [a,b]. Dengan terjaminnya

eksistensi partisi-6 tersebut dibangtur suatu integlal dasar konstruktif yang

dikenal dengan intcgral Mc Shanc.

Selanjutnya berdasarkan sistern selang fundamental pacia [a,b], Al sampai

dengan 4,6, akan dibarrgun suatu intcgral. Integral yang dihasilkan disebut

iulcgral Mc Sharrs liurdanrental.

Arnbil selang Ia,b] sebagai suatu sistirn flundarnental; berarti untuk setiap x

e [a,b.l terdapat suatu sistirn selang fiurdarnental ,a di x. Jika untuk sehap x e

[a,b] diambil tepat satu D* € ,l1, koleksi semua D* ditulis deugan g. Liput Penuh

Fundamental (LPF) A selang [a,b] adalah koleksi semua (u,v) dengan u,v e D*

dan D* e g. Selanjuhrya f disebut dengan generator LPF A selang [a,b].

14



.lika A srratu l,PF sclarrg ll,bl dcrrgan (i schagiti goncralontya, llraka ada

partisi -4. P: ([u,v];O:{a: ao, o1,..., on: bi Xr, X2, x3, ..., x"} pada [a,b];

dengal 1.oi-1,2i e D* , ?i-l ( Xi ( ai dan D' e 9. Jamininan adanya partisi -Apada

[a,b] telah ditunjukkarr pada tcoreuta 2 dan 3 pada tsab II. Delrgan tnenggunakan

partisi -A tersebut disusun suatu integral pada [a,b]. Integral tersebut dikenal

dengan integral Mc Shane fundamental.

Di dalarn pengkonstruksian integral Mc Shane tirndamental diperlukan

definisi integral Mc Shane pada sistim selang titik. Oleh karena itu diingatkan

kembali definisi integral Mc Shane selarrg titik. Seperti Definisi 5.1 .l . berikut

Dcfinisi 5.1.1. (lntcgral Mc Shanc sclang titik)

Diberikan Jungsi wtlume a pada sel Ii c 9L l'-ungsi J' : ti -+ fr dikatakan

terintegrol Mc Shanc pada ii terhadap a dilulis singkat dengan f eM(E, a),

.jiku tcrduput hilutrgun raul Ltahinggu ttutuk. sctiup hilongtrtt t 0. tar&tpul

.fungsi posit(' 5 pada D sehingga untuk setiap partisiS - fine P'={(A,x)} :

{(A t,xil @,;il} pada li berlaku

lo( 1, i'; a) - Il < e rta n ga no( /', /'; cr) = f,.t rr,)cr(1, )

Dalam pengkonstruksian integral Mc Shane eksistensi partisi - A pada [a,b] harus

dijarnin. Jika untuk setiap x e [a,b] liput penrrh lengkap selatg [a,b] rnaka

terdapat partisi pada [a,b] l'' {(A,x)} {(At,x) .. (Ao,x)} yang biasa disebut

parlisi ii - ./inc.. Kernrrdian dengan ntcnggunakan aksioma r\1 salnpai Ac sislirn

selang fundamental disusun bahwa untuk setiap x e [a,b] terdapat D* € Q

tlcrrgan Alipul pcrrulr lirrrtlarrrcrrli,l ..lu,,g Ia,b] dorgarr $ scbagai gcttcrat<lrttya
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maka ada partisi -A P: (hr,vl;O:{a: a,,, flr,..., ou: b, Xl, x2, X3, ..., xn} pada

[:r,tll: dcngilll il;-1,i11 e [).,,111 1 { x, ( it;clan I)., e 9'.

Menurut teorema sebelumnya eksistensi partisi -A pacla ta,bl terjamin. Oleh

karena sudah adanya jaminan parlisi -Apada sistim selang fundamental maka

disusun pengertian integral Mc Shane fundamental seperti detinisi berikut :

Definisi 5.1.2

Diberikan fung.si volunte a potla sel li c !1t. l;ungsi g: la,bl-> ll dikatakon

terinlegral Mc shane fundantental alatt lerinlegral M7 pada selang [a,bJ

terhatlap a atou ditulis dengan ge lvlt (la,bl,a) lika ada bilangan A

schin5414a untuk scliap hilungon c 0 atlu I'I'1" L, selang la,bl sehing,ga

untuk setiop parlisi - L,

P : ([u,vJ;0 - {a : o0, a], ..., on: b; x1, x2, xs, .'., xn} berakibot

o(l,t'; a) lf t'llt:(\)<r(r,- tt )-rl = l} 14(v, )u(u, - u,.1)- ll .,

Teorema 5.1.3

Diberikan fungsi volunte a pada [a,bJ. Fungsi g: [a,bl + ll terintegral Mc

Shane Jundamenlal pada lo,bJ maka bilangan A dalant Defittisi 4.1.2

twtggal.

Btrkti : Andaikan ada bilangan Ar dan Azym9 ntemenuhi definisi di atas. Ambil

sebarangbilangans>0.
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Ll,-10 /yl 0t t\ - fn+(e)

,7r.?3o 7z
4-r/{.
ne)

Ada LPF A1 selang [a,b] sehingga untuk setiap partisi-A1 pada [a,b] Pr:([u',v'];E)

berlaku lr(.,{, 1l,a) - l, I = lf ll )f r(t')cr(r,'-lt') - rt,l . t

Ada LPF L2 selang [a,b] sehingga untuk setiap partisi-Az pada [a,b]

P2:([u",v"];(") berlaku lo(g,Pr,a) - Arl= ltPrllg(€")cr(v"-tt") - Ari < e

Karakan Ar dibangkitkan olch {D',} dan A2 dibangkitkan oleh tD"*}, rnaka {D*}

clengan D* : D',, A D"* mentbangkitkan LPI; A. Dengan dernikian untuk setiap

partisi -A P: ([u,v];O pacla [a,b'l berlaku

l(rlletfUv- u) - e,l . i o*l(p)Ietep(v - u) - o,l . i
Karena partisi -A P merupakan pula partisi -Ai (i:1,2) maka diperoleh

ln, - n,l . lA, -.r(g. l',c)l + lo(g. l'>,<r) - A,l

ln, - n,l < ltr,)[ef€)u(v 
* u) - A,I n ltntlg(On(v- u) - o,l.'i*].=,

Jadi Ar : A:.r

Unhrk selanjutnya bilangan A dalarn Definisi 4.1.2 disebut nilai integral M1

fungsi g pada [a,b] dan dituliskan rJengan e = (Mr)l'g(u) do

Dengan M1'([a,b],ct) adalah himpunan semtta fungsi yang terintegral -Ml pada

[a,bl.

l7
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li. Sifat-sitat Inttrgral l\lc Shane l"undarncntal

Beberapa sifat fungsi yang terintcgral -M; dibahas dalarn teorema-teorema

berikut.

Teorema 5.2.1

ll,t1(u,hl.a) mcrtrpukun ruun!: lincur, yatm iikd h, ge ltal(la'hl'u) tlun c

skular, maka

(i). c lt e Ntxla,hl,a) datt (tl) 
1,,'c'tt 

,ta c (lvtt) 
1,,' 

ndo

(ii) h t g e Ms(la,b l,a) tlan Ml 
lo,( 

h + g )da - ( L4 i )f,n,nao+1 til, )[",ycla

Bukti . Ambil sebarang bilangan I > 0.

Karena h, g eMr([a,b],ct) rnaka ada LPF A'dan LPF A" selang [a.bl

sehingga untuk sctiap partisi-A'l'=1lu',v'l.E')dan partisi-A"P" =1Ju"v"1,€")

dan pada [a,b] berlaku lo(h, P, cr) - A'l : ltelf g((')cr(v'-t,') - A'l < e I 2

lo(g,B;o) - A"l = l{r")ltr1E")o,(v"-u") - A"l< e I 2

dengan A' : (Mr) f,na" dan A": (M,. )Jn gdcr

Jika A' dibangkitkan oleh {D'*} dan A" dibangkitkan oleh {D"*}, maka

tD*), dengan D* = D'* A D"*, akan membangkitkan suatu LI'}F selang [a,b]

pula; namakan LPF yang dibangkitkannya dengan LPF A.
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.lad i untuk sctiap partisi -A l) (lu,vl.E) pada la,hl, dipcroleh

lo(ch,P;o) - cA']=

(i) (P')Ich((')cr(v'-u') - cA'l :lcllfp'tIh((')o(v'-t,') - A'l <lcle I 2 yang

berarti ch e M1([a,b],o) dan 1M,.)Jbchdcr = cina,'lJnnaa

1ii1. l1n1l1h(O + e(€))cx( v - r,) - (A'+A")l

< ltelf nlq)u(v - u)- A'l r ltrl)e(€)o(v - u)- A"l

oGo

11')LLL

.ladi h+g e M I ( [a, bl,cr), dan(MO 
J"f 

f, + g)dcr : (M 
r. )lr' hd,r + 1 M,. )Ju gda I

'feorema 5.2.2

l)ikctahui g e lv,f1(lu,hl,a) tlan g e 1v{1(lh.cl,a) maka geM1.(la,cl,a

dan (t,t7t f oo" gt) f^gau \ M) f,uoo

llukti : Ambil scbarang bilangan c > 0

g e M1([a,b],u) maka ada LPF A' selang [a,b] sehingga untuk partisi-A'

l)':(lu'vl;(') patJa sr;lang Ia;trl trorlaku ltt,')l,s((')u(v'-rr')-A')l <tlZ

dengan A' : (M)ligdo
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geMr([b,c],<x) maka ada l-PF A" selang [b,c] sehingga untuk setiap

partisi-A" p":([u",v"];€" ) pada selang [b,c] berlaku

|(t")Ir(q")cr,(v"-u")- A")l <eI 2 dengan A" : (Mr) frfO"

sebut tD',) dan tD"*) berturut-turut pembangkit LPF A' dan LPF A",

dibentuk LPF A selang [a,c] yang dibangkitkan oleh {D*}, dengan

D'D

f)'

D'

\

b

x

. .iika x e[a,bl

n D"n,-iik;rx=b

, jikaxe[b,cl
x

Jika P: {a:fu1, zt, ..., on: c, X1, X2, ..., X,,} merupakan partisi -A pada [a,c],

maka tentu b e [a1-1, a1] untuk suatu k. Dengan dernikian dapat dipahami

bahwap': {a:atl,dt, ... , &k-r, b; x1, x2, ..., xt-r, b}

Merupakan partisi -A" pada [a,b] dan

P" = {b, €Ik, zlk-l , ... ,zn,:c; b, Xp+1, X1+2, ..., xn}

Merupakan partisi-A" pada [b,c]. Oleh karena itu

Ite)!ste)cr(v- u)-(A'+A")l< ltr''lf st$a(v- u)- A]

+l(P" )Ie(€)ct(u - u) - A"l < e/ 2 + e I 2 < e

Dengan kata lain terbukti g e M([a,cl,ct) dan

gvr)f gOo = A'+A"= (M, )f gdcr + (ML )JleOct .r
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Lemma 5.2.J

Jika himpunan li berukrtran nol, maka unluk satiap bilangan e' 0 tcrdapal

koleksi terhilttng selang-selang lerhuka flii: l' e l$ sehingga

€

ti s l) ti, tlun lpt( ti, ) < t
r- |

Dengan p(liS menyulakun pcrniang selung lii.

Lemma 5.2.4

.lika {li,,1t barisan himptmul barukttron ngl, mska li - UI:,, ben*uran nril.
n-l

Bukti : Ambil sebarang bilangan e > 0.

Karena En berukuran nol, maka dapat dipilih koleksi terhitung selang-selang

terbuka (0,,i , i e $ scdcrnikiarr schingga L'1,, c | [,,, ,lrn irtlr,,,) ';, ttntttk

setiap 1. Jadi {E,i , i e 9\} rnerupakan koleksi terhitung selang-selang terbuka

€ (r \r (' rr'

dcrrgan Ij Ui:,, U [J/,',., .l:rn I Itr(l:,,,) I r,, .,,
tFt ,lt il "=l i=l 't=l 

L

Jadi E berukuran nol. r

Dcfinisi 5.2.5

Misalkan {1i,,} barisan hinrpttnon berukuran nol dan E =' v,li,,' l''ungsi g

yang dideJinisikan dengan g(x)= I g( x)l< 2' iika x e E,, ( n -' 1,2,3,....)

g(x)=0 iikaxeE

dikalakan./ungsi nol.
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Teorema 5.2.6

litng:;i nol terintcllrill A41ka rutl puda:;clierysalung lu,hl.

Bukti : Ambil sebarang bilangan e > 0. Ambil Sn gabungan terhitung selang-

selang terbuka yang menuttrp E

6

4',
Misalkan Sn: YI,,, dengan pt(S"): Vtt(l,i)

Didefinisikan Dq c S,, untuk suatu n, jika ( e E.

Ambil parlisi -A P {a' all, itr, a', b;xr,X:, ..., x,,} -'(ltr,vl;E,) selang la,bl, maka

berlaku l(P) I g(Oa(v-u) 
|

< I e) I e(E)cr(v - u) l+ I G) I e(E)er(v - u) 
|

teli l,el')

< e)Ils(E) I lo | | u - v 
I

i=l

<*z'u(S,)<I2' c <i t 
=r:a r\'' a 4' a4'

Jadi g terintegral -M1ke nol pada [a,b]. I

Suatu sifat "D" dikatakan berlaku harnpir di mana-nrana, Jika "D" bsrlaku

untuk setiap semua kecuali pada suatu ltitnpunan yang berukuran nol. Jadi

h(x):g(x) harnpir ditttatta-ntarta pada [a,b], berarti himptrnan {xe[a,b],lr(x);*g(x)]

benrlanran nol.
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Definisi 5.2.7

.liko./itng,ri g : lu.h | -+\ll tt'rintqirul -L41putlu lu,h I thm lg(x1 S K untuk

setiapx e la,bl. u,otrl{u r)l*"1<K(b-a)-

Bukti : Ambil sebarang bilangan e > 0.

Karena g e Mr ([a,b],o) maka ada l-PF A sclzrng [a,b] sehingga untuk setiap

partisi -A P:([u,v];O pada [a,b] berlak" 
lfttr, 

lJ,'gda - (P) I g(E)o(v - uil < a '

|tr,,f uarl * [ ellste),(v - ul . 
l1rr,r,.;fl 

sa" - (p)Ig(Ocr(v- u{."

Dengan dernikian diperoleh

l,r, rf ua"l* ftelZstE)o(u- *)l+ e < (P)lIg(€)lal(u - u)l * e < K (b-a) + e

Karena berlaku untuk setiap bilangan e > 0, berarti

lpbl
l(M,)l gdal<K1b-a).t
l,al

Teorema 5.2.8:

Jika h,g: lo,bJ =+A fungsi-Jungsi terintegral'Mlpada [a,bJ dan h(x)<g(x)

hantpir di ntana-ntana poda la,h,l ntaka (bl .,.)l,ndo<{M ,)f X,fu

Bukti : Danggap h(x) < g(x) untuk setiap x e [a,b]. Ambil sebarang bilangan

e>0. Karena h e ML([a,b],s), rnaka ada LPF Ar selang [a,b] sehingga untuk setiap

partisi A1 P1 :([u',v'l;€') pada [a,b] berlaku

lrul
ItRl 

:tr16';cr(v'-u') - (Mr.)J, hda 
| 
< e/ 2
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Karena g €M ([a,b],cr), maka ada LPF A2 selang [a,b] sehingga untuk setiap

partisi Az Pz : ([u",v"),f") pada [a,bl berlaktr

lrl'l

lit")Lt,t\" )u(rt'-tl')-([4 t /J.,s,/trl<u 2

Sebut {D',*} dan {D".} berturut-turut merupakan generator LPF Ar dan LPF Az.

Arnbil D, : D'* ^ I)",, rnaka {D.} rnen.fadi generator LPF A sehingga untuk

setiap partisi -A

P: ([u,v];O pada [a,b] berlak rlf i'nnf e)a(v-")-(M ,)l,ndal<xt 2 dan

lrr'l
lf 

r lZnl t 1a(v - u ) - ( M r )J,r,tol< e' 2

Dengan demikian diperoleh

rh
( M, ))..,hda-t 2 < ( l' )Lh(Uct(t' -tt )

< 1 t')Lu(E)a(v - u )
rh

<(M,)l,e+el2

Karorra bcrlaliu untuk sctiall bilangarr t: -'0, rnaka cliporolch

(M, )J:'hdu < (M, )J"gdu r

Akibat 5.2.9:

24

(r) .lika h,g: Ia,hl -+ll terintegrasi-M1'patla la,bl don h(x) -'g(x)

humpir rli ntoncr-ntann putla la,b I naka { U, 11,' hda -- ( U, )l!,*la

(ii) .lika h,lhl : la,bl -->\t7 te rintagral Mypada la,hl muka

l{ 
tt, )1,' n,t.,l= r r, ['P4a"



Bukti

(i) Langsung menggLnlakan Teorema 5.2.8

(ii) Dipunyai -lhl < lr llrl. Dcrrgarl menggunakatt 'l'corenra 5.2.8 tliperoleh

r u, flnaul< { tut, )f,u,nrtu < ( tvt 1){o;rrrul utou

- ( M r )l,o,lhdal< ( M | )f,na" < ( M | )flhdul atau

lru , [,',naol.r* , ['lnriul atau

Teorema 5.2.10 :

,lika g : la,hl -+ltl tcrintctr1rul lv'll pudu la,bl dengan primiti/ M1O,

mako G kontinuJundamenlal pada la,bl.

Bukti : Ambil sebarang xe e [a,b]. Ambil sebarang bilangan e > 0. Karena

g e Mda,bl, maka ada LPF A selang [a,b] sehingga untuk setiap partisi -A

p:([u,v.l;O, pada [a,b] berlaku

lG 
n rr e lu( v - u ) - ( M, )f^u,srtul. r,' t

dan menurut Lemma

ltrir, s(Oo(u - u) - (M )f,sdal< t t 2

Xo

Untuk setiap partisi-A P pada [a,b] selalu ada selang bagian [u,v] yang memuat
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Misalkan M : sup {lg(€)l;xu,€ e [u, v] ] denga. sup diambil atas semua partisi -A

selang [a,b]

Ambil n*,,: ntin{lv - *rl,lu - *rl,Z} dan menurut Ar untuk sembarang D*e O*, ,

f)'*,: D*o A(*u -n *u,X0 *n^o) e o];{, jika I e [a,bl dengan f e D'*smaka

lG( *,, ) -G@l<lG( r,, ) -G(\) - sG)( x,- €/l+lg(E)(*, - €)1.: * n'r[ir)2 \2M/

tt
22

Jadi G kontinu f'undamental di x6. Karena x0 sebararrg anggota [a,b], maka

terbukti G kontinu fundarnental pada [a,b]. r

Dalam pembahasan selanjutnya diperlihatkan bahwa setiap fungsi f yang

terintegral Mc Shane pada sel E terhadap cr, terintegral Mc Shane pula pada setiap

sel B c E terhadap cr, Narnun dalarn menentukan flfalffdo akan mendapat
li

kesulitan, karena tidak dapat menggunakan definisi sebelumnya. Oleh karena itu

diperlukan alat bantur untuk menentukan integral tersebut yang dikenal dengan

kriteria Cauchy berikut ini :

Teorema 5.2.11 : (Kriteria CauchY)

.lika g etutfla,Bl untuk setiap la,Fl e la,hJ dengan o''d'::'B':"b dan g- lim*

i'l;
F0

Ml f,sda= I ada, maka geMfia,bJ,a) dan (Mi fsao= t .
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Bukti :Cukup dibuktikan bahwa jika g eM([a,p],a) untuk seriap a < B < b dan

f -lim_ QvfAflgricr = /, maka g eM([a,b],o) dan (Mr) ffr(/o = /.
l) +b

Misalkau a:0,, < 0r < ... < b Oun 
n!; 0" : b.

Karena g eMr{Fr-r, Bp] rnaka ada bilangan 11 sehingga untuki setiap bilangan e >0

ada LPF Ar selang [Fi-r, [\] scdcrnikian selringga untuk setiap partisi -Ar pr pada

[Fr-r, Fr] berlaku l(pk)Ie(6)a(v-untuk) - I1l < e/2k

Dengan tr: (M)ff-. gdo

Karena f -lim_ (Mr)

F-+b
It fr"= /, maka untuk setiap bilangan e > 0 ada D > 0 dan

Dr, e (), sehingga

I I- (Mr) Il*" | < e dan I (b-F) g(F) I <e

untuk setiap F e A: Dn A (b - 5, b).

Jelas bahwa a: (u Ax) u {[0,b]; 0 e A] merupakan LpF selang [a,b] sehingga

jika P: {a: do,zr,.... , on: b; x1, x2, ..., xn} partisi -A pada [a,b], rnaka

n n-1
lI - I g(x1)cr(a1- ar-r)l< l(Mr)ff 'gdo - I g(x1)o,(a1- a1-1) 

|

k:1 k=1

+ I I - (M,) I;-' gdu ! + | g(b) o(b-a,-r1

n-1
. t * *r*e<3e.

'1r 
^l(k=1 t
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Berati g e M([a,b],o) dan (M) gtla

Solaniltnya <libahas lrahwa sctiap lirngsi I'yang t<lrintogral Mc Shane pacla scl

E terfiadap o, terintegral Mc Shane pula pada setiap sel B c E terhaclap t;t yang

disajikan pada teorema berikut ini.

Teorema 5.2.12

Diberikan .ffungsi volume a pada sel Ii c R- ,lika .f' e M (E,a), maka J

eM(l),a) untuk selialt .sel B c ll.

Bukti : Diberikan bilangan e > 0 sebarang. Menurut Kriteria Cauchy terdapat LPF

A pada E sehingga untuk setiap partisi A P dan Q pada E berlaku

lo'(l,P.o) - o (t,Q: cr)l< e

Karetra sel Il c Il, rnaka tcrdapat kolcksi berhingga C dari sel-sel yang tidak

tumpang tindah sehingga li 4 = w c. Selanjutnya menurut Lema Cousin's
(.€C

terdapat partisi A - P" pada c untuk setiap c e G. Jika Pr: dan Q6 partisi A pada B,

diperoleh

P == Pr; t (oy.4 dan Q: Qs u 
l.y.a,)merupakan 

partisi A pada E dan

o(f, P;cr): o(f-,Ps;a) n I" (f,P"; <r)
('€('

o(f, Q;cr) '- o(1,Ql1;o) , 
Et 

(1,I']", o,)

28
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Oleh karena itu. diPeroleh

o(f. P.o,) - o(lQn:cr)t

= o(f, P,c) - f o (t-,Pc;o) - o (f,P; o) * I" (f,Pc;o)i
t tt ''e1'

: o(f.P.cr) - o(f,Q; u) r< e

Jadi terbukti bahwa f e M (8, a) untuk setiap sel B c E' r

Contoh penggunaall teorema Cuchy adalah untuk rnembuktikan lema yang

disajikan berikut inr.

Lema 5.2.13:

l)rherikan.liutg.si t,oltutte a pada sel E c R. litutgsi.l' e A{(E,aS lika dart hanya

.jika tmtt& setiop hilangan € ), 0 terdapat LPI; A poda Ii sehingga untuk

sct iop duo partisi A- pacla E berlaku f f ( ,, ) - fii\a(A) <- e.

Bukti : (S1,'arat perlu) Dberikan bilan-ean e > 0 sebarang. Menurut Kriteria

Cauch;- terdapat LPF A pada E sehingga untuk setiap partisi A- P dan Q puO, g

berlaku i o(f,P:a) - o (t.Q.a) I < e.

Perhatikan partisi A P:{(Ar,\r), ..., (An,x,)} dan Q: {(Ar,yi), "', (A,,y,,)} pada

E. Diambil bilangan buiat 0 S k < n sehingga

f(ri) > f(t'i) untuk i:1.2..... k dan

f(xi) < f(yi) untuk i: k-l. n

Dibentuk partisi A
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R: {(A,,Xr), ... (At.xr).(Ar+r,Yr-r), ..., (An,y,,) dan

S: {(A,,YI), ... (Ar,,Yt).(Ak*r,\k-r), . ., (A,,xu)

merupakan pa(isi A- pada E. sebab

Ar, c B(xr-6(xr)) n Bi),\.0( ll.))

Jadi untuk setiap partisi A- pada E. diperoleh

e > i o(lR:o) - o(f,S-cr.)

(!. ,, \ lt ,, \l- ilrt* )a(A r= sl'r\ )G(A r;-l[ttv,E(A,)* I[(x,)a(A ) I

\ r=l ,-: - 7 \ r-l FL.l /

:Llrir,)-r(r rp,r,-\ r- I[r,, ]-r(r,)h(a,t
-r -l

r=i'*1

: I,f(r,) - f (), Jrr(A, )

i=l

(Svarat cukup) Diberikan bilangan e > 0 sebarang. Terdapat LPF A pada IJ

n

sehinggauntuksetiap partisi 1- pada E berlaku erf iftr,)-f(yr)p-(A,)

Diambil bilangan bulat k dengan 0 < k < n sehingga diperoleh

e > [if1x,) -f(],,)(/rA, )

: I[rtr,)- f(i, )h(A )- I[r(1, )- r(x,)h(a,)

i(

1t r=l-i )=[

k

L f(*, )a(A, ) r I f1yr, )cr(A,) I r(y,b"(A,) + f r1*, )cr(A, )
i=l i=l i=k+1

: lo(f,It,a) - o(f,S:u) i

30
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dengan R : {(A,,Xr ), . .. (A1,x1),(Ar*r,yr-r),

s : {(A1,Y1), ... (Ax,Yt),(Ar*r,xx-r),

merupakan parlisi A- pada E.

Jadi terbukti bahwa f e M (E.cr) r

, (An,Y,r) dan

, (A"'x,)

C. Ekivalensi Integral Mc Shane Sistim Selang Titik dengan Sisfim Selang

Fundamental

Keterkaitan integral Mc Shane pada sistim selang titik dengan sistirn selang

ftlndam ent al dirunjukkan den gan teorem a berikut :

Teorema

l:-tttgsi g e M([a.bJ. a1 1 ika dan hanya lika g e lr41 (l a,b/,a,1

Bukti : Ambil sebarang a > 0.

(Sy,'arat perlu) g e M([a.b].a), berarti ada A dan ada E(x)>O sehingga untuk setiap

partisi -6 P{[u.v];_l) pada [a-b] berlaku i (P) Ie(E)c(u-v)-A I < e

Menurut A1, untuk sebarang selan_u ftrndamental D, e O. berlaku

D,:D,n(x-D(x).x+6(x))e O... {D,.} mernbangkitkan LPF A selang [a,b] sehingga

untuk setiap partisi -A P : ([u,r,];q), yang juga merupakan partisi $, pada [a,b].

berlalor i G) Ig(Ocr(u-v)-A ; < e.

Dengan kata lain g e N46(ta.bl-o-).

(S1,arat cukup)

3i
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g e Mr ([a,b],cr) berarti ada A dan ada LpF A sehingga untuk setiap parrisi-A

sehingga untuk setiap parrisi-A P{[u,v],O pada [a,b] berlaku

l(p)Ig(€)cr(u-r,)-Ai< e. Karakan {D, : (u.*, F*)l generaror untuk LpF A.

Ambil 61x;: min {x-cr,.p,-x), diperoleh 6(x) > 0 dan untuk setiap partisi $, yang

juga merupakan partisi -A. P:([u,v];€) pada [a,b] berlaku I (p)Ig(€)o(u-v)-A l< e.

Dengan kata lain g . M1r.U1 .
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BAB VI

KESIMPULAN

Berdasarkan pernbahasan yang telah diuraikan pada bab sebelumnya

diperoleh hasil sebagai berikur :

l. Diberikan lungsi volume o pada sel E c:)?. Fungsi g.[a,b]-+!l dikatakan

terintegral Mc Shane fundamental Mp pada selang [a,b] terhadap o atau ditulis

dengan ge M([a.b],c) lika ada bilangan A sehingga untuk setiap bilangan e >

0 ada LPF l selang [a.b] sehingga untuk seliap partisi -A

P: ([u.l]:i,): la - &r- &1- ..., Br: b, xr, Xr, X3, ..., xn] berakibat

cr([P: cr)=:(P)Ig(its(r - u)- ol : 
]Iu1x,)u(a; - n,-r ) * nj.,
Ir=ti

2. Sifat-sifat vang dimiliki integral Mc Shane pada [a,b] adalah :

(i) Dibenkan fungsi ,olunie u pada [a,b]. Fungsi g:[a,b] -+iR rerinregral

Mc slane fundamental pada [a.b] maka bilangan A yanlr dimaksud

tunggal.

(ii) Diberikan fungsi r.olume o pada [a.b]

(a) M([a.b].u) merupakan ruang linear, vaitu jika h, ge Md[a,b],cr) dan

c skalar. maka

(l) ch e M([a,b],a) dan (N4r)chda = c (M,) fonao
JJ

(2) h-ge M1ja,bl.o) dan (M) 
J"'ir, +SEr. = (ir.{,){bhda +rrr4, )JtgrloI

JJ



(b) Diketahui h e M1([a,b],o) dan g e lr4([b,c],o), maka ge My([a,c],a)

dan (M)f sdcr: (M1) f'gdu + (Mr) l,ea"

(c) Fungsi nol terintegral M1.ke nol pada setiap selang [a,b]

(d) Jika fungsi g : [a.b] -+ !r terintegrar M1- pada [a,b] dan ig(x), < K

unruk setiap x e [a.b], maka l,*, , ['gaol < K a(b - a)
IJJI

(e) Jika h.g: [a.b] -+ $ fungsi-fungsi terintegral -M1 pada [a,b] dan

h(x )< g(x) hampir di mana-mana pada [a,b,] maka

i'i, r h(\4. tl, hds. s/M. ;J Sda.

(f) Jika g: [a,b] -+:)i terintegrasi -Mlpada [a.b] dengan primitif -M1

G. maka G kontinu fundamental pada [a,b].

3- Integral Mc Shane pada sistim selang titik ekivalen clengan sistim selang

fundamentai. vaitu fungsi 
-u 

e M([a,b],o) jika dan hanya jika g e M([a,bJ,cr).

34



Damawijaya (1993) A Fundalntental lntegral on rhe lleal Line. proceedings of the
Asian Mathematical confere,ce-Hongkong l3 - Ig Agustus 1993.

Dirjen Dikti (2002). Panduan Pelaksanaan Pe.ne|itian don Pengabdian,Masyarakat.
Jakarta DP3M Digen Dikti

Gordon, A Russel (lgg4). I'he Integ.ors of t,ebesgue, Denjoy, and Hendestok
^American Mathahematical Sociaty

Kubota, Y. (1980). A Direct proof'that the RC Integral is Eguivolenr rc D Integral.
Proccedings of the americans Mathematical Society vol. g0. zg3 _ 296.

Pfeffer, F washek (1993) I-he lriemann Approach ro integrotiop cambritge
University Press

Thomson, B (1980) on.fiullco,ermg properties Real Analysis Exchange. Vol. 6

Yee, Peng t"ee- (1989).lnnzhau Leetures on Henrock Integralion World Scientific

DAFTAR PUSTAKA

-1 -i


