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- ABSTRACT

Arnellis, Membangun Integral Mc Shane Dengan Sistim Selang Fundamental

This rescarch contains some results of our study on the Mc Shane integral.
The definition of the Mc Shane integral using fundamental interval system. The
definition of the Mc Shane integral proposed here can be used for integration
overs fundamental interval system. We shall study also some of properties on the
fundamental Mc Shane integral especially how far properties of Mc Shane integral
for arbitrary elementary sets. It is state in terms of point interval system. The
purpose of this article is to give characterization of fundamental Mc Shane
integral.

Key Word : Fundamental Mc Shane Integral, Fundamental Interval System,
Integration.
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BAB 1

PENDAHULUAN

A. Latar Belakang

Matematika terdiri dari beberapa kelompok ilmu, di aﬁtaranya kelompok
analisis. Teori integral adalah salah satu ilmu yang termasuk dalam kelompok analisis
yang merupakan ilmu deduktif dan masih tetap tumbuh dan berkembang, baik dari
segi teori maupun dari segi pemakaiannya.

Dari segi pemakaiannya, sampai saat ini banyak teori integral yang digunakan
dalam bidang lainnya di antaranya bidang MIPA sendiri, teknik, ekonomi, sosial dan
lainnya. Bidang fisika, integral Ricman digunakan dalam “kerja”. Bidang Teknik
integral Henstock terpakai pada bentuk “gridding hump”. Bidang ekonomi, integral
Riemann dipakai dalam analisa ekonomi “fungsi marginal”, dan lainnya.

Dari segi teori integral berkembang terus dimulai dengan pendefinisian
integral Denjoy Khusus dan integral Perron merupakan perumpamaan integral
Lebesgue dalam bentuk deskriptif tetapi dalam arah yang bgrbeda. Meskipun
demikian dua jenis integral itu masih tetap ekuivalen (Kubota,1980). Integral
Lebesgue merupakan perumuman dari integral Riemann. Sementara itu
pengembangan konsep-konsep kalkulus dipertajam perhatiannya sehingga usaha itu
menghastlkan pengembangan integral Ricmann menjadi integral Riemann lengkap
(integral Henstock). Hasil yang menakjubkan ternyata mtegral Henstock dapat

dimodifikasi ke dalam bentuk integral Mc Shane. Yee (1989) membuktikan bahwa



setiap fungsi tak negatif terintegral Henstock juga terintegral Mc Shane pada ruang
Euclide R.

Pleffer (1993) telah mendefinisikan integral Mc Shane dengan sistim selang
titik dan sifat-sifat mendasar yang dimiliki oleh integral Mc Shane membentuk suatu
sistim selang titik. Pengembangan konsep sistim selang titik dipertajam lagi menjadi
pengembangan konsep berdasarkan sistim selang fundamental. Darmawijaya(1993)
berhasil menyusun sistim selang himpunan fundamental. Dengan mencermati
pengembangan ini, peneliti ingin menyusun teori integral berdasarkan sistim selang
fundamental yang merupakan suatu model dari sistim himpunan  fundamental.
Berdasarkan atas sistim selang fundamental dikontruksi pendefinisian itegral Mc
Shane sistim selang fundamental, sifat-sifat, dan teorema-teorema integral Mc Shane
fundamental. Sifat-sifat dan teorema-teorema yang berlaku pada integral Mc Shane
dengan sistim selang titik dapatkah berlaku juga pada sistim selang fundamental ?.

Berdasarkan uraian di atas peneliti tertarik untuk menyelidiki integral Mc
Shane dengan sistim selang fundamental. Untuk itu penclitian  ini berjudul

Membangun Integral Mc Shane dengan Sistim Selang Fundamental.

. Perumusan Masalah

Dari hasil studi yang mendalam tentang teori integral, banyak sifat-sifat
maupun karakteristik-karakteristik yang telah diungkapkan dalamn integral Mc Shane
dengan sistim selang fitik. Namun dengan adanya intcgral Mc Shane dengan sistim
selang fundamental apakah temuan di atas Juga berlaku. Khususnya sejauh mana

definisi-definisi dan sifat-sifat yang terkandung dalam integral Mc Shane pada sistim



selang titik dapat dikembangkan ke dalam intcgral Mc Shane pada sistim selang
fundamental.
Berdasarkan uraian di atas maka rumusan masalah dalam penelitian ini
adalah:
1. Apakah dengan sistim selang fundamental dapat dikontruksi jenis integral Mc
Shane?
2. Apakah dengan sistim selang fundamental dapat diselidiki sifat-sifat dan teorema-
teorema integral Mc Shane?
3. Apakah integral Mc Shane dengan sistim selang titik ekivalen dengan integral Mc

Shane dengan sistim selang fundamental?



BAB 11

TINJAUAN PUSTAKA

A. Sistim Selang Fundamental

Sebelum membahas integral Mc Shane dengan sistim selang fundamental
terlebih dahulu dibahas pengertian-pengertian dasar dan teorema-teorema yang
digunakan sebagai titik awal pembahasan tentang hasil penelitian yang dimuat dalam
bab sclanjutnya. Scbagian materi yang disajikan dalam bab ini dapat ditemui dalam
literatur yang ada dalam daftar pustaka. Beberapa sifat yang disajikan dalam teorema
tidak disertai dengan bukti, akan tetapi diberikan literatur asal teorema tersebut.

Sistim  sclang fundamental mcrupakan dasar pembahasan konsep-konsep
dalam tulisan ini. Tinjauan teoritis diawali dengan sistim selang fundamental, sistim
selang fundamental yang diberikan me:nentllli beberapa sifat-sifat tertentu yang
tertuang dalam aksioma-aksioma scperti yang dikemukakan oleh Darmawijaya

(1993). Untuk setiap x € [a,b] dibentuk koleksi @ dengan anggota semua D, =(u ,v)
dengan u <x <v. Ternyata D, memenuhi aksioma-aksioma berikut :
Al . Untuk setiap D € © dan u < x <v berakibat
(D; =Dx N (u,v) € o
A2  JikaDy Dy eDymaka D = D N D fed,
A3 . Jika 8 merupakan sebarang himpunan indexs dan D, € ®,
Untuk setiap a € § maka D= U Dy € O

A4 Untuk setiap D, e @, Dy memuat x dan adau, v € Dy schinggau < x <v.



A5 . JikaDy € D, u € Dy € O dan u <maka ada u; € Dy dengan u <u; <x ;
dan jikav € D, € O dan x < vmaka ada v, € D, dengan x <v, <v.

Untuk selanjutnya @ disebut sistim selang fundamental di x dan setiap Dye Dy
disebut selang fundamental. Koleksi semua @, untuk x € [a ,b] disebut sistim selang
fundamental pada [a, b].

Berdasarkan atas sistim selang fundamental tersebut khusus beberapa sifatnya
akan dikontruksi integral Mc Shane. Mengingat konsep integral yang akan dibahas
tidak terlepas dari pengertian partisi suatu sclang yang terkait dengan liput penuh
fundamental maka berikut dikemukakan definisi liput penuh fundamental.

A={[u,v]:u,ve D usx<ydan D, € &} merupakan liput terbuka selang
[a, b] dan discbut liput penuh fundamental selang fa, b} atau LPF sclang |a, b],
& disebut generator LPF.

Ternyata sistim selang fundamental pada [a, b] memenuhi aksioma 6 berikut
AO. jika & adalah generator LPF dari x < [a. b} maka ada [u, v] € [a, b} dengan usx<v
sehingga untuk setiap s, t € [u, v] dan Dy, D, € & berlaku Dy D, 2@

Definisi 1 (Thomson, 1980)

Jika A suatu LPI" selang [a, b] dengan generator & maka partisi pada |a, bl D

“Alu,v], & ={a -a, a, as .....a, = b xp, x5 ...X,) dengan a; ;, a; € Dy; ,

a; 1 Sx; <a;dan Dy € & disebut partisi fundamental pada |a, b].

Teorema 2
Jika A LPI selang [a,b [, maka ada partisi -A

P=Aa=aya,a..a, b x,x5 ..x,) pada [ab].



Jika [c,d] < [a,.b] maka ada partisi -A pada ¢, d].
Bukti : Karena ¢’= {Dy € ¢ x €[c,d]} merupakan generator LPF selang [c,d] maka

cukup dibuktikan sebagai berikut: ¢ pembangkit LPF A, maka menurut Teorema

Heine Borel ada D ,D_, ... D sehingga UD\l >la,b].

i=]

Tanpa mengurangi arti prka dianggap x, - x> = .7 x,, D, nD #6,D @D dan
D, «D, .Ambila=a <x;e D ,b=a,2x,e D _dana, ¢ D, n D, untuk
1=2,3,..., n. Jadi diperoleh partisi -A P={a = a),a1,a2, ...,An=b; X|,X2, ...,Xn} . pada [a,b] ®
Teorema 3 :

Jika A;, A> masing-masing L.PI selang [a,b] dengan pembangkit berturut-turut

{D'y} dan {D"}, dengan D, = D'c n D", merupakan LPF :s'elang [a,b]. Lebih

lanjut setiap partisi-A pada [a,b| merupakan partisi -A; (j-1,2).
Bukti : Untuk setiap x e[a,b] terdapat sistim selang fundamental di X, Dk
Ambil sebarang x € [ab], x € D', dan x € D7, Menurut A2, Dy - D’y "D € @
sehingga diperoleh x € Dy. {Dy} akan menjadi generator suatu LPF. Katakan LPF A
= Ay N A,. Lebih lanjut setiap partisi-A pada [a,b] juga merupakan partisi-A; (3=1,2)
pada |ab], scbab jika P (Juv]:&) W@oag, A, .,y o byoxg, Lox,) dengan
Xi €lai.;,a] dan aj, a; € D, sebarang partisi -A pada [a,b], maka a;., a; € D', nD" .
Dengan kata lain a1, a; € D', dan i, ai € D', =

Pengertian liput penuh fundamental dan terjaminnya partisi-A yang dibahas di

atas digunakan lebih lanjut dalam bab selanjutnya.



B. Limit dan Kekontinuan Fundamental
Dengan menggunakan sistim selang fundamental khususnya dengan sifat Al
sampai dengan A5, disusun pengertian limit dan kekontinuan fundamental. Ternyata
pengertian  limit  dan  kekontinuan  fundamental  ckuivalen  dengan  limit  dan
kekontinuan yang telah dikenal. Pada bagian ini hanya ditunjukkan ekuivalensi antara
pengertian limit dan hmit fundamental.
Pengertian linnt fundamental bawah dan limit fundamental atas berturut-turut

didefinisikan sebagai berikut:

Lim , g(x) = Dwiren;u sup {g(x);x €D, }

XN,

fim, g(x)=sup inf{g(x);anxn}

X=X, D,y € Dy

Sedangkan untuk pengertian limit fundamental didefinisikan sebagai berikut.
Definisi 4

Fungsi g : [a,b] — R. Bilangan ¢ disebut limit fundamental g(x) uniuk x

mendekati xo€fa,b], dituliskan dengan Lim , g(x) = (,

L

Jika untuk setiap bilangan € > 0 ada selang fundamental Dy € D, sehingga

untuk setiap x € D, dan x #x, berlaku

gx)-f<e

Di dalam kalkulus yang telah dikenal, bilangan ¢ disebut limit g(x) untuk x

mendekati xo€ [a,b], ditulis Lim g(x) = ¢, jika untuk setiap bilangan € >0 terdapat

bilangan 8>0 sehingga untuk setiap x e€(xo - 8, x¢ +8) dan x # xo berlaku

s(x)—¢| <&



Teorema S

Limg(x) - € jika dan hanya jika Lim, g(x) €
Eag 2¥)) v

Bukti : Ambil sebarang bilangan ¢ > 0.

(Syarat perlu) Lim g(x) (', berartt ada bilangan &> 0 schingga untuk setiap

X—Xg

x € (Xp-08 ,x0o+ 8 ) dan x # x( berlaku [g(x) - 6! <g

untuk setiap D', e ©_, menurut Al, D', N (x0-8, %01 8) € ©_ . Dengan mengambil
D, =D N(xp-8, xo +8) diperoleh untuk setiap x € D _dan x #x, berlaku

lg(x)—¢|<e

Dengan kata lain Lim, g(x)= ¢.

X=Xy

(Syarat cukup) Lim,g(x) = ¢, berarti ada D € @ _sehingga untuk setiap

N3N

x € D dan x #xo berlaku |g(x) - /” <g

Dengan demikian ada u,v sehingga D = (u,v) dengan u <x, <v.
Ambil §= min {xy-u,v-xy}. Jelas 3 > 0 dan untuk sctiap x € (xy-3, xo+8) dan x #xo
berlaku |g(x)~ 4| <&

Dengan kata lain /im g(x)= ¢ =&

X=X,

Nilat limit fundamental fungsi g adalah tunggal, sebab jika Lim, g(x)=k dan

XX,

Lim . g(x)= ¢, berarti untuk sctiap bilangan € - 0 terdapat sclang-selang fundamental

X—>Xg

' " i . .
D, .D", eo, sehingga

(1) Jikax e D' dan x = x, berlaku !g(x)~ k' <g/3

8



(1) Jikax e D" dan x # x¢ berlaku !g(x)— (/] <g/3
Menurut A2, D ~D' nD" ew danjikax €D dengan

Teorema 6

Jika Lim, h(x) -~ Adam Lim . g(x) - B maka

PN, ) RERAY!

(i) Lim, {Kh(x)} =K. Lim, f(x) = KAdengan K e R

YNy, AR

(i) Lim, (h(x) vg(x)) - Lim, h(x) + Lim, g(x) =A + B

X-pxy XX, XX,

(iiy) Lim, h(x).g(x) = Lim, h(x). Lim,6 gx) =A.B

X=>x, > Xy Aoy,

lim, h(x)

, X - 1
(iv) Lim, = 0 =" asal B 20,
xow, LX)l g(x)

Definisi 7 (Darmawijaya, 1993)

Jika Lim; g(x)  g(xy) ada maka dikatakan fungsi ¢ kontinu fundamental di x,).

X—Xg

Dengan kata lain, untuk setiap bilangan € >0 terdapai D, € D, schingga
untuk setiap x € D berlaku jg( x)-g( x,,_)] <g

Jika fungsi g kontinu fundamental di setiap titik E < [a,b], maka dikatakan g kontinu
fundamental pada E. Selanjutnya, dengan C(E) dimaksudkan himpunan semua fungsi
kontinu fundamental pada E.
Teorema 8

Jika g dan h fungsi-fungsi kontinu fundamental di x = x, maka g + h, gh

kontinu fundamental di x, dan (g'h) kontinu fundamental di x, asal h(x,) #0.



C. Integral Mc Shane pada Selang Titik
Pengertian partisi sangat erat kaitannya dengan mendefini\sikan integral Mc
Shane. Begitu juga halnya jumlah Sticlges yang juga tidak bisa terlepas dan
pendefinisian integral Mc Shane. Berikut disajikan pengertian jumlah Stieltjes dan
definisi integral Mc Shane berdasarkan sistim selang titik.
Definisi 8 (Pfeffer, 1993)

Diberikan fungsi volume a pada E < R fungsi f: E— R dan koleksi pasangan

‘. selang titik P = {(A1,x)), (A2.x3), ... (ApXy)} partisi pada E Bilangan o (f,P, o)

) '
Zf( x, Jof A, ) disebut jumlah Stieltjes o fungsi f pada I atas partisi P.

i=]
Selanjutnya integral Mc Shane yang didefinisikan berdasarkan sistim selang
titik seperti definisi berikut
Definisi 9 (Pfefter, 1993)
Diberikan fungsi volume o pada E < R fungsi f : E—>Rdan dikatakan
terintegral Mc Shane pada I terhadap o ditulis sinkat dengan f € M (I ) jika
terdapat hilangan real 1 schingga untuk setiap bilangan € - 0 terdapat fungsi
positif & pada K sehingga untuk setiap partisi 8 - fine P = {(A},x)),(A>, x3), .
(Ap.xp)}  partisi pada  I5 berlaku Ic( S.Pa)=1 [ <g dengan

P

o(f.Pa)=3% f(x)a(4)

i={
Bilangan real 1, yang dimaksud dalam definisi 9 di atas tunggal. Ketunggalan

tersebut disajikan dalam teorema berikut.

10



Teorema 10
Diberikan fungsi volume o pada I: < R. Jika | € M (I, o), maka bilangan real
1, yang dimaksud dalam definisi 9 tunggal.

Bukti : Andaikan ada dua bilangan real I, dan I, sebarang dan memenuhi Definisi di

atas. Diberikan bilangan €> 0 sebarang, menurut definisi terdapat fungsi positif

9, dan 8, pada L sehingga berlaku

lo(f,P,00) -1, <§ untuk setiap partisi 3, -fine P; pada E dan

lo(f,P,, )1,

< 5 untuk sctiap partisi O, -line P> pada L.

Diambil fungsi positif 8 pada E dengan rumus 5(x)=min {J,(x),5,(x)} untuk
settap x € E. Menurut Lema diperoleh untuk sctiap partisi 8- finc P pada E
merupakan partisi 8, -fine (i =1,2) pada E. Oleh karena itu diperoleh

L - L] <1 —o(f, P )| +]o(f, Pyyo) - 1) < §+1§—= g

Dengan kata lain terbukti I; = I, atau bilangan real | yang dimaksud dalam Definisi di
atas tunggal.

Jika £ e M(Ii,a), maka bilangan real I yang terkait dalam Definisi di atas
disebut nilai integral Mc Shane fungsi f pada E terhadap o dan ditulis dengan

=(M)® [fda.



BAB HI

TUJUAN DAN MANFAAT PENELITIAN

A. Tujuan Penelitian
Berdasarkan perumusan masalah tersebut di atas maka tujuan penelitian
adalah:
[. Mengkonstruksi suatu teori integral, yaitu mtegral Mc Shane berdasnrka.n sistim
selang fundamental.
2. Menyelidiki sifat-sifat dan teorema-teorema tentang integral Mc Shane sistim
sclang fundamental
3. Menyelidiki keekivalenan antara integral Mc Shane dengan sistim selang titik

dengan sistim selang fundamental.

B. Manfaat Penelitian
Manfaat dart hasil penelitian ini adalah :
I. Menambah wawasan tentang konsep-konsep selang berdasarkan sistim selang
fundamental.
2. Menambah wawasan teori integral yaitu integral Mc Shane
3. Memberikan sumbangan pada para pencliti di bidang  matematika terutama
tentang teori integral, diantaranyg dapat dibangun integral Mc Shane berdasarkan

selang fundamental.



BAB IV

METODE PENELITIAN

A. Jenis Penelitian
Penelitian ini merupakan penelitian teoritik atau penelitian kepustakaan,
dimulai dengan mempelajari beberapa karya ilmiah yang disajikan dalam bentuk
jurnal, ataupun buku. Hasilnya disajikan dalam bentuk teori integral yang memuat
definisi-definisi dan teorema-teorema yang dilengkapi bukti. Jadi metode yang
digunakan adalah metode deskriptif yang bertujuan menjelaskan secara rinci

temuan yang diperoleh sehubungan dengan masalah yang ingin diselesatkan.

B. Teknik Pengumpulan Data
Data penelitian ini dikumpulkan dari buku-buku, jurnal-jurnal yang
-menunjang penelitian, sehingga diperolch konsep berupa teorema dan dapat
dibuktikan secara sistematis, dan merupakan jawaban dari permasalahan. Adapun
proses kerjanya sebagat berikut :
a. Meninjau permasalahan yang dihadapi
b. Mencari teori-teori yang relevan sebagai penunjang untuk menjawab
permasalahan
¢. Memodifikasi teori-teori y;lng berisi definisi-definisi dan teorema-teorema

sehingga terjawab permasalahan.
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BAB V

HASIL DAN PEMBAHASAN

A. Konstruksi Definisi Integral Mc Shane Fundamental

Konstruksi integral Mc Shane dimulai sebagat berikut. Jika 6 (x) > 0 untuk
setiap x € [a,b], liput penuh lengkap A selang [a,b] adalah koleksi semua selang
terbuka (u,v) dengan x - d(x <u < x <v<x+ d(x) untuk setiap x € [a,b].
Jika A merupakan liput penuh lengkap selang [a,b] maka ada partisi pada [a,b] :
P(lu,v).&)={a=ap,a;, . . ., a=b : X1,x2, ..., Xu} X D=0 (Xi)<a x5 € ai <X + O ()
yang biasa disebut partisi 6 -fine atau partisi-3 pada [a,b]. Dengan terjaminnya
eksistensi partisi-o tersebut dibangun suatu integral dasar konstruktif yang
dikenal dengan integral Mc Shane.

Selanjutnya berdasarkan sistein selang fundamental pada [a,b], A1 sampai
dengan A6, akan dibangun suatu mtegral. Integral yang dihasilkan disebut
mtegral Mc Shane fundamental.

Ambil selang [a,b] sebagai suatu sistim fundamental; berarti untuk setiap x
€ [a,b] terdapat suatu sistim selang fundamental @, di x. Jika untuk setiap x €
[a,b] diambil tepat satu Dy € @, koleksi semua Dy ditulis dengan ¢. Liput Penuh
Fundamental (LPF) A selang [a,b] adalah koleksi semua (u,v) dengan u,v € Dy

dan Dy € g Selanjutnya ¢ disebut dengan generator LPF A selang [a,b].
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Jika A suatu LPEF sclang [a.b] dengan ¢ scbagai pencratornya, maka ada
partisi -A. P = ([uv];§)={a = ay, ai,..., 8 = b; X1, X2, X3, ..., X} pada [a,b];

dengan a;,a; € D, a1 <x; <a; dan D, e ¢ Jamininan adanya partisi - Apada

[a,b] telah ditunjukkan pada tcorema 2 dan 3 pada Bab II. Dengan menggunakan
partisi -A tersebut disusun suatu integral pada [a,b]. Integral tersebut dikenal
dengan integral Mc Shane fundamental.
Di dalam pengkonstruksian integral Mc Shane fundamental diperlukan
definisi integral Mc Shane pa&a sistim selang titik. Oleh karena itu diingatkan
" kembali definisi integral Mc Shane selang titik. Seperti Definisi 5.1.1. berikut
Definisi 5.1.1. (Integral Mc Shane selang titik)

Diberikan fungsi volume a pada sel £ < . Fungsi f: E — % dikatakan
terintegral Mc Shane pada I% terhadap a ditulis singkat dengan | eM(E, @),
Jika terdapat bilangan real 1 sehingga untuk setiap bilangan € - 0 terdapat
fungsi positif 8 pada I sehingga untuk setiap partisid - fine P={(A,x)} =
{(A1x)) ... (Apx,)} pada I berlaku |

]c(f, Pia)- 1| < edengan o(f,P;a)= if(x, Ya(4,)
1=l
Dalam pengkonstruksian integral Mc Shane eksistensi partisi - A pada [a,b] harus
~ dijamin. Jika untuk setiap x e[a,b] liput penuh lengkap selang [a,b] maka
terdapat partisi pada [a,b] P~ {(4,x)} ~ {(A1x)) .. (A,x,)} yang biasa disebut
partisi O - fine. Kemudian dengan menggunakan aksioma A; sampai A, sistitm
selang fundamental disusun bahwa untuk setiap x e[a,b] terdapat Dy € o
dengan Aliput penuh fundamental scla‘ng [a,b] dengan ¢ scbagai gencratornya
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maka ada partisi -A P = ([u,v]:.€)={a=aj, a),..., a = b; Xy, X2, X3, ..., Xn} pada
[a,b]; dengan a,a; € I)M L, €x; <a dan D.\. € G
Menurut teorema sebelumnya eksistenéi partisi -A pada [a,b] terjamin. Oleh
karena sudah adanya jaminan partisi -Apada sistim selang fundamental maka
disusun pengertian integral Mc Shane fundamental seperti definisi berikut :
Definisi 5.1.2
Diberikan fungsi volume a pada sel I! < 91 l'ungsi g:[a,b] —> % dikatakan
terintegral Mc Shane fundamental atau terintegral My pada selang [a,b]
terhadap a atau ditulis dengan ge My ([a,b].a) jika ada bilangan A
sehingga untuk setiap hilang;m ¢ - 0ada LPF A sclang [a,b] sehingga
untuk setiap partisi - A
P={(luv];& = {a=ay ay, .., a, = b; x;, X3, X3, ..., X} berakibat

ol @) [(P)Y a(E)ofv—u)- A= 2 efx Jafa -a_,)- AI <t
1=/

Teorema 5.1.3
Diberikan fungsi volume a pada [a,b]. Fungsi g:[a,b] — 91 terintegral Mc
Shane fundamental pada [a,b] maka bilangan A dalam Definisi 4.1.2
tunggal.

Bukti : Andaikan ada bilangan A; dan A, yang memenuhi definisi di atas. Ambil

sebarang bilangan € > 0.
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LH9 /¥ 760% ~ My.(3)
57430 72
ARA -
"@)
Ada LPF A, selang [a,b] sehingga untuk setiap partisi-A; pada [a,b] Pi=([u’,v'];€)

berlaku |o(g, P, 0) = A4 ]=(P) g(Ea(v'-u") - A,) <g

Ada LPF A, selang [ab] sehingga untuk setiap partisi-A; pada [ab]

Po=([u"",v""};€"") berlaku |o(g, P, )~ A,

=[P g€ -u") - A <
Katakan A, dibangkitkan olch {D’\} dan A; dibangkitkan oleh {D",}, maka {Dy]}
dengan D, = D'y, n D"y membangkitkan LPF A. Dengan demikian untuk setiap
partisi -A P = ([u,v];€) pada [a,b] berlaku

¢
< —
2

(P)Y gE)a(v-u)- A< § dan|(P)Y g(&)a(v -u)- A,

Karena partisi -A P merupakan pula partisi -A; (i=1,2) maka diperoleh

|Al - AZ\ < IA, ~o(g, P,(x’)]+l($(g, Poa) - Azl

A AL P)Y e@av—u) = A+ Y e@Eav-—u) - A< T4 =g
! ‘ 272

Jadi A, = A m

Untuk selanjutnya bilangan A dalam Definisi 4.1.2 disebut nilai integral My
fungsi g pada [a,b] dan dituliskan dengan A = (Mf)r g(a) da

Dengan M; ([a,b],a) adalah himpunan semua fungsi yang terintegral ~-M; pada

[a,b].

b,



B. Sifat-sifat Integral M¢ Shane Fundamental
Beberapa sifat fungsi yang terintegral -M; dibahas dalam teorema-tecorema
berikut.
Teorema 5.2.1
My (la.bl.a) merupakan ruang lincar, yaitu jika h, ge My (fa.bl,a) dan ¢

skalar, maka

(). c heMyfab].) dan My [ ch dar ¢ M) [ haa

(i) ht g e My(jab].) dan My [ (h+g)dou=(M, )fhdm(/w , )[i’gda
Bukti : Ambil sebarang bilangan € > 0.
Karena h, g €M, ([a,b],a) maka ada LPF A’ dan LPF A" selang [a.b]
schingga untuk sctiap partisi-A'P=(Ju’,v'[:£’) dan partisi-A"P"" =([u"'v"],£")
dan pada [a,b] berlaku |o(h,P,0) — A]={(P)> (€ )a(v'-u') ~ Al<e/2
lo(g, Py;00) - A"l =|(P")D_ (g a(v"—u") ~ A'<e/2
dengan A’ :(Mf).[fhda dan A"=(Ml.)fgd(x
Jika A’ dibangkitkan oleh {D';} dan A" dibangkitkan oleh {D"}, maka
{D,}, dengan D, = D', n D", akan membangkitkan suatu LPF selang [a,b]

pula; namakan LPF yang dibangkitkannya dengan LPF A.
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Jadi untuk sctiap partisi -A P = (fu,v]:€) pada f[ab], diperoleh:

lo(ch, Pya) — cAl =

(). ()Y ch(&o(v-u) - A= [C|(P Y h(E Ju(vw) - A <[s/2  yang
berarti ch € M¢([a,b],a) dan (’M,.)j"h chda = c(Ml.)[:)lﬁa

(ii).l(P)Z(h(i)w“g(ﬁ.))a(v—ll)—(_A'+A")|

<)Y h(E)a(v—w)— Al+P)Y p(E)a(v-u) - A']

€ €
<=—+4—=
2 2

=g

o m

Jadi hrtg e M([a.bl.ct), dan(Mp) [ (b +g)dor= (M) [ o+ (M) [ gdor . m

Teorema 5.2.2

Diketahui g e My(la bl o) dan g e My ([b,c/,c) maka geM,(fa,c] a
dan (M) ["gda (M) [[odoc 1 (v1) [ o0

Bukti : Ambil sebarang bilangan ¢ > 0.

g € M¢([a,b],a) maka ada LPF A’ selang [a,b] sehingga untuk partisi-A’

P'=(Ju'v];&") pada sclang [a,b] berlaku (PYS g(Ea(v'—u') - A') < 5/2
|

dengan A’ = (Mp) J' hgdoc
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geM; ([b,c],x) maka ada LPF A" selang [b,c] sehingga untuk setiap
partisi-A" P"=([u",v"'];£") pada selang [b,c] berlaku
()Y 8(€)a(v'~u") - A")| <&/2 dengan A = (My) || gdo

sebut {D’y} dan {D",} berturut-turut pembangkit LPF A’ dan LPF A",

dibentuk LPF A selang [a,c] yarig dibangkitkan oleh {Dy}, dengan

[D’x . jikaxela,b]
D =iD, n D', jikax=b
ID"X , jikax e[b,c]

Jika P = {a=ay, a;, ... , & = C; X1, X2, ..., Xaj merupakan pz;l'tisi -A pada [a,c],
maka tentu b € [ay.;, ax] untuk suatu k. Dengan demikian dapat dipahami
bahwa P’ = {a=ay, a, ... , a1, b; X1, X2, ..., Xk1, b}
Merupakan partisi -A"’ pada [a,b} dan

P" = {b, a, a1, ... , an, =C; b, Xg41, Xks2, .., Xn}
. Merupakan partisi-A"’ pada [b,c]. Oleh karena itu

()Y g@)a(v-u)-(A+A")| <[ P)Y E)a(v—u) - A]

+HP)D &)y~ u)—A"| <el/2+el2<e
Dengan kata lain terbukti g € M(([a,c},a) dan

i b ) .
Mp [ gdou = A+A"= (M,)[ gda+(M,)f gdo m
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Lemma 5.2.3

Jika himpunan I¢ berukuran nol, maka untuk setiap bilangan € - 0 terdapat

koleksi terhitung selang-selang terbuka {E;; I; € N} sehingga
I'c Ulz', dan Zu(l:',) <€
1= 1=/

Dengan p(ls;) menyatakan panjang selang I,

Lemma 5.2.4

ac
Jika {E,} barisan himpunan berukuran nol, maka I = U,’i',,, berukuran nol.

n=l
Bukti : Ambil sebarang bilangan € > 0.
Karena E, berukuran nol, maka dapat dipilih koleksi terhitung selang-selang
terbuka {E,i ;1 € A} sedemikian schingga Ly c U[:"i dan Zu(l:m )< PR untuk
i=l i=]

setiap n. Jadi {Ey ;i € &} merupakan koleksi terhitung selang-selang terbuka

o0 o el (¢} ked o
: . , , — €
dengan I£ - Ul:"- U Ul:m dan Z (k) }_‘ i <&
n=] n=l =l =l =}

Jadi E berukuran nol. ®

Definisi 5.2.5
Misalkan {I,} barisan himpunan berukuran nol dan £ = U/ Iy Fungsi g
P

\g(x)|<2" jikaxel, (n=123,..)

ang didefinisikan dengan xX)=
Yane 4 gan &(%) {g(x):() JikaxeE

dikatakan fungsi nol.
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Teorema 5.2.6
Fungsi nol terintegral - My ke nol pada setiap selang [a,b].
Bukti : Ambil sebarang bilangan € > 0. Ambil S, gabungan terhitung selang-

selang terbuka yang menutup E.
Misalkan S, = ot 1, dengan n(S,) = g_)lu(lni) < —4§“~

Didefinisikan D¢ S, untuk suatu n, jika § € E.
Ambil partisi -A P - {a = ay, aj, a,- bix X2, ..., X} = (Ju,v]:€) selang [a,b], maka
berlaku | (P) 2 g(&)o(v-u) |

<|(P)Y g@olv=w) |+ (P) Y gE)a(v-u)|

Lek Lel

s<P>$_ng<§>||a||u—v|

< 'Zz‘u(sl) <2 2 : < Z : =g
i} 1l

A=l
Jadi g terintegral —M; ke nol pada [a,b]. ®
Suatu sifat “D” dikatakan berlaku hampir di mana-mana, Jika “D” berlaku
untuk setiap semua kecuali pada suatu himpunan yang berukuran nol. Jadi
h(x)=g(x) hampir dimana-mana pada [a,b], berarti himpunan {xe&[a,b];h(x)=g(x)}

berukuran nol.



Definisi 5.2.7
Jika fungsi ¢ - Jab] =W terintegral -Mypada fa.b] dan |g(x) <K untuk

h
(M )| gdot

setiap x € [a,b], maka <K(b-a).

Bukti : Ambil sebarang bilangan € > 0.

Karena g € M; ([a,b],0) maka ada LPF A sclang [a,b] sehingga untuk setiap

partisi -A P=([u,v];£) pada [a,b] ber}aku (M, )Lh gda - (P) X g(&)a(v—u)

<eg.

M) gda - (P) ZgEa(v-u)

<&

M edod + - (P)T e(@tv-w) <

Dengan demikian diperoleh

t(M ,.)j: gdof+ |(P) 2 gE)o(v—- u)[ +&e< (P)IZ g(é)la[(v -~ u)| +¢ < K (b-a)+e.

Karena berlaku untuk setiap bilangan € > 0, berarti

l(Mf)_‘;bgda <K(b—a).®

Teorema 5.2.8:
Jika h,g: [a,b] — R fungsi-fungsi terintegral -My pada [a,b] dan h(x)< g(x)
hampir di mana-mana pada [a,b, [ maka (M , )f hdo. <YM ;) Lh gdo.
Bukti : Dianggap h(x) < g(x) untuk setiap x € [a,b]. Ambil sebarang bilangan
£>0. Karena h € M;([a,b],«), maka ada LPF A, selang [a,b] sehingga untuk setiap

partisi A; Py =([u’,v']:€") pada [a,b] berlaku

(P Zh(EHa(v'-u') - (M,-)f hda } <g/2
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Karena g €M ([ab],a), maka ada LPF A; selang [a,b] sehingga untuk setiap
partisi A; P> = ([u”,v"");£'") pada [a,b] berlaku

(P, )2h(&" Ja(v'—u" )—(M, )Jhgdu <g 2

“Sebut {D'y} dan {D"y} berturut-turut merupakan generator LPF A; dan LPF Ao
Ambil D, = D'y N D", maka {D,} menjadi generator LPF A sehingga untuk

setiap partisi -A

P = ([u,v];£) pada [a,b] berlaku

(,;})zh(g)a(v-u)—(M,.)j:hda'<s/2 dan

<g/2

(P)ENE)a(y=u)=(M )| g da

Dengan demikian diperoleh
(Mf)rhda—a F2<(P)Eh(E)afv—u)
S(P)2gE)ov—u)

h
<(M,.)L g+el2

Karena berlaku untuk sctiap bilangan ¢ -~ 0, maka diperolch
b b
(M‘.).{ hdo S(M,.)j odo m

Akibat 5.2.9:
(i) Jikahg: [ab] — N terintegrasi -Mypada [a,b dan h(x) = g(x)
hampir di mana-mana pada [a,b] maka (M , )J-h hdo.=(M , )r gdou

(ii) Jika h\h| : [a,h] > N terintegral -Mypada [a,b] maka

(M, )[[ hdol < (M) Il
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Bukti :
(i) Langsung menggunakan Teorema 5.2.8

(i1) Dipunyai -h| < h |hj. Dengan menggunakan Tcorema 5.2.8 diperoleh

(M, ) hdaj<(M, ) " hda<(M ,){ hda] ata
~(M, ) Ihdo] < (M, )| hdoc< (M, )[ |ndo] atan
’(M/. ) fhda‘ <(M,)['|hda] atau

Teorema 5.2.10 :
Jika g : Jab] =N terintegral My pada [a,b] dengan  primitif My G,
maka G kontinu_fundamental pada [a,b/.

Bukti : Ambil sebarang xo € [a,b]. Ambil sebarang bilat{gan g€ > 0. Karena
g € MJab], maka ada LPF A selang [a,b] sehingga untuk setiap partisi -A

p=([u,v};&), pada [a,b] berlaku

b i
I(P)Zg(ﬁ)a(v—u)—(Mf)'['gda‘<8/4
dan menurut Lemma

(P, g(g)a(v—u)—(Mf)fgda I <el2

Untuk setiap partisi-A P pada [a,b] selalu ada selang bagian [u,v] yang memuat

Xp.
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Misalkan M : sup{jg(£)};x,,& €[u,v]} dengan sup diambil atas semua partisi -A
selang [a,b].

: . £ '
Ambil n, : min{ly - PARE xol,—z— } dan menurut A, untuk sembarang D@, ,

D', =D N(x, -0, ,X, +n, )e ©, jikaf e [a,b] dengan & e D'yomaka

€

G, )~ G(EN S [G(x, )~ G(E) - 8(E)( %, ~E) +|E)xo £} <2+ M(—z—M—)

Jadi G kontinu fundamental di x,. Karena x, sebarang anggota [a,b], maka
terbukti G kontinu fundamental pada [a,b]. ®
Dalam pembahasan selanjutnya diperlihatkan bahwa setiap fungsi f yang

terintegral Mc Shane pada sel E terhadap o, terintegral Mc Shane pula pada setiap

sel B c E terhadap o. Namun dalam menentukan (M)Ifda akan mendapat
[}

kesulitan, karena tidak dapat menggunakan definisi sebelumnya. Oleh karena itu
diperlukan alat bantu untuk menentukan integral tersebut yang dikenal dengan
kriteria Cauchy berikut int :

Teorema 5.2.11 : (Kriteria Cauchy)

Jika g eMa, B untuk setiap [ e, p] < [a,b] dengan a<a<f<b dan g-lim,
B —>E7

M) j” gda =1 ada, maka g eM([a,b],) dan (M) j” gdo=1.
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Bukti : Cukup dibuktikan bahwa jika g eMg([a,],o) untuk setiap a < B < b dan

f—lim_ (Mp rga’oc =/, maka g eM(Ja,b],a) dan (M) fgd(x =/,
B-->b

Misalkana =By <P, <... <bdan lm B,=0b.
N—0

Karena g eM{Bx.1, Bx] maka ada bilangan Iy sehingga untuki setiap bilangan & >0
ada LPF Ay selang [By.y, Bx] sedemikian schingga untuk setiap partisi -Ax px pada

[Bi-1, Bi] berlaku [(px)2g(&)a(v-untuk) - I < g/2%

Dengan I, = (M)) Ig ' gda

Karena f-lim_(My) rgda =/, maka untuk setiap bilangan € > 0 ada  >> 0 dan
B—b '

Dy € @, sehingga
-0 [Podai<e dan| 0-5) g(B) <=

untuk setiapp € A=D, N (b -8, b).
Jelas bahwa A = (U Ax) U {[B,b]; B € A} merupakan LPF selang [a,b] sehingga

jikaP={a=ao,a), ....,2,=b; X, Xy, ..., X,} partisi -A pada [a,b], maka

n n-1
[1- 3 s(x)oay— axr)| < I(Mr)'fg "gda- Y ga)oan- ac) |
k=1 k=1

+ 1= (M9 7 gda |+ g(b) ob-any

n—1
< Z £ +g+¢g<3g,
k=1 2
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e h
Berarti g € M([a,b],a) dan (M) J. gdo=1m

Sclanjutnya dibahas bahwa sctiap fungsi { yang terintegral Mc Shane pada scl
E terhadap o, terintegral Mc Shane pula pada setiap sel B < E terhadap o yang
disajikan pada teorema berikut ini.
Teorema 5.2.12 :
Diberikan fungsi volume o pada sel E < R. Jika f € M (E,a), maka f
eM(B, @) untuk setiap sel B c R.
Bukti : Diberikan bilangan € > 0 sebarang. Menurut Kriteria Cauchy terdapat LPF
A pada E sehingga untuk setiap partisi A P dan Q pada E berlaku
lo(fP:a) - o (£,Q: )| <€
Karena sel B < [, maka terdapat kolcksi berhingga C dari sel-sel yang tidak

tumpang tindah sehingga £ —B=wuc. Selanjutnya menurut Lema Cousin’s
cec

terdapat partisi A - P, pada ¢ untuk setiap ¢ € G. Jika Py dan Qg partisi A pada B,
diperoleh

P=Pyu kq c) dan Q=Qpu kul(f ) merupakan partist A pada E dan

o(f, P;a) = o(f,Ps;a0) + Zc (f,P; o)

Ce(”

o(f, Q:o) = o(F,Qua) + Y o (FP:; @)

CeC
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Oleh karena itu, diperoleh
of, P;o) - o(f,Qui00);

~io(f, Pa)- 3o (EPcio) - o (EP o) + D o (FPcio)

e’ CeC
= o(f,P.a)-o(fQ, a) <t
Jadi terbukti bahwa f € M (B, o) untuk setiapsel BC E. ®
Contoh penggunaan teérema Cuchy adalah untuk membuktikan lema yang
disajikan bertkut ini.
Lema 5.2.13:
Diberikan fungsi volume a pada sel E < R. Fungsif € M(E,c) Jika dan hanya

Jika untuk setiap bilangan & > 0 terdapat LPI* A pada I sehingga untuk

setiap dua partisi A- pada E berlaku Z f(x,)-fv)iaf4) < &

=1
Bukti : (Svarat perlu) Diberikan bilangan ¢ > 0 sebarang. Menurut Kriteria
Cauchy terdapat LPF A pada E sehingga untuk setiap partisi A- P dan Q p:;dé E
berlaku | o(f.P.a) - o (£.Q,c0) 1 <&
Perhatikan partisi A P ={(A1,x1), ..., (AnXn)} dan Q = {(Ary1), ..., (An,yn)} pada
E. Diambil bilangan buiat 0 <k < n sehingga

f(x;) = f(v)untuk 1 =12, ..., k dan

fix;) <flypuntuki=k-1, ...,n

Dibentuk partist A



R = {(A1X1); ... (AX)( A, Yi)s -, (Anyn) dan
S={(ALY)), ... (ALY LA Xk), oo (AnXn)
merupakan partisi A- pada L. sebab
Ay © B(xx.8(xx)) M Biyi.d(yi))
Jadi untuk setiap partisi A- pada E, diperoleh
e>io(fRa)-o(f.S:a)
|

' Z (x;)a(A )+ Tm a(A) S Ry (A + Zf(x YA, )}

1= — / \ 1=] 1=k +}

Z[t(\ )= v A ) [ f(v) - fox) (A

:rr\*l

k
= Zf(\ Y-y ja(A))
i=1
(Syarat cukup) Diberikan bilangan € > 0 sebarang. Terdapat LPF A pada E

sehingga untuk setiap partist A- pada_E. berlaku € > Z:%f(xi )—f(y, )'p.(Ai)

=l

Diambil bilangan bulat k dengan 0 < k < n sehingga diperoleh

e> Y F(x)=f{y)aA)

1=1

= Z{f(xi%f(_\;)h(A;H Z[f(\ )- f(x, )]a(A )

1=k+1

(s )

Zﬂyb%)+2ﬂxmw)

i=k+ ) i=] i=k+1

{\Y f(x)alA )+ \ f(v)a(A, ))‘

!

P

=o{fR;a) - o(f,S;00) |
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dengan R ={(Arx1). .. (Aux)(Assiyir)s s (Anyn) dan
s={(ALY)), ... (ALYR),(Axs1.Xk1), -5 (AnsXn)
merupakan partisi A- pada E.

Jadi terbukti bahwaf € M (E.c). »

. Ekivalensi Integral Mc Shane Sistim Selang Titik dengan Sistim Selang
Fundamental

Keterkaitan integral Mc Shane pada sistim selang titik dengan sistim selang
fundamental ditunjukkan dengan teorema berikut:
Teorema

Fungsi g e M({a.b].ay jika dan hanya jika g € My ([a,b], o
Bukti : Ambil sebarang £ > 0.
(Syarat perlu) g € M([a,b],«), berarti ada A dan ada 8(x)>0 sehingga untuk setiap
partisi -3 P=([u,v];£) pada [a.b] berlaku | (P) 2g(&)o(u-v)-A [ <&,
Menurut Al, untuk sebarang selang fundamental Dy € @, berlaku
D =D (x-8(X),x+3(x)) €Dy (D) membangkitkan LPF A selang [a,b] sehingga
untuk setiap partisi -A P = ([u,v];&), vang juga merupakan partisi -8, pada [a,b].
berlaku | (P) 2g(§)a(u-v)-A | <e.
Dengan kata lain g € My ([a,b],a).

{Syarat cukup)

3i



g € Mr([a,bl,a) berarti ada A dan ada LPF A sehingga untuk setiap partisi-A
sehingga untuk setiap partisi-A P=([u,v],£) pada [a,b] berlaku
I(P)2g(E)a(u-v)-Al< &. Katakan {D, = (o, By)} generator untuk LPF A.
Ambil 6(x) = min {x-a,B\-x}, diperoleh &(x) > 0 dan untuk setiap partisi -3, yang
Jjuga merupakan partisi -A, P=([u,v];€) pada [a,b] berlaku | (P)2g(&)a(u-v)-A < €.

Dengan kata lain g € M[a,b]. n
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BAB VI

KESIMPULAN

Berdasarkan pembahasan yang telah diuraikan pada bab sebelumnya

diperoleh hasil sebagai berikut :

1. Diberikan fungsi volume o pada sel E < 9. Fungsi g[a,b]— R dikatakan
terintegral Mc Shane fundamental M; pada selang [a,b] terhadap « atau ditulis
dengan ge M([a,b].a) jika ada bilangan A sehingga untuk setiap bilangan € >
0 ada LPF A selang [a.b] sehingga untuk setiap partisi - A

P=(uvli)={a=amna;. ., a,=b;x;, X, X5, ... X, berakibat

. I n %
o(fPr a)=(P)) e@)alv — )= Al = 3 g(x Jaa, ~a,,) - Al <e
|

=t :
2. Sifat-sifat yang dimiliki integral Mc Shane pada [a,b] adalah :

(1) Diberikén fungsi’ volume o pada [a,b]. Fungsi g:[a,b] — R terintegral
Mc Shane fundamental pada [a,b] maka bilangan A yang dimaksud
tunggal. S ot

(1) Diberikan fungsi volume o pada [a.b]

(a) M{a.b].a) merupakan ruang linear, yaitu jika h, ge M(|a,b},a) dan

¢ skalar, maka

(1) ch & My([a.b].o) dan (Mg chdoe = (M) " hdo

() h+ger(fra,b],a) dan (Mp) ["(h+g)do = (M, ) [ hdo +(M, ) [ sdo

(8}
()



(b) Diketahui h € M(([a,b],at) dan g € M(([b,c],a), maka ge M([a,c],a)
] N b C

dan (My) ["gder = (M) ['gda + (My) [ gder

(c) Fungsi nol terintegral M ke nol pada setiap selang [a,b]

(d) Jika fungsi g : [a.b] — M terintegral M; pada [a,b] dan jg(x), < K
untuk setiap x € [a,b], maka f(Mr )F gda{ <Ka(b-a).

(e) Jika h.g: [ab] —» WM fungsi-fungsi terintegral -M; pada [a,b] dan
h(x)<  g(x) hampir di mana-mana pada [ab,] maka

3 b

‘M, /| hdo <M, /f_ gdoc.

(f) Jika g [ab] — W terintegrasi —-M; pada [a,b] dengan primitif —M;
G, maka G kontinu fundamental pada {a,b].
3. Integral Mc Shane pada sistim selang titik ekivalen dengan sistim selang

fundamentai, vaitu fungsi g € M([a,b].a) jika dan hanya jika g € M{[a.b],).
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