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KATA PEHGA}TTAR

Fu.ii ,{an 5yuk,;r penulis pan.iatkan ke hadirat Allah 8BIT,

karena ka.rurriat'lya penulie telah dapat men:felesalkan suatu
hr:ku l,ran#i ,Jlberl Ju,J:-il "Si.stem Persamaan Lirear dan llatriks".
Er-rku ini 'Jiharaphar: ,iapat memhantu nrahs.siswa yarlg baru Ferta-
ma kail rp.emElela,iari AlJabar tinier El-ementer. Dikatahan
'Jemikian' karena materi t/anEr dleajihan eukup terurei dan
ee,lerb.a.na. serta disertai dengan beberapa contoh-contoh.

Ilalarn Fen:luaunari buku ini penu].ls banyak mendapat ma-

sr:kan rlan L:rantr:an darL Bapak Pr,.rf . Dr, Yc,ng Sian So (darl
Unir.*rsi,tae Tungirai. TairranI. eerta Bapak, Ibu Staf pengajar
Jtrrugan Pen,l- t{atematiks. FPMIPA IKIP Fa.ciarrg. Llntuk itu pa,la
kesempretarr lnl trenuLie raengu*.apha.n terima kasih lrang

-eek'eEar-L'es arnye .

Fenr:lis tnenvadari hah!,ra tuliean lni masih sangat
s*,lerha:'r*. rlan banvak kekurang&nrrys " tlleI: karena itu kritih
Can e*ran ear"l.get d-iharapkan d.as.i semua pihak

Akirirn:;*, penulie berharap semogfl t.r:1,i-san ini memheri
manfas.t hagi- yanH m*sniiacan",ra.
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SISTEI{ PEBSAHAAH LIHTER

A. Pendatruluan

lJntuk ,nenyei idik i aLam maupun dunia keqiatan rnanuEia

i =ererti ekoni:rni dan eebagrainva l satu cara yanE serine

Cinak*i idan denean srrl..ses) adaleh rnenokuantitaskan h,enda-

LEn,13. v&n{ akan diselidiki. CIari ohservasi. trenelitran {di

l;ggn.r , tai.'.siran dan sebaflainya, Gr&nq mendapat relasi

i =yarat i v-Br-'iQ menqhublrngk.an k'uantitas-t.lrantitae ini. Dalarn

b*haEa mateoatil.a relasi*relasi ter=ehut adalah funosi dan

sersafiEan i fungsj adalah =+tu fliacJrn trersamaan yang istime-
!.*9t) " trada Hab I ini kita aken meope!ajari Eemacarn Fersamaan

":,ifiF o+ i ing seder-hsna i Sisteni Persamaan Linier ( SPL ) ) .

$g;-hr-rbr-1n,3 L6gerlprhsn4*n itur, gpL serintr dipak;ri, palinq

=e,Jiir it =ebaQai sBrok=imasi keadaan v&ng lebih rurnit.

Definisi r

Satr-r tsistern Dsrsa{aaan I inier i 5FL ) Calam unknnwnE

i".3rifi tida.l.. giketeh'-ri, t*. o, irrri o,r., adalah sistefi Der5e-

tr3sn ],an? hErbentui: Sebatij. b*rif.rr;t.
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Catatan" Perbeda+n anters (,*, ,Jan { ** i adalah: di baoian ki-

ri Cari r :l t hukan bi Lanoan sedanqk an baoian k iri

dari ti.ap Dersariian di { t* ) adaiah bilanoan.

Fada baqian selanjutn',,a l:"it.,q akan rnernbahas dua hal

penting viitu. baqr airnana 'rgnpetahui anakah sitr.r gPL rnernFu-

n,,,ai. golr-rsi +tau t-idak, kalau ada solutEi, haqairnana menda-

Oa tl, an gerni*ra Efr ] Llg i tgrseb,-rt .
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Inter*r*tasi iJenmetri ;

!+v=

+=1

1 .vi Y 1
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{:" u,= i.r, tidak rnernFurn\:ai eoluEi

Internr-etasi Geometni :

v+v=C

11 +i=L
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./=1-t.telR
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Intertrret*ai Eesrnetrj I

Jil..a kit-a fn€(rrtrUn Y a i
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v*v=I.juqa
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Cua SPL denean unknown yann sarna.

so 1 uEi,"i=a1n,ia atrai-.rah ade hubt-rngan antara

5trL I Cennan Eolugi SPL I I? atar-rl"ah ad* hubunqan lain?
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Semr-ts sFL di atas rnerntrun'1ai soi,-r**i x = l. \, = O. Eedanakan

:PL I. IL III. 'Jan Ii"' hentuknva berbeda. Diantara

keerrrtr,st SFL i tut. venq tre I inc rirudah adal ah SFL IV, Eedenok an

v&r,* palinn sukar ada!.ah SFL I. 3r-raqana ini rnemberi 1,.ita

=natu -ida tpntsrig beqsi'-nana cars mencari salurgi dari suatu

EFL..an* diberikan. Dalam ha1 ini, atrakah kita biqa merubah
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=uatu SPL rnen j *di Euatu EPL yantr bentukny'a Labih sederhana

dai a,rr fier:rsr j. solt-r=i tanp* r-esih.,s rrer*ubah solusinye?
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Catatant

Setiao 5PL

tlr

i?i,

i ?'.

keadaan ri). t:), {4!, ,Jan i5) {nenunjukk.an bahwa

SPL tidaL. rne.nprin!'ai Eillilsi. lt.eadaan t3) dan (6) SPL

SPL filempun./ai tak t.er-hino*a llan'laknya solusi.

mempun:rai t ig* kefiILtngkinan I

trdak {nafipunysi Ea}.ur=i I

nempl{n:.;ai tpaat satlr gl31Lr5i;

,nFrnplrnya ]. =.=lrrsi ",/antr banyaknya tidak terhingga.

, iri:- niSeb;bl'an i":arena ir.......iIn an.trgata [Rt.

*ekarans kita akan rnernbahas satu cara rnenulis sFL vanq
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i*bih aintrk*tr dan lehin Fentinq.

ti ini i{j-ts d*trat,nenyElidiki EFL

roenda I arn.
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I aui h rnudah da.n

iHat-n, J?VS: J)
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Ei I ang ar, I 1<iqk. l-S i 5 n disebu+- entri darit:

'natril",s tergebut. iAuraeL entri bukan elern*n ka.rena matriks

hukan 1.r inp;rn;,p 1.

Definisi

P ada ] ah ea|.u hirnpr..lnan \ra!'te ar-l?gtria-anqgotanya bi l ang-

*f'i r*aI" Lrfikn,:htn. mi=sIn.,,a rL...n..nr.!. juga a 11 +
nfi

dimar:a &,
i

adeIah EriIanqan rea1.n-d

,iik* l. i ts irel,-tagkan suinber dar-irnana kita menqambil entri

rdarr [R t'e Pt, s,aha kita daFat mernperginqkatl..an matrikel

+ a b2n
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'11 -1:

- l 
-.i

i

t
L

a

a

d

5 il

di=ehut

L

11

"-.,I

t" i.

t?
11
Ll

t?

1n

2n

li.n

n',asi!-iO-',tasin: rnatril. g; t sef isien rlan rnatrik g CiperbaSarlr.an

{ augmented ,"natriks i tl ari SPLl

+

a.
lur 1

,/ Arlrl eArtt

jil"* kita

*'1-'r. f
3+"1? :-.11 1

>V-'?f :i
E :rAV- f I 1

+

"h

a- {Inn

n
+"'t:3 f

,l-

+

+

t1t1

;1 V-.Zn n
b

v.

?

-i.i I ={
* + h

kn

Jadi niatriks CinerbeEar

*eperti h*lnya

bicara g,:Iugi

satu SPL

sendiri.

dari =atii

;4

{ frntan, J?9J t 4 }

me*beri inforrna.si

t'lak a ada ar.tinya

matri ks r

dari

5pL



"tr. -l:

4i., 1 ;t"? * kn -n

Etr

a. r'l.n n

n
a?j" 

3';r l

ba. \1

kn n
+ar'T,' j+

-1

{-J

t'ln
-r, AflE

ds ri
dirnaksr-rd aclalah solu=i
SFL

'11 I

ut,L"I

+

+

a

+

+

+

+

!

b

Lr

I I
I

?
rt x

+
k

B. Eliminasi Gaurss

trada ba*ian ini diperkenalkan ErcEedur Eliminasi Gauss

".*.rxg hisa rnerubah bantut. s6tr-t natriks;

*r-1

s - a. -klt.^l

*r? : tn

i"]
menjadi bentuk yano Iebjh
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f'anca.n m*tri!:= diturl is ?

t t.t e [R

r:i l ih seenaknva i seda.nf,

{ *? Cikatakan terbatas.
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x
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t<er*ne ni Lai {: tergant'lnq p*da nilgi
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Sik et*h*i

di$erbesar guatur
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tuf,inisi

ir.tatlr r-riatt-ike *daIah dalarn h*ntutk e=e1sn baris ( ref\
i 1! i:

I . Bar-i= f snf,t Eerrlua entrinv a- {r terletak- di baurah baris yancl

rnefiLret entri !,sng tidak sernuan..ra *
:J, Jit<a antri pac!a gur atLr baris tidal.r serfluanya O. rnaka entri

ini diseb,Jt satu uta-trer-tain* '/tsng t.ioat, nol adsleh L if
rIrE i

Satu r;terre dari slratr_i b+riE seIalLl terIetak disebelah
liafiar-] g*tr-, uts,Ta, hari=,,,sr.18 diata=nv,e

t An tcrt , J??5: I ,t

f,Bfinisi

att: f u

'3,-rt"5i i,.-r"pf i

d irran a :

fla{:ri} s .rdaLah da i arn ben tuk

5!'arEt { 1i.

EEEIDn bari=
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tere-
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b*:" i= e I emen tBr Y *
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.r*ne # t-\. diSebut
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tidak da l arn ref

tidai.' da I arn ref
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Ei imin*si Gau== dan c'ro=Edur untt,k- inernoer-o1eh satu matriks

nrenja*i r-:*Ef disenuf- Elr.mj.naej" Gaues-J*rdan.

i-rrer-as j ber j s sIeit*nt*r i nhs,, sr-r:1 rnei iOuti tiga hal
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sLrat{-t rnatriks
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Teorema
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mEnj aoi
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rsf I bi a.sany;

, tiaD rnatriks dapat diubah

tidak unik )

Bukti r

fiil'st*hui =ebsr6ntr rnatriks k

burr: tiHan rnelalui iedr-rl.si terhadtsD
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nekfiri gr,: ?!. l'lieaI[.:n oerrr,l'ataan trenar untuk rnatriks

i'enF hgrLlk.uran 1 x r ll" = il,

ilEfr-i-rrataa- l*enar untuk natr-ik=

{banv.5kn"ie haris {k) = J + li,
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tr4lr,€En rnatrikE disini k-i.ts daoatkan dari spL. sedang-
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spjg,r iir*r'rr,';7. ilenaen tr.+,,-€ EeFg.rtr :rr.g - i:ua fiat!-ikg yc?nfi b*ru-

{l.}'s?J] s4+#,c? hglum tgnft EgJs 1u degat dikalrAan , tetapi selalu

iafrEt ri: -iLtml,snkec , k.amu rli#fi iel:,r hri-ar? Jecr nel inat can-

teh*cantah 'di tr;l+ah rnr,

Contolr

1 l-*l Itil;lI 1

t)

I

B

!lL. Sedanekan BA tidak f-er -
definisit; ,.r

d+ ukuran ? x 1

21
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;J]=[r
'''l ['
,, J I l

ti:l=[,i]r;

;l:l=il[:
[:

;]

:J

:l;l=rJ[:1:,

:l
:l

ir

.J

L

E

ll

*
[:

t'l

14.

.l c.

rJkurfrn ? x 2f.t

o
{-}

C,r

r)

I

.\

{
I

H uk uran x 3

Jadi AE ,r BA

I.leskitrcrn A # E

danE#O
2'r'2

TJ

1:,,

ir

Etr

I.'

o:l=l[:

[,:;][;.;Bil=

t.;

I

[:r
:-E

2xz
ii

*

+ Jadi AA = O,

tanpaharu=S=fl

{)

t_i t-r

A&

I

(r

{t

:l=;l[:
;l=:l[:

[;

i:
(.)

-TE



,lItIi ;]

:l:l=:l[;
[:

Ci

1

I
(i

ilr

rt

iec*.nekan *i dun ja bi l anean: es = ;r *9' A = $ atau A = L.

Teorerna

L. t"latr ji. E kuadrat yancl herr-tkuran

d:.tarnhehhan dan dikai ikan. dan

D+-kan rnatrike k,-i*drat

Jr-trtrl*h dan ha=iI kali dus

benuk r.iran Ear,na . .i utra

'1 Eno bar-r-rk u.rEn Barna ,

JLLa kita hanya rnoin tahu

safia selalu dapat

hasi lnya juoa rneru-

{natriks diagonal vang

rnerupakan rnatrik= diaaonal

{atau baris} tertentu

ternerna berikut a.k an

koIar:n

dsr-i hasii *ericelian du;r rnstrika, mel":.a

Eanee t rn*rnb** tu .

Teorerna

iAEttj) = AE(j'

tl;Ei = Fl B(L) {i.}

Contoh 17

1

i-

i; Ia
L*

lral

jl"

L?

22 <{

Lf,a a b

tt

b

b

h

b

B
*1 r
ort
la*31-

1T
1-tLL

)L

15

?3

33



hl*1nm l'rE f r3;ri AB

Beris iiE ? darj AB

11

-..,i

1l
?1

d o 3

a

,tLL

-: "}

t?

3?

b

b

bsr
rl

*r= 
J

a a

L 
tnr *r? b

b

h

b

b

b

l_1

?1

31 iil
B. Ilmu Hiturrg lr{atriks

f'latril,.E bisa dipik irt.an sebaqai trerluaean

Bri , Dtrer-asi*oper*=i di dun ia bi l anuan dan dunia

!ancr rr,rrip sekal i . tetanr ada j*ea yantr berbeda

Si hsFiah jni r i ta memberi kan rierEandinga.n

tsrseblr t .

Bilangan

dari bi lang-

matrits ada

Eama sekal i,

tentang hai

4. B + E = tr + s

f . id +tri + f = a + ib {- Ci

:, :l + it = ,'i + J = a

j,:. iV attE 3'1 # + e' = (i

I'tetriks

1. {A + B} + f = A + (B + C)

tAscsiatif untuk +)

:i. A + [ = tJ + ti = A

3. tY A)(3 A') A +.1' = 0

( A' = -A)

4, A {' E = E + A

t kornut-atif untutk .r )

5. iABif. = A{EC)

I AEosiatif untuk perkal ian i

6. Tidak selslu berlakr-r

40
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?. ah ii.'5=CtataUb

?. {V J)i3 I r J, -1 = l..E = ;

S.ia+lf){*aC+bC

a(b+f)=At,,.af

7. A herLikLrran k x n +

&s-I=AdanIxA=ftnxn kxk
E. iA+Bif=Af,+Bf,

itiE + ci = AB + Ac

{ DiEtributif kanan dan kiri )

9" Tidal." EElaIu berlaku

1i). Tidak E€Ialu berlaku

tL Tidak salaIu berlal.ru

f?, Tidak EeIalLr berlaku

Haka AE kxr' {ABiC dankxs

r]

1(), ae =F+a=t)ataua L

fl. ah lf.*l*+tt=i
ar5i.*. 3 1)s+qsCr

Brrkti ncrnor 5

1"1 iqalkan A B t:kxn'

Jadi

nxr rxg

EC A{ECI { AE I C dan ;l { Bf, I herurk uran sa,ta . 6ek a-rrxe kxs

rancl

iqE rf.

akerl diperiksa atrakah entri banis ke i koloor ke -i dari

= AiBEi

irAFlf.i = E {AE)
t=1

rn
E {E

L=1 u=l

rlr
= E (E A

uE {, t ;1

n

rn
E IE i

tri u=1

n

E
Lr= r.

n

C EH CrJ rj

BLu-ut

L u(l rjt

ABLtiu uL i j

r:rj

b-fluf, t j

r
{T A iB C i

iu r-rt t i-
t=1

r
= E 4.,, iE I: A r:Bf ]fu Lu u i

r.l= I
(A(BC! ) ijrJs I L=d

Jadi i AE if ATBE}
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Teorema

t'l isalh*n Er t e [R. dan

€ec?emi k t-an sghinoat cneragi

terdef rni =i , illaka:

I.l=+tlA=aA+tA

:.. {st}Fi = s{tr+t

raatriks A. B ffiErnpllnysi uk: uran

trada trIernyataan di bawah ini

s(A -F Bi = EA + sE

EiAB) = A{sEi

3

4

(Anton, JF95, 30)

Penansn ,rratri ks no1 ad-c I *h san?at istimewa sekal i ,

EEtrerti t*rl j.hat Fada teorema berikr-rt.

Teorema

1. di + * x [ + A = A

f. fi d.i = -A

?, A *

4. A D
kxn

5. tsSi =

i-J
kxm

0

nxm

fi flkxn'nxm kxm

Den*an hahaaa rna t ri k e

teilrefirE,SI bablar, ini denfisn

k i ta =ek arane dapa t rnernbuk ti k an

ffiudah.

g
H E*k (t atau A Ci

Teorenra

TiaF 
=FL tidal. rnernpunvai Ealuei atau j ika ia neropunyai

=oiLrsi irrak* banvakn:va ads 1frh EetLr ateu tidak. terhintrcta.

Bukt.it

'!'ana Brrlu Ci.diskusiLan adaiah jika SFL mernpunyai 5c}-

i,-tSi dari b&n\/Ei..nya leb j h deri gatLi rnaka tranyAknya tidak f_er-

4:



ninqaa, His*lkan

dari SPL iix = E. rnal. s ALi
t

hat behr,+* U -t
1

liin-ir-rii ran I I , tJn tu I

Definisi

Euatu rnetril'rs k,.-radrat A

inversi .iira ter6s6st satu

Contoh

rn*triks U dan U iU t U ) adalahz I

= AU = E" Dencan
2

t e [R juqa saliisi

b'erheda U + t{Utz,

2

mudah dapat

dari AX = Bt{u {_l i.
L

t vano

z

datrat dibalik t{erena

,,J+oat dibal it, kBrene

t =o L uei

di 1i-

( f,oba

U i juoa berbedaI
{r'lenceoa? I . Jpsi ki ta rneinpunya j eolu=i vang tidak berhinqqa

ban+aknva _r'ita k j.ta rjarkan t Iari d j. IR.

Dalarn dunia bi 1an$frn* V 3, s # O. terdapat satLr bi-
langan 'BfiE unit: seoemikrian sehingqa hasi I kalinva dengan a

as+iah 1., Eiiannan unik ini ':aitu L/a iatelr "-1) 
penting se-

k.*l i ge-i-an&ni-!1r.:. sebab tanpa rnereka nernbaqian tidak. dapat

dilxhut(frn.

diEebt-tt rJarat dibalik {rnerntrunt,ei

matriks B =ehingga AB = BA = I.

ifinton, lg?3r 34J

rl.;"

i:i.

tl

t:

[i,

tl?lrl

H]

tl tl tt
f,i
Ir

il

il ?l

:lH]:l

?l7C

il t? tl tl

*tar., dapdt dibatik tcarena V e- fI*' 
Lo

B t*

t*
B tl
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Teorema

.Tika S\

Bulctir

U.F

+C=

i'latt-ik= Y#nE

deri *.

Teorerna

I. rnei.r.a E = f,

ad,a 1ah rnatri l. s kuadrat ,Jan EA AE CA= AC

r'9n ton , 1??5,. "35 )

I =E iB.AiC

Bi*.;1 = B t
L =B

A" B daeat
-tr*.Ei E

-tunip ini diberi tanda A dan disebut invers

dibalil.' + 4,fl juoa dapat ditralj.k dan

.f

i Anton " I ??5,. .35 J

Teorama

-l -1ti dap.*t dibal ik '1 A dapat dibalik dan (A A

Contoh .4.

'i ]'-'= tl ? ]
{t
L ,:,

-]
t l
-.1

ii t-li I]
*[i:l] 'Il+[*[r* ?l -1 t-l r l-'trni +

44



Akibat Teorena

liLa" Ot.O:.,...A

k L(r5n EAfnA . :TIAE g i A

\ sErot.r * netriks dapat
I

r.A:."..,Hl)
-t *1

A AA

dibalil,;

-t,1 4"*r-1 "'
dan benu-

-1 -1
2 II

Di banjan beisk.anq

rnentrari =el,-lsi Can

al..an dibahss Benoounsan dari inrrers untuk

baaairnana inver= d*ri satu rnatriks.

Teorerna

Contoh 5"

A

B - ri dan * r-ak danat dibalik.

Contoh 6.

A cisDfiit. Sib*1ik A.E A,f + B r

IHF

t; 3ll]l=tl Ilttxltl lil=t;

1ltl

f{atrik'= kLradrat, A i,E!'1o rneoFunyai eatu baris terdjri

dan-i ir E' ,-t f-ak rnerntrunyai inr.er=.

Contotr 7,

trdal*r oe*punvai invers " mesk ipun lidak ada

bari= wang hanrra terdini dari 0

Contotr 8.

Jile rr'etriFr= A rnsinenuhi A
{ 3A+I ft. rnak a A

45



dsEi*t dibtsIilr.

"iH -34

iH

= t 3i

+l =i)

I

i..it+ BLld*h iahur arti dari.

J|:9ft trtenBeri.-ra= p*ntrert-ian

A A IfI A)

tErsEbrr t -

*il i I e D,li dan A-1, sekarang k:ita

A}A

'ladr A rnernFr-tnvsi invarg,,,aitu 3I A

Definisi

Teorema

Teorerna

H
i

\.. ! i= I

_iika 1 e IH

"*i

1 k.a I i

-1iri Lii''i t,-rl-r i e [N dan A v ang dsoat di ha i i r< .

-1 -1 urntuk k * t)

tt
!a

l',| 1€alkan A rnatr-il.: g kuadr-at.

i3 r. Jil* A ,Jan:t dibali!,r, rnakts

_1
r-i -ir-ea cjacat dihalii" dar, iAlt-1 = tA-tt1 rti

= A..E

1:

:,j, {e.Aj I /i, A

i Anran t QO1. 77 t. vt !

,iir.a !.: adalah rnatril":= yaftq dagat dibalik, {BELts AX B

4d
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Can C*t = rlB mernpunyai himplrnsn gelrrsi yanq sa{!}a.

Bukti I

rlisal['an u adelah =o1r-rsi. dar-i Ax. = E, rnaka AU = B. se-
hinqil; f,,qu s rE. Eersrti u *dal*h solusi d*ri fAx = cB. se-
neI ik,nr.a. 'nisaIl. an .J adsiah s*lusi rjari CAX = CB. maka EAV =
t:fl- Sehinctra ,:*1,:*o =,,:..1,:B atau rlV = B. Berarti v adaIEh

s*Ir.rsr dari Ai = E.

i,:-;J.is.la,: sen5jr-r s:fu a,4r&; t te5rg.ma meneerai ka-rfan

sorri.rs-i &fit*.-* 4x s fi dan il4f = fi,

{lpr,sr*'rr. Tecrerna ini men.,1i arrrin bahwa Frosedrlr Gauss (6ause-

Jer*dan ! tidak nerubsli soiusi Euatlt SpL.

Definisi

*,'cBtrrks h*rlrkurran Lr<fi. rnaLa transFsE dari A {rnatr-iks
?

.-l
{.l i adaiah rnatrikE Derul''-rraft nxk d*no*n entri f ATi AIJ Ji

Tidalr ti ap fta tri t.e rnerntruri ya-i invers. tet*pi tiap rnatri ks

OernE's-rnvai tr-anSEO=,

Teorenra

ilt.

1*1" H

t
=fi ffi

sirnetrik

T

i-t B

f
t

644=f;

AA

T + E

'!-

H

Tk"A:t ikAt

T -T-"i4 i-t
.Tni f ) . ltn tur gamue *.

Tr41. f, i& * El = A

ftr- asalah simetrik.
T

4f H1lt"t'd Ufi; i'LiiirLitTt,iiftAN



xr {A,B}

i5i, Jit<a * T
A -iuga daoat dibalik

T+ iA.Ei B

T -1 -1 T(A

6itraiik rnaka

..-t.TiF,l L

I

dap* t
I

)-=

_T -TB .G

dsn i I\
"l-

il+n d:bi-r lti!.+n r*.8tT

{ I I l"ludah cr l ihat bahr.ua

Selan-iiltny*i

t'Antan, 7F?5: .55)

= ET.*T dan {gT,-1 = tA-l}T.
iR,EtT dan *T,aT berukuran sama.

IriA.Ei l {A.Bi ".
-,Lil

il

= EA
t=1

n
= Er rElIJ

t=1
-t -ii:, AL - = 4 -A

{A
'r

it t-i

E.it ti
ri

= E B*.
t=1 La

A .it

T

-i

r BT.+Ti , .
r. l

.T
f+

T

I

-t ! T^Tfr

T -1 T
A rA *i

T

T

, Af+

-1ifi A

.l

1

iA

1"

-i T .T
HrA adalah invers dari atau i (Al

C. I'lat,riks Elenenter

Definisi

iotatriks l.,r-radrat

dinerolsh d-cri I,.,,

e I eitren ter .

E disebut matriks elementer.

rnelali-ri Ealah Eatrr operasi

j ika ie

baris

!'An ton , 1Qg5 s 4A )

4B

)

t
I

j



Jadi te'ndapat tiaa rnaram ,nat-ril"rs elErn*nter, yaitu !

ii
I

I

11r

17,

{:;i i

i
f t-l 1 Citr-rlis E iHj

0
.1,1

t

I
I

x

t C

t

f

-1

il[:

tlxltl

ditulis f

ditLrl is E

i + ci

l t

I J

1

t
.l

I

j + ci+;

adalah rnatr-iks elementer

hukan nnatriks elernenter

L

Contch 1.

Sed;rrei", an

tl!ltl
l

*I
1 l,,

-l
-t

fcna dipikirkan jawaban dari pertanyaan berikut. Aoa-

kat": I sdal ah natnik* eiern=nter? Anaksh _iumlah dua rnatriks

elernenter maEih rnatr-ik= eiementer? Apakah ha=il kal i dua

rratrik.g elernenter rnasih rnatrit s eiernenter.?

4e



D. Slf;rt-sifat matriks elemanter

Tgorerra

{ ! r Ti.:rn matril,s els.nenter

\JFt-gnyi j,*t?€,?ietrik=

ads 1ah ;JaPat diba I ik dan in-

elementer yano Eama bentuknya.

[,,,t'

t,

EI e_l

].sl

-l

l

l

-1 A

lH' ci l L iE J.

tr

-3.
.1 + Ci +_1 E j + -ci*j

t ? i rr*neps* dari ,natrik,s elernanter ;i uqa rnatriks ele-
inan t*r

l

[E

t-

[*r* .r]'

.jii.e rn*trj"ks A'diperoleh dari A

elernenter t*rtent.u. rn*ka +1 '= EA dinrana

E l.+ c1

,nelaiui operasi barie

E adalah matriks ele-

.Iadi g' = E A(t)<H(zl

f i +-r-j

T

=E i+ i+c-j

Eequnaart dari matriks ei.=rnenter teri ihat nada teorern*

berikr-rc.

TeorerRa

-r+ ci +"i l

rnenter '.ane eJioaraleh dar-i I nrelalui era yanq Earna.

Contoh 2,

= tiA* tl ;l .-., i{ il

50



4r= tl = tlil .=*.: il l iedi A A(?)H1./2(Z)

<2lH-2<t\+<2,tl-;l.* tl ;l
-: 

ji Jadi A E

rnstrlks datrat di.ubeh rrren-iadi ref

dari ki ri 4Enfran sedEret rnatrik=

r-{

Akibat Tesrema

I t,.a 0

l""a diL*iit an

( atau rref ) j i-

e l ernen ter .

faf;r*t. *L ibat teorenra ini adalah Eetu sara lain untuk

l
AErE

rli*r'lii*tal<an tEfrrE'ra {di 1.?}

Contotr 3.

r)

-l..r3
1

iJnti"ik .trsncapai r-*f i rref ! matr-iks alernenter yana dipakai li*

dal' hsr-r.-rs g3i'!ta i baii ban"-skn./s i inaupcjn bentul<nya'r .

Itt '.' J
{r
1L Il= tl ilt;

?llltl il=tlt-lI [ -. l' ] t : i lrl
L ,-,

Akihat Tecrema

Ti*p matri.rra r,,f,r1e ber-uluran !xrr adaIah hasiI kaii dari

rnatrjk=*rnatrii..s e1*rnenter berukLrran kxk dan sEtu matriks da-

1 ar. r raf beri-t tr Lr ran i.: :.. n .

Contoh 4.

-rian natrik= ui'ur€n ?xZ adaiah dalarn'nentuk salah eatu:

ql
-,A



(1). r

i;1. E

, "i"

i4l, E

E E, tl
xlE, ti

t;
Er tl

I]

il
?l

t' h-L

k

Eand i nq i< an 1 a r-r

bi I ana;n ss 1 i

r'-1

E
t' i{-1.

hs.1 tersebut

adalalr hasil

E,
,t

tr-t

'Sisirri su . . . . .Er a,falah,nslrir,.s-mar-riks elementer.

Bentur. manakah diantara itrt-rik s di atas yanq dapat dibalik?

fafat*r'.5etiai-r matniks w*r\T in'".ertib1e daoat dinvatakan EE-

barei hasi I l. ai i inatrik=*m*triks elernenter.

di atas dengan pern.rtstan ,'tiatr

kali deri hilanoan orirna,,.

Definisi

A.B dua raatrike \..ano beruluren

bai-is imatrik= t; E, _iika terdsp*t

ilat,=itr*1itr sehift?A# l+ = f,E.

+-+

sams disebut eki*yaleR

ggtlt rnetriks C yang da-

Ter:rerna f 1]" A; B

A"-A
b

E"A
b

t ; B.B ; ; + * i r



r3t. rr'-ef cjari A I

H
b

ref dari k

71

{4i.

r-ref dari .]

Er-rhti r*rntuk {rli aCalah al.-ib*t }-eoreroa. di ataE.

Contoh 5.

Teorema

J rt a A rnatriks kuarJrat nyn. *rak.a trernvataan beri-

iji-,, 1 aoalah el,,ivaIenI

r1r. A daFat dihaiik.

i:1. * x = il hanr*a memcunyai eolusi trivial.

i:). lr = haEil kali rnatriks-rnat-ik= elernenter.

*;
b

il; tlt:
?l;tl:lt;
il;tl,[;

xl;l;tltl

?l

;l

HI.
hn

Jils A Cam*t dibal it.. irrat"ra 3 E seningge AE

i4i"

Buktit ili + i2i

BA I

5_T



Ctenoan Sikali!.an

l: i t& rnendap*t rref R

Btr fl

matri& s-matril'* alernenter dari kiri

dari A.

E..E -...E".,) = Ri: p-I -t

R ada lah rnatri!. = berukuran nxn dan

*{ t-) + EAx

t \ Un

,i) + {5i

E " 'Er '*'
= C j i,rqe

,i = EE n.I

nvskftv+ satu ,-rtaaa di F saina deng*n n sehingga R I

Fr

ai

haqea oerntrunyai sslusi triv,i*I irneneapa?). ba*

n

3 'tatriks el€rnenter E E ;ehineqa

i?tt +,,1 !

*l

k

*'t
k*1 "'

l. *i

Et .Eto_t, , .ErA Il. I

A

n

Jii":a E E E E . rnakt E "''a i tuJ A& Ibnrl1

idi + 12i

*ii = 1 untul. satu E v*nq AX = O + EAX = L'l + I{ = { = O,

tj1 + i-a,i

*r = fr hanya bersnlr-r=i trivial " Denean dikalikan rnat-

r j 1,.:s e1*irienter )rarig " tepat " hite dapat rref darj A =

E,., .8,,_1.. "El {i = I* tkarena hanva plrn\i a sa!,usi trivial l maka

ifi + tli jel.as EekaIi,

ha=i I kal i matr*ikq-rnatril.,s elementer.

54
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Akibat Teorema

qnEberul:urannHfir paIi.nt: sedikit satu diantara-dan

BAnr/.r dapat. -dihaiil; + AB dan tidak Canat dibalik

Buktil i"fie*1|an A tidal: dapat dj.b,alik.

tidak ciapat dihal jl.. i<,arena A

rr-ef dar-i A = ErEr_ * ErO rnemplrnvai

FL{fi':j#i SatLr bariB i'iEl (KenrFa?i, rrat

*E {tr E i f E I

E

fikan di tunjukk an AE

dapat di ba l ik , arak a

psling sedikit m€*rn-

dar-j AE = E k

E AlB. k"srene
I

E

r

EE
1 1 k I

rnemtrunyai satu bari= nill maka AB dan bentuk

B * d;rs,t dibalir cc+ E denat ditralik,

EA
L L-r

A

(

terak hir !'anr! dipersleh juqa mempunvai satu baris nol . se-

rring?it AE tj,d*l+ dapat dibai if .

.'lika B ta.k dagat ciba i ik. rne.ka setrerti trarts di ata=, BA

ridak c!fiFat dihs,iii-r. Eer'arane ir,isalt'.*n B daoat dibatik. BAU

= rl "* 6+u = ii ik,arena E danat dibalik)" Bererti 3 u - o sede-

,Tlrkian sehinega Au = CI. karena & tidak dapst dibalik_ - maka u

tidal h&rrrg nnI . In i berarti bahar.ua EAX = rl punya solusi tak

tri '.ia t , Eerdasa.r|-en tecre'rg di ates ( coba trrn-iuk . teorene 4

nr:in*r tr*r-aFe? ! , ,rraka BA tidak. dapat ditrel ik,

Aki bat Telrrenra

b

ksl:rr A 'J**.* L

E. sehinaE+

Cibalik. rnaka

E E

terdapa t

fi=IdanA

matriks
-t J_F *k,*

e l ernen ter

Er
I ..r I k-l' ' '

L



I lt-
(-+1ar-, kite tuli= EEt..." r-natriks b&r-u '1 arre berukurran nx?n

d*n i.: alil.an

t-i

Contoh 6-

ieril*h invers dari

"l ar+ah;

1 -1
r-r i
if, ,i

In,rerS '1 s1j" ada 1 s l-r

Contotr 7,

E- dari kiri Derutrutan, kita dapat
n

E t 'E:'
-1

l[' i*E, "Ef,,-r"'trJiE''Err-;"'Et 'l = tE
[=" I

lni rnemtreri 6etlr csra'yfiils sjstematig untuk rrenqhitunq A

ilI
I

i)ti

I]
I -1

L

+o
1 i'':'I f 1 'l; i)

:,,:, ?J'*1. I i ttiti
I
J

i-r

l.

L

ri i.j
|.:,j i I

t;

tiiiltliil
farilah inverE dsr-i

Eatian t<.iri tsk datrat dir-rbah rnen-i adi

berarti tBk barinver=,
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E, ffL yang llatriks Koefisienn)ra Dapat Dibalik

Dl baqian ini xita shan hicaraksn SPL tertentu yaitu

,natni[':e vsne l. i:ef isiennva d*trat dibalik.

TeorerRa

Ji!-a A

r1).

Teorerna

Ai

C matrjk.= fi^n r,BrtG

E sejsiii ber=olursi

mat,rike nxn. makal

dapat

vaitu

t-A \ = u bersolu=i tr-ivial +.* A

tri"iai lrntuFr l,r e [H.

I = O bersolusi

t2i" il rnatrjl.= n.Yn. ft daOat dibalif:, A ) = 0 barsclu=i

trivisl *--t t-l A { = tJ hey-solursi trj.via1.

dioglr.i + V B berurkLrra,n nxl,
-1* Ex

L: adanc-k adano

.r3i*rE trerbentirh q{ =

diperoien I.A

danat diEalit.

Contotr 1,

tita i.nn in

A): =

menceri solusi dari SPL-SFL

A} ,lil,.a A dapatEl.

*.J

BEz*

A'Er'

*1A*E t

83= tl]B2= [ I ]-E.= til

! t
,lihai ik, maka =olusin':; adal*.h X

L
x A E?t..'rX c

5l Et " Dan rni dstrat dihir-unq sekallous dengan cara ber-ikr-rt,

denqsrr nrcgedur Gaus=-Jardan

I

t A trr-t E*

t

a= f i
L:

1 -1.E * B
l, l . Ini terjadi jika A

il
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fr
[; I

I it.t

i{-t :1
1

4l* tl -;
l* tla

l

rl
,t

c
t_

+;-il
L

+
+

tl

tl tn
,*t .-'{

f
,t ',t'

{r l-tl3
t r a/4.4i

| -) /=
l-113 I l,:l

Solusi:

adalah

ada l al-r

eda i ah

Jeoi untrrk Ax = BA dapat dibal iir.. kita. selalu

roi.eh 5cl.r:si " tak oeciuli dentran F. Baeeirnana halnya

r+ 1, *{'}! tar dsoat d j Eral il-: :

t

t

t

t

l

l

l

l

tlt

rner0tre-

dengan

{
t
I1-l{11trafi1fi I

sPL di atas

fr&n h*1 ini

tsrnvata tak

iebin lanjut

rnatri ks koef, isien

tak datrat dibalik "

merngun r a i

di haqian

2v.

{L
L:

etrlLtsi " ltrta akan bicara-

belakang.

Contoh 3"

i-larll*h sw*rat:./anC harlrs direnuhi cleh b

oava ,iFL j.ni lrie{*!]!-rnvai sal usi .

5e

I b?. bS slr-



!<+i/+i+U=h

i: + ir.r

+ ltr

L

h

Eauian tiri nerEafii+an t<etiqa.*daIah jumlah

ri o*r^i Dersafitsan v€ i oan I I. ini berarti

E*nFarr s',ertst ini " rnaka SFL menjadi lebih

{-L'
+5x + 3u

baqian-baoian k i-

o3 b +bI ?

sinokat

:(+.1 +12+iJ=h
tt - z a ;; = ;i

&

Jx+fu

h+h-1 "2

dari satu

A,El = [ -

Lpcrema di

iadi taL o*duli h, dan b qelalu berso I u-

Kita dapat

rnatrik s kuadrat

E. A. d irnana B

bawah in i rn6-

= bl.* b:

Ei. 5t:l.Lrsi i,.it.a

=,=i usi unti.rk SFL

lrjaLtlr Lrta

=r-rbstitlrei ke x + ,l 4 z + u = h1.

=ernlr 1 * .

def rn lsil" an in',.,ers

A, l: ikB rTlenflhgrtrgLen 3 B sehinr:qa

haruq fii€ffienlrhi Cu* Err{rrat, tetaC'i

n,-rn-ju+-;. l,..an bshwe syarst itu tidsl.' oerin.

Te<rrenr*

S. E rnatrik* kuadr''at. SB *+BJ H -t
n

Et*tlr +' jelaE

-+ t'-ita bt*kt"ikan Cahulr-r A darat dibalik. Jika

rnaka AU = 0 = B(AU) =

hanys rnerripunvai sDIusi

aclusi oer-i. Alt =

ILI = ij. Jsdi AI,
t

dsn * * ads.

EA=j+{EAIA

!(

U adalah

(BA)U =

tri'via I

-T *l* .* B{AA
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Dari ur-aian 'yane tetah dikemul..a[ an rrada Bab I dan Bab

I1. dasat disaril.'an bebe*apa hal nentino sehagai ber-ikut.

.CFL *dalah t o1ei, Ei fie!.'5afiaan-perEamaan dalam unkntuon

vanq Earra dan da-rafi bt;ntuk tertentr.r i linier I . Tuqas kita

*daIeh rnenrari srlrrsi vang memenuhi tiep persamaan dalan

rar*ii tur y ano Es/Tra " Car-a ,./anc I i ta pakai ( Sauss atau EauEs-

"1tlt-dan i *daiah merclbah 5Fl- { atau rnatriks r.,afte diperbesarnya}

n'gnjarii bent,lk i/Bno tertentu { rsf atau rref}. Eralarn bentuk-

lf,Ent;.ri., ini k.ita ianisirntr nensetahui aoakah sFL Eernula trerso-

1r-r si at*u tidak. .lika her;sIusi, l. ite dapat denqan rnudah

,lernf,'*rolen hirnr:i.{n+n solu=inva. Tiatr solusi dari satlr SFL

Lr''nurr| adaiah tet-cjiri dani satu solusi Lerter,tu denqan EoIuEi

,:sri sPL hornceen irfing diasr:siasikan denqan gPL seftula.

lie*nq+i',r npprsEj + ant;r'inatriks. penkalian skalar antara

hi i anSan dEnqa!-i inatril,ls $Bn oerka I ian antar rnatriks. k i ta

daC,*tl: an rnatt-il. t baru. Otreragi-oo*ra=i ini tinokah lakun-'ra

ada !,snB seEerti $tr€raEi*cnera=i peoe bilanqan. dan ada yang

: i*.1 ai. .

f'l At-iL= elernenLer negkiOun

tat+pi d+ost diB,-rnEkan rr,err"rbah

rret I t*ngr* ,aer,;b;h gr 1r-lSi , S*n

baliki ae*len hesi tr treli fiatriks

bentut kn-va =anqat
rn*t-riks rnenjeCi

tias rnetr j ks yang

e l emen ter ter ten tu .

rnsndatrat matrikE

Irratriks'/anE dapat

, Lla

Oari

ini

sederhana.

rel i atau

catrat di-

Dari in i

terten tu

dibalik

dana t gqtu trere !.Anfi ,rr,.rdah

a;'trik= v8ntr dtsDst dihaljlr"

rnen'rpunr.'ei Ei f s t-=i f at yanq baik .

e0



LATIHAH

Kel"onpok A

f - i.tr:rtr:k niIs.i..nilai lc"rnstanta .L- manakah EFL beri.kut memr:u-

n:r'al t*pat *st1r arrlu*i? Tekterhillgga banfakr:ya aoluei.?

Ticiah m*arunYai erluei?
y- \r=3

2:<-'lv=Y

t. ililretahul EPL:

ax+ht'=k

Cx .i- 'j-v = I

ex+fir=rn
.&. Jilse i:pl, il:l konelsten. tu::ijukkan bal:r.ra saiah Betu

perfr&maarr dapat dl}:u"ang. tanpa merubah salusinya.

h. Jik.* lt = ] - fi = it. tunjt:kkan hahwa SPL harrre

k,:rrs isten

,:. Eatrankan SFL hanva mempunysl tepat satu eolusi?

3. Itik*teh,,ri EFL:

x+y+2e=a
:: + z, -h

lx+Y+3r=*

TunJ,:kkan bahwa aEigr SPL ksnsisten. maka e = I + b.

4. Euktikan: ,iika *<FL :c, I kr-r= c dan x.+ l*r= d mernpunyai

*';Iusi trs.rig BEms" m.*ka kedu+ ilFL tereebut identik.

5. {ari}ah SPL dengari u.nkt:o\rJn }1. .*rr. ro?, s y&ng eolualnya:

11 = i * Ei + t. r,i = s. r^r = t- z = 2 - t, s. t e IR.

6:



...r.: t ..'::'- :.::r -:,--*r" :. - -:,-; -.,.. --

.1

,i. r,:arilatl i*L' r.1h:-t SFL ';ane 1:erbed.a hentukn;,ra, tet,api eolu*

*inv,q saina,Selrgan s':lusl frFL:
x+v*.i=l

3r:-]r+3i=0

Kelorrycrk B

L. A e h1,r*r,{Ri dupat ,lt}:el|k ++El B

:. A ,lar,ei .i:haIik, AE = AC +

I"latrike Element*r. yans dapat dthaiik adaLah bentuk:

a. pertama b ke Cus c " ke +*lEfa

rl de*:aq dt-haliiE + sclusi AX = B *qama d*nean soluei

Eerhubr:r'rr matrike :."rang rlipal:a! dalaai prr:sedur Gaues-

Jtr1an *dalah b*rsj.fat maka proeedur itu
r:nen"iamln t.i"dak ake.n rnerot'ah

fl. A 'Lar,*.t dih-,alik <* r'rrf dari A adaleh

q+ SF. = * hanl'*, Eleffipunl"e.t solusl

<+ V B. AH = E BemE'unyai eolusl

<+ $ dapa.t dttulle eebagal perkaltan

"E" E. ,l dapat,iibalik.+ iAEilr-1 =

; iA-r i-i r

. A *,*1| & -!- If'

a.. ealnir

I
Y

-1

E,
t + A- 

1 
, adal ah pernrrataan ysng:

b- ben*r

ll,. A dapat dlhalik. E tek d*.par -{ibalik. maka Fernyatean

i:el'ikrit i".eng enar adal.eh:

e- AB tak ,Ce.r,at dibalrk
h. ,^-E 'J=tr at Cii:a lik



Kel"onpok (

f- ilarilah r+nt*h ?ang menun.jukkan. jika A-, E-. {A +B)'ma-
*i,rg-masing adalah rye,f ibe::tilk eeelc'n harie teredukail
'lari m*.tr.ike E,. E. (A +B). maka berlaku (A + Bi'= A'+ B-

2. Ceril*}:l .q*i:t,3h yans nrenun.iukk*n hahr,ra kita tidak dapat

r**rrgg.unakaR ,:l}eraei barie elementer (obe,,re:'o) ke I dan ke

i i:r:tuk rrendaparJean ha-oil 1'ang hi*e dlperoleh melalui obe

k* 3"

.:3. Tulislah :':*s-f dari SPL denean 4 Dersamaan dan 4 unknown

l,'en*l :

,e. tirlak nelripunlJ&i enlusl-

ir" u[EmFun3.ai tepat satu solusi.

*" $etri]*ljn1rai eolu*L vang ban1.e.I'.nya tlde.k terhingga

4. I-tiicetahui EPL:

:t+!Tr'-32=4

.3r: -=J + 5: = r.

4s + y + taz l4rz = g +2

Terrtukan niLai .q sedenri.klarr selrin€ga SPL:

a. riqlak mernfli-Inirai *rluai
li. mem$Llnvai ter:at satu eolusi

c" rnemFunrrai srluel yang b.an:reknya tldek terhtngga

$. Fec*hkanlah gpt berikut mengel-rnakan elininasi Gause-

.'jor'Ja.n I

5-J



is) 3>:

i,.

t Iy-

2

& '1-,
e

fx
2

+ ?r:
2

v- = -15st

1

+ arfJ. -

it

+ 3:: 1i

= -:3i')

-4X I

+2x {
ltlxtt

s

l,

L
ibi H

l:

v.

t

1

,.r
a

*. FaCa T*,:rema 3 ibagian 1"3 pads lecture note). t,er*"n€ik&n

m*ngapa tld.ek benar untuk menvetaksn unknewrr utama dengan

xr " ,,, - }i. , mela j.nken din;ratakan denEtan x* , xk r

LZ
k

I

T- f{atr:ikE A herukure.n 2 x n den matrLka E berukuran n x 2.

.TiE.e AE : Tr*, o tun,iukkan hahr+a matrlkfi A tidak mempunyai

harie \/ang eelur.uh entrinya nn1" Apakah hal lni .1u6a ber-

iaku untuk matrike B'l

13. .Jiiie. dik*tehui A = himpr-r"nan eoluei- rlari suatu SPL. heri-
lah suatu cara r-rntuk menoek apak.ah A merupakan himpunan

a*lu*i dari $PL irem.csen atar:t l:r-rk*n"

g. F'*r"E&mas.n a.i{e + !-13; + c = n paLing banyak mempunyal dua

*,--ilu*i. .lar.ileh 6atl: persflm&an m*trtke AEz + BI + C = O

rrs.ftS trr?r::;r1-lrrvaL zal-r.:.El ieblh dari ? {4. B, C matriks beru-

H:ir:'en ? x J-,-

1r.r. Eukr.iir*r:: .'tlk* t*r,:lepat k e IN eshingga ,.A I lk = O.

,,iti



maka A dapat ,tiL'alik.

11", r-'arileh , Faj jr:g eeg:"kjt) empat fara un+*uk rnenun"iukkan

hai':s{s:

[-t
l-.,
L,:

1I " rlarilai: j"rirr*r"e ,,*nrj

tidak 'lapat Cibellk.

memPLtn-,v..&i ln'o'ers. BUktikan :

e ,)
jl il

I '-rI r'll,
l_r

li

1

(i 1-l1rl
::Iuntukn=?danB
1 1l

AE,akai: h*ntuk i-nvers ke'duanya uririp!

u11
.l .f

A

r
t

I

L e-nl

JN

5 i'in

q r'!
It1

-1
I

t

IJ

*1:.

t{-ri 1
ii

Juga m*mp"dn}5i inrrere.

14. Ba*a1eh Cefinl*l dari A tranrrose tAri kemudian buktlkan:
g dap*t stt'r*alik e+ g" ,Js.pat. dibaltk.

Xf. Tt*rlieieh sehagai per.kalian matrlke

elementer

::5

g
{'' nn
{l

tt

1

(-l : 1l
1 1 fi I't
L l ,il
I 2 1_l

[-rlr
lniIr
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