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I. PENDAHULUAN 

Sistem dinarnik persarnaan diferensial merupakan subjek yang sangat 

penting dalam sains karena aplikasinya banyak dipakai di berbagai lapangan seperti 

mekanika langt, osilasi tak-linier, dan mekanika fluida Salah satu bentuk sistem 

persamaan dlferensial yang sering ditemui adalah sistem linier, yaitu sistem 

persamaan diferensial planar autonom dan homogen. Misalkan Sit= f(2) suatu 

sistem persamaan diferensial planar, sistem linier ditandai dengan f : R2 I+ R2 

berupa pemetaan linier. 

Secara sederhana, sistem ini dapat berbentuk 

s I =  a l l x l  + a 1 2 s 2  
1 

~ 2 ~ = a 2 1 ~ 1  +a22X2, a i, ( i j  = 1,2 ) E R. 

Lebih sederhana la@ berbentuk 

X I  A = A%. 



11. PERMASALAHAN 

Masalah kestabilan dan perilaku sistem terhadap gangguan merupakan hal 

yang p a h g  sering dipertanyakan pada suatu sistem dinarnik. Dan ha1 ini tidak 

mudah jika mesti mencari terleblh dahulu solusi eksplisit dari sistem. Dan &an 

memudahkan jika secara kualitatif dinamik dari sistem linier bisa dlkelompokkan 

berdasarkan karakteristik tertentu. 

Untuk membantu menjawab semua persoalan di atas penulis akan mencoba 

membahas tentang "DINAMIK SISTEM LINIER, mulai dari Dinamik Sistem 

Linier Kanonik, Hubungan dua Sistem linier yang matriks koefisiennya similar, 

Keekivalenan Dinamik Sistem Linier, Keekivalenan Dinamik Sistem Linier dan 

Bifurkasi pada Sistem Linier. 



111. PEMBAHASAN 

A. Solusi Sistem Linier. 

Semua solusi sistem linier dapat dituliskan sebagai fimgsi dua variabel; 

waktu (t) dan nilai awal(2 ); disebabkan kekontinuan f( 2 ) = A2 . 

Definisi 1 

Solusi sistem linier berbentuk cp(t,Xo ) disebut flow dari sistem linier 

Pada kasus persamaan diferensial skalar x' = ax, diperoleh flow q(t, xo ) = eat x 

untuk nilai awal x o  . Secara analog pada kasus sistem linier 2 ' = AZ bisa 

diperoleh Jlow cp(t, Lo) = eAt Zo dimana e At = X (t) [ X(0) I-', untuk nilai awal 

X 0  dimana X (t) = (X, (t)lZ,(t)), 2, (t) dan X2 (t) solusi dari persamaan (2), 

dengan det(X (t)) # 0 'd t E R, dan eAo = I, disimpulkan eAt adalah matriks solusi 

prinsipal dari persamaan (2). 

B. Dinamik Sistem Linier. 

Definisi 2 

Pemetaan dari R~ R~ , yang diberikan oleh % ' q(t, 2 ), yang 

memenuhi : 

(i) cp(O,ZO) = X O .  

(ii) cp(t+s, 57 ) = cp(t, q(s, X )) b' s,t dimana pemetaan ini terdefinisi. 
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(iii) ~ ( t ,  Zo ) pemetaan C' 'd t E R dan merniliki invers pemetaan C' 

yang diberikan oleh cp(-t, jZ ) disebut sistem dinamik C' pada R2. 

Dengan dernikian, $'ow sistem linier % '  = AZ yaitu cp(t,Zo) = eAt jZo yang 

memetakan jZ I+ eAt Z dapat disebut sistem dinamik C' pada R2 . Sistem linier 

dan flow-nya dapat dihhat dari sudut pandang geometri. Solusi persamaan (2) 

untuk n11ai awal go  dapat digambarkan pada bidang tiga dimensi-(t,Z) yang 

disebut trajektori melalui Zo.  Karena autonom, juga bisa digambarkan pada 

bidang-(x, , x2 ). Proyeksi trajektori pada bidang-(xl , x2 ) disebut orbit. 

Definisi 3 

Orbit positif y+(Zo), orbit negatrf y-(Zo) dan orbit y(Zo) dari nilai 

awal % didehisikan sebagai berikut : 

Pada orbit, diperlihatkan orientasi cp(t, Zo ) terhadap perubahan waktu berupa tanda 

panah. Kumpulan semua orbit dengan orientasinya menghasilkan garnbar yang 

disebut potretfase dari sistem linier. 

Beberapa orbit tertentu; berbeda dari yang lain; memegang peranan penting 

pada studi kualitatlf sistem h e r .  Salah satunya, orbit yang paling 



sederhana, disebut titik kesetimbangan. 

Definisi 4 

Suatu titik Zk E R~ disebut titik kesetimbangan dari sistem linier 

? ' = A ?  jikaAgk=O. 

Hal ini menyebabkan fi adalah salah satu titik kesetirnbangan pada setiap 

sistem linier Z ' = A?.  Sedangkan perilaku asimtotik dari solusi sistem linier dapat 

diamati melalui titlklimit-titiklirnit dari setiap orbit sistem hier .  

Definisi 5 

a) Jika terdapat barisan t ( t  +-- jika j + -) s e h g g a  cp ( t  j , ? o  ) +y 

jika j + -, maka y disebut titiklimit-alpha dari orbit . Himpunan 

titik-limit-alpha dinotaslkan dengan a (xo  ) . 

b) Jika terdapat barisan t j ( t j +  jika j+-) sehingga cp ( t j , Z o )  --+y 

jika j + -, rnaka y  ̂ disebut titiklirnit-omega dari orbit y(go) 

Himpunan titiklimit-omega dinotasikan dengan o(ZO ) . 

Titik 37 E R~ yang memenuhl cp (t,go ) + 2 jika t + - dapat ditunjukkan 

memenuhi o (xo )=  2 atau a (go )=  % dengan sendirinya Z adalah titik 

kesetimbangan. Studi kualitatif sistem dinamik dari sistem linier akan dilakukan 

dengan mengamati potretfase pada bidang-(x,, x 2 )  beserta karakteristik orbit- 

orbitnya 

Potret fase sistem linier Z ' = A% , ditinjau dari matriks solusi prinsipal eAt, 

sangat bergantung pada bentuk matriks koefisien A. Jika matriks koefisien A 
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berbentuk kanonik, potretfase akan leb~h mudah digambarkan karena solusi 

eksplisit-nya mudah diperoleh. Semua matriks 2x2 real dapat dirubah menjadi 

matriks kanonik Jordan. 

Berdasarkan nilai eigennya, sebarang matriks 2x2 A similar dengan salah 

satu matriks kanonik Jordan diagonal, triangular, atau kompleks. 

(a) Kasus nilai eigen real dan berbeda. 

Misalkan h , h2 ( h z h2 ) adalah dua nilai eigen dari matriks A dengan T1 dan 

T2 masing-masing vektor eigen yang berkaitan dengan nilai eigen tersebut. 

Maka 3 matriks P = (vl 1v2) non-singulir sehingga: 

(b) Kasus nilai eigen real dan sama. 

Jika terdapat dua vektor eigen T1 dan T2 bebas linier, dengan cara sama 

seperti (a), pilih P = (TI lT2)sehingga P-' AP = ( Pj 
Jika hanya terdapat satu vektor eigen yang bebas linier T1,  pilih T2 yang 

memenuhi (A - 3LI)T2 = dan s a h g  bebas linier. 

Maka 3 matriks P= (vl lv2) non-singular 3 P -' AP = (: 3 
(c) Kasus nilai eigen kompleks. 

Misalkan a+iP ( P # 0 ) salah satu nilai eigen yang berkaitan dengan v̂  + iT2 ; 

V dan T2 # 0 adalah vektor-vektor real; vektor eigen yang berkaitan dengan 



nllai eigen tersebut sehmgga 

A(T, + iT2) = (a+iP)(T1 + iT2). 

Maka 3 rnatriks P= (TI 17,) sehingga P -' AP = 
(TP PI 

Karena pengambilan vektor eigen pada kasus nilai eigen kompleks, a+iP atau 

a-iP, menentukan bentuk matriks koefisien kanonik yang similar dengan matriks 

koefisiennya, (A atau ( :'I, j3 > 0, maka potret fase sistem her-nya 

dapat digambarkan dengan dua cara berbeda Dengan kata lain, semua sistem linier 

pada kasus ini mempunyai sepasang potret fase. 

C. Dinamik Sistem Linier Kanonik 

1 .  Dinamik sistem linier dengan matriks koefisien diagonal. 

a n  A ) , hl  , h2 E R M i a  malnks solusi utamanya, 
0 A2 

Jadi, untuk nilai awal Z0 = [:::I) solusi sistem linier Z ' = A 2  adalah 
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a. jika kedua nilai eigen taknol dan bertanda sarna (negatiflpositlt), Mengmgat 

solusi sistem linier berupa (X1 (''1 = (ehl ' ~ l  (o)), maka orbit-orbitnya bervya : 
x2(t) eh2'x2(0) 

- sumbu- x untuk x2 (0) = 0. 

- sumbu-x2 untuk x l  (0) = 0. 

- untuk xl  (0), x2 (0) # 0, 

misallcan hi < O< hj ( i j  = 1 atau 2, i # j), diperoleh 

~ s a l k a n  (x (0))' "J (xi lo))-' "1 = Y 

maka (xj(t))l14 (xi(t))-'/"= K .  

adalah orbit-orbit berbentuk hlperbola dengan asimtot surnbu-sumbu koordinat. 

Bila hi < 0, hj  > 0 (i # j), maka orbit-orbit sepanjang sumbu x i  

(xj(0) = 0 ,  i # j) akan memenuhi cp(t,Zo)+ 0 untuk t + - dan sepanjang 

surnbu-xj(xi(0) = 0, i # j) akan memenuhi cp(t,xo)+ 0 untuk t + - -. 

Akibatnya, hanya orbit-orbit di sepanjang sumbu koordinat yang mempunyai lirnit- 

alpha atau limit-omega. 

Pada orbit-orbit berupa hiperbola, berlaku hubungan bila: 



Pada potretfase yang seperti ini (lihat gambar I), titik O sebagai satu- 

satunya titik kesetimbangan disebut titik saddle. 

Gambar 1. Potretfase sistem linier dengan nilai eigen 1 dan -1 

b. jika kedua nilai eigen taknol dan bertanda sama. 

Orbit-orbitnya berupa : 

- sumbu-xl untuk x2 (0) = 0. 

- sumbu-x2 untuk x l  (0) = 0. 

- untuk x1  (O), x2 (0) # 0 , 

Misalkan x2(0)  
= K, 

(x (0))" ''1 



maka x2 (t ) = K (x (t ))'z ''I yang berupa : 

- parabola jika h2 z hl 

- garis lums jika h2 = hl . 

Sesuai dengan sifat flow sistem linier sebagai sistem dinamik di R ~ ,  orbit-orbit 

positif pada kasus h l  , h2 < 0 akan sama dengan orbit-orbit negatif pada kasus 

h l  , h2> 0 apabila Ihi I, i = 1,2, pada kedua kasus sama. Potretfase kedua kasus 

akan sama kecuali orientasiflow terhadap waktu yang saling berlawanan. 

Untuk h ,  , h2 < O,cp(t, go) -+ 0 jika t -+ - dan semua orbit mempunyai 

limit-ar'pha. Sedangkan untuk h, , h2> 0 ,cp(t,Zo)+ 0 jika t -+ - - dan semua 

orbit mempunyai limit-omega. 

Titik (3 sebagai satu-satunya titik kesetimbangan disebutproper node pada 

kasus h, = h2 (gambar 2) dan improper node pada kasus h l  z h2 (gambar 3). 

Gambar 2. Potretfase sistem linier dengan nilai eigen 1 dan 1. 



Gambar 3. Potretfase sistem linier dengan nilai eigen -1 dan -5. 

c. Kasus terdapatnya nilai eigen nol. 

Bila kedua nilai eigen nol, semua nilai awal di R* merupakan orbit-orbit 

sistem linier untuk nilai awal tersebut sekaligus titik kesetimbangan. Akibatnya, 

hanya ada satu potret fase yang mungkin untuk kasus ini (gambar 4). 

Sedangkan pada kasus hi = 0, hj # 0 ( i j  = 1 atau 2, i z j), orbit-orbitnya berupa 

garis-garis sejajar sumbu-x., akan memenuhi : 
J 

q(t, g o )  + 0 untuk t -+ - , bila hj < 0 

q(t ,  g o )  + 0 untuk t -+ - - , bila hj > 0. 

Akibatnya, sumbu- x memuat semua limit-alphallimit-omega orbit yang berarti 

juga memuat semua titik kesetimbangan (gambar 4). 



Gambar 4. Potretfase sistem linier dengan nilai eigen 0. 

2. Dinamik sistem linier dengan matriks koefisien triangular. 

Misalkan matriks koefisien A = (: i) , I .  E R, A dapat ditulis 

sebagai hasil tambah matriks B = (i :) clan C = [: A) p n g  memenuhi 

BC = CB sehingga 

Jadi, untuk nilai awal go  = (:::::), solusi sistem linier i ' = A i  adalah 

Dari solusi di atas, diperoleh orbit-orbit berupa : 

- untuk x2 (0) # 0, 



x ,  (t) = eht x,  (0) + tx, (t) = - X2(t ) X ]  (0) + t x2 (t). 
x2(0) 

x 0 
Misalkan = K, maka x, (t) = ( K + t ) x 2  (t) merupakan persamaan 

x2(0) 

orbit-orbit untuk nilai awal x2(0) # 0. 

- untuk nilai awal ~ ~ ( 0 )  = 0, 

orbit-orbitnya berupa sumbu-x, bila h+O dan titik-titik pada sumbu-x, bila h=O. 

Karena orbit-orbit positif pada kasus h < 0 sama dengan orbit-orbit negatif 

pada kasus h > 0, asalkan 1x1 pada kedua kasus sama, maka ada dua kasus nilai 

eigen : h # 0 dan h = 0. 

a. jika h 0. 

Flow q(t, Zo)+ 0 jika t + - , bila h < 0 dan cp(t,Zo) + 0 jika t -, - -, 

bila A > 0. Akibatnya, o(jZo ) = B atau a(jZo ) = 6 .  Titik 6 sebagai satu-satunya 

titik kesetimbangan disebut improper node (gambar 5 ) .  

It) 

Gambar 5. Potretfase sistem linier dengan kedua nilai eigennya -1 dan hanya 
terdapat satu vektor eigen bebas linier. 



b. jika h = 0. 

Untuk kasus ini, hanya terdapat satu kemungkinan matriks koefisien A 

yaitu (: i) . Dari persarnaan x l  (t) = x1 (0) + t x 2  (0), diketahui bahwa untuk 

nilai awal x2  (0) # 0 : 

- x ,  ( t)> x1  (0) b ' t >  Ojika x 2 ( 0 ) > 0 .  

- x l  (t) < x 1  (0) b' t > 0 jika x2 (0) < 0. 

Sedangkan x 2  (t) = x2 (0) konstan b' t E R. 

Untuk nilai awal x2 (0) = 0, semua nilai awal iTo merupakan orbit untuk 

nilai awal itu sendiri. Akibatnya, semua titik di sumbu-x,adalah titik 

kesetimbangan. Semua orbit lainnya, yang tidak setimbang, tidak mempunyai 

limit-alpha maupun limit-omega (gambar 6). 

Gambar 6. Potretfase sistem linier dengan nilai eigen keduanya 0 dan hanya ada 
satu vektor eigen bebas linier. 



3. Dinamik sistem linier dengan rnatriks koefisien kompleks. 

Misalkan matriks koefisien A = (-ap P) , dimana a ,  p E R, f3 + 0. 

A. dapat ditulis sebagai hasil tambah rnatrlks B dan C, dengan B = (; :)dm 

O 
, dan memenh  BC = CB sehingga 

C =  (-,3 0) 

cos pt sin pt 

- sin pt cos pt 

Jadi, eAt = eat 
cos pt sin ,3t 

-sin pt cospt 

Untuk nilai awal go = [::::;) solusi sistem linier , = ( T ~  :) Z dipenuhi 

xl ( t )  
0 1 e h ~ ( t , ~ ~ ) = [  

)=eat[  x l  (0) cos pt + x2(0) sin pt 
s 2  (t 1 - x,  (0) sin ,3t + x2(0) cos pt 

Bentuk : xl  ( t )=  eat (x ,  (0) cos j3t + ~ ~ ( 0 )  sin pt ) 

~ 2 ( t ) =  eat (- xl (0) sin pt + ~ ~ ( 0 )  cos pt ). 



dapat dirubah menj adi 

x l ( t ) =  ~ e ~ ~ c o s ( p t  - 6 )  

x2 ( t )=  Keat sin(pt - 6). 

Untuk nilai awal Zo = 6 , orbitnya titik 6 itu sendiri. 

Dipandang dari koordinat polar ( r,B ), solusi untuk nilai awal Zo + 6 akan 

berbentuk 

r(t) = Keat 

B(t)=-pt + s  

Arah orientasi waktu ditunjukkan oleh B(t), dimana 

B(t) + - untuk t + - bila P < 0 d m  B(t) + - - untuk t + - bila P > 0. 

a 
Hal ini dikuatkan oleh - = -P, yang menunjukkan B(t) naik monoton bila P < 0 

at 

dan turun monoton bila P > 0. Artinya, orientasiflow terhadap waktu akan searah 

jarum jam bila P > 0 dan sebaliknya bila P < 0. 

Ada dua macam struktur orbit untuk sistem linier dengan matriks koefisien 

kompleks ini. 

a. jika a # 0. 

Bila dillhat solusi dalam koordinat polar, r(t), terlihat bahwa : 

- r(t) + - , naik monoton, untuk t + - pada kasus a > 0. 



- r(t) + 0, turun monoton, untuk t + - pada kasus a < 0. 

Titik 6 sebagai satu-satunya titik kesetimbangan pada sistem dinamik in 

titik spiral atau fokus (gambar 7). 

-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10 12 
XI (1) 

Gambar 7. Potretfase sistem linier dengan nilai eigen -1+2i 

~i disebut 

b. jika a = 0. 

Pada kasus ini, r(t) konstan sehingga orbit untuk nilai awal go + 6 berupa 

lingkaran mengelilingi titik 6 .  Titik 6 pada kasus ini disebut titik Central 

(gambar 8). 

3 .  , ,,. 
-14 -- -6 -4 -2 'ij' '2" 4m6''.e' 'i0''i2''i'liJ 

X I  (1) 

Gambar 8. Potretfase sistem linier dengan nilai eig 
-- 

p ~ ~ ~ ~ ~ ~ b ~ ~ A N  1 
NECJER~ P R ~ ~ N ~ ~  



D. Hubungan dua sistem linier yang matriks koefisiennya similar. 
v-' 

Misalkan 3 matriks 2x2 P non-singulir sehingga P-' AP = J Maka sistern 

linier R ' = A R dihubungkan dengan sistem linier kanonik 8 '=J 9 =P-' AP 7 

oleh R = P 9 ,  yang taklain adalah perubahan koordinat secara linier. 

Misalkan flow sistem linier R '=A 1 untuk nilai awal K O  adalah 

$(t, Po )= e "' lo . Misalkan pula untuk setiap nilai awal g o ,  flow sistern linier 

7 '=P-' APY dipenuhi oleh cp(t,y0) = e (P-'Ap)t YO. Flow cp(t,yO ) akan 

memenuhi ~ ( t ,  g o )  = P-' $(t, Ro  ) = P-' eAt  Ro = p-' e "' pyO . 

Gambar 

. . 

-60 -40 -20 o 20 4b 6b 
XI 0) 

Potretfase dua sistem linier dengan nilai eigen 1 dan -1, yaitu 
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E. Keekivalenan Dinamik Sistem Linier. 

Secara kualitatif, dua sistem linier dapat dikatakan memiliki strukturflow atau 

struktur orbit yang sama jika ada pemetaan yang mengaitkan satu orbit sistem 

linier pertama dengan satu orbit sistem linier kedua, untuk semua orbit di kedua 

sistem linier dan berlaku sebaliknya. Ini berarti ada homomorfisma di R2 yang 

menghubungkan kedua struktur orbit sistem linier. Jika homomorfisma tersebut 

dapat dibuat sedemikian sehingga hanya mengaitkan orbit-orbit yang memiliki 

orientasi flow yang sama, dua sistem linier tersebut dikatakan mem iliki struktur 

orbit yang sama (ekivalen secara topologi ). 

Dalam bentuk yang lebih kuantitatif, homomorfisma h : R2 H R~ yang 

memetakan orbit-orbit Z ' = AZ ke orbit-orbit Z ' = BZ dapat didefinisikan 

sebagai 

At- h(e x o ) = e B t h ( Z o )  ' d t ~ R , b ' R ~ e ~ ~ .  

Sebelumnya telah diketahui bahwa jika matriks koefisien A similar dengan salah 

satu matriks kanonik J maka terdapat matriks non-singulir P sehinggaflow sistem 

linier R ' = J X berkaitan dengan flow sistem linier R ' = A R dengan hubungan 

$(t,ZO)= eJ tZ0=p- '  AP-  x o  . P pemetaan linier dari R~ ke R2. Kedua sistem linier 

yang matriks koefisiennya saling similar dikatakan ekivalen secara linier. 

Dengan memilih h(Z )=PZ sebagai homomorfisma yang mengaitkan orbit-orbit 

kedua sistem linier dengan hubungan 

h(eJtgo) =peJt  Z o  

=eAtpZo = e A t h ( z o )  ' d t  E R , V  Zo E R ~ ,  



20 

dapat ditunjukkan bahwa sistem linier yang ekivalen secara linier juga ekivalen 

secara topologi (memiliki struktur orbit sama). 

Homomorfisma di atas mempertahankan orientasi flow terhadap waktu 

karena pada hakikatnya yang terjadi adalah pembentukan basis baru di bidang fase 

untuk menggambarkan potret fase sistem linier tersebut. Misalkan potret fase 

sistem linier 2' = A X digambarkan pada bidang-(x, , x2  ), maka potret fase 

X ' = J X adalah potret fase sistem linier X ' = AX yang digambarkan pada bidang- 

( y , ,  y2) .  Hasil ini menunjukkan setiap sistem linier akan ekivalen secara topologi 

dengan sistem linier kanonik yang matriks koefisiennya similar. Akibatnya, studi 

tentang struktur orbit sebarang sistem linier X '  = A X cukup diamati melalui 

struktur orbit sistem linier kanonik yang matriks koefisiennya similar dengan A. 

Tiga jenis sistem linier kanonik tidak bisa mengelompokkan sistem linier 

berdasarkan struktur orbit karena, secara mudah, bila diamati orbit tersederhana, 

yaitu titik kesetimbangan, masing-masing mempunyai jumlah titik kesetimbangan 

yang bervariasi yang berarti tidak bisa ekivalen secara topologi. Selain itu, sistem 

linier yang memiliki jumlah titik kesetimbangan dan struktur orbit sama dapat 

memiliki kombinasi nilai eigen berbeda, contohnya sistem linier j7 ' = I 2  dan 

Dengan memulai pengamatan dari orbit tersederhana (titik 

kesetimbangan), dapat diidentifikasi delapan kelas keekivalenan, yaitu : 



1. Dua nilai eigen negatif pada bagian realnya, dengan matriks koefisien kanonik 

tersederhana [: memiliki satu titik kesetimbangan 6 dengan semua 

orbit menuju 0 jika t + -. 

2. Dua nilai eigen positif pada bagian realnya, dengan matriks koefisien 

tersederhana (A y ) ,  memiliki satu titik kextimbangan 6 dengan semua 

orbit menuju 6 jika t + - -. 

3.  Satu nilai eigen positif dan satu nilai eigen negatif pada bagian realnya, dengan 

matriks koefisien tersederhana -',I, memiliki satu titik kesetimbangan 6 

dan terdapat orbit yang menuju 8 jika t + - juga orbit yang menuju 6 jika 

t + - - .  

4. Nilai eigen no1 pada bagian realnya dengan dua vektor eigen bebas linier, 

dengan matriks koefisien tersederhana [: 3, dengan semua nilai awal 

adalah titik kesetimbangan. 

5. Nilai eigen no1 pada bagian realnya dengan satu vektor eigen bebar linier, 

dengan matriks koefisien tersederhana (: A), dengan semua orbit, positif 

dan negatif, yang tidak setimbang tidak terbatas. 



6. Satu nilai eigen negatif dan satu nilai eigen no1 pada bagian realnya, dengan 

matriks koefisien tersederhana (: :I, dengan himpunan limit-omega dari 

semua orbit positif adalah titik kesetimbangan. 

7. Satu nilai eigen positif dan satu nilai eigen no1 pada bagian realnya, dengan 

matriks koefisien tersederhana [ ) dengan himpunan limit-alpha dari 

semua orbit negatif adalah titik kesetimbangan. 

8. Nilai eigen bilangan kompleks murni, dengan matriks koefisien tersederhana 

(-01 :I, dengan satu titik kesetimbangan 6 dan semua orbit tak setimbang 

adalah periodik. 

Dapat dilihat dengan jelas bahwa masing-masing kelas memiliki struktur 

orbit yang berbeda satu sama lain. Tinggal membuktikan setiap sistem linier pada 

masing-masing kelas ekivalen secara topologi. 

Pada bagian berikut ini akan dibuktikan keekivalenan tersebut. 

1. Dua nilai eigen negatif pada bagian realnya. 

Pembentukan homomorfisma h : R~ I+ R~ yang mengaitkan orbit-orbit 

dua sistem linier pada kasus ini akan dibantu oleh elips-elips mengelilingi titik 

pusat koordinat, yang merupakan himpunan tingkat { X ( X T ~ X  = k, k > 0) pada 

bidang, dan memotong orbit-orbit sistem linier ini. 



Matriks real simetri C yang memenuhi bentuk kuadratik jZTCjZ > 0, 

V jZ # 0 disebut matriks definit positif. Lemma berikut menegaskan eksistensi C 

yang akan digunakan dalam membentuk homomorfisma yang diinginkan. 

Lemma 1. 

Jika matriks A mempunyai nilai eigen negatif pada bagian realnya, maka 

terdapat matriks definit positif C sehingga C+CA=-I. A, C matriks 2x2. 

Bukti. 

Berdasarkan teori tentang produk tensor, diketahui jika A dan B 

mempunyai nilai eigen semuanya negatif pada bagian realnya maka persamaan 

C + CA = - I akan dipenuhi oleh solusi tunggal 

sehingga untuk masing-masing matriks koefisien kanonik A berikut dapat dipilih 

C definit positif dan simetri : 

1 /2h ,  0 
(i) C = 

0 1 /2h2  
1 ,,tUk A = (-:I 12) ,  ,,,A, ) 0 .  

(iii) C = j U n t u k A =  (-: -',),h)O. 

Dengan memilih C tersebut untuk elips-elips zT C z  = k, dapat ditunjukkan orbit 

sistem linier selain untuk nilai awal 0 akan memotong elips-elips tersebut ke arah 

dalam ( menuju pusat koordinat ). 



Sekarang, akan ditunjukkan dua sistem linier dalam kelas ini, misalkan 

R ' = A X dan X  ' = B X  dengan elips-elips yang mengelilingi pusat koordinat pada 

masing-masing sistem linier X T  C A  X  = k dan X~ CB X = k, k > 0, ekivalen 

secara topologi. 

b' X 0  # 0 , 3  t x o  t u n g g a l ~  e A(-txo 1- x o =  X I  dengan X I  E {X I X T  C, n = 1). 

X I  = (xl , , x12)  dapat dinyatakan dalam koordinat polar sebagai (IIX1 11 $3) dengan 

0 = tan-  (2). 
Misalkan fi : { X / X T  C, X = l  ) H { R / gT CB R = l  ) adalah homomorfisma 

antara kedua elips yang didefinisikan 

I; : (lFIII,e) ~ ( l i ~ ~ 1 1 , e )  dengan X 2  E { X I X T  CB X  = 1 ). 

Definisikan, 

h(X,) = eBt  E, , X,  $ 0 .  

- 
= 0 , X o  f o .  

h : R2 H R* seperti didefinisikan di atas, satu-satu, pada dan mempunyai invers. 

h juga kontinu b' X o  E R2 , Xo#O. Akan ditunjukkan h kontinu di 6 .  

{ i7 I XT C B  X = 1 Iterbatas, misalkan oleh M>O. Karena matriks koefisien B 

mempunyai nilai eigen negatif pada bagian realnya, maka : 

3 k,a > 0 3 lieBt 11 5 ke-at V t 2 0. 



Misalkan E > 0. Maka 3 0 < 6 < 1 sehingga t I t ,o , dimana t += - jika 

6 + 0. Akibatnya V zT CA R s 6, 

I h ( ~ ~ ) l l  = IleBtxoi(e-*"o)ll <ke-atxO M ~ k e  -at xo M = E .  

Jadi, h kontinu di 8 .  

Dengan adanya homomorfisma h : R~ H R~ seperti didefinisikan di atas, 

dua sistem linier yang memiliki dua nilai eigen negatif pada bagian realnya dapat 

dibuktikan ekivalen secara topologi. Sistem linier dengan struktur orbit seperti 

pada kelas ini disebut sink hiperbolik. 

2. Dua nilai eigen positif pada bagian realnya. 

Dengan mengganti t dengan -t pada kasus 1, dapat dikonstruksi suatu 

homomorfisma yang membuktikan dua sistem linier pada kasus ini ekivalen 

secara topologi dengan teknik yang sama dengan kasus 1. Sistem linier dengan 

struktur orbit seperti pada kelas ini disebut source hiperbolik. 

3 .  Satu nilai eigen positif dan satu negatif pada bagian realnya. 

Misalkan dua sistem linier j7 ' = A j7 dan SZ ' = B j7 dengan matriks 

koefisien masing-masing :2) dan i2), A 1 , k 2 , ~ 1 ~ ~ 2  ) o  

Diperoleh persamaan-persamaan diferensial linier 

X I '  = -  Alxl X I  ' = -  ~ 1 x 1  

x 2 ' =  h 2 x 2  x2" P2X2 
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Pandang dua persamaan diferensial skalar x ' = - hl x l  dan x ' = - plx l  dengan 

flow-jow p(t, xo ) = e-"" xo dan ~ ( t ,  xo ) = e-'It x o  . Dengan menggunakan 

titik 1 dan -1 sebagai acuan akan dikonstruksi suatu homomorfisma h : R H R 

yang menghubungkan kedua persamaan diferensial. 

I' I 
Definisikan h , (x , )  = ( x o ) ~  , xo  > 0. 

= o  , X o  = 0. 

h : R H R satu-satu dan pada. Akan ditunjukkan h kontinu di 0. 

Misalkan E > 0. 

P i  6 = ( ' sehingga V x E R, 1x1 < 6, berlaku ih(x)/ < E. h juga 

mempunyai invers kontinu. Dengan homomorfisma h seperti yang didefi nisikan 

di atas, terbukti bahwa x ' = - h,xl dan x ' = - pl X I  ekivalen secara 

topologi.Dengan teknik yang sama diperoleh h :RH R sehingga dapat 

ditunjukkan x 2  ' = h2 x2  dan x2  ' = p2x2  juga ekivalen secara topologi. 

Maka, h : ~ *  H R~ , h( X )=( h ( x I ), h ( x )), adalah homomorfisma yang 

menghubungkan Jlow-&'ow sistem linier jZ ' = AX dan 2 ' = B X dengan 
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mempertahankan orientasi flow terhadap waktu sehingga dapat dibuktikan dua 

sistem linier pada kasus ini ekivalen secara topologi. Sistem linier pada kelas ini 

disebut saddle hiperbolik. 

4. Nilai eigen no1 pada bagian real dengan dua vektor eigen bebas linier. 

Pada kasus ini, semua sistem linier ekivalen secara linier dengan sistem 

linier kanonik jZ ' = [: 0) X karena mntriks koefisiennya akan similar dengan 

[: :) Dengan dernitian jelas ekivalen secara topologi satu sama lain. 

5. Nilai eigen no1 pada bagian real dengan satu vektor eigen bebas linier. 

Setiap sistem linier pada kasus ini ekivalen secara linier dengan sistem 

linier kanonik X '  = (: A) i sehingga jelas ekivalen secara topologi satu sama 

lain. 

6. Nilai eigen negatif dan no1 pada bagian realnya. 

Misalkan dua sistem linier Z '= [-: Z ,  L > 0 dan Z '= 

p > 0, hendak ditunjukkan ekivalen secara topologi. Pandang persamaan- 

persamaan differensial linier : 

x l  ' = -  Axl x l ' = - p x I  

x 2 ' = 0  x 2 ' = 0 .  
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Dengan teknik yang sama dengan kasus 3, diperoleh homomorfisma h :RH R 

memetakan orbit-orbit x 1 ' = - h x ke orbit-orbit x , ' = - p x  . Sedangkan orbit- 

orbit x 2 '  = 0 dipetakan oleh homomorfisma identitas h 2  : R H R .  Jadi, 

h : ~ ~  I+ R ~ ,  h(j7 )=( h ( x ), h ( x )) merupakan homomorfisma satu-satu, pada, 

kontinu dan memiliki invers kontinu, yang menghubungkan orbit-orbit sistem 

dapat dibuktikan ekivalen secara topologi. 

7. Nilai eigen positif dan no1 pada bagian realnya. 

Dengan mengganti t dengan -t pada kasus 6, dapat dipilih homomorfisma 

dengan cara sama sehingga dapat ditunjukkan dua sistem linier pada kasus ini 

ekivalen secara topologi. 

8. Nilai eigen kompleks. 

Karena struktur orbit sistem linier pada kasus nilai eigen kompleks dapat 

digambarkan pada bidang fase dengan dua cara, dalam membandingkan struktur 

orbit pada kedua sistem linier dapat dilakukan dengan membandingkan struktur 

orbit yang orientasiflow-nya searah jarum jam saja. 

Misalkan dua sistem linier pada kasus ini masing-masing : 

Pandang garis G = ji.1 x ) 0, x = 0 . 



2 7c 
Maka'd So3 txO<-- t u n g g a l ~ e ~ A t x O Z o = ~ l , d i m a n a Z l  E G .  

Is1 
Definisikan h : R2 H R2 sebagai berikut : 

S ) = B ( ~ t  XO )p = B ( ~ t X o  ) p h( o e , ,Zof8. 
= (j - 

,Xo = 8. 

periode orbit - orbit Z' = BZ 
= periode orbit - orbit S' = AS 

h satu-satu dan pada. Akan ditunjukkan h kontinu di 8 . 

Misalkan E > 0. 

Karena solusi berbentuk lingkaran mengelilingi 6 ,  maka solusi pada kasus ini 

terbatas. Maka 3 K 1  , K 2 > 0  E R 3 e B(Pt ., ) 11 I I < ~ ~ d a n ~ ( e - ~ ~ " ~ I I < K ~ . P i l i h  

Maka 'd Ilioll < 6, B(Pt x, )e -At X O  So I K l  K 2 6 < ~ .  II 
Jadi, h kontinu di 8 dan memiliki invers kontinu sehingga homomorfisma h 

seperti didefinisikan di atas menunjukkan dua sistem linier tersebut ekivalen 

secara topologi. 

Dengan demikian, dapat ditunjukkan bahwa secara kualitatif ada delapan 

kelas sistem linier. Tiga kasus pertama digolongkan sebagai sistem linier 

lziperbolik karena tidak memuat nilai eigen no1 pada bagian realnya. Sedangkan 

lima kasus terakhir digolongkan sebagai sistem linier non-hiperbolik karena 

memuat nilai eigen no1 pada bagian realnya. 
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F. Bifurkasi pada Sistem Linier. 

Berkaitan dengan masalah kestabilan, menjadi pertanyaan bagi kita 

bagaimanakah sistem linier bereaksi terhadap suatu gangguan yang sangat kecil? 

Hasil pembahasan sebelumnya memungkinkan pengamatan cukup dilakukan pada 

sistem linier tersederhana yang mewakili setiap kelas ekivalen dari sistem linier. 

Dan ini akan menjadikan nilai eigen pada bagian real sistem linier sebagai 

parameter yang dipengaruhi gangguan kecil tersebut. 

Sietem linier hiperbolik tidak akan mengalami bihrkasi terhadap 

gangguan yang sangat kecil (dalam ha1 ini perubahan nilai entri-entri matriks 

koefisiennya) karena jika kita memandang matriks koefisien 2x2 A dari sistem 

linier sebagai R~ maka kita akan selalu dapat membuat lingkungan buka U dari A 

sehingga untuk setiap B E U sistem linier Z ' = Ai7 dan jZ '  = B Z ekivalen secara 

topologi. Hal ini dimungkinkan karena berdasarkan rumus kuadratik, bagian real 

dari nilai eigen matriks A merupakan fungsi kontinu dari entri-entrinya. 

Sistem linier hiperbolik juga padat di himpunan semua sistem linier karena 

jika A hiperbolik maka untuk setiap E # 0, 1 E I cukup kecil, matriks A+EI masih 

hiperbolik. 

Sementara sistem linier non-hiperbolik terhadap gangguan yang sangat 

kecil tersebut dapat menjadi hiperbolik misalnya dengan menambahkan E # 0 

cukup kecil pada entri nilai eigen no1 pada matriks kanonik Jordan yang mewakili 

sistem liniernya. Yang menarik pada sistem linier non-hiperbolik sekarang bukan 

sekedar masalah kestabilan saja, tetapi berapa minimal parameter yang 

mempengaruhi bifurkasi pada sistem linier tersebut. Sistem linier bergantung pada 
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parameter yang dihasilkan disebut unfolding dari sistem linier non-hiperbolik. 

Pengamatan cukup dilakukan pada matriks Kanonik Jordan dari sistem linier non- 

hiperbolik saja. Dengan menggunakan informasi mengenai nilai eigen dari matriks 

2x2 A yang termuat dalam persamaan karakteristiknya yaitu 

det(A - hI) = h2 - tr(A)h + det A. 

dimana 

tr(A) = a , ,  +a,, = h l  + h2 

det(A) = a,,a,, - a,,a,, = All2.  

dan hl,h2 adalah akar persamaan det(A - hI)=O. 

Dengan membuang matriks nol, yang dapat dilihat dengan jelas 

bifurkasinya, sistem linier hiperbolik dapat dikelompokkan lagi menjadi tiga 

matriks: 

dimana h;tO dan PfO. Lebih jauh lagi, tanpa menghilangkan sifat umumnya, kita 

dapat memisalkan h=-1 dan P=l . 

1 . Unfolding A. = (01 :) 
Kita dapat menemukan lingkungan buka dari A. di R~ sehingga setiap 

matriks di lingkungan buka ini ekivalen secara topologi dengan sistem linier non- 

hiperbolik A. yang memenuhi tr(A) < 0 dan det(A) = 0. Jadi, jika didefinisikan 

matriks A yang bergantung pada parameter p sebagai A@), dimana A(0) = Ao, 
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maka ada dua kondisi yang mungkin terjadi, tr(A(p)) < 0 dan det(A(p)) < 0 atau 

tr(A(p)) < 0 dan det(A(p)) > 0. 

Dalam kondisi pertama matriks memiliki dua nilai eigen real negatif dan 

pada kondisi lainnya satu nilai eigen real negatif dan satu positif. Satu contoh 

matriks A(p) yang bergantung pada satu parameter tersebut adalah 

-1 0 
A(p) = ( ) Matriks AO seperti di atas disebut singularitas kodimensi saw. 

0 P 

2. Unfolding A. = [" :) 
Dengan metode yang sama dengan kasus 1, matriks A yang ekivalen secara 

topologi dengan A. di atas mestilah memenuhi kondisi tr(A) = 0 dan det(A) > 0. 

Sekarang jika jika didefinisikan matriks A yang bergantung pada parameter p 

sebagai A(p), dimana A(0) = A. dan p bervariasi dari negatif ke positif, maka 

tr(A(p)) akan bergerak dari tr(A(p)) < 0 dan det(A(p)) > 0 ke tr(A(p)) > 0 dan 

det(A(p)) > 0. 

Dalam kondisi pertama nilai eigennya real negatif dan pada ondisi kedua 

nilai eigennya real positif. Contoh matriks A(p) yang bergantung pada satu 

parameter tersebut adalah A(p) = 
[:1 ;Ia 

3. Unfolding Ao = [: :I 
Pada kasus ini, konstruksi unfolding-nya merupakan kombinasi dari dua 

kasus sebelumnya. Matriks A yang ekivalen secara topologi dengan A. akan 
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memenuhi kondisi A # 0 , tr(A) = 0, dan det(A) = 0. Pada kasus ini ada dua 

parameter yang mempengaruhi, yaitu untuk tr(A) dan untuk det(A). Jika 

didefinisikan matriks A yang bergantung pada parameter a , p  sebagai A(a,P), 

dimana A(0,O) = A0 maka dengan berubahnya parameter a, P dari negatif ke 

positif kita dapat menemukan semua kondisi yang mungkin pada kasus 1 dan 2, 

yaitu matriks yang nilai eigennya keduanya negatif, satu positif satu negatif, 

mempunyai nilai eigen negatif pada bagian realnya, atau mempunyai nilai eigen 

positif pada bagian realnya. Contoh matriks A(a,P) yang bergantung pada dua 

parameter tersebut: 

dimana a , p  parameter real yang mendekati nol. Matriks non-hiperbolik A0 seperti 

kasus ini disebut singularitas kodimensi dua. 



IV. KESIMPULAN 

Struktur orbit sistem linier bergantung kepada bagian real dari nilai eigen 

matriks koefisiennya. Sistem linier, jika dibagi menjadi sistem linier hiperbolik 

dan non-hiperbolik, dapat diklasifikasikan sebagai berikut : 

a) Sistem linier hiperbolik, terdiri dari : 

i) sink hiperbolik (0' O I ) .  

ii) source hiperbolik [a PI. 

iii) saddle hiperbolik !' Pj. 
b) Sistem linier non-hiperbolik, terdiri dari : 

i) [: :) : kedua nilai eigen nol, dun vektor eigen bebas linier. 

ii) [: b) : kedua nilai eigen nol, satu vektor eigen bebas linier. 

iii) (: 0) : satu nilai eigen negatifdan satu nilai eigen nol. 

iv) (A : satu nilai eigen positifdan satu nilai eigen no]. 

v) (-O, b) : nilai eigen kompleks murni. 

Jika diberikan gangguan cukup kecil terhadap sistem, sistem linier hiperbolik 

akan stabil, tetapi sistem linier non-hiperbolik dapat berubah menjadi sistem linier 
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hiperbolik. Jumlah parameter minimal yang mempengaruhi bifurkasi pada sistem 

linier non-hiperbolik bervariasi antara satu parameter (pada kasus unfolding A. 

= (: :) dan unfolding Ao= i) ) dan dua parameter (pada kasus unfolding 
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