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ABSTRAK 

Berdasarkan persamaan-persamaan hidrodinamika yang berhubungan dengan 
gerak fluida, diperoleh persamaan Korteweg de Vries (KdV). Fenomena persamaan 
KdV sangatlah menarik, mengingat persamaan ini sering dijumpai dalarn banyak 
fenomena fisika. Walaupun persamaan KdV adalah persamaan nonlinier narnun dalam 
pemecahannya dapat dipecahkan dengan metode pelinerisasian eksak. Salah satu 
metoda yang dapat digunakan adalah metoda Hirota. Metoda ini digunakan karena dari 
suatu persamaan linier dari metoda Hirota dapat digunakan untuk membangkit solusi 
soliton lain. Melalui Hirota diperoleh solusi satu soliton. Dari solusi 1 soliton dapat 
dilihat sifat soliton yang menunjukkan bahwa laju rambat gelombangnya dipengaruhi 
oleh amplitudonya dan soliton mempunyai bentuk yang permanen 

Kata Kunci : Nonlinier, Persamaan Korteweg de Vries, Hirota, Soliton 

PENDAHULUAN 

Gelombang merupakan suatu gejala gangguan (disturbance) yang merambat 

dalam selang waktu tertentu ke ruang sekitarnya. Surnber gangguan merupakan sesuatu 

yang bergetar (vibrate) atau berayun (oscillate) (Zahara, 1994). Perambatan getaran 

tidak disertai dengan perpindahan tempat yang permanen dari meteri-materi medium 

perantara, tetapi gelombang dalarn perambatannya memindahkan energi. Berdasarkan 

bentuknya gelombang terdiri dari gelombang linear dan gelombang nonlinear. 

Pada gelombang linear, besar kecilnya amplitudo tidak mempengaruhi cepat 

rambat gelombang, contohnya gelombang pada tali. Sedangkan gelombang nonlinear, 

cepat rambat gelombangnya dipengaruhi amplitudonya, salah satu contohnya adalah 

soliton. 
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Persamaan gelombang nonlinear banyak macamnya, salah satunya adalah 

persamaan yang dihasilkan oleh Korteweg dan de Vries ini dikenal dengan nama 

persamaan KdV. Solusi persamaan KdV lebih dikenal sebagai gelombang soliton. 

Solusi persamaan gelombang soliton ini dapat diselesaikan dengan menggunakan 

metoda aljabar, metoda hamburan balik, metoda Hirota, serta metoda transformasi 

Backlund (Hidayati, 1999). 

Jika menggunakan metoda aljabar hanya diperoleh solusi 1 soliton, sedangkan 

jika digunakan metoda hamburan balik, bisa diperoleh solusi sampai N-soliton. Metode 

tersebut menggunakan metode differensial melalui persamaan-persamaan Marchenko 

dan Stunn Liouville. Pada metode Backlund dihasilkan sampai solusi N-soliton dengan 

menggunakan persamaan Cauchy-Rieman dan persamaan Ricatti (Hidayati, 2006). 

Pada metode Hirota yang menggunakan transformasi Cole-Hopf dan operator bilinear 

Hirota dapat diperoleh solusi 1 soliton sampai solusi N-soliton. 

Soliton ini telah diamati dalam berbagai fenomena fisis, seperti pada air dangkal. 

Persamaan yang mendeskripsikan penjalaran gelombang soliton pada permukaan air 

diturunkan oleh Korteweg de Vries pada tahun 1895. Persamaan ini diturunkan 

berdasarkan fungsi hidrodinarnika untuk fluida ideal, yaitu fluida yang mempunyai sifat 

tak rotasional, tak kompresibel dan invisid. Persamaan ini dinamakan soliton Korteweg 

de Vries, dapat ditulis sebagai berikut : 

u,-6uux+u,,,=0 (1) 

Metoda Hirota merupakan serangkaian langkah matematis yang digunakan 

untuk mencari solusi dari suatu persamaan non linier. Untuk mencari solusi persamaan 

KdV dengan metoda Hirota, langkah pertarna yang hams dilakukan adalah dengan 

menerapkan transformasi Cole-Hopf pada persamaan KdV. Transformasi Cole-Hopf ini 

secara mum berbentuk (Drazin, 1 992) : 

a 
U ( X ,  t )  = a ln0 (x ,  t) (2) 

Setelah dilakukan transformasi ini, diperoleh bentuk persamaan KdV yang pada setiap 

sukunya merupakan perkalian dari d m  buah fungsi. 

Persamaan dengan suku-suku yang terdiri dari perkalian dua fungsi ditulis 

dengan menggunakan definisi operator bilinear Hirota sebagai berikut: 
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Operator pada persamaan (3) disebut bilinear, karena operator ini bekerja pada 

perkalian dua buah fungsi yang bersifat linier. Penggunakan operator Bilinear Hirota 

untuk persamaan KdV, diperoleh bentuk fungsi f untuk solusi 1 soliton sebagai berikut 

(Remoissenet, 1993), yakni : 

METODOLOGI 

Adapun langkah-langkah yang dilakukan untuk menyelesaikan persamaan KdV 

adalah menggunakan transformasi Cole-Hopf untuk mereduksi persamaan KdV 

selanjutnya mencari bentuk persamaan KdV baru dimana setiap sukunya merupakan 

perkalian dua buah fungsi. Persamaan KdV diubah kedalam bentuk persamaan dengan 

opertor bilinear Hirota. Berikutnya menghitung solusi 1 soliton melalui penyelesaian 

setiap suku dari deret yang merupakan penyelesaian dari persamaan yang berbentuk 

operator bilinear Hirota 

HASIL DAN PEMBAHASAN 

Bentuk urnurn dari penyelesaian persamaan soliton menggunakan metode Hirota 

adalah dengan mengambil fungsi f dalam bentuk deret dengan parameter E sebagai 

berikut (Drazin, 1 992) : 

dengan n adalah bilangan bulat. Persamaan (6) ini disubstitusikan ke persamaan (1) 

sehingga : 

dimana B merupakan operator bilinear yang dapat dituliskan sebagai berikut : 
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Jika diambil n = 1,2, dan 3 maka persamaan (1) menjadi : 

f  = 1 + &lf1 + &2f2 + &3f3 ( 5 )  

Selanjutnya persamaan (5) disubstitusikan ke persamaaan (3) sehingga diperoleh 

persaman : 

Dx(Dt + Dx3)V.f)  = 0 

Dx(Dt + D:)(1+ E' fl + e2 f2 + f3)(1  + &' fl + &2 f2 + E~ f3) = O 

B(1.1) + E'B(I.  fl + fl. 1 )  + &'B(l.  f2 + f2. 1 + fl. f l )  + E ~ B ( I .  f3 + 
f l m f 2  + f 2 . f l  + f3- + ~ ~ ~ ( f i ~ f 3  + f 2 . f ~  + f 3 - f l )  + 
~ ~ B C f i . f 3  + f 3 . f Z ) + ~ ~ B V 3 . f 3 )  = 0 (6) 

Untuk memudahkan perhitungan dipilih setiap suku pada persamaan (6) berharga 

sama dengan nol, sehingga pencarian solusi 1 soliton persamaan KdV dapat 

dijelaskan sebagai berikut : 

1. Suku Pertama : 

B ( l . l )  = 0 

2. Suku Kedua : 

B(1. fl + f,. 1) = 0 

Dapat juga dituliskan dalam bentuk : 

Bf l  = 0 

Bentuk fungsi yang sederhana dan memenuhi persamaan (7) adalah dengan 

mengambil fl = expe l  untuk el = k l x  - olt + al. , Substitusikan harga fl ke 

persamaan (7) : 

atau 

maka diperoleh : 
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3. Suku Ketiga : 

B ( 1 . f ~  + f2.1+ f l . f l )  = 0 

2B(l.f2> = -BV1.f1) 

Melalui substitusi fl kepersamaan (1 0 )  diperoleh : 

Agar lebih sederhana dipilih nilai f2 = 0. Untuk menentukan solusi 1 soliton 

diambil n = 1 dan fl = expel dan f, = 0 untuk n = 2,3,4 ... sehingga : 

f  = 1  + expo1, 

atau 

f  = 1  + exp (klx  - k:t + a l )  . (12) 

Selanjutnya persamaan (12) digunakan pada transformasi Cole-Hopf, yaitu 

persamaan w = -2 fX , sehingga didapatkan : 
f 

Bila u = w, maka persamaan (1 3) dapat juga dituliskan sebagai berikut: 

Dengan menggunakan fungsi hiperbolik maka pesamaan (14) mempunyai 

bentuk lain yakni : 

atau 
1 1 

u = - - 2 k:sech2 5 (klx - k:t + a,)  , (15) 

Persamaan (1 5) ini dikenal dengan solusi 1 soliton. 

Jika dipilih k, = 2 dan al = 0, maka solusi 1 soliton pada persarnaan (15 ) 

menjadi : 

u = -2sech2(x - 4 t )  . (16) 
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Persamaan (16) sama dengan solusi 1 soliton yang telah diperoleh dengan metode 

integral yaitu pada persarnaan (22). 

Berdasarkan persarnaan (16) dan dengan menggunakan program Maple 

dapat dibuat grafik untuk solusi 1 soliton dari persamaan KdV, seperti Gambar 5 

berikut : 

Gambar 1. Visualisasi Bentuk Gelombang Soliton 

Berdasarkan Gambar 1 dapat dilihat gelombang mempunyai bentuk yang 

sama sepanjang lintasan perambatannya yang ditunjukkan olek sumbu x. Hal ini 

memperlihatkan sifat soliton di mana gelombang soliton mempunyai bentuk yang 

permanen jika merambat dalam medium yang sarna. 

KESIMPULAN 

Metoda indeks efektif yaitu dengan melakukan aproksimasi geometri dari 

struktur dielektrik, sehingga sistem dua dimensi ini dipandang sebagai dua buah struktur 

satu dimensi secara bergantian. Perancangan piranti fotonik 2 dimensi untuk keperluan 

penapisan panjang gelombang tertentu dapat dilakukan dengan mengatur besaran 
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parameter geometri dan parameter fisis. Melalui variasi parameter geometri (tebal 

lapisan dan jumlah lapisan) serta parameter fisis (indeks bias), dapat menentukan 

rentang panjang gelombang celah pita fotonik. 
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