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HAND OUT 

Mata Kuliah : Fisika Statistik 
Kode Mata Kuliah : FIS 014 
Bobot SKS : 3 SKS 
Pokok Bahasan : Pendahuluan 
Sub Pokok Bahasan : 1. Ruang lingkup fisika statistik. 

2. Perilaku mikroskopik dan kuantum 
state. 

Minggu ke : 1 (satu) 
Dosen Pembina : Dr. H. Ahrnad Fauzi, M.Si 

I. SASARAN BELAJAR 

1 Setelah mengikuti perkuliahan ini, mahasiswa diharapkan dapat : 
1. Menjelaskan ruang lingkup fisika statistik 

I 2. Menjelaskan perbedaan antara pendekatan termodinamik, teori kinetik dan fisika 

i statistik terhadap suatu sistem. 
3. Menjelaskan tujuh perilaku mikroskopik dari suatu sistem partikel. 

11. RINGKASAN MATEFU 
A. Ruang Lingkup Fisika Statistik. 

Penemuan partikel-pertikel elementer seperti : elektron, proton, neutron, ddl. 
telah membawa ke era baru yaitu era fisika modem dimana struktur materi itu tidak 
kontinu tatepi tersusun dari molekul-molekul/pertikel-partikel. Pemahaman yang 
mendalam tentang pertikel-partikel ini membawa kita ke pendekatan mekanika kuantum 
dimana tingkah laku mikroskopik (perilaku partikel pembangun suatu materi) dapat 
dijelaskan dengan benar dan tepat melalui teori peluang dan statistik. , 

I Jika sebuah sistem makroskopik tersusun dari sejumlah besar elemen-elemen 
yang identik maka tingkah laku yang mungkin dari elemen individual dapat 

I dipergunakan untuk meramalkan sifat-sifat sistem secara keseluruhan atau sebaliknya 
siat-sifat sistem secara keseluruhan (makroskopik) dapat dipergunakan untuk 
mengungkap perilaku yang mungkin dari elemen-elemen individual (mikroskopik). 
Tugas mekanika statistik adalah membuat translasi dua arah antara tingkah laku 
mikroskopik dan makroskopik dari sistem-sistem fisika, sedangkan topik kajian 
termodinamika terbatas pada sifat-sifat sistem (makroskopik) yang terpengaruh oleh 

I pel-ubahan suhu, tekanan dan parameter-parameter sejenis lainnya. 

I 
Pada termodinamika sifat-sifat sistem makroskopik dan hubungan antara sifat- 

sifat yang terukur (persamaan keadaan) diungkap berdasarkan kenyataan eksperimen 
I 

(pure empirical science). Sebagai sains eksperimen, termodinamika didasarkan pada 
sejumlah kecil prinsip yang generalisasinya dibuat dari pengalaman yang berhubungan 



dengan sifat-sifat materi berskala besar (makroskopik). Termodinainika tidak 
berhipotesa tentang struktur materi berskala kecil (mikroskopik). Dari prinsip-prinsip 
termodinamika dapat diturunkan hubungan antara besaran-besaran tennodinamik seperti 
koefisien ekspansi, kompresibilitas, kapasitas panas, transfer panas, koefisien magnetik 
dan koefisien dielektrik terutama yang dipengaruhi oleh suhu. 

Dilain pihak, terori kinetik mempergunakan teori molekuVmode1 molekul untuk 
meramalkan perilaku dan sifat-sifat suatu sistern makroskopik, dimana hukum-hukum 
mekanika diterapkan pada molekul-molekul individual dan dari hukum-hukum ini 
diturunkan pernyataan tentang tekanan, energi internal, kapasitas panas, persamaan 
keadaan dan sifat-sifat tennodinamik lainnya. 

Pendekatan statistik mempunyai kaitan yang erat dengan termodinamika dan 
teori kinetik. Untuk sistem-sistem partikel dimana energi partikel dapat ditentukan 
dengan bantuan statistik, persamaan keadaan dan persamaan energi suatu subtansi dapat 
diturunkan. Termodinamika statistik juga mengembangkan interpretasi tambahan tentang 
konsep entropi. Berbeda dengan teori kinetik, termodinamika statistiwfisika statistik 
Imekanika statistik tidak tertarik mengkaji molekul individual seperti tumbukan 
molekul-molekul dengan dinding kontainer, tetapi mengkaji tingkah laku rata-rata dari 
sejumlah besar molekul, walaupun tanpa informasi yang lengkap dari molekul-molekul 
tertentu. Metoda statistik tidak hanya dapat diterapkan pada molekul-molekul, tapi juga 
juga pada foton, fonon(ge1ombang elastik dalam zat padat) dan bahkan pada besaran- 
besaran mekanika kuantum yang lebih abstrak seperti fungsi gelombang. 

Dalam konteks ini kita akan menelaah tiga macam statistik yaitu statistika 
klasiWsemi klasik dari Maxwell-Boltzmann, statistika kuantum dari Bose-Einstein dan 
statistika kuantum dari Fermi-Dirac. 

B. Perilaku Mikroskopik dan Kuantum State. 
Banyak sekali sifat-sifat partikellelemen pembangun suatu materi yang tidak bisa 

dipahami dengan baik. Kita tidak tahu secara mendasar, apa sih sebenarnya muatan 
listrik atau massa ? Kenapa muatan listrik terkuantitasi, sedangkan massa tidak, kenapa 
partikel berperilaku seperti gelombang. Perilaku ini menyebabkan sifat-sifat yang aneh- 
aneh seperti kuantisasi momentum sudut, ketidak pastian hargalnilai posisi dan 
momentum, dan lain-lain. Terlepas dari apakah kita memahami atau tidak yang jelas ini 
semua merupakan sifat-sifat penting dari mikroskopik yang akan kita pergunakan dalam 
translasi antara tingkah laku mikroskopik dan makroskopik. Berikut akan kita tinjau 
beberapa dari perilaku-perilaku tersebut. 

I .  Kuantisasi muatan listrik. 
Muatan listrik suatu materi terkuantiasi dalam kelipatan bilangan +e atau -e dan 

tidak i e  atau a edimana e = 1,6 x 1 0-l9 Coulomb 

2. Sifat gelombang dari partikel 
Sifat gelombang dari partikel dinyatakan sebagai berikut 



dimana h panjang gelombang dari pal-tikel , p adalah momentum partikel dan h adalah 
konstanta Planck (h = 6,63 x10-34 Js). 

3. Prinsip Ketidakpastian Heisenbei-g. 
Prinsip ketidakpastian Heisenberg dinyatakan sebagai berikut 

I 

AxAp = h 

~ dimana Ax adalah ketidakpastian posisi dan Ap adalah ketidakpastian momentum 

4. Kuantum State dan Rtiang Fase 
Dari prinsip ketidakpastian terlihat baik posisi maupun momentum tidak dapat 

ditentukan secara pasti dalam waktu yang bersamaan. Jika kita coba melokalisir sebuah 
partikel dalam ruang 2D dengan koordinat posisi dan momentum (x, p,) kita tidak akan 
dapat menemukan suatu titik tertentu, tetapi menemukannya dalam segi empat dengan 
sisi-sisi AX dan Apx. Jika Ax dibuat sekecil mungkin maka ketidakpastian Apx semakin 
besar, dan sebaliknya . 

Dalam ruang fase 6D dimana posisi terbatas dalam x, y dan z dan momentum 
terbatas dalam p,, p, dan p,, maka jumlah state dapat dinyatakan sebagai berikut 

volume total 6D 
Jumlah state= 

volume satu kuantum state 

I dimana V, adalah volume dalam koordinat posisi dan V, adalah volume dalam koordinat 
momentum. 

Pada keadaan tertentu, jumlah kuantum state yang dapat dicapai dalam elemen 
d3rd3p 

volume 6D (d3r d3p) adalah - . Jumlah kuantum state total adalah 
h3 

I dimana s adalah kuantum state 

5. Kuantisasi Momentum Sudut Total 
Efek kuantum lain dari sebuah partikel adalah momentum sudut total tidak dapat 

berharga sembarangan tetapi tertentu, 

J = J-tz 
I dimana j = 0, l , 2 , 3 ,  ..., untuk boson 



j = L A s  , , , ,, , ... , untuk fermion 

Momentum sudut total dari sebuah sistem pal-tikel berhubungan dengan momentum 
sudut spin dan momentum sudut orbital dari sistem partikel tersebut. Momentum sudut 
spin diberikan oleh 

s = J ~ A ,  s = o,+,i,i+ ,.... , 

dan momentum sudut orbital diberikan oleh 

1 L = J m h ,  1 = 0,1,2,3 ,...., 
I 

Jadi momentum sudut total dari sebuah sistem partikel adalah penjumlahan dari 
momentum sudut spin dan momentum sudut orbital, berikan sebagai berikut 

6. Osilator harmonik 
Sebagai dengan momentum sudut, energi dari suatu osilator harmonik tidak dapat 

berharga sembarangan tetapi tertentu seperti diberikan dibawah ini 
E = (n + +)no, n = 0,1,2,3 ,...., 

dimana o = - = frekuensi sudut karakteristik dari osilator harmanik. 4: 
Tingkah laku dari elemen-elemen kebanyakan sistem di alam termasuk atom- 

I 
atom dalam zat padat menyerupai perilaku dari osilator harmonik ini. Oleh karena itu 
osilator harmonik dapat digunakan sebagai model dalam memahami sifat-sifat termal 
dari zat padat. 

7. Potensial Coulomb 
Partikel-partikel dalam sumur potensial hanya dibenarkan berada pada kuantum 

: state tertentu sehingga energinya tertentu pula. Bentuk lain dari sumur potensial adalah 
I potensial Coulomb 

2 e 
U = k - ,  k = 9 x 1 0 9 N m 2 / C 2  

r 
Potensial Coulomb ini mendekati potensial yang diperlihatkan oleh sebuah elektron kulit 
terluar dari sebuah atom atau ion. Energi yang diperbolehkan adalah 

nL 
I dimana pada keadaan dasar energi elektron tidak nol, tetapi E = 13,6 eV 

111. TUGAS-TUGAS 
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Statistical Therrnodinarnics, Addison-Wesley Publishing Company, California. 
2. Pointon, A,J., 1967, An Introduction to Statistical Physics for Students, Longman, 

New York. 



HAND OUT 
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- - 
I. SASARAN BELAJAR 

Setelah mengikuti perkuliahan h i ,  mahasiswa diharapkan dapat : 
1. Menjelaskan konsep peluang. 
2. Merumuskan bentuk fungsi dari distribusi binomial. 
3. Menentukan peluang sistem dengan menggunakan fungsi distribusi binomial. 
4. Merumuskan bentuk fungsi dari distribusi Poisson. 
5. Menjelaskan syarat berlakunya fungsi distribusi Poisson. 

11. RINGKASAN MATERI 
A. Konsep Peluang 

Dalam suatu pertandingan sering dilakukan undian untuk memilih tempat 
pertandingan. Biasanya undian dilakukan dengan cara melambungkan sebuah uang 
logam bersisi dua; sebutlah sisi muka dan sisi belakang. Pada peristiwa pengundian 
tersebut tidak dapat dipastikan sisi mana yang akan muncul, apakah sisi muka atau 
sisi belakang. Hanya ada peluang bahwa sisi muka yang akan muncul atau sisi 
belakang yang akan muncul. Jadi peluang dapat didefenisikan sebagai suatu cara dari 
sistem untuk dapat menempati state (keadaan) tertentu. 

B. Distribusi Binomial 
Jika p adalah peluang sistem berada pada state yang memenuhi kriteria, dan q 

adalah peluang sistem berada pada sistem yang tidak memenuhi kriteriam, maka 

Jika sistem mempunyai dua elemen identik, maka setiap elemen berada pada state 
yang memenuhi kriteria atau tidak memenuhi kriteriam memenuhi 

dimana 1 melambangkan partikel ke-1 dan 2 melambangkan partikel ke-2. 



Bila sistem yang terdiri dari N partikel dimana n partikel berada pada state 
yang memenuhi kriteria dan (N-n) partikel tidak memenuhi lu-iteria, maka peluang 
dari sejuinlah partikel yang memenuhi kriteria dapat dinyatakan sebagai berikut : 

N ! 
PN (n) = 

n!(N - n)! 
~ " c l ~ - ~  

N! 
dimana disebut koefisien binomial; menyatakan jumlah statekonfigurasi 

n!(N - n)! 
yang mungkin dari partikel yang memenuhi kriteria. Persamaan di atas dikenal 
dengan nama "fungsi distribusi binomial" dan valid digunakan untuk N dan n tidak 
terlalu besar. 

Misalkan sebuah sistem terdiri dari 3 partikel identik berada dalam medan 
magnet B. Masing-masing partikel dapat berada pada state spin up (arah momen 
magnetik p paralel dengan arah medan magnet B atau orientasi +) dan state spin 
down (arah momen magnetik p antiparalel dengan arah medan magnet B atau 
orientasi -). Peluang dari ketiga partikel untuk dapat menempati state1 konfigurasi 
tertentu tertera pada tabel di bawah ini 

Dari tabel dapat disimpulkan : 
1 state menyatakan ketiga partikel mempunyai orientasi + 
3 state menyatakan dua dari tiga partikel mempunyai orientasi + 
3 state menyatakan dua dari tiga partikel meinpunyai orientasi - 
1 state menyatakan ketiga partikel mempunyai orientasi - , tidak ada 

C. Distribusi Poisson 
Bila jurnlah state yang memenuhi kriteria jauh lebih kecil dari jumlah partikel 

(n<<N) dan p <<I, maka distribusi binomial tidak lagi valid. Untuk itu digunakan 
dapat digunakan distribusi Poisson. 

Dari distribusi binomial didapatkan 



N! 
P,(n) = 

n!(N - n)! pnclN-" 

I Jika n<<N, maka koefsien binomial pada bagian kanan dapat ditulis dalam bentuk 
N! = N" 

n!(N - n)! 

I 

I Misalkan qN-" = y, dan q=l-p, maka 

Untuk harga n<<N, dapat dianggap N-n = N, dan pada keadaan p<<l, dibolehkan 
melakukan pendekatan dengan deret Taylor, sehingga sisi kanan dari persamaan 

I diatas menjadi 
I In (1-p) = -p 

sehingga persamaan menjadi 

Dengan memasukkan harga-harga di atas kedalam fungsi distribusi binomial, 
didapatkan 

NU 
PN (n) = -p"e-N~ n! 

atau 

h" -1 P, (n) = - n! e 

dimana h =Np. Persamaan ini dikenal dengan "hngsi distribusi Poisson" dan baik 
digunakan bila p<<l dan N + . 

III. TUGAS-TUGAS 

W-1, Bab3, No: 5,  6, 7, 8, 9, 10. 

IV. BUKU SUMBER 

Waiib (W) 
1. Stowe, K., 1984, Introduction to Statistical M~chanics and Thermodynamics, Jolm 

Wiley & Sons, New York. 
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1. Sears, F.W., and Salinger, G.L., 1975, Thermodynamics, Kinetic Theory, and 

Statistical Thermodinamics, Addison-Wesley Publishing Company, 
California. 

2. Pointon, A,J., 1967, An Introdz~ction to Statistical Physics for Students, Longman, 
New York. 
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I. SASARAN BELAJAR 

Setelah mengikuti perkuliahan ini, mahasiswa diharapkan dapat : 
1. Merumuskan bentuk fingsi distribusi Gauss 
2. Mengitung peluang suatu sistem dengan menggunakan hngsi distribusi Gauss. 
3. Mencari nilai rata-rata dan standar deviasi. 

11. FUNGKASAN MATEFU 
A. Distribusi Gauss (Normal) 

Distribusi binomial dapat digunakan untuk menghitung peluang semua state yang 
mugkin dari sebuah sistem. Untuk sistem terdiri dari banyak elemen, formula Stirling 
dapat digunakan untuk menentukan peluang elemen. Namun untuk sistem yang sangat 
besar @I>>), menghitung seluruh spektrum peluang sangat membosankan. Untunglah 
pada N>> distribusi peluang merupakan hngsi yang rata dimana state-state yang hampir 
sama mempunyai peluang yang hampir sama. Sebagai contoh, PIo0,(49l) hampir sama 

P,,,, (490) dan PI000 (492) . 
Cara yang paling simpel untuk menghitung peluang sistem yang terdiri dari 

sejumlah besar partikel adalah dengan menggunakan konsep harga rata-rata dan standar 
deviasi. Distribusi Gauss dikembangkan atas dasar asumsi distribusi peluang untuk 
semua state yang dapat dicapai dinyatakan dengan parameter ii(ni1ai rata-rata) dan 
~(standar  deviasi). Dalam menurunkan formula Gauss dibuat pendekatan bahwa 
fbngsinya kontinu dan rata, titik referensinya no diambil terdekat ke harga n yang 
ditinjau. Pendekatan menjadi reliabel bila jumlah elemen sistem berambah besar. 

Formula Gauss diturunkan dengan mengaplikasikan "deret Taylor" dimana 



Jika harga fungsi f(x) dan semua tulunannya pada suatu titik x = xo diketahui, lnalta nilai 
fungsi pada titik lain x = xl dapat ditentukan. Dalam kasus ini, kita selidiki fungsi 
P,(n),selanjutnya ditulis P(n) saja, merupakan fungsi yang kontinu dari n. Untuk 
memenuhi dua kriteria dalam penul-unan formula Gauss, yaitu (1) fungsi serata mungkin, 
(2) titik referensi no diambil sedekat mungkin dengan n yang ditinjau, maka untuk 
kriteria pertama diambil logaritmanya dan untuk memenuhi kriteria kedua diambil P(n) 
untuk n disekitar n,h dimana nlnaks = Ti. 
Logaritma dari P(n) disekitar n = ii adalah sebagai berikut 

Turunan pertama sebagai fungsi pada titik maksimurnnya adalah no1 

dan turunan keduanya diberikan oleh 

Dengan mensubtitusikan kedua turunan di atas ke dalam logaritma dari P(n) didapat 

atau 

Untuk menghitung nilai P(E), maka peluang total untuk semua nilai n adalah 1. 

Konsekuensinya, 

dimana Ti = Np dan o = *. Persamaan di atas disebut "fungsi distribusi Gauss" dan 

valid untuk sistem terdiri dari sejumlah besar elemen. 
Misalkan sebuah sistem terdiri dari 3000 molekul dalam sebuah kamar kosong. 

Hitung nilai rata-rata, standar deviasi dan peluang dimana 1000 molekul berada pada 
sepertiga depan ruangan pada sembaran waktu. 
Diketahui : N = 3000, n = 1000, p = f dan q = f . 

- 
D i tanya : n , o ,  P3000(1000). 
( I )  Nilai rata-rata (ii). 

- 
n =Np = 1000, jadi ii = n. 



(2)  Standar deviasi 
O =  ==25,8 

(3) Peluang pada P3000(1000) 
1 

Pada ii= n, P3000(1000) = - = 1~6x10-* 
&O 

111. TUGAS-TUGAS 

IV. BUKU SUMBER 

Waiib (W) 
1 .  Stowe, K., 1984, Introduction to Statistical hlechanics and Thennodynarnics, John 

Wiley & Sons, New York. 
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Statistical Thermodinamics, Addison-Wesley Publishing Company, California. 
2. Pointon, A,J., 1967, An Introduction to Statistical Physics for Students, Longman, 

New York. 
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-- 

I. SASARAN BELAJAR 

Setelah mengikuti perkuliahan ini, mahasiswa diharapkan dapat : . . . 
1. Menjelaskan pengertian energi internal. 
2. Menjelaskan hubungan antara energi internal dengan derajat kebebasan 
2. Menjelaskan hubungan antara energi internal dengan prinsip ekuipartisi energi. 
3. Merumuskan energi internal dalam bentuk hukum I Termodinamika. 

11. RINGKASAN MATERI 
A. Energi Internal 

Energi dalam suatu sistem merupakan jumlah energi dari masing-masing sistem 
yang tercakup di dalarnnya, seperti : energi kinetik, energi potensial dan energi vibrasi. 
Sebagai contoh, energi internal dari sebatang besi mencakup energi kinetik dari elektron 
konduksi, energi potensial dari atom-atom besi yang disebabkan oleh interaksi dengan 
atom-atom sekitar dan energi kinetik vibrasi disekitar posisi kesetimbangan. 

Atom-atom dalam zat padat, mempunyai interaksi elektrostatis dengan tetangga 
terdekatnya. Atom-atom bergetar dan energi kinetik berubah menjadi energi potensial 
ujung-ujung getaran dan berubah menjadi energi kinetik pada titik-titik kesetimbangan. 
Secara rata-rata, setengah energi berbentuk energi potensial ( f  kr2 ) dan setengah energi 

berbentuk energi kinetik ( l m v 2  ). Energi disimpan dalam bentuk energi kinetik dan 

energi potensial. Energi dapat pula disimpan dalam bentuk energi kinetik rotasi seperti 
elektron konduksi dalam logam, atau molekul dalam gas, atau barangkali dalam energi 
kinetik rotasi dari molekul poliatomik. 

B. Derajat Kebebasan 
Tiap-tiap cara masing-masing elemen dari sebuah sistem dapat menyimpan 

energi, disebut derajat kebebasan. Tinjau atom-atom dalam zat padat, masing-masing 



bervibrasi terhadap posisi kesetimbangan. Masing-masing atom dapat menyimpan energi 
potensial (+kr2 ) dan energi kinetik ($mv2 ). 

Dalam kasus 3D, ada tiga cara untuk menyimpan energi potensial dari atom-atom pada 
zat padat. 

dan tiga cara menyimpan kinetik translasi 

Jadi masing-masing atom mempunyai 6 derajat kebebasan dan untuk N atom 
memberikan 6N derajat kebebasan. 

Contoh lain adalah suatu molekul gas diatomik berada dalam ruang 3D. Masing- 
masing molekul dapat bergerak bebas dalam 3D sehingga mempunyai "tiga derajat 
kebebasan translasi". Jika p melambangkan momentum dari molekus gas diatomik, 
maka 

Disamping bertranslasi, atom-atom juga dapat berotasi. Jika I, dan I, menyatakan 
momen inersia dari molekul-molekul gas maka gas mempunyai "dua derajat kebebasan 
rotasi". 

~ 2 ,  L: 
ERotasi = - +- 

21, 21, 

Akhirnya, molekul juga mempunyai "dua derajat kebebasan vibrasi". Jika p, 
melambangkan momentum sepanjang sumbu-x dan x adalah jarak antara dua molekul, 
maka 

Jadi molekul gas diatomik mempunyai 7 derajat kebebasan, yaitu : 3 derajat kebebasan 
translasi, 2 derajat kebebasan rotasi, dan 2 derajat kebebasan vibrasi. Untuk N molekul, 
gas ideal diatomik mempunyai 7N derajat kebebasan. 

C. Teori Ekuipartisi 
Dari contoh-contoh di atas, energi yang d ishpan  dalam satu derajat kebebasan 

dapat dinyatakan dalam bentuk 
E = bq2 



dimana b adalah konstanta dan q adalah koordinat posisi atau momentum. Penggunaan 
teori peluang terhadap ungkapan energi (bq2), menunjukkan bahwa secara rata-rata, 
jumlah energi yang disimpan dalam semua derajat kebebasan adalah sama. Ini disebut 
"teori ekuipartisi". 

Bukti umum dari teori ini belum dapat diberikan disini, tetapi dengan 
menggunakan pendekatan statistik, energi rata-rata pada tiap-tiap derajat kebebesan ( E )  
sebanding dengan temperatur mutlak (T) - 

E = I ~ T  2 

dimana k adalah konstanta Botlzmann ( k = 1,3 8 1 x 1 o - ~ ~  JIK). 

D. Hukum I Termodinamika 
Energi internal bersifat kekal dan tidak dapat dimusnahkan dan tidak pula 

diciptakan. Energi internal dapat berubah dari suatu bentuk ke bentuk lain. Ada tiga cara 
untuk mengubah energi internal, yaitu: 
1. Dengan menambah atau mengambil kalor dari sistem. 
2. Dengan melakukan kerja pada sistem atau sistem melakukan kerja pada lingkungan. 
3. Dengan menambah atau mengambil partikel dari sistem. 

Jika dE menyatakan perubahan energi internal dari sistem, dQ adalah jumlah 
kalor yang ditambahkan pada sistem, dW adalah kerja yang dilakukan pada sistem dan 
dN adalah perubahan (penambahan) partikel pada sistem, maka hukum pertama 
termodinamika dapat ditulis 

dE = dQ+dW+pdN 

dimana p adalah potensial kimia. Perlu diperhatikan bahwa dE adalah diferensial eksak 
sehingga nilainya bergantung pada keadaan awal dan akhir proses. Sedangkan dQ dan 
dW adalah diderensial tak eksak sehingga nilainya bergantung kepada jalannya proses. 
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HAND OUT 

Mata Kuliah : Fisika Statistik 
Kode Mata Kuliah : FIS 014 
Bobot SKS : 3 SKS 
Pokok Bahasan : Entropi 
Sub Pokok Bahasan : 1. State dari suatu sistem. 

2. Entropi dan Hk. I1 Termodinamika. 

Minggu ke : 5 (lima) 
Dosen Pembina : Dr. H. Ahmad Fauzi, M.Si 

I. SASARAN BELAJAR 

Setelah mengikuti perkuliahan ini, mahasiswa diharapkan dapat : 
1. Menjelaskan pengertian dari kuatum state. 
2. Menjelaskan pengertian dari degenerasi energi sistem. 
3.  Merumuskan hubungan antara jumlah state yang tersedia dengan energi internal 

sistem pada setiap derajat kebebasan. 
4. Merumuskan pernyataan hukum I1 Terrnodinimaka. 

11. RINGKASAN MATERI 
A. State dari Sistem 

Bila energi ditambahkan pada sistem, akan menambah jumlah state yang dapat 
dicapai pada sistem, karena memberikan kemungkinan populasi state energi tinggi yang 
tidak tersedia sebelumnya. Selama sistem makroskopik terdiri dari banyak partikel, 
masing-masingnya dapat berada pada suatu state tertentu, jumlah konfigurasilstate untuk 
sistem makroskopik benar-benar besar sekali. Selanjutnya, pertambahan kecil dalam 
jumlah state yang tersedia pada individu partikel menghasilkan pertambahan besar dalam 
jumlah konfigurasi/state dari sistem makroskopik. Pada bagian ini, kita akan menguji 
kebergantungan jumlah state yang tersedia pada energi internal sistem. 

Sebagai konsekuensi dari sifat gelombang dari pertikel menyebabkan h t a  tidak 
dapat menentukan koordinat posisi dan momentum secara bersamaan. Malahan, kita 
dapat menemukan partikel dalam rentangan daerah yang sangat kecil. Rentangan 
minimum ini merupakan sebuah daerah kecil dari ruang fase 6D yang disebut 'kuantum 
state". Walaupun dimensi dari kuantum state sangat kecil, besarnya adalah berhingga. 
Daerah ini menyatakan jumlah kuantum state berhingga merentang untuk semua nilai 
yang mungkin dari koordinat posisi dan momentum. 

B. Ruang State 
Beberapa state yang berbeda tetapi mempunyai energi yang sama, kita katakan 

bahwa state tersebut tergenerasi. Contohnya, sebuah sistem terdiri dari tiga partikel 



dengan spin 4. Kita dapat inengatakan bahwa state energi E = pB adalah "tiga kali 

degenerasi", Untuk kasus atom hidrogen , kita dapat mengatakan bahwa state energi E = 

-3,4 eV (n = 2) adalah "delapan kali degenerasi". 

C. Densitas State dan Energi Internal 
Jumlah state yang tersedia untuk sebuah sistem (state total) adalah perkalian 

antara jurnlah state yang tersedia dengan komponen sistem secara individu 

dimana Ro adalah jumlah state yang tersedia pada sistem total dan Ri adalah jumlah state 
yang tersedia untuk setiap derjat kebebasan. Jika energi internal sistem bertambah, kita 
melihat jumlah state yang tersedia untuk setiap derajat kebebasan juga bertambah 

R i W E "  ,>O 
dimana x adalah bilangan positif. Jika sistem terdiri dari q derajat kebebasan, maka 
jumlah state yang tersedia untuk sistem total bertambah secara cepat terhadap energi 
internal 

R o  EX" 
Nilai x dapat berharga berharga 1 atau +. Untuk kebanyakan sistem biasanya nilai x 
berharga +. 

Jumlah state yang tersedia dalam beberapa derajat kebebasan sebanding dengan 
rentangan koordinat posisi dan momentum, q. Untuk kebanyakan sistem, energi 
disimpan dalam setiap derjat kebebasan sebanding dengan q2 (seperti k p 2 ,  kx2, dsb.) 

sehingga jumlah state yang tersedia sebanding dengan akar dari energi internalnya 
ni DC Ell2 

atau 
no E " / ~  

dimana q adalah derajat kebebasan. Dalam praktek, kita tidak dapat mengontrol energi 
internal suatu sistem secara eksak. Yang terbaik, kita mengontrolnya dalam rentangan E 
dan E+AE. Selama jumlah state yang tersedia sebanding dengan E" '~  dan AE , maka kita 
dapat menulis 

Q O ( E , W  g(E)AE 
dimana g(E) = ( k o n s t . ) ~ ~ ' ~  disebut densitas keadaan 

D. Entropi dan Hukum I1 Termodinamika 
Untuk sistem makroskopik, jumlah state yang tersedia sangat bergantung pada 

energi internalnya. Konsekuensinya, bila dua sistem berinteraksi dalam beberapa cara, 
jumlah state yang tersedia terhadap sistem terkombinasi dipengaruhi oleh distribusi 
energi di antara keduanya. Perubahan yang sangat kecil dalam distribusi energi 
menyebabkan perubahan yang sangat besar dalam jumlah state yang tersedia. 



Tinjau suatu sistem Ao terdiri dari dua subsistem yang berinteraksi yaitu A, dan 
I 
I A2. Energi internal dari kedua sisteln dapat berubah sebagai hasil dari interaksi, tetapi 
I energi sistem terkombinasi adalah konstan. 

I 
dengan jumlah state yang tersedia pada sistem terkombinasi adalah perkalian jumlah 
state yang tersedia pada masing-masing subssitem 

Qo=Q1 Q2 

Misalkan sistem ini sangat kecil dengan A1 mempunyai 6 derajat kebebasan dan A2 
mempunyai 10 derajat kebebasan. Jumlah state yang tersedia untuk sistem A1 dan A2 
adalah 

Q, (E,)' 

Q, w- (Ed5  
Misalkan energi berubah setiap 1 unit, dan jumlah energi dari sistem terkombinasi 
adalah 5, maka 

Eo=El+E2=5  

Untuk melihat distribusi energi pada kedua sistem diatas, hasilnya dapat dilihat pada 
tabel dibawah ini. 

Tabel 1. Jumlah keadaan yang tersedia untuk dua sistem 

Total = 3896 

kecil A, dan A2 berinteraksi dengan q I = 6 dan q2 = 10. 

Dari tabel terlihat bahwa distribusi energi dengan peluang terbesar adalah El = 2 dan E2 
= 3 dengan peluang ( P =- = 0,5). Sedangkan distribusi energi dengan peluang terkecil 

adalah El =O dan E2 = 5 atau El = 5 dan E2 = 0 dengan peluang nol.. 
Bila kedua sistem berada dalam kondisi kesetimbangan, maka distribusi energi 

diantara mereka seperti jumlah state yang tersedia adalah maksimum. Hasil ini tidak 
bergantung pada jenis interaksi, apakah termal, mekanik dan diffusi ataupun kombinasi 
dari ketiganya. 

E I 
0 
1 
2 
3 
4 
5 

E2 
5 
4 
3 
2 
1 
0 

QI 

0 
1 
8 

27 
64 
125 

Q2 

3 125 
1024 
243 
3 2 
1 
0 

Ro=Q1Qz 
0 

1024 
1944 
864 
64 
0 



Bika dua sistem inakroskopik berinteraksi menuju kesetimbangan, perubahan 
variabel sistem seperti sepei-ti jumlah state yang tersedia pada sistein terkombinasi selalu 
bertambah. Dengan kata lain, pertainbahan jumlah state yang tersedia selalu positif 

AQ, 2 0 
dimana tanda (>) berlaku untuk sistem menuju kesetimbangan dan tanda (=) berlaku 
untuk sistem berada dalam kesetimbangan. Pernyataan di atas dikenal dengan nama 
"hukum I1 Tennodinamika". 
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I. SASARAN BELAJAR 

Setelah mengikuti perkuliahan ini, mahasiswa diharapkan dapat : 
1. Menjelaskan tiga cara tranfer energi internal. 
2. Mendefenisikan temperatur sistem berdasarkan pada interaksi termal. 
3. Merumuskan pernyataan tentang hukum ke-no1 tennodinaka. 
4. Menjelaskan hubungan antara temperatur dan energi internal. 
4. Menuliskan hubungan antara kerja yang dilakukan dengan perubahan volume sistem 

pada interaksi mekanik. 
4. Menjelaskan hubungan antara state yang tersedia dengan kerja yang dilakukan oleh 

sistem pada interaksi mekanik. 

11. IUNGKASAN MATERI 
A. Interaksi 

Energi (internal) adalah kekal. Energi tidak dapat dimusnahkan dan tidak dapat 
diciptakan. Energi dapat bertambah pada suatu sistem dan berkurang pada sistem yang 
lain. Ada beberapa proses untuk mentranfer energi internal yaitu melalui interaksi antar 
sistem. Transfer energi tersebut dibagi kedalam tiga kelompok besar. 
1). Transfer energi panas dari sistem yang satu ke sistem yang lain. 
2). Kerja dilakukan oleh sistem yang satu ke sistem yang lain. 
3). Transfer partikel dari sistem yang satu ke sistem yang lain. 

Berikut ini akan dipelajari tipe-tipe interaksi dan melihat efeknya terhadap sifat-sifat dari 
sistem. 

B. Interaksi Termal 
1. Temperatur dan hukum ke-no1 termodinamika 

Tinjau dua sistem A1 dan A2 berinteraksi secara termal, membentuk sistem 
terkombinasi Ao. Bila dua sistem berada dalam kesetimbangan, distribusi energi diantara 



mereka seperti entropi So dari sistein terkombinasi berada pada nilai maksiinum. Bila 
sistem hanya berinteraksi secara termal, dan tidak secara ~nekanik dan difhsi maka 
berlaku 

dQ = dE = TdS 

Dari hubungan diatas, dapat didefenisikan temperatur sistem T 

dimana V dan N adalah volume sistem dan jumlah partikel dianggap konstan. 
Dengan menggunakan hubungan 

So= Sl + S2 
dan (asumsi tidak ada perubahan energi internal sistem terkombinasi) 

dEl = -dE2 
maka pada kondisi setimbang didapatkan 

atau 

Jadi dapat disimpulkan bila dua sistem dalam kesetimbangan termal, maka temperatur 
keduanya adalah sama. 

Sekarang tinjau dua sistem Al dan A2, masing-masing setimbang termal dengan 
sistem ketiga, A3, maka didapat 

TI = T3 dan T2 = T3 

Jadi dapat disimpulkan jika dua sistem masing-masing setimbang termal dengan sistem 
ketiga, maka teperatur ketiganya adalah sama. Pemyataan ini dikenal dengan "hukum ke 
no1 termodinamika". 

2. Temperatur dun Energi Internal 
Dengan menggunakan informasi sebelumnya, kita akan mengembangkan sebuah 

pemikiran untuk mengukur temperatur T. Entropi diukur dari jumlah state yang tersedia 
dan 1/T diukur dengan berbagai variasi sistem energi internal. 



sehingga didapatkan 
E = ~ q k T  

Untuk kebanyakan sistem biasanya X= t ,  energi internal sistem dapat ditulis 

E = j q k T  

dimana q adalah derajat kebebasan. 

C. Interaksi Mekanik 
Kita dapat melakukan kerja pada sistem dengan memberi gaya pada jarak 

tertentu. Kerja yang dilakukan pada sistem dapat menyebabkan perubahan temperatur. 
Jika temperatur sistem adalah konstan, kemudian kerja yang dilakukan dapat 
merefleksikan perubahan dalam sifat-sifat sistem seperti jumlah state yang tersedia atau 
entropi. Jika sistem mempunyai tekanan p mengubah volume sebesar dV, maka kerja 
yang dilakukan pada sistem ditulis 

dW = pdV 
Catatan : dW+, artinya kerja dilakukan pada sistem. 

dW-, artinya kerja dilakukan oleh sistem sistem. 
Perubahan volume dV adalah diferensial eksak karena bergantung pada keadaan awal 
dan keadaan akhir, tetapi perubahan kerja dW adalah diferensial tak eksak dan tidak 
bergantung pada keadaan awal dan akhir melainkan pada jalannya proses. 

D. Kerja dan Jumlah State yang Tersedia 
Untuk sistem berinterkasi secara termal, mekanik dan difhsi, perubahan energi 

internalnya berdasarkan hukum I Termodinamika dapat ditulis 
dE = TdS - pdV + pdN 

atau 

Dari hubungan ini didapat 

Berdasarkan hubungan antara entropi dan jumlah state yang tersedia (S = k In Q), 
tekanan sistem dapat didefenisikan 

atau 



dimana Q2 dan Q1 adalah jumlah state yang tersedia pada sistem 2 dan 1. Jika volume 
sistem berubah sebesar AV pada E dan N tetap, inaka juinlah state yang tersedia berubah 
secara eksponensial terhadap perubahan volume AV. 
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I. SASARAN BELAJAR 

Setelah mengikuti perkuliahan ini, mahasiswa diharapkan dapat : 
1. Menjelaskan pengertian potensial kimia. 
2. Menjelaskan hubungan antara jumlah state yang tersedia dengan perubahan jumlah 

pertikel pada interaksi diffusi. 
3 Menjelaskan syarat-syarat dua sistem berada dalam kondisi kesetimbangan. 
4. Menjelaskan syarat-syarat dua sistem menuju kondisi kesetimbangan.. 

11. RINGKASAN MATERI 
A. Potensial Kimia 

Pada Hand Out sebelumnya kita telah membahas tentang efek interaksi termal 
dan mekanik terhadap sifat-sifat sistem, pada bagian ini kita akan membahas pengaruh 
interaksi diffusi terhadap perubahan sifat-sifat sistem. 

Bila sejumlah partikel baru masuk ke dalam sistem, mereka dapat mengubah 
energi termal sistem sebagai hasil interaksi di antara mereka dengan partikel lainnya 
yang sudah ada pada sistem. Pada prinsipnya kita dapat menentukan potensial kimia 
partikel dalam sistem yang diisolasi dengan mengukur energi partikel yang sangat kecil 
atau mengukur pertambahan energi termalnya. 

p = -AQ 
Dalam prakteknya, tidak mungkin mengukur energi pertikel yang sangat kecil. Untuk itu 
kita perlu mengetahui jumlah partikel AN dan energi internal sistem pada volume 
konstan. Jika A Q  adalah pertambahan energi termal dan AN adalah jumlah partikel pada 
sistem terkombinasi, maka potensial kimia sistem dapat ditulis 

B. Potensial Kimia dan Jumlah State yang Tersedia 
Untuk sistem berinterkasi secara termal, mekanik dan diffusi, hukum I 

Termodinamika dapat ditulis 



dE = TdS - pdV + pdN 
atau 

1 P P 
dS = -dE+-dV--dN 

T T T 
Dari hubungan di atas dapat ditulis 

Misalkan AN adalah sejumlah partikel yang ditambahkan pada sistem (pada V dan E 
konstan), maka jumlah state yang tersedia dapat ditulis 

atau 

dimana Q2 dan QI adalah jumlah state yang tersedia pada sistem 2 dan 1. Jika jumlah 
partikel sistem berubah sebesar AN pada E dan V tetap, maka jumlah state yang tersedia 
juga berubah secara eksponensial terhadap perubahan jumlah partikel AN. 

C .  Kondisi Kesetimbangan 
Tinjau kembali dua sistem A1 dan A2 berinteraksi secara termal, mekanik dan 

diffusi. Kita dapat menyusun pola-polanya dalam bentuk hukum I Termodinamika. 
AE = TAS - pAV + PAN 

atau 

Pada dua sistem berinteraksi berlaku 
So = S, + S, + dS, = dS, + dS, 

Eo = E l  +E,  + dEo = dE, +dE, 

Vo = V, + V2 + dVo = dV, + dV2 

No = N, +N,  + dNo = dN, +dN, 

Karena Eo, Vo, dan No adalah konstan, maka perubahan energi internal, volume dan 
jumlah partiekl sistem terkombinasi adalah nol, sehingga didapat 



Perubahan entropi untuk sistem terkombinasi dapat ditulis. 
AS, = AS, + AS2 

atau 

atau 

Bila kedua sistem berada dalam kondisi kesetimbangan, maka perubahan entropi sistem 
terkombinasi adalah AS0 = 0, sehingga 

Ada tiga variabel yang saling bebas yaitu (El , VI dan N1). Bila 
AE, # O,AV, # 0, AN, # 0 ,  maka berlaku 

Jadi dapat disimpulkan bahwa dalam kondisi setimbang, temperatur, tekanan dan 
potensial kimia kedua sistem adalah sama. 

C. Menuju Kondisi Setimbang 
Sekarang kita tinjau dua sistem berinteraksi secara termal, mekanik dan diffusi, 

tetapi tidak dalam kondisi setimbang, maka entropi dari sistem terkombinasi selalu 
bertambah atau AS0 > 0. Tulis kembali persamaan di atas 

Sekarang perhatikan sistem A1 . Energi internalnya dapat ditulis 
AE, = AQl -P,AV~ + I . L , ~ ,  

Dengan menggunakan sedikit manipulasi matematik, persamaan entropi sistem 
terkombinasi menj adi 



Ada tiga variabel yang saling bebas yaitu (Q1, VI dan N1). Bila 
AE, # O,AV, # O,AN, # 0 dan ASo > 0, maka berlaku 

1 
--(PI - P ~ ) A N ,  > 0 

T2 
Implikasi dari ketiga kondisi diatas adalah 

(1). Jika AQ, < 0,maka [: - -- k ) < o ,  T 2 9 &  

Artinya; kalor mengalir dari sistem yang bertemperatur lebih tinggi ke sistem yang 
bertemperatur lebih rendah. 
(2).JikaAVl>0,maka ( p l - p 2 ) > ~ ,  p , > p 2  

Artinya; usaha dilakukan oleh sistem yang bertekanan lebih tinggi ke sistem yang 
bertekanan lebih rendah. 
(3). Jika AN, < 0, haka -(p, - p,) < 0, p2 > p, 
Artinya; sejumlah partikel mengalir dari leh sistem yang berpotensial kimia lebih tinggi 
ke sistem yang berpotensial kimia lebih rendah. 

Pernyataan di atas dikenal dengan bentuk lain dari "hukum IT Termodinamika" 
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I. SASARAN BELAJAR 

Setelah mengikuti perkuliahan ini, mahasiswa diharapkan dapat : 
1. Menjelaskan pengertian dari persaman keadaan 
2. Menjelaskan enam anggapan tentang model gas ideal. 
3. Menentukan persamaan keadaan dari gas ideal. 
4. Menghitung kapasitas panas dari gas ideal. 

11. RINGKASAN MATERI 
A. Persamaan Keadaan Gas Ideal 

Setiap sistem mempunyai karakteristik tertentu. Gas cenderung lebih 
kompresibel dari pada zat cair dan zat cair mengalir lebih baik dari pada zat padat. 
Karakteristik ini dapat diungkapkan dalam sebagai ketergantungan antar variabel seperti 
bagaimana volume berubah terhadap tekanan atau jumlah partikel, atau bagaimana inergi 
internal berubah entropi dan volume. Ketergantungan antar variabel ini disebut 
"persamaan keadaan" dan hubungan ini sangat berguna karena dapat membantu kita 
untuk mentransfer informasi dari satu set persamaan ke set persamaan lain. Selama sifat- 
sifat dari sistem yang disebabkan oleh perilaku unsur-unsur mikroskopik, model-model 
untuk unsur mikroskopik dapat diterjemahkan kedalam persamaan keadaan . 

Dari segi mikroskopik, maka suatu gas ideal dapat didefenisikan dengan 
membuat anggapan-anggapan sebagai berikut : 
1) Suatu gas terdiri dari pertikel-pertikel yang dinamakan molekul-molekul. 
2) Molekul-molekul bergerak ke segala arah menurut hukum-hukum gerak Newton. 
3) Jumlah molekul-molekul adalah besar. 
4) Volume molekul adalah pecahan kecil yang dapat diabaikan dari volume yang 

ditempati gas. 
5) Tidak ada gaya-gaya yang cukup besar yang beraksi pada molekul-molekul kecuali 

selama tumbukan. 
6) Tumbukan-tumbukan adalah elastik dan tumbukan-tumbukan terjadi didalam waktu 

yang sangat singkat. 



Molekul-molekul gas ideal tidak berinteraksi sesamanya, sehingga molekul- 
molekul hanya mempunyai energi kinetik saja. 

dimana p dan m adalah momentum dan massa molekul. Masing-masing molekul gas 
ideal mempunyai 3 derajat kebebasan dan untuk N molekul gas ideal mempunyai 3N 
derajat kebebasan. 

Jumlah state yang tersedia untuk 1 partikel dalam daerah 6D sebanding dengan 
ukuran dari daerah tersebut 

- A ~ Y ~ A P  AP y AP, 
'I partikcl - h3 

Untuk N partikel, jumlah state yang tersedia adalah 

dimana pembatasan pada integral ditentukan oleh volume V gas yang terbatas. 
Pengintegralan terhadap parsamaan di atas memberikan 

N 

a = ( & ) v ~ ~ n d p i x d p i y d p i z  i = l  

Karena 
-2mE p:, + piy + PL + P:,+.-.+PN, - 

maka integral momentum diatas ekivalen dengan luas permukaan bola 3N dimensi 

dengan radius m. Luas permukaan bola 3N dirnensi sebanding dengan radius 
pangkat (3N-I), sehingga jumlah state yang tersedia untuk N partikel gas ideal diberikan 
oleh 

Dengan mendefenisikan entropi sistem adalah S = k In Q, maka entropi gas ideal dapat 
dirumuskan 

ideal = konst. + Nk 1nV + $ Nk InE 
Dari hubungan diatas didapatkan 

1 

sehingga diperoleh 
E =I-NkT 2 

pV = NkT 



kedua persamaan diatas disebut " persamaan keadaan" dari gas ideal. 

B. Kapasitas Panas Gas Ideal 
Tinjau sebuah sistem terdiri dari sejumlah N partikel (N = konstan). Menurut 

hukum I Termodinamika, energi panas yang ditransfer ke sistem diberikan oleh 
dQ = dE + pdV 

Jika setiap sistem dengan r\ desajat kebebasan mempunyai energi internal E, maka 
hubungan antara energi internal dengan temperatur T diberikan oleh 

E =f qNkT 

sehingga 
dQ = 4 qNk dT+ pdV 

Kita dapat menulis ungkapan di atas dalam bentuk panas per mol (dq) sebagai 
dq = E = tqRdT+ pdv 

dimana R = konstanta universal (R=N*k= 8,3 14 x 10~~irnol)  
Kapasitas panas molal pada volume konstan didefenisikan sebagai 

Kapasitas panas lnolal pada tekanan konstan didefeniskan sebagai 

sehingga dari kedua hubungan diatas, diperoleh kapasitas panas molal dari gas ideal 

dimana r\ = 3 
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I. SASARAN BELAJAR 

Setelah mengikuti perkuliahan ini, mahasiswa diharapkan dapat : 
1. Menjelaskan pengertian tentang ensembel. 
2. Merumuskan peluang sistem mikroskopik yang berinteraksi dengan reservoir. 
3. Menjelaskan dua cara untuk untuk mengaplikasikan persamaan peluang dari sistem 

mikroskopik 
4. Menjelaskan perbedaan antara statistik klasik dengan statistik kuantum. 

11. RINGKASAN MATERI 
A. Ensembel 

Pada bagian yang lalu, kita telah memfokuskan diri pada perkembangan sifat- 
sifat dari sistem besar seperti entropi, tekanan, temperatur, energi internal, dsb. Untuk 
sistem-sistem besar, sifat-sifat ini adalah fungsi berkelakuan baik (smooth-well behaved) 
yang membolehkan kita untuk menerapkan alat matematika dan statistik untuk 
memahami perilaku mereka. Dengan bantuan alat ini, kita dapat mentransfer informasi 
antara set persamaan apapun, kita memilih dan memanipulasi kendala-kendala 
(constraints) untuk memaksimalkan sejumlah infonnasi yang berguna tentang sifat-sifat 
dari sistem. 

Sekarang kita akan mempelajari bagian akhir dari spektrum fenomena fisika. 
Kita akan mempelajari perilaku individu dari konponen mikroskopik dari sistem fisika 
seperti molekul-molekul, atom-atom atau elemen-elemen partikel dari individu. 

Kita dapat membayangkan sejumlah besar sistem-sistem kecil identik (tak 
terbedakan) semuanya berinteraksi dengan reservoir yang sama. Sejumlah besar partikel 
identik yang ada dalam sistem kecil itu disebut "ensembel". Ensembel barangkali hanya 
ada dalam bayangan. Beberapa ensembel dapat dikategorikan berdasarkan bagaimana 
cara mereka berinteraksi dengan reservoir. Seperti telah kita ketahui, ada tiga jenis 
interaksi antara sistem-sistem yaitu interaksi termal. mekanik dan diffusi yang 
menyebabkan terjadinya perubahan panas, kerja dan jumlah partikel pada sistem. 
Anggota "ensembel mikrokanonik" tidak berinteraksi dengan reservoir. Anggota 
"ensembel kanonik" berinteraksi secara termal dan mekanik dengan reservoir sedangkan 



anggota "enseinbel grandkanonik" berinterakasi secara terrnal, mekanik dan diffisi 
dengan reservoir. 

B. Peluang dari suatu State Tertentu 
Ada sejumlah cara untuk menurunkan peluang dari sistem pada state tertentu. 

1) Peluang dari sistem berada pada konfigurasi tei-tentu sebanding dengan jumlah state 
yang tersedia 

P - = Q  
2) Entropi sistem didefenisikan sebagai pengukuran dari jumlah state yang tersedia 

S = k In Q atau Q = esik 
3) Perubahan entropi sistem berhubungan dengan perubahan energi internal, volume dan 

jumlah partikel diberikan oleh 

Sekarang kita tinjau suatu sistem mikroskopik AA berinteraksi dengan reservoir besar 
AR. Sistem terkombinasi (sistem total) terisolasi dari lingkungan sekitar. Jumlah state 
yang tersedia untuk sistem terkombinasi adalah hasil kali antara jumlah state yang 
tersedia untuk kedua komponen sistem 

R,  = R,Q, 
Jika sistem mikroskopik berada pada satu state tertentu saja, maka 

Q, = 1 
dan peluang sistem terkombinasi dapat ditulis 

P oc Q,, = QAQR = Q = e S ~ i k  
R 

Misalkan AE, AV, AN dari sistem kecil bertambah akibat interaksi dengan reservoir. Hal 
ini akan mengurangi entropi dari reservoir sejumlah 

atau 

dimana SO, adalah entropi reservoir bila tidak ada energi internal, volume atau partikel 

masuk dari sistem mikroskopik AA. Sehingga peluang sistem berada pada state tertentu 
dapat ditulis 

atau 

ps 
, c -P(AE+pAV-@N)  

1 
dimana C adalah konstanta pembanding dan P = - 

kT 



Ada dua cara untuk mengaplikasikan persamaan di atas : 
Pendekatan pertama, kita meninjau sistem kecil terdiri dari sebuah partikel tunggal (atau 
grup pertikel) yang dapat berada pada berbagai kemungkinan kuantum state. Dalam 
kasus ini kita beranggapan jumlah pertikel dalam sistem inikroskopik adalah tei-tentu 
(tetap) dan tidak ada partikel dari reservoir sehingga 

AN = 0 
Bentuk pAV dapat diabaikan karena jauh lebih kecil bila dibandingkan dengan energi 
intemal AE. Sehingga peluang dari sistem kecil (mikroskopik) berada pada state s adalah 

p = (Ie-"". 

S 

dimana E, adalah energi internal sistem pada state s. 
Pendekatan kedua, kita meninjau sistem kecil tadi adalah sebuah kuantum state tunggal 
yang dapat ditempati oleh berbagai macam partikel. Dalam kasus ini kita beranggapan 
jumlah partikel dalam sistem mikroskopik bertambah, sehingga 

A N f O  
Bentuk pAV dapat diabaikan sehingga peluang dari sistem kecil (mikroskopik) berada 
pada state tetrtentu s adalah 

p = ce-P(AE-@N) 
S 

atau 
ps = ce-P(~$-~) 

dimana ~s adalah energi intemal sistem per partikel dan p adalah potensial kimia sistem. 
Pendekatan pertama disebut "statistik klasik dan pendekatan kedua disebut "statistik 
kuantum". 
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I. SASARAN BELAJAR 

Setelah mengikuti perkuliahan ini, mahasiswa diharapkan dapat : 
1. Merumuskan hngsi  distribusi Maxwell-Boltzmann. 
2. Menjelaskan hubungan antara peluang dan jumlah keadaan yang tersedia. 
3. Menjelaskan dua pendekatan untuk menemukan sistem dalam state tertentu. 
4. Menjelaskan tiga contoh aplikasi dari statistrik Masik. 

11. RINGKASAN MATERI 
A. Temperatur Eksitasi 

Energi dari suatu state selalu diukur relatif terhadap energi keadaan dasar (ground 
state), tetapi dapat pula diukur relatif terhadap tingkat referensi. Ratio peluang untuk 
sistem berada pada dua state diberikan oleh 

dimana I adalah state pada keadaan dasar dan j adalah state pada keadaan eksitasi. 
Sedangkan Ratio peluang berada pada state eksitasi pertama (El ) dan state dasar (Eo) 
diberikan oleh 

Dari sini kita melihat jika (El - Eo) lebih besar dibandingkan dengan kT maka peluang 
dalam keadaan eksitasi pertama lebih kecil dari pada keadaan dasar 

-- 'I - 0,untuk (El  - E,) >> kT 
Po 

dan jika (El - Eo) lebih kecil dibandingkan dengan kT maka peluang dalam keadaan 
eksitasi pertama lebih besar dari pada keadaan dasar 

I I  -=  w,untuk (E, -E , )<< kT 
Po 

Temperatur eksitasi dari sistem Te dapat didefenisikan sebagai 
kTe = E I - Eo) 



Jadi dapat disimpulkan bahwa peluang eksitasi sangat rendah bila T<cT,, dan peluang 
eksitasi tinggi bila T>>Te. 

B. Energi Ikat 
Jika pemekaran karakteristik dalam energi keadaan dasar (AEo) dan pemekaran 

karakterstik dalam energi dari keadaan eksitasi (AEl) dibandingkan ruang antara dua 
grup state maka 

AEs << Ee -Eg 
AEe << Ee -Es 

kemudian ratio peluang berada pada keadaan eksitasi dan pada keadaan dasar adalah 

"nan eksimsi - (:)e-p,Ee-Eel 

Pkeadaa!l dasar 

dirnana ne adalah jumlah state eksitasi dan ng adalah jumlah state dasar. Hubungan ini 
menjadi eksak pada limit AEg + 0, dan A L  -0. 

C. Contoh-contoh 
1. Sebuah atom hidrogen berada pada dua tingkat energi yaitu Eo = -13,6 eV dan El = - 

3,4 eV. Berapakah perbandingan atom hidrogen dalam keadaan eksitasi pertama dan 
keadaan dasar pada temperatur kamar ?. 

Energi relatif terhadap keadaan dasar adalah El - Eo = 10,2eV. Pada temperatur T= 
300K, ratio peluang kedua keadaan adalah 

Jelaslah bahwa pada temperatur kamar, semua atom hidrogen berada pada keadaan 
dasar. Tidak ada peluang atom hidogen berada pada keadaan eksitasi pertama, apalagi 
eksitasi yang lebih tinggi pada temperatur kamar. 

2. Pada temperatur berapa kita akan menemukan setengah dari atom hidrogen berada 
dalam keadaan eksitasi pertama dan setengah lagi berada dalam keadaan dasar. 

Dari pesamaan peluang, didapatkan 

atau ekivalen dengan 

sehingga 



3. Sebuah molekul air dapat terdisosiasi ~nenjadi ion-ion H+ dan OH-. Energi dalam 
keadaan disosiasi adalah 0,4 eV lebih tinggi dari keadaan nondisosiasi. Berapakah 
fraksi molekul dalam segelas air pada temperatur kamar dimana kita inengharapkan 
terjadi disosiasi setiap saat. 

Peluang dari kedua keadaan diatas dapat ditulis 
I 

--0,4eV 
- e - 8 ( E , - E 0 , , e * ~  = - - e-15,4 - - ~XIO-' 

Po 

Jelaslah bahwa pada temperatur kamar, peluang molekul air berada pada keadaan 
terdisosiasi adalah kecil. 
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I. SASARAN BELAJAR 

I 

I 
Setelah mengikuti perkuliahan ini, mahasiswa diharapkan dapat : 

i 
1. Menjelaskan pengertian energi rata-rata dari setiap derajat kebebasan. 
2. Menentukan kapasitas panas gas ideal jumlah derajat kebebasan. 
3. Merumuskan fungsi distribusi Maxwell-Boltzmann untuk gas dalam ruang momentum 

dan kecepatan. 
4. Menerapkan fungsi distribusi Maxwell-Boltzmann untuk mencari nilai rata-rata. 

11. RINGKASAN MATERI 
I A. Energi rata-rata per derjat kebebasan 
! Bila kita mengetahui peluang untuk sistem mikroskopik pada beberapa state, kita 

dapat menggunakan peluang untuk menentukan nilai rata-rata. Salah satu nilai rata-rata 1 yang sangat penting yang akan ditentukan berdasarkan cara ini adalah energi rata-rata per 
derjat kebebasan. 

Bayangkan suatu sistem mikroskopik yang diamati adalah sebuah sistem dengan 
I satu derjat kebebasan, dan energi yang tersimpan dalaln setiap derjat kebebasan biasanya 

dalam bentuk 
E = bq2 

dimana b adalah konstanta dan q adalah koordinat momentum atau posisi. 
Peluang dari sistem mikroskopik berada pada state tertentu s, nilai rata-rata energi untuk 
sistem ini adalah 

I 

I -I  - E = ~ K E ,  = z ( ~ e - ~ ~ s ~ , ) = [ z e - ~ ' s )  z e - p E s k  

S S S S 

atau 

Integrasi terhadap suku sebelah kanan menghasilkan 



sehingga energi rata-rata untuk setiap derjat kebebasan dapat ditulis 

Rumusan di atas adalah bentuk lain dari "teori ekuipartisi" 

B. Energi Internal Rata-rata dari Gas Ideal 
Setiap molekul gas ideal (monoatomik) dapat bergerak dalam ruang 3D, clan 

masing-masing molekul mempunyai "3 derjat kebebasan kinetik translasi" 

Sekarang misalkan molekul gas ideal diatomik, pusat massa dari molekul ini disamping 
dapat bergerak dalam "3 derjat kebebasan kinetik translasi", tetapi dapat juga bergerak 
dalam "2 derjat kebebasan kinetik rotasi" dan "2 derjat kebebasan vibrasi". Karena 
momen inersia rotasi hanya dapat bergerak terhadap dua sumbu ( sumbu-y dan sumbu- 
x) kalau kedua atom terletak pada sumbu-x maka energi rata-rata kinetik rotasinya 
adalah 

Akhirnya, jarak antara dua atom menyebabkan adanya energi interaksi antara kedua 
atom. Kita melihat bahwa pergeseran kecil pada bagian bawah partikel menimbulkan 
osilator harmonik kecil pada kedua atom. Kita dapat mengatakan bahwa kedua atom 
mempunya "2 derjat kebebasan vibrasi" dan dapat ditulis 

dimana prel adalah xrel adalah momentum dan jarak relatif antara kedua atom dan k 
adalah konstanta osilator. 
Jadi dapat disimpulkan bahwa energi internal rata-rata untuk N molekul gas adalah 
adalah 

- 
E = $NkT, untuk gas ideal monoatomik ( 3 derajat kebebasan) 
- 
E = fNkT,  untuk gas ideal monoatomik ( 7 derajat kebebasan) 
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I. SASARAN BELAJAR 

Setelah mengikuti perkuliahan ini, mahasiswa diharapkan dapat : 
1. Menyatakan distribusi molekul gas terletak dalam rentangan px dan p, + dpx 
2. Menyatakan distribusi molekul gas terletak dalam rentangan vx dan v, + dv, 
3. Menyatakan distribusi molekul gas terletak dalam ruang momentum. 
4. Menyatakan distribusi molekul gas terletak dalam ruang kecepatan. 
5. Menerapkan fungsi distribusi Maxwell-Boltzmann untuk menghitung nilai rata-rata. 
6. Menentukan persamaan keadaan gas ideal berdasarkan nilai rata-rata. 

11. RINGKASAN MATERI 
A. Distribusi Peluang 

Tinjau sebuah molekul gas terdiri dari satu derjat kebebasan translasi. Jika 
momentum linier dari molekul tersebut dalam arah x adalah p, dan energi yang 

p2 tersimpan dalam satu derjat kebebasan adalah 2, maka peluang sistem berada pada 
2m 

suatu kuantum state tertentu adalah 
ps , Ce-'P12.i~i 

dimana m adalah massa molekul gas. Jika kita interes terhadap peluang momentum 
terletak dalam rentangan dpx, maka peluang sistem tersebut adalah perkalian antara 
peluangnya dalam satu state dengan jurnlah state 

P(px)dpx = peluang berada pada satu state x jumlah state 
atau 

Nilai konstanta C dapat dihitung dengan menyatakan bahwa jumlah peluang total sistem 
yang terletak dalam rentangan p, adalah 1 



Dengan bantuan fungsi Gamma T(n), nilai konstanta C didapat 

sehingga peluang molekul gas mempunyai komponen momentum terletak dalarn 
rentangan px dan px + dpx dapat ditulis 

Dengan cara yang sama, peluang molekul gas mempunyai komponen kecepatan terletak 
dalam rentangan vx dan vx + dvx dapat ditulis 

Peluang dimana suatu molekul gas mempunyai tiga komponen momentum berada dalam 
rentangan px,py, pz dan px + dp,, py + dpy , p, + dp, dapat ditulis 

atau 

Dengan cara yang sama, peluang dimana suatu molekul gas mempunyai tiga komponen 
kecepatan berada dalam rentangan vx,vY, vz dan v, + dvx, v, + dv, , v, + dv, dapat ditulis 

Jika kita hanya interes pada amplitudo dari momentum molekul, tidak pada arah, maka 
ungkapan d3p dapat ditulis dalam koordinat bola 

d3p= p2dp sine de d$ = 4x p2 dp 

sehingga disribusi peluang untuk magnitudo dari momentum molekul dalam rentangan 
dari 0 sampai M adalah 

Disribusi peluang untuk magnitudo dari kecepatan molekul dalam rentangan dari 0 
sampai - dapat ditulis 

1 
dimana p = - 

kT 



B. Nilai rata-rata 
I .  Nilai rata-rata vx untuk moleln~l gas pada tempei-atur T 

Kita mungkin dapat mengantisipasi hasil ini. Molekul bergerak ke segala arah sehingga 
kecepatan rata-ratanya mesti nol. 

2. Kelajuan rata-rata dari molekul gas pada temperatur T 
Kalajuan adalah magnitudo dari kecepatan dan tidak bergantung pada arah, maka nilai 
rata-ratanya terletak dalam rentangan 0 sampai - dalam ruang kecepatan. 

3. Nilai rata-rata dari kuadrat kecepatan. 
Karena v2 bergantung pada magnitudo dari kecepatan dan tidak bergantung pada arah, 
maka 

atau 

Hasil ini eksak dan sesuai dengan teori ekuipartisi, dimana setiap derjat kebebasan 
memberikan energi rata-rata $ kT . 

C. Distribusi Partikel dan Fluks 
Tinjau suatu gas berisi N molekul partikel identik. Jika gas menempati volume V 

maka densitas rata-rata molekul diberikan oleh 
N p = -  
v 

Jumlah molekul gas yang mempunyai kecepatan v, dan terletak dalam rentangan dv, 
dapat dinyatakan sebagai 

dN = NP(vx)dv, 
dimana P(v,) adalah peluang gas berada dalam rentangan dv,. Bila persamaan diatas 
dibagi dengan volume V menghasilkan 



dimana dp adalah densitas 
pada titik ini dapat ditulis 

partikel yang terletak dalain rentangan dv,. Fluks dari pastikel 

df, = pP(vx)vxdvx 
Sebagai aplikasi dari rumusan di atas, kita dapat menghitung tekanan rata-rata dari suatu 
molekul gas yang menumbuk dinding kontainer. Tekanan adalah impuls (tumbukan) 
yang diberikan oleh dinding per satuan luas persatuan waktu (atau gaya persatuan luas). 
Tekanan dapat pula dinyatakan sebagai perkalian antara fluks pastikel dengan impulsnya. 

dp=dfx(2mvx) 
Dengan menggunakan fungsi peluang, tekanan rata-rata partikel dapat dihitung 

v, =- V X  =- - 
p = dp = df, (2mvx) = 2rnp J ~(v,)v:dv, 

v, =o v, =o 0 

Suku sebelah kanan dapat dievaluasi dengan menggunakan bantuan hngsi Gamma dan 
hasilnya 

sehingga tekanan rata-rata dari molekul gas dapat ditulis 

atau 
pV = NkT 

Persaman di atas dikenal sebagai "persamaan keadaan" dari gas ideal. 
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I. SASARAN BELAJAR 

Setelah mengikuti perkuliahan ini, mahasiswa diharapkan dapat : 
1. Mendefenisikan fungsi partisi suatu sistem. 
2. Menggunakan fungsi partisi untuk menghitung nilai rata-rata. 
3. Merumuskan fungsi partisi gas ideal monoatomik dan diatomik. 

11. RINGKASAN MATERI 
A. Fungsi Partisi 

Nilai rata-rata dapat dihitung dengan menggunakan pengetahuan tentang peluang 
partikel dalam berbagai keadaan. Tetapi dalam prakteknya, perhitungannya memerlukan 
waktu lama sehingga diperlukan pengetahuan tentang "fingsi partisi" untuk menghitung 
nilai-nilai rata-rata tersebut. 

Jika Es adalah energi sistem pada state s, maka fungsi partisinya dapat 
didefenisikan sebagai berikut 

= C e-PEs 

Peluang sistem pada state s tersebut diberikan oleh 

dimana Z adalah fungsi partisi. 
Dari hukum pertama kita mengetahui bahwa energi sistem bergantung pada tiga 

variabel, yaitu (S, V,N) dimana entropi dapat diukur dari jumlah state (S= k In Q). Bila 
sistem berada pada satu state tertentu, Q = 1, maka S = k In 1 = 0. Artinya pada sistem 
mempunyai peluang maksimum dan tidak terjadi perubahan entropi, sehingga hukum 
pertama pada sistem dapat dalam bentuk 

dEs = -ps dV + ps dN 
Dari hubungan diatas, tekanan dan potensial kimia sistem pada state s dapat ditulis 



B. Perhitungan Nilai Rata-rata 
Dengan menggunakan pengetahuan tentang "fungsi partisi" suatu sistem, kita 

dapat nilai-nilai rata-rata yang berkaitan dengan deskripsi keadaan sistem. Berikut ini 
akan dibicarakan beberapa nilai-nilai rata-rata yang dianggap penting. 

I .  Energi internal rata-rata 
- 
E = ~ P , E ,  = z - ' C  e - P E s ~ ,  = z-l 

S S 

2. Energi internal kuadrat rata-rata 

3. Standar deviasi 

4. Tekanan rata-r-ata 

5. Potensial kimia rata-rata 

6. Entropi rata-rata 



Misalkan Z = f(P,V,N) 

atau 
d(InZ) = -EdP + PpdV - PpdN 

Jika d(PE) = PdE +EdP, maka 
d(1nZ + PE) = P(dE + pdV - pdN) = P(TdS) = (l/k)dS 

Konsekuensinya, 

7. Energi Bebas Helmhotz - 
E 

F = E - T S = E - T ( k l n Z +  -) 
T 

C. Fungsi Partisi dari Gas Ideal 

I .  Gas ideal monoatomik 
Energi internal yang dimiliki oleh gas ideal monoatomik tersipan dalam bentuk 

energi kinetik 

Fungsi partisinya dapat ditulis 

Dengan bantuan hngsi Gamma, integral di atas dapat diselesaikan. Hasilnya adalah 



dimana V adalah volume yang membatasi ruang molekul, h adalah konstanta Plack dan 
m adalah massa molekul. Untuk N molekul, fungsi partisi dari gas ideal monoatoinik gas 
dapat ditulis 

atau dalam betuk logaritma, 
l n Z = k o n s t . + N l n V -  $ N I n p  

1 
dimana p = - . 

kT 
Jelaslah bagi kita bahwa pengetahuan tentang fungsi partisi memudahkan kita 

untuk mencari parameter-parameter yang berkaitan dengan deskripsi dari gas ideal. 
"Persamaan keadaan" dari gas ideal juga dapat diturunkan dari fungsi partisi ini. 

2. Gas Ideal Diatomik 
Energi internal dari gas ideal diatomik terdiri dari tujuh derajat kebebasan yaitu 

tiga dari derajat kebebasan kinetik translasi, dua dari derajat kebebasan kinetik rotasi dan 
dua dari derajat kebebasan vibrasi. Bentuk matematisnya dapat ditulis 

Fungsi partisinya total dari gas ideal diatomik adalah perkalian dari fungsi partisi dari 
masing-masing derajat kebebasan. 

Z = ZTZR ZV 
dimana ZT adalah hngsi partisi derajat kebebasan kinetik translasi, ZR adalah fungsi 
partisi derajat kebebasan lunetik rotasi dan Zv adalah fungsi partisi derajat kebebasan 
vibrasi. 

Fungsi partisi dalam derajat kebebasan kinetik translasi dari gas ideal diatomik 
sama dengan fungsi partisi gas ideal monoatomik, yaitu 

atau 
z, = C,vp-3'2 

312 
2nm 

dimana C, = (F) konstanta. 

Fungsi partisi dalam derajat kebebasan kinetik rotasi dapat ditulis 
z, = c2p-' 



dimana C, = - adalah konstanta. 

Fungsi partisi dalam derajat kebebasan vibrasi dapat ditulis 

1 
dimana C, = - adalah konstanta. 

Acu 
Fungsi partisi total dari gas ideal diatomik dapat dinyatakan sebagai 

z = z,z,z, = C V ~ - ~ / ~  

dimana C = C1 C2 C3 adalah kosntanta. Untuk N molekul, hngsi partisi totalnya dapat 
1 ditulis 

atau , dalam bentuk logaritma 

l n Z = k o n s t . + N l n V -  $ N l n p  

dimana p adalah fungsi temperatur (T) 
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I. SASARAN BELAJAR 

Setelah mengikuti perkuliahan ini, mahasiswa diharapkan dapat : 
1. Merumuskan fungsi distribusi untuk statistika kuantum. 
2. Menjelaskan pengertian populasi rata-rata. 
3. Merumuskan populasi rata-rata dari partikel untuk statistik kuantum. 
3. Merumuskan statistik untuk partikel fermion. 
4. Merumuskan statistik untuk partikel boson. 
5. Merumuskan statistik untuk partikel klasik. 

11. RINGKASAN MATEFU 
A. Statistik Kuantum 

Pada pembahasan sebelumnya sudah dinyatakan bahwa bila kita meninjau sebuah 
sistem kecil adalah sebuah kuantum state yang dapat ditempati oleh banyak pal-tikel, 
maka peluangnya dapat ditulis 

p, = ce-P(eS-v)  

dimana E~ dan p adalah energi dan potensial kimia per partikel pada state s. Pendekatan 
ini melahirkan bidang baru yang disebutGstatistik kuantum". 

B. Populasi rata-rata 
Problem utama dalam statistik kuantum dapat dibedakan kedalam dua kelompok: 

pertama, bagaimana menentukan spektrum dari state yang tersedia, dan kedua, 
bagaimana menentukan jumlah partikel rata-rata yang dapat menempati masing-masing 
state. Pembahasan pada kelompok pertama biasanya lebih sulit karena problernnya lebih 
kompleks sedangkan pembahasan pada kelompok kedua biasanya lebih mudah karena 
problemnya lebih sederhana. Pada Hand Out ini, pembahasan hanya dititik beratkan pada 
bagian kedua. 

Jumlah partikel rata-rata yang dapat menempati kuantum state tertentu disebut 
"populasi rata-rata (ii)". Populasi rata-rata yang dapat menempati pada state s diberikan 



dimana n adalah jumlah partikel. 
Misalkan x = P(cs-p), populasi rata-rata ini dapat ditulis 

Ada dua kemungkinan untuk mengaplikasikan rumusan di atas. 
1). Jika satu state tidak dapat ditempati oleh lebih dari satu partikel, maka partikel- 
partikelnya disebut partikel "fermion" .Dalam kasus ini , 

sehingga populasi rata-ratanya dapat ditulis 

atau 
- n , . =  1 

ermlon @-P) + 1 

Statistik untuk partikel fermion disebut "statistik Fermi-Dirac". 

2). Jika satu state dapat ditempati oleh lebih dari satu partikel, maka partikel-partikelnya 
disebut partikel "boson" . Dalam kasus ini, 

sehingga populasi rata-ratanya dapat ditulis 

atau 

Statistik untuk partikel bosan disebut "statistik Bose-Einstein". 

Bandinakan hasilnva dengan statistik klasik. 
Populasi rata-ratanya adalah 

- nklasik = nPs = N C ~ - ~ ~ ~  



, atau 

Untuk kasus, E - p. >> kT, populasi rata-rata untuk ketiga statistik diatas 
- - - - - - e - P ( ~ - ~ )  

I nfermion - nklasik ^- nboson - 

I Untuk kasus, E = p, populasi rata-rata untuk ketiga statistik diatas 
1 - I - % ' " -  ermlon - e0 + 1 2 

dan untuk kasus, E - p << kT, populasi rata-rata untuk ketiga statistik diatas adalah 
- 
'fermion < 'klasik < 'boson 

Secara grafik hasilnya dapat dilihat pada buku W- 1, hal. 4 10. 
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